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Capitulo 2

FORMACION DE IMAGENES A TRAVES
DE LA ATMOSFERA

Las inhomogeneidades atmosféricas varian en tiempos caracteristicos de pocos
milisegundos. Por tanto, para que las condiciones de la atmosfera no varien durante la
toma de una fotografia astrondmica, el tiempo de exposicion debe ser de este orden. En
tales circunstancias, las imagenes presentan un patron de interferencias de aspecto
granulado, denominado moteado interferencial o speckle. Si se toma una serie de
imagenes, el patron de interferencias es distinto en todas ellas, ya que este patron cambia
con el tiempo al variar el estado de la atmoésfera. En el primer apartado de este capitulo se
describe la estadistica de la intensidad luminosa en este tipo de imagenes.

Por otra parte, en una fotografia astrondmica convencional, el tiempo de exposicion

excede de un segundo y la imagen ya no es aleatoria sino un promedio de las imagenes de
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26 Formacion de imagenes en optica adaptativa

corta exposicion que se denomina imagen de larga exposicion. Estudiaremos esta clase de
imagenes en el segundo apartado. Sus propiedades fueron explicadas por Hufnagel y

Stanley (1964) y Fried (1965,1966).

2.1 Imagen de corta exposicion

2.2.1 Relacion objeto-imagen

Sea o(8) la distribucion de intensidad del objeto en funcién de la direccién de
observacién [ en el cielo e i( ) la distribucion de intensidad en la imagen instantanea.

La relacion entre las distribuciones de intensidad de objeto e imagen es lineal porque los
objetos astrondmicos son totalmente incoherentes (Roddier 1981). Se asume ademads la
invariancia frente a traslaciones, lo que implica que las perturbaciones instantaneas del
frente de onda son idénticas para todas las direcciones del frente de onda. Esta condicién
solo se cumple si las capas turbulentas se hallan muy cerca de la pupila del telescopio,
pero es evidente que esto no sucede en el caso de la atmodsfera. Asi que solo se puede
asumir la invariancia frente a traslaciones para objetos de pequefias dimensiones
angulares (ver figura 2.1), lo que supone un campo de vision limitado denominado la
zona isoplanatica. Las estimaciones tedricas y experimentales muestran que en las
imagenes astrondmicas la zona isoplanatica es del orden de unos pocos segundos de arco.
En estas condiciones la imagen se relaciona con la distribucion del objeto por una

convolucidn:

i(B) = o(P)*s(P) 2.1

donde s(f) es la imagen de un punto o funciéon de ensanchamiento de punto (PSF)

instantanea. Esta ecuacion se puede expresar como un producto en el espacio de Fourier:
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1I(f)y = o) S(f) 2.2)

El vector f tiene dimensiones de inversa de angulo y, por tanto, debe ser expresado en

rad’; S(7) es la funcion de transferencia optica (OTF) instantanea del sistema global:

atmosfera y telescopio.

/_&'>v

Capa Pupila de Plano
turbulenta entrada imagen

Figura 2.1 Si el objeto tiene unas dimensiones angulares suficientemente pequefias o si la turbulencia se
localiza cerca de la pupila del telescopio, se puede considerar que todos los haces que llegan a un punto de

la pupila han atravesado las mismas zonas de la atmosfera. Las aberraciones asociadas son isoplanaticas.

2.1.2 Estadistica de la intensidad luminosa

Las imagenes de corta exposicion presentan un aspecto granulado propio del moteado
interferencial o speckle. Por tanto, describiremos estas imagenes siguiendo el modelo
desarrollado por Goodman (1984, 1985) para las propiedades estadisticas de patrones de
speckle.

Sea un objeto puntual cuya luz, que se considera perfectamente monocromadtica y
polarizada, atraviesa la atmosfera y llega a la pupila del telescopio. El didmetro de este se

considera mucho mayor que el parametro de Fried. Como aproximacion se considera que
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la atmosfera estd compuesta por una capa con multitud de celdas incorreladas de diametro
ro. Esta capa es una pantalla de fase, es decir, no cambia la amplitud de la onda sino so6lo
su fase. El telescopio forma la imagen en el plano focal. La intensidad luminosa en este
plano se obtiene de la amplitud compleja del campo, que resulta de la suma de

contribuciones de gran nimero de areas elementales en el frente de onda:

1 & ;
A(F) = ﬁzwk‘e% (2.3)
k=1

donde N es el niimero de contribuciones (fasores), proporcional a (D/ro)°, ak\ /N es la

amplitud y ¢ la fase de la celda k. Se ha escogido esta normalizacion para que se cumpla
el teorema de Parseval. Es interesante observar que la suma de estos fasores con el fin de
obtener la amplitud compleja es un proceso idéntico al del camino aleatorio en el plano
como se demuestra en la figura 2.2. Se considera que los fasores cumplen las siguientes

propiedades:

1) La amplitud y la fase de cada fasor son estadisticamente independientes entre si e

independientes de la amplitud o fase de cualquier otro fasor.

2) Las fases estan uniformemente distribuidas en el intervalo (-m,m). Esto significa que
las variaciones de fase que introduce la atmoésfera son en general muy superiores a 27,

con lo que al trasladarlas al intervalo (-7, ) la distribucién es uniforme.

La parte real y la imaginaria de la amplitud compleja son:

N
A.(F) = ;Zakcosqﬁk
k=l (2.4)
4;(7)

1 &
N kzz;ak sen @,
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Figura 2.2 La suma de las contribuciones de las distintas celdas en la atmdsfera para dar el campo total

puede interpretarse como un camino aleatorio en el plano complejo.

Sus promedios estadisticos resultan:

N N
(4,(7)) = iZ:<\0{k‘cos¢)k> = iZ:<\0{k‘><cos¢k> =0

Ni3 Ni3 (2.5)
(4,) = ;/Z<aksen¢k> = ;Z<ak><sen¢k> = 0

o~
1l

1

~
1l
—

La primera condicion se ha usado para calcular por separado los promedios de la amplitud
y de la fase. De la segunda se deduce que los promedios de las funciones seno y coseno se

anulan. De forma analoga se pueden obtener:

<A2(?')> = lﬁl ZN:<05 o \><cos¢ cosg,) = 1 ZN:<ak2>
r ) N? m=1 k=l i ‘ me N? = 2
2 L Nw L&l
<Ai (’7)> = 722 Z<\0{mH0{k\><sen¢k seng,,) = 5 Z (2.6)
N m=1 k=l N k=1 2
N N
(4,(MA4;(m) = ]\}22 Z<\amHak> cosg seng,) = 0

k=1

3
N
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Asi que la parte real y la imaginaria de la amplitud compleja tienen promedio nulo,
idénticas varianzas y estan incorreladas. Es de destacar que los segundos términos no
dependen del vector de posicion: todos los puntos del plano imagen son equivalentes.

Como se ha supuesto que el numero de celdas es muy grande (D>>ry) la parte real y la
imaginaria son la suma de un gran niamero de variables aleatorias, como expresan las
ecuaciones (2.4). Aplicando el teorema del limite central (Middleton 1960) ambas son
variables aleatorias asintoticamente gaussianas. Usando las ecuaciones (2.5) y (2.6), la
funcién densidad de probabilidad conjunta de las partes real e imaginaria del campo se

aproxima asintoticamente a:

1 AP+ A7
k) = el =
donde:
el
o’ = Nzkz_‘f 5 (2.3)

Esta funcion densidad de probabilidad se conoce generalmente como una funciéon
densidad circular gaussiana. En consecuencia, el fasor A es una variable aleatoria
compleja gaussiana circular.

Si se considera que la amplitud del frente de onda no varia al atravesar la atmdsfera todos
los ¢k son iguales; aunque la normalizacion que propone Goodman parece mas sencilla en
este caso, la normalizacidén que se ha elegido conserva la energia en el plano imagen.

La intensidad / y la fase @ del campo resultante estan relacionados con la parte real y la

parte imaginaria de la amplitud compleja por la transformacion:

A = I cos@
. I cos (2.9)
A = ﬁsene

o equivalentemente:
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(2.10)

La funcion densidad de probabilidad conjunta de / y 6, se expresa a partir de la funcion
densidad de las partes real e imaginaria, siguiendo las técnicas habituales de

transformacion de variables aleatorias (Davenport y Root 1958):

p1o(1,6) = p.(1cosé,/Tsenb)|J] (2.11)
donde H H representa el modulo del determinante y HJH es el jacobiano de la
transformacion:
o, o4,
_ o 00 _ 1
V= o o4, = 2 2.12)
ol 0d6

Sustituyendo (2.7) en (2.11) se encuentra que:

1 1 120
Az’ =P 202 —T<O<rw
pw(l,e) = (2.13)

0 en los demas casos

La funcion densidad marginal de la intensidad es:

i 2lzexp(—212j 1=20
pi() = [ pe(1,6)d6 d d

(2.14)
0 1<0
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De igual manera, la funcién densidad marginal de la fase es:

L —n<l0<rx

pe® = [ pa.o0d = {7 (2.15)

0 resto de casos

La intensidad en cualquier punto de la imagen en un patron de speckle sigue una
distribucion exponencial negativa, mientras la fase obedece una estadistica uniforme.

Ademas ambas son estadisticamente independientes, puesto que:
Pro,0) = p;(I)py(0) (2.16)

Los momentos de la intensidad presentan especial interés. Pueden hallarse de:
<1“> = nl@Qc?)" = 1) (2.17)

El contraste en la imagen se define como la desviacion tipica dividida por el valor medio.
Usando (2.17) junto con esta definicion se puede comprobar que el contraste en un patron
de speckle es la unidad.

La estadistica exponencial negativa ha sido comprobada experimentalmente en procesos
que implican un camino aleatorio equivalente al speckle en el plano complejo. Para el
propio caso del speckle los experimentos de Condie (1966), Dainty (1970) y McKechnie
(1974) han confirmado esta estadistica exponencial negativa; la grafica correspondiente a

este ultimo experimento se muestra en la figura 2.3.
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Figura 2.3 Histograma del experimento de McKechnie: 23000 medidas de la intensidad en un patron de

speckle. La linea continua representa una distribucion exponencial negativa.

2.1.3 Estadistica de la intensidad en presencia de un fondo coherente

En el caso que se va a analizar a continuacion, a las contribuciones de las celdas en la
atmoésfera se suma un fasor constante; las conclusiones que se obtienen tendran gran
importancia en los capitulos en que se estudie la estadistica de imagenes parcialmente
corregidas.

Se suponen las siguientes condiciones:

1) El patrén de speckle esta perfectamente polarizado, y el campo obedece una

estadistica compleja circular gaussiana.

2) El fondo coherente es constante y su estado de polarizacion es el mismo que el del

patron de speckle.

De nuevo se puede interpretar el patron de speckle como un camino aleatorio en el plano
complejo, como se muestra en la figura 2.4. A €l se suma un fasor de intensidad constante
I y fase fija que tomaremos como cero sin pérdida de generalidad. El tinico cambio que
esta suma provoca en la estadistica del patrén de speckle es variar el promedio de la parte
real de la amplitud. Por tanto la funcion densidad de probabilidad conjunta de la partes

real e imaginaria del campo queda:
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2
1 (Ar - \/Is) -'_Ai2
pr,i(Ar7Ai) = ) eXp| — 2 (218)
2rwo 20

Im

Fasor cte.
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Figura 2.4 La suma del patron de speckle y un fondo coherente representada como un camino aleatorio.

Aplicando el conocido cambio de variables, la funcion densidad de probabilidad conjunta

de la intensidad y fase resulta:

1 I+1,-2./I1,cos@ 120
dro? =P 202 —-T<O<rx
Pr1,0) = (2.19)
0 en los demas casos

La funcion densidad de probabilidad marginal de la intensidad se calcula integrando la

funcion densidad conjunta respecto a la fase:



Capitulo 2 _Formacion de imdgenes a través de la atmosfera 35

T 2
p() = [ p,u.6de = {3 20 (2.20)

0 1<0

donde Iy es la funcion modificada de Bessel de primera especie, orden cero (Dainty 1972,
Goodman 1984). La funcion densidad se denomina Rician modificada. En la figura 2.5 se
muestra esta funcion densidad para varios valores del cociente 15/202. Se puede
comprobar como evoluciona desde la exponencial propia del speckle cuando el fasor
constante es nulo hacia una funcion de corte gaussiano.

El promedio y varianza de la intensidad son de especial interés. Se pueden obtener de la

funcién densidad de probabilidad:

(1) = I,+20°

2.21)
o7 = 40'2]S+(262)2
0.6 :
\l
\\I
A 04 \\ .
v \
S \
N N
A 02 - =77 1
0
0 2 4 6 8 10

Figura 2.5 Funcion densidad de probabilidad marginal de la intensidad en el caso de la suma de un patrén
de speckle y un fondo coherente. Linea discontinua y puntos: I/20°=0, linea discontinua: I/20°=2, linea

continua: //2 0°=4.
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Por fin el contraste C de la imagen es igual a:

c = -9 (2.22)

La funcion densidad de probabilidad marginal de la fase se obtiene de integrar la funcion

conjunta respecto a la intensidad:

pe®) = [ pa1.0)I =

e—r T 2 1 21 cos @ 2
+ _ |—cos@expl-rsen” 8)—— exp(—y“/2)dy —-x<0<xmr (223
_ o \/; p( )m!_w p(—y )dy ( )
0 resto de casos

donde r = I, /26°. La figura 2.6 muestra esta funcién densidad marginal para diversos
valores de este parametro. Se observa que cuando el fondo es muy débil, r tiende a cero, y
se recupera la fase uniformemente distribuida del patron de speckle. Cuando el fondo es
muy fuerte la funcion densidad se convierte en un pico alrededor del valor de la fase del
fasor constante (que se tomo nula). En este caso la funcion densidad es aproximadamente

gaussiana:

\Fexp(—rﬁz) -nT<O<rw
T

0 resto de casos

N

P () (2.24)
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Figura 2.6 Funcion densidad de probabilidad marginal de la fase en el caso de la suma de un patron de
speckle y un fondo coherente. Linea discontinua fina: 15/202:0, linea continua: /2 02:0.5, linea

discontinua gruesa: I,/20°=2, linea y puntos: I,/26°=10.

2.2 Imagen de larga exposicion

2.2.1 Relacion objeto-imagen

Sea de nuevo o( B) la distribucién de intensidad del objeto en funcién de la direccion
S en el cielo e (/) la distribucién de intensidad en la imagen instantinea. Se
considera imagen de larga exposicion al promedio estadistico de esta distribucion:
<i(,3)>. Se asume de nuevo linealidad e invariancia frente a traslaciones, que en este

caso es una condicidon menos exigente que en corta exposicion y significa que el

telescopio es isoplanatico y que el efecto medio de la turbulencia es el mismo en todo el
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campo del telescopio. La imagen de larga exposicion se relaciona con la distribucion del

objeto por una convolucion:
i(B) = oB)=(s(B)) (2.25)

donde <s(,3)> es el promedio de la imagen de un punto. En el espacio de Fourier se

convierte en:
(I(f) = o) (S(F)) (2.26)

<S (f)> es la funcidon de transferencia Optica en larga exposicion del sistema global:

atmosfera y telescopio.

2.2.2 Funcion de transferencia optica

Se busca la relacion entre las propiedades de la atmosfera y la funcion de transferencia
optica de larga exposicion , para poder aplicar a esta las técnicas de deconvolucion de la
imagen (Goodman 1968). Se observa a través de la atmosfera una fuente puntual
monocromatica de longitud de onda A. Sea ¥(7) la amplitud compleja en la pupila del

telescopio y Py(7 ) la funcion pupila, definida por:

1 7 en la pupila del telescopio
Py(7) = (2.27)
0 7 fuera de la pupila del telescopio

Para simplificar la notacion se define el cambio:

0= T W@ = Wi P@) = R0 (2.28)
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La funcion de transferencia Optica es la autocorrelacion del producto de la amplitud

compleja y la funcion pupila:
S(f) = ;Idﬁ Y@)¥Y* @+ f) P@)P" (i + f) (2.29)
P

donde S, es la superficie de la pupila del telescopio. La funcién de transferencia de larga

exposicion es:
1 * - *

sy = o [ da (W(@)®* @+ 7)) P@)P" @+ J) (2.30)
P

Este promedio se puede relacionar con la funcioén de estructura de fase introducida en el
capitulo anterior y que describe el estado de la atmdsfera. Con tal objetivo, se expresa el

promedio de la amplitud compleja en funcion de la fase:
(P @+7) = l(exp(ilpa) - @+ 1)) (2.31)

donde una vez mas la atmosfera se considera una pantalla de fase que no afecta a la
amplitud de la onda. Una onda que se propaga por la atmoésfera, atraviesa multiples
capas con distinto indice de refraccion; por tanto, su fase es la suma de un gran nimero
de contribuciones y sigue una estadistica gaussiana' (Roddier 1981, Lee y Harp 1969,
Frieden 1983). Asi pues, la expresion a promediar en (2.31) también sigue una

estadistica gaussiana con media nula, lo que permite expresar el promedio como:
. . 1 2
lexp(ilo@) - g+ )]} = exp (— 2< o) — p(it + ] >j (232)

En el segundo término aparece la definicion de la funcion de estructura (1.11). Por

tanto, se puede expresar la funcion de transferencia Optica como:

! Esta estadistica gaussiana para la fase no se contradice con la estadistica uniforme propuesta en 2.1.2
dentro del intervalo (-, 7); si D>>r, la anchura de la gaussiana es mucho mayor que 27 y al trasladarla al
intervalo (-7, T), se obtiene una distribuciéon uniforme.
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(S(h) = b dii exp —1D¢(jf) P@)P* (i + [) (2.33)
S 2
P

Todos los puntos de la pupila son equivalentes, por lo que el valor de la funcién de
estructura s6lo depende del vector distancia entre puntos f, no de los puntos en si. Por

tanto, la funcidén de estructura se puede sacar fuera de la integral:
- 1 ) 1 ko, 7
(S(f)) = exp (— Do ( f)] o j da P(@)P* (i + f) (2.34)
P

Esto constituye un resultado fundamental: la funcién de transferencia en larga
exposicion para el sistema global, compuesto de atmdsfera y telescopio, es el producto
de una funcién de transferencia del telescopio por una funcion de transferencia de la

atmosfera:
(S(F) = BT (2.35)

donde T( /) es la funcién de transferencia del telescopio en ausencia de turbulencia:

T(f) = Sl [ da P@)P* @+ 7) (2.36)
P

y B( 1) la funcién de transferencia de la atmosfera:

B(f) = exp [—;D¢ (f)j (237)
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2.2.3 Poder resolutivo

Se define el poder resolutivo siguiendo el criterio de Strehl (O'Neill 1963) como la

integral de la funcion de transferencia Optica:
R = [&f BOHT(J) (238)

El poder resolutivo esta limitado por la atmoésfera o por el telescopio dependiendo de la

anchura relativa de las respectivas funciones de transferencia. Para un telescopio de
diametro D pequefio, T( f) es mas estrecha que B( /) y los efectos de la atmésfera son

despreciables. El poder resolutivo queda:

R = R, = [#T(]) = Z(gj (2.39)

Para un telescopio de gran apertura, la atmosfera es la que limita el poder resolutivo:
o - 1 -
R = R, = jde(f) = jdfexp(—2D¢(f)j (2.40)

Una medida muy til del grado de la turbulencia fue introducido por Fried (1966). Se
busca el tamafio Dy del telescopio que en ausencia de turbulencia ofrece el poder

resolutivo R, el maximo que permiten las condiciones atmosféricas:
- 1 - - -
R, = [dF exp(— Do (f)j = [#1.(D) (241)

Sustituyendo (1.11) en la primera integral y (2.39) en la segunda se obtiene que el
tamano Dy del telescopio que ofrece dicho poder resolutivo es precisamente el

parametro de Fried 7y que se introdujo en el capitulo anterior:
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R = Z V; (2.42)

El parametro de Fried es de gran utilidad pues permite describir el estado de la
atmosfera y su influencia en la calidad de las imdgenes a través de un Uinico parametro.
Un valor grande de ry significa buenas condiciones de observacion. Un valor pequefio se
traduce en malas condiciones de atmoésfera y grandes distorsiones en los frentes de
onda. El telescopio limita el poder resolutivo si el diametro del telescopio es menor que
el pardmetro de Fried. En caso contrario, es la atmoésfera la que marca el maximo poder
resolutivo.

Los observatorios astronomicos se situan en lugares en los que la atmosfera es
especialmente tranquila y homogénea. Aun asi, es dificil que el parametro de Fried sea
mayor de 20 cm en uno de estos observatorios. Por tanto, la atmosfera impone que, aun
en las mejores condiciones de observacion, la resolucion no supere el limite difraccional
de un telescopio de 20 cm (medio segundo de arco aproximadamente). Cualquiera que
sea la apertura del telescopio, no se podra superar este limite impuesto por la atmosfera.
Este hecho evidencia la necesidad de corregir las aberraciones en las imagenes
astronomicas, sobre todo en las captadas con los grandes telescopios de varios metros
de didmetro que podrian ofrecer resoluciones muy superiores (centésimas de segundo de
arco). En el siguiente capitulo se describen los sistemas de Optica adaptativa, cuyo
objetivo es compensar a tiempo real las perturbaciones que la turbulencia atmosférica

introduce en los frentes de onda que la atraviesan.
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