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INTRODUCCIÓN 

El teorema de KREIN-MILMAN, probado por estos autores en 

1940 ( n 20 ] ) , ha llegado a ser uno de los teoremas básicos del 

Análisis Funcional. Aparte de su gran número de aplicaciones en 

otros campos, de los que luego haré mención, son numerosos los 

teoremas fundamentales del Análisis Funcional que se prueban a 

partir de dicho teorema, entre los que pueden citarse el teore­

ma de STONE-WEIERSTRASS y el teorema de BANACH-STONE ( [ 2 1 ] ) . 

Actualmente, la teoría de KREIN-MILMAN no es más que una 

parte de la llamada teoría de representación integral (también 

llamada de CHOQUET), la cual, expresada en términos simples tie 

ne por objeto representar los puntos de un conjunto convexo en 

función de los puntos extremos del mismo . 

La teoría de representación de CHOQUET está basada en la 

siguiente idea: Es conocido que en dimensión finita, cada punto 

de un conjunto compacto convexo X es el baricentro de un núme 

ro finito de puntos extremos (teorema de MINKOWSKI-CARATHEODO-

R Y ) . Esto se extiende a dimensión cualquiera, representando ca­

da punto del compacto convexo como un "promedio" integral , es 

decir, como resultante de una medida maximal sobre X soporta-



da por el conjunto de sus puntos extremos. Este es el enunciado 

del teorema de representación de CHOQUET, quien lo probó en el 

caso metrizable; fué extendido por BISHOP, DE LEEUW, P.A.MEYER, 

MOKOBOZKI y CHOQUET al caso general , y que contiene como caso 

particular al de KREIN-MILMAN. La unicidad de la representación 

en el teorema de CHOQUET es equivalente a que el conjunto X 

sea un simplex ó simplex de CHOQUET (teorema de CHOQUET-MEYER). 

Además, y por su interés en las aplicaciones, se ha extendido 

la teoría de CHOQUET al caso de conos, lo cual permite en deter 

minadas circustancias obviar la compacidad. La mejor referencia 

acerca de este tema, aunque un poco desfasada, está en el libro 

de CHOQUET ( L ^ J .vol.II), disponiéndose así mismo en el traba­

jo de PHELPS ( [31 ) de una referencia más actualizada . 

Aunque históricamente, esta teoría de representación apare 

ce en conexión con problemas de Teoría de Potencial vía la fren 

tera de CHOQUET, hoy en día son muchas sus aplicaciones en Teo­

ría Ergódica y Matemática Aplicada. Posiblemente, su más simple 

aplicación sea en Teoría Ergódica, obteniéndose fácilmente en 

este caso el clásico resultado de que, las medidas invariantes 

son representables de forma única en componentes ergódicas, re­

sultado relacionado por otra parte, con el teorema de LANFORD-

RUELLE en C*-álgebras. 

Otra aplicación del teorema de representación de CHOQUET, 

es el teorema de BERNSTEIN, en el que se prueba que cada fun-



ción completamente monótona es la "Transformada de Laplace" de 

una medida de RADON positiva. 

También, el clásico teorema de BOCHNER en Análisis de Fou-

rier, probado por BOCHNER en 1933 en el caso particular de que 

el grupo se redujese a R , y por WEIL en 1938 en el caso gene­

ral, puede probarse utilizando el teorema de CROQUET. 

Recientemente, se ha aplicado la teoría de representación 

integral a otros campos, tales como ecuaciones en derivadas par 

cíales (LAHA), álgebras de funciones y semigrupos (ROGALSKI), 

problemas de optimización, programación convexa y aproximación 

( r y [[33 3 ) , y problemas variacionales ( [^10 3 ) • 

Otro aspecto de gran interés en la teoría de KREIN-MILMAN, 

es el análisis de la estructura del conjunto de puntos extre­

mos. El conjunto &(X) de puntos extremos de un conjunto com­

pacto convexo X es siempre cL -favorable y, en particular, 

espacio de BAIRE. Además, si & ( X ) es metrizable, entonces es 

topológicaraente completo, es decir, homeomorfo a un espacio mé­

trico completo, y es un Gj- en su clausura. 

Respecto a la metrizabi 1idad del conjunto X en términos 

de propiedades topológicas del conjunto de sus puntos extremos, 

cabe citar el trabajo de CORSON ( [ Y H ) . quien prueba en 1970 

que X es metrizable si £(X) es la imagen continua de un es 

pació métrico completo separable, demostrando HAYDON en 1976 

( L12 3)» que la condición de completitud no es imprescindible. 



También, en 1971 JAYNE y ROGERS ( [_ 16 J ) , dan ejemplos de con­

juntos convexos cerrados y acotados de y 1''' , en los que 

el conjunto de puntos extremos no es ni un conjunto analítico 

ni un conjunto de BOREL, concluyendo su trabajo con las siguien 

tes conj eturas: 

a) Un espacio de Banach es no reflexivo si y sólo si con­

tiene un conjunto convexo cerrado y acotado cuyo conjunto de 

puntos extremos no es un conjunto de BOREL. 

b) Un espacio de Banach es no reflexivo si y sólo si con­

tiene dos conjuntos convexos cerrados y acotados cuya envolven 

te convexa no es un conjunto de BOREL. 

El concepto de punto extremo ha dado lugar a diversas va­

riantes, de las que por su interés destacaré dos: 

Un punto X de un conjunto cerrado X de un espacio de 

Banach real E , se dice "punto soporte" de X , si existe f 

perteneciente a E' tal que f(x) = sup f(X) . Este concepto 

fué introducido y estudiado por PHELPS y BISHOP ( [ 3 0 3 ) > encon 

trándose así mismo en [_ 30 una recopilación de lo referente a 

este tema y de sus aplicaciones en Análisis Funcional no Li­

neal . 

Un punto x de un conjunto X de un espacio de Banach 

real E , se dice "strongly exposed", si existe f pertenecien 

te a E' y un número real cL tal que 



[u é. E / f (u) = oC } X = 

y para toda sucesión ^^^^ contenida en X tal que 

f(y^) r oL , se verifica ^n - ^ O . El interés de 

este concepto radica en el conocido resultado de LINDENSTRAUSS 

y TROJANSKI ( [ 44 J ) , de que todo subconjunto convexo débilmen­

te compacto de un espacio de Banach es la envolvente convexa ce 

rrada de sus puntos "strongly exposed". En particular, en los 

espacios reflexivos, cada conjunto convexo cerrado y acotado es 

la envolvente convexa cerrada de sus puntos "strongly exposed". 

A los espacios de Banach en los que cada conjunto convexo 

cerrado y acotado es la envolvente convexa cerrada de sus pun­

tos "strongly exposed", se llaman espacios con la propiedad de 

RADON-NIKODYM, los cuales pueden ser caracterizados también en 

términos de integrales de BOCHNER (caracterización que usualmen 

te aparece como definición), y en términos geométricos de denta 

bilidad y s-dentabi 1 idad. 

Un teorema dado por LINDENSTRAUSS en 1973, prueba que todo 

espacio de Banach con la propiedad de RADON-NIKODYM tiene tam­

bién la propiedad de KREIN-MILMAN (es decir, cada conjunto con­

vexo cerrado y acotado es la envolvente convexa cerrada de sus 

puntos extremos). Recíprocamente, HULF y MORRIS ( [ 14 ] ) prue­

ban que, para duales de espacios de Banach, la propiedad de 

RADON-NIKODYM es equivalente a la de KREIN-MILMAN, prevalecien­

do abierta todavía la cuestión de si la misma propiedad es váli 
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da para espacios de Banach cualesquiera. 

El estudio de la propiedad de RADON-NIKODYM en espacios de 

Frechet ha sido realizado por SAAB ( _ 3 8 _ 3 9 Q ) . Los resulta 

dos acerca de la propiedad de RADON-NIKODYM obtenidos hasta 

1 9 7 4 , se hallan recopilados en el artículo de DAVIS ( [. 8 ] ) . 

Dada la importancia del teorema de KREIN-MILMAN, éste se 

ha extendido a contextos diferentes, variando bien el tipo de 

conjunto en el que se han de evaluar los puntos extremos, 6 

bien el tipo de espacio. 

Así , en 196 9 ASIMOV ( ̂ 2 ] ) , y en 1 9 7 4 LOONEY ( [ l 2 3 H ) . ex 

tienden el teorema a ciertos conjuntos convexos no acotados. Pa 

ra los espacios localmente p-convexos, LIGAUD ( [! 22 3 ) en 1 9 7 2 

ha dado una versión en términos de los puntos p-extremos, que 

es aplicada por VEED ( Ü 4 3 3 ) al caso de los espacios L , 
P 

O •< p < 1 . Es interesante resaltar que, en cierto sentido, el 

comportamiento en los espacios localmente p-convexos es distin­

to que en los espacios localmente convexos; concretamente, mien 

tras que no todo conjunto compacto convexo puede ser sumergido 

en un espacio localmente convexo (ROBERTS, C 3 4 3 ) . KALTON 

( t ^ ' ^ ]) prueba sorprendentemente en 1 9 7 7 , que cada conjunto 

compacto p-convexo puede ser sumergido en un espacio localmente 

p-convexo, y que, por tanto, tiene "suficientes" puntos p-ex­

tremos. 

En 1970, FUCHSSTEINER { [ n 1 ) da un teorema de tipo ge-
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neral, válido para espacios en los que se cumple una "cierta" 

propiedad de separación de conjuntos convexos. 

Para espacios no localmente convexos, se dan todo tipo de 

situaciones. Mientras que ROBERTS ( [ 3 4 ]) en 1977 soluciona un 

problema abierto durante largo tiempo, construyendo un F-espa-

cio en el cual existe un conjunto compacto convexo sin puntos 

extremos, KALTON ( . 18 ] ) en 1980 da otro ejemplo de un F-espa-

cio con dual nulo, en el que cada conjunto compacto convexo es 

la envolvente convexa cerrada de sus puntos extremos. 

Sin embargo, en el caso no arquimediano hay muy pocas in­

cursiones a la teoría de KREIN-MILMAN. Es fácil encontrar moti­

vos para ésta, aparentemente inexplicable, situación. Así, por 

ejemplo, en espacios normados no arquimedianos, la frontera de 

cada bola abierta y cerrada !es vacía ! . Como hace notar 

MONNA en 1974: 

"J'ai deja sígnale les difficultés qu'on recontre en tous 

les problémes dans lesquels la frontiére d'un ensemble sem 

ble essentiel. Je pense á des notions comme convexité 

stricte, convexité uniforme, points extrémaux, théoréme de 

Krein-MiImán. On ne sait pas de quelle fagon il faut atta-

quer ees problémes en analyse non-archimédienne". 

A esto hay que añadir, entre otras cosas, el caráter res­

trictivo de la compacidad en Análisis Ultramétrico, pues, como 
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es sabido, la existencia de conjuntos convexos compactos con 

más de un punto, exige que el cuerpo base sea localmente compac 

to, propiedad poco usual en este tipo de cuerpos (pág. 6 4 ) . 

El primer estudio en relación con el tema es el desarrolla 

do por MONNA ( [25 ] ) , quien da una noción de "hiperplano de a-

poyo", aplicándola para demostrar un principio de máximo en ana 

lisis p-ádico ( [ 2 6 3)« 

El único teorema de KREIN-MILMAN no arquimediano, por mi 

conocido, ha sido enunciado por AJUPOV en 1970 ( C 1 3 ) para con 

juntos c-compactos convexos conteniendo el cero, en espacios lo 

cálmente convexos sobre cuerpos dotados de valuación discreta. 

Aparte de que el citado trabajo no contiene demostraciones, su 

contenido es incompleto, puesto que, entre otras cosas, no se 

resuelve en él la cuestión de si los conjuntos extremos minima-

les son puntos; la definición de punto extremo es topológica, 

en vez de geométrica, y no indica nada de cómo demostrar el teo 

rema cuando la valuación del cuerpo es densa ó cuando el conjun 

to no contiene al cero. 

También puede considerarse como antecedente el trabajo ya 

citado de FUCHSSTEINER, quien da una versión general del teore­

ma de KREIN-MILMAN, en la que queda incluido, en principio, el 

caso no arquimediano. Sin embargo, por un error en el mismo, 

sus principales teoremas, incluyendo el de KREIN-MILMAN, no son 

válidos en el contexto ultramétrico, como J.MARTÍNEZ MAURICA y 

yo hemos observado en una reciente publicación ( |] 24 ). 
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Por otra parte, y como antecedente más positivo, cabe des­

tacar que los conjuntos compactos convexos y c-compactos conve­

xos, han sido descritos de forma simple en términos de bases or 

togonales por CARPENTIER ( [ 5 ] ) y VAN ROOIJ ( [35 ]) respecti­

vamente . 

Con estos antecedentes, y con una fructífera sugerencia de 

los profesores ONIEVA y CUARTERO de que la convexidad de MONNA 

no parecía la adecuada para este tipo de problemas, he realiza­

do la primera memoria acerca de la teoría de KREIN-MILMAN no ar 

quimediana, de cuyo contenido voy a hacer a continuación un bre 

ve resumen. 

Para conjuntos compactos convexos ( y por tanto cuerpos lo 

cálmente compactos), he desarrollado una teoría de puntos extre 

mos (contenida en el capítulo 2 ) , que formulo para un cuerpo va 

luado cualquiera, arquimediano ó no, y para diversas convexida­

des (en el caso no arquimediano). No obstante, el desarrollo de 

la misma muestra claras diferencias entre los casos arquimedia­

no ó no, la más notoria de las cuales es que los conjuntos ex­

tremos minimales nunca se reducen a puntos en el caso no arqui­

mediano. También es de destacar que los resultados correspon­

dientes a la convexidad de MONNA son triviales, apareciendo co­

mo más adecuada la utilización de la x-convexidad. En capítu­

los posteriores, y para otras definiciones, este mal comporta­

miento de la convexidad de MONNA estará presente, aunque adop-
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tando una forma distinta: Las definiciones de puntos extremos 

van a depender no sólo del conjunto, sino también de un punto 

previamente fijado en el mismo. Las limitaciones que la compaci^ 

dad implica en Análisis Ultramétrico, me plantearon el extender 

esta definición al caso de conjuntos c-compactos convexos, lo 

cual sólo he conseguido en espacios normados. 

Para conjuntos c-compactos convexos en espacios localmente 

convexos, he desarrollado en el capítulo 3 la teoría de AJUPOV 

ya comentada anteriormente. El énfasis lo he puesto en resolver 

sus limitaciones, dando nuevas definiciones para conjuntos con­

vexos no conteniendo el cero, y resolviendo afirmativamente la 

cuestión de si los conjuntos extremos minimales son puntos. 

Quizás, la mayor dificultad se encuentre en extender la teoría 

a cuerpos dotados de valuación densa, introduciendo para ello 

el concepto de conjunto convexo m*-cerrado, a cuyo estudio, jun 

to con otras cuestiones geométricas, se dedica el capítulo 1. 

En el capítulo 4, se prueba que la definición de AJUPOV es 

equivalente a una versión modificada de la que se sigue a tra­

vés de la definición de hiperplano de apoyo de MONNA. 

La última dificultad reseñada en la teoría de AJUPOV, que 

su definición de punto extremo es topológica, queda solventada 

al dar otra definición que da lugar a puntos extremos muy simi­

lares, y que, al no depender de la topología, hemos llamado geo 

métrica. Esta ha sido estudiada también en el capítulo 4, que 

concluye con el estudio comparado de las definiciones dadas a 
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PRELIMINARES 

Haré a continuación una breve exposición de los conceptos 

y notaciones más utilizados a lo largo de la memoria. 

Salvo mención expresa en contra, indicaré por (K,l. |) ó 

simplemente K , a un cuerpo dotado de valuación no arquimedia-

na, es decir, de una aplicación t . 

(i) I a I = O 

: K R verificando: 

> a = O. 

(ii) | a . b l = [ a l . | b l V a . b S K . 

(iii) l a + b l ^ m a x ( | a | , | b l ) V a , b S K ("desigual­

dad triangular fuerte"). 

Represento por N el grupo multiplicativo de valores de 
K. 

K , y por O el anillo de la valuación, es decir. 

a l / a € K \ {0} O = a 6 K / 

Supondré que la valuación de K es no trivial, es decir, 

N ^ I 0,1 , y que K es completo con respecto a la métrica 

inducida por la valuación. 

La valuación de K se dice densa si N es denso en R"*̂  , 
K 

en caso contrario la valuación se dice discreta, existiendo en­

tonces un número real ^ mayor que uno tal que: 
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e z 

La mayor parte de las veces, y para poder disponer de teo­

remas de separación, K será esféricamente completo, es decir, 

en él toda familia de bolas tales que dos cualesquiera de ellas 

tienen intersección no vacía, tiene intersección no vacía. 

Si E es un espacio vectorial sobre K , un subconjunto 

A de E se dice convexo si: 

X A + y a A + V A ^ A 

para todo X , , V ^ 0 tal que X + /-^ + V = 1 . 

Un subconjunto A de E se dice x-convexo ( x £ E ) , si A 

es convexo y contiene a x • Los conjuntos 0-convexos son lla­

mados también absolutamente convexos. 

Para cada conjunto A de E , designo por E (A) (resp. 
c 

E (A)) la envolvente convexa (resp. x-convexa) de A . Si A 
X C ' 

se reduce a dos puntos x,y , se utiliza la notación c | x , y 

para indicar la envolvente convexa de A . Denoto por t A 

el subespacio lineal generado por A . 

Si A es una parte 0-convexa y absorbente de E , repre­

sento por p^ el funcional de Minkowski de A , definido por: 

p (x) = inf i lAl / X G X A \ ( x £ E ) , 

verificándose la relación: 

í x G E / p ( x ) ^ l l c A C ! x e E / p ( x ) 4 : l ] . 
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Además, si la valuación de K es discreta, se tiene: 

A = [ x é E / P^(x) ¿ 1 } . 

Si A no es absorbente, p será el funcional de Minkows 
A 

ki de A respecto de L A. J . 

Daré a continuación ciertos conceptos geométricos relati­

vos a los lados de un hiperplano. 

Si f es una forma lineal sobre E y H es el hiperpla­

no de ecuación f(x) = (c/.é-K) , dos puntos x,y ( x ^ H , 

y ^ H ) se dicen separados por H si c [ x , y j - / ^ H 5 ^ ^ ; e n c a -

so contrario se dice que x e y están de un mismo lado de 

H. 

Se denota x-N-y si x e y están de un mismo lado de 

H , y se verifica: 

x-vy < = > I f(x) - f(y) l < I c< - f(y) l . 

siendo ^ una relación de equivalencia sobre E . Las clases 

de equivalencia respecto de la relación , se llaman lados 

de H . 

Un subconjunto A de E se dice que está de un lado de 

H si A está contenido en uno de los lados de H . 

Dos subconjuntos A,B de E se dice que están separados 

por H si A y B están contenidos en lados distintos (y 

por tanto disjuntos) de H . 
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Si E es un espacio vectorial topológico sobre K , repre 

sentó por E' el dual topológico de E , mientras que el símbo 

lo E indicará su dual algebraico. 

Como en el caso usual, E es un espacio localmente conve­

xo sobre K cuando posee una base de 0-entornos convexos, 6 e 

quivalentemente, cuando la topología de E viene definida por 

una familia de seminormas no arquimedianas (es decir, verifican 

do la desigualdad triangular fuerte). 

De las proposiciones 55 y 69(i) dadas por CARPENTIER 

en (pág. 140 y 151 respectivamente), se sigue el siguien­

te teorema de separación, que será utilizado en los teoremas 

fundamentales de la memoria: 

"S'éa E un espacio localmente convexo separado sobre un 

cuerpo K esféricamente completo, A un subconjunto con­

vexo cerrado de E _y_ a un punto de E que no pertenece 

a A . Entonces, existe un hiperplano cerrado H que sepa 

ra a y A ". 

También, (E, I ^ II) ó simplemente E , es un espacio 

normado no arquimediano sobre K , si la norma | » [| verifi 

ca la desigualdad triangular fuerte. En este caso, indicaré por 

N el conjunto de valores de la norma de E , es decir, 

N = ^ II X II / x€.E \ io} 

+ y para x,r elementos de E y R respectivamente, denoto 
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por B{x,r) (resp. B(x,r)) la bola abierta (resp. cerrada) de 

centro x y radio r . 

Una familia (x.). , x . e E , x. ^ O , se dice ortogo 1 1 £ I 1 1 ' =^ 

nal si : 

ie.s 
max 
ies 

P . X . 
1 1 

para todo ?. £. K y todo conjunto finito S contenido en I . 

Una familia ortogonal ^ ^ i ^ i ^ i dice base ortogonal de 

E , si todo elemento x de E se puede escribir en la forma 

de una serie convergente P.x. según el filtro de los 
i G. I 

complementarios de las partes finitas de I . Si E posee base 

ortogonal se dice que E es ortogonalizable. 

Otras definiciones y resultados del Análisis no Arquimedia 

no utilizados en esta memoria y no explicitados en estos preli­

minares, pueden encontrarse en C 27 _ y . 36 J . 
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CAPITULO 1 

NUEVAS PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS 

C-COMPACTOS CONVEXOS 

En este capítulo se introduce y estudia ampliamente el con 

cepto de conjunto convexo m*-cerrado, cuya importancia radica, 

como ya ha quedado indicado en la introducción, en el hecho de 

que, dentro de la teoría de KREIN-MILMAN, los conjuntos conve­

xos c-compactos m*-cerrados desempeñarán el mismo papel que los 

conjuntos convexos compactos en el caso usual. 

Este concepto aquí introducido, es relativamente próximo, 

y a lo largo del capítulo se comparan ambos, al de conjunto con 

vexo m-cerrado definido por CARPENTIER. 

Es también importante resaltar, que esta definición tiene 

interés sólo cuando la valuación del cuerpo es densa, pues todo 

conjunto convexo es m*-cerrado si la valuación es discreta. 

Para el resto de la memoria, los resultados más importan­

tes son los del párrafo 2, que hacen referencia a la estructura 

de los conjuntos convexos c-compactos y m*-cerrados en espacios 

normados no arquimedianos. 
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Si E es un espacio vectorial topológico sobre K , un 

subconjunto A de E se dice c-compacto si todo filtro conve­

xo sobre A posee al menos un punto adherente en A . Las pro­

piedades elementales de los conjuntos c-compactos convexos pue­

den encontrarse en el artículo de SPRINGER ( [40 J ) . 

1. CONJUNTOS M*-CERRADOS . 

(1.1) DEFINICIÓN. Un subconjunto convexo de K se dice 

m*-cerrado si es vacío, K , ó una bola cerrada de la forma: 

I x6. K / I X - x^ I é I X\ 

para ciertos » ̂  elementos de K . 

Más en general: 

(1.2) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre K . Un subconjunto convexo A de E se dice m*-cerrado 

si, para toda f perteneciente a E' , f(A) es m*-cerrado en 

K . 

El interés de este concepto reside en cuerpos dotados de 

valuación densa, ya que se verifica: 

(1.3) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 
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sobre un cuerpo K dotado de valuación discreta. Entonces, to­

do subconjunto convexo A de E es m*-cerrado. 

Demostración 

Si A es un subconjunto convexo de E , para cada f per 

teneciente a E' f(A) es un subconjunto convexo de K , por 

lo que, f(A) es vacío, K , ó una bola. Además, por ser la va 

luación de K discreta, toda bola en K es de la forma 

B(x, I Xl ) , para ciertos x, X elementos de K, con lo que, 

f(A) es m'-cerrado en K . 

NOTAS: 

a) Dados E y F espacios vectoriales topológicos sobre 

K , caben destacar las siguientes propiedades: 

(M*-l) Si f es una aplicación lineal de E en F y 

A un convexo m'*'-cerrado de E , f{A) es un convexo m'-cerra­

do de F . 

(M*-2) Si A es un subconjunto convexo m*-cerrado de 

E , A + X y X A son convexos m*-cerrados de E , para cada 

x , X elementos de E y K respectivamente. 

{M*-3) Todo subespacio vectorial de E es m*-cerrado. 

(M*-4) Si A^ y A^ son dos subconjuntos convexos m*-
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-cerrados de E , ^2 subconjunto convexo m*-cerra-

do de E . 

En efecto, para cada f perteneciente a E' se tiene, 

f(A^ + A^) = f(A^) + fíA^) . con lo que, basta probar el resul­

tado para E = K . También, podemos suponer sin pérdida de gene 

ralidad que A^ y A^ son 0-convexos, es decir, 

A^ B(0, 1 I ) y A^ = B(0, 1 ̂ 2 ^ ̂  ' P^^^ ciertos , 

elementos de K . Entonces, A + A = B(0,max( \ X l > 1 X \) , 

por lo que, A^ + A^ es m*-cerrado. 

b) Existen conjuntos convexos c-compactos que no son m^-ce 

rrados. 

En efecto, basta considerar K esféricamente completo do­

tado de valuación densa. Entonces, A^ = B(0,1) y A^ = B { 0 , r ) , 

con r ^ N , son dos subconjuntos convexos c-compactos de K K 

que no son m*-cerrados. 

c) Existen conjuntos convexos m^-cerrados de E que no 

son c-compactos, ya que si la valuación de K es discreta, to­

do subconjunto convexo de E es m*-cerrado y, trivialmente, no 

todo conjunto convexo es c-compacto. 

También, si la valuación de K es densa y K no es esfé­

ricamente completo, la bola unidad cerrada de K es un subcon­

junto convexo m*-cerrado de K que no es c-compacto. 
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2. ESTRUCTURA DE LOS CONJUNTOS C-COMPACTOS M*-CERRADOS EN ESPA­

CIOS NORMADOS 

Daré a continuación un teorema de estructura de los conjun 

tos O-convexos c-compactos y m*-cerrados en espacios normados 

no arquimedianos, basado en el correspondiente teorema de es­

tructura de los conjuntos O-convexos c-compactos en espacios 

de Banach, dado por VAN ROOIJ ( 35 3 ) en la- siguiente forma: 

"Sea E un espacio de Banach sobre un cuerpo K esférica 

mente completo y A un subconjunto O-convexo c-compacto 

de E no reducido al cero. Entonces, existe una sucesión 

ortogonal de elementos de E , (u ) ^ , y una sucesión ° n n £ N 

(D ) de discos en K , con lim 11 u 11 diam D = O n n £ N n-»c« ^ " 

tal que: 

A = 
n=l 

a u / a € D V n C N 
n n n n 

Por un disco en K se entiende un subconjunto de K que 

es K ó un conjunto del tipo X €. K / I-XI < r 

[ X C K / l A l ^ r , con r > O . También, diam D deno 

ta el diámetro de D , el cual es infinito si D es K . 
n n 

o o 
Nótese que ^ a u converge para toda sucesión 

n=l 

^^n^n€.N ' ^n pei""teneciente a para cada natural n . 
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NOTA; Obsérvese que el resultado anterior es también cier­

to cuando E es un espacio normado no arquimediano sobre K , 

ya que si A es un subconjunto 0-convexo y c-compacto de E , 

A verifica las hipótesis del teorema de VAN ROOIJ considerado 

como subconjunto del completado de E , E . 

En lo que sigue, consideraré sólo conjuntos 0-convexos no 

reducidos al cero. 

(1.4) TEOREMA. Sea (E, 1 1 , 1 1 ) un espacio normado no ar­

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A 

un subconjunto no Vacío 0-convexo c-compacto de E , (u ) ^ n n é. N 
una sucesión ortogonal de E , y (D ) ^ una sucesión de dis - - n n e. N 

eos en K con lim 
n-» oo 

I u diam D = O , tal que, n n ^ 

A = a u / a é . D V n € . N n n n n L n=l 

Entonces, son equivalentes; 

(i) A es m*-cerrado en E . 

(ii) es m*-cerrado en K , para cada natural n . 

Demostración 

(i) implica (ii): Para cada natural n , la aplicación 



27 

u / n e. N 
i- n 

n 

X u — n n n=l n 

es lineal y continua, por lo que, ^^^^^ ~ °n ®^ m*-cerrado en 

K . 

(ii) implica (i): Si para cada natural n , es diatin 

to de K , se tiene, D = B { 0 , 1 X l ) » para un cierto X «n 
n n n 

K , con lo que, la sucesión ( X u ) ^ „ converge a cero. 1».-
n n n 6. N 

tonces, dados f y x = x u elementos de E' y A fes^ n n í . , n=l 

pectivamente, se verifica: 

|f (x) X f ( u ) ó sTp I x I f ( u ) I n n ^ I n I n i n=l n=l 

o o 
sup 
n=l 

A n f(u ) n X . I I f(u.) 
J J 

para un cierto natural j . 

Por tanto, si / U = X.f(u.) , f(A) está contenido Ibn 

B{0 , | / c l ) . Además, se verifica la igualdad; en efecto, si,; 

/>«. = O el resultado es trivial, y si yCC es distinto de cero 

y X es un elemento de K con I X I ¿ I I i x = cjC X .U • . 
J J 

con o¿ = , es un punto de A tal que f ( x ) = X , ©ij de­

cir, X pertenece a f{A) . 
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En conclusión, f(A) = B(0, \/(. I ) , por lo que, f(A) es 

m -cerrado en K . 

Si existe un natural n tal que = K , denoto por 

el conjunto: 

n e N / D = K n 

Dada f en E' , pude suponerse sin pérdida de generali­

dad que f(u ) es distinto de cero para algún n pertene-

teneciente a , pues sino, se razona como en el caso ante­

rior. Entonces, se tiene que f(A) es igual a K , ya que, si 

f(u ) = B ( (5 £ K) , para cada elemento g de K , 
"o ^ ^ 

X = u es un punto de A tal que f(x) = £ 

NOTA; Obsérvese que en las hipótesis de (1.4), A es aco­

tado en E si y sólo si D^ es acotado en K para cada natu­

ral n . Además, se verifica: 

(1.5) TEOREMA. Sea (E, | | , | | ) un espacio normado no ar­

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A 

un subconjunto no vacío 0-convexo c-compacto m^-cerrado y aco­

tado de E . Entonces, existe una sucesión ortogonal de elemen-

1 = 0 , tal que; tos de E , (e ) ^ , con lim n n fe N n 

A = 
o o 
' ^ x e / 
^^—r n n n = l n 

^ 1 V n 6. N 
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Demostración 

Por (1.4), existe una sucesión ortogonal (u ) de ele 
n n fe N — 

montos de E , y una sucesión en K , ( A ) _ „ » con 
n n & N 

lim I X J I u = O , tal que: 
n-*oo 

A = a u / ^ — n n n=l n n ' 

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que todo X 

es distinto de cero, con lo que: 
n 

A = 

n 
n 

A n 

¿ 1 V n £.N 

n 

Por tanto, la sucesión (e ) , , definida por 
n n e. N 

= X ^ u ^ para cada natural n , es una sucesión ortogonal de 

elementos de E , con lim ¡[e^ |¡ =0 , tal que: 
n- o3 

¿JO 
X e / — n n n=l 

x n 
^ 1 V n e.N L . 

(1.6) PROPOSICIÓN. Sea (E, ) un espacio normado no 

arquimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A 

un subconjunto no vacío 0-convexo y c-compacto de E . Enton-

ces, si la intersección de A con toda recta es m^-cerrado en 

di cha recta, A es m*-cerrado en E . 
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Demostración 

Sea (u ) - la sucesión ortogonal considerada en ( 1 . 4 ) . n n fe N 

Para cada natural n , la intersección de A con la recta 

L determinada por O y u^ es m*-cerrado en L , es decir, 

D = f X c K / A U É L A V , n i n J 

es m*-cerrado en K . 

Como se muestra en el siguiente ejemplo, el recíproco del 

resultado anterior en general no es cierto: 

( 1 . 7 ) EJEMPLO. Sea (E, j | , | | ) un espacio normado no ar-

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo dotado de 

valuación densa. Sea A un subconjunto no vacío O-convexo c-

-compacto m*-cerrado y acotado de E , y (e ) . la sucesión c ¿ _¿_ n n €. N 

ortogonal construida en ( 1 . 5 ) tal que. 

A = 
n=l 

Si r <. 1 pertenece a R^N,N y (x ) _ es una suce-
Pí n n £ N 

sión de elementos no nulos de K tal que la sucesión de sus mó 

dulos, ^l^n^^nSN ' creciente y converge a r , entonces. 

= X e es un elemento de A tal que la intersección de n n ^ n=l 
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A con la recta S determinada por O y x no es m^-cerrado 

en S ; en efecto, se tiene: 

X X £ A < > I X I I x^ I ¿: 1 V n £ N < > 

>: ^ 
inf / n € N 

n sup 
nfiN 

= A . ^ 1 X 1 , 
n 

por lo que, 

A € K / A X £ A = B(0, -i ) r 

que no es m*-cerrado en K , ya que r no pertenece a N 

3. C-COMPACIDAD EN ESPACIOS NORMADOS SOBRE CUERPOS LOCALES . 

Es conocido que si K es un cuerpo dotado de valuación no 

arquimediana y E un espacio vectorial topológico sobre K , 

todo subconjunto compacto de E es c-compacto. 

Recíprocamente, si el cuerpo K es local, se verifica: 

(1.8) TEOREMA. Sea (E, | | , | | ) un espacio normado no ar­

quimediano sobre un cuerpo K local. Entonces, todo subconjun­

to convexo c-compacto y acotado A de E , es compacto. 

Demostración 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A 0-convexo 
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Como la valuación de K es discreta, A es m'^-cerrado y, por 

1.5), existe una sucesión ortogonal (e ) ^ de elementos de 
^ n n€ N 

E con l i m | | e |= O , tal que: 
n- «xs 

A = X e / - n n n=l 
ó: 1 V n é N 

La aplicación: 

n€. N 
B^(0,1) 

^ X e - n n n=l n n £ N 

es biyectiva y continua, por lo que, es suficiente probar que 

tiene inversa continua y, para ello, bastará ver la continuidad 

en el origen de f ^ . 

m Supuesto que lim x = 0 para cada natural n , hay que 
n 

ver que la sucesión (x ) ^ „ . definida por x = x e 
m e N ^ n n n = l 

converge a cero. Si, por reducción al absurdo, (x™) ^ no 
m t N 

converge a cero, existe un natural j , tal que para todo natu­
ra . 

> , es decir, ral m , existe ni^;>, m con 

sup 
n€N 

m 

n II ^„ II > f 

Como lim I e - O , existe un natural p , tal que 
n-»' n 

n I ^ para todo n p , por lo que. 
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sup 
n6N 

m 

n 
e = max( n 

m m 

m m Como (x ) , (x ) _ son sucesiones convergen-l m É . N p m f e N 

tes a cero, existe m^ perteneciente a N tal que. 

m -1 m -1 V m Z-JH > 

con lo que, 

max ( 

absurdo. 

m m ) ^ f V m ^ m 

Por tanto, si E es un espacio normado no arquimediano so 

bre un cuerpo K local, todo subconjunto convexo c-compacto de 

E es homeomorfo a un producto contable del anillo de los ente­

ros de K , obteniéndose así un resultado análogo al dado por 

CARPENTIER acerca de la estructura de los conjuntos 0-convexos 

compactos, en la siguiente forma: 

"Sea K un cuerpo con valuación discreta completo, E un 

espacio vectorial topológico sobre K _y A un subconjun­

to 0-convexo compacto de E . Entonces, existe un isomor-

fismo-homeomorfismo de A sobre un producto O''' , dotado 

de la estructura algebraica y de la topología producto" 

( r 5 ] . pág. 1 5 2 ) . 
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4. CONJUNTOS M-CERRADOS Y M^-CERRADOS . 

En este apartado se completa el estudio del concepto de 

conjunto m-cerrado introducido por CARPENTIER, viéndose su reía 

ción con el concepto de conjunto m*-cerrado establecido ante­

riormente . 

(1.9) DEFINICIÓN. Un subconjunto convexo de K se dice 

m-cerrado si es vacío, K , ó un conjunto del tipo: 

€ K / I x - x ^ i ^ r j - , X 

para ciertos ^Q''^ elementos de K y R^ respectivamente. 

Más en general: 

(1.10) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre K . 

Un subconjunto de E se dice m-cerrado alrededor de un punto, 

si su intersección con toda recta pasando por ese punto es m-ce 

rrado en dicha recta. 

Un subconjunto convexo de E se dice m-cerrado si su in­

tersección con toda recta es m-cerrado en dicha recta. 

NOTAS: 

a) Si E es un espacio vectorial sobre K , se verifica: 
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(M-1) Un subconjunto convexo de E m-cerrado alrededor 

de un punto es m-cerrado, es decir, los conceptos m-cerrado y 

m-cerrado alrededor de un punto son equivalentes. 

(M-2) Si A es un subconjunto convexo m-cerrado de E, 

A + X y X A son subconjuntos convexos m-cerrados de E , pa­

ra cada X, X elementos de E y K respectivamente. 

(M-3) Si A. 1 . - es una familia de convexos m-ce-1 £ I 

rrados de E , entonces, es un convexo m-cerrado de 
ié: I ^ 

E . 

(M-4) Todo subespacio vectorial de E es m-cerrado. 

b) Para toda seminorma no arquimediana, las bolas cerradas 

son m-cerradas. 

c) Si E y F son espacios vectoriales sobre K y f 

una aplicación lineal de E en F , se tiene: 

(M-5) Para todo conjunto convexo m-cerrado A de F , 

f ^(A) es un subconjunto convexo m-cerrado de E . 

(M-6) Si B es un subconjunto convexo m-cerrado de E, 

en general, f(B) no es m-cerrado en F . Es fácil ver que 

f(B) es m-cerrado en F si y sólo si B + Kerf es m-cerrado 

en E . 

La demostración de estas propiedades puede encontrarse en 

[ 5 ] , pág. 124-126 . 
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También, pueden hacerse las siguientes observaciones: 

d) El concepto de conjunto m-cerrado es similar al de con­

junto linealmente compacto ( £6 J.vol.II), dado en el caso u-

sual en la siguiente forma: 

"Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo de los rea­

les ó de los complejos. Un subconjunto A de E se dice 

linealmente compacto si la intersección de A con toda 

recta es un intervalo cerrado de la forma: 

[ a , b ] = [ y e . E / y = A a + ( l - X ) b ; O á A < l } " . 

Para espacios vectoriales topológicos, cabe destacar: 

e) Existen conjuntos convexos m-cerrados que no son c-com­

pactos . 

En efecto, si E es un espacio normado no arquimediano so 

bre K y la dimensión de E es infinita, A = B (0,1) es un 

subconjunto convexo m-cerrado de E que no es c-compacto. 

f) Existen conjuntos convexos c-compactos que no son m-ce­

rrados. 

En efecto, si K es un cuerpo esféricamente completo con 

valuación densa, A = B (0,1) es un subconjunto convexo c-com-
K 

pacto de K que no es m-cerrado. 

El interés de este concepto reside también en cuerpos dota 
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dos de valuación densa, ya que se verifica: 

(1.11) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre un 

cuerpo K dotado de valuación discreta. Entonces, todo subcon­

junto convexo A de E es m-cerrado . 

Demostración 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A O-convexo 

y absorbente, pues en caso contrario, basta hacer una trasla­

ción ó considerar el subespacio engendrado por A en vez de 

E . 

Por ser la valuación de K discreta, A es la bola uni­

dad cerrada en p , por lo que, A es m-cerrado en E . 
A 

Como en (1.4), puede darse el siguiente teorema de caracte 

rización de los conjuntos O-convexos c-compactos m-cerrados en 

espacios normados no arquimedianos: 

(1.12) TEOREMA. Sea (E, | [ , [j ) un espacio normado no ar 

quimediand sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A 

un subconjunto no vacío O-convexo c-compacto de E , (u ) ^ — ' n n £. N 

una sucesión ortogonal de E , y (D ) ^ una sucesión de dis 2 -a— n n £ N — 

eos en K con lim u d i a m D = 0 , tal que. 
n-»oo n n 
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A = a u / a £ D n n n n n=l 
V n e N 

Entonces, son equivalentes; 

(i) A es m-cerrado en E . 

(ii) D es m-cerrado en K , para cada natural n n •* 

Demostrad ón 

(i) implica (ii); Como en (1.6). 

(ii) implica (i); Basta probar que para todo x en A , 

el conjunto; 

C = | X e K / X x £ A 

es m-cerrado en K . 

Si para cada natural n , D^ es K ó un conjunto del ti^ 

o o 
po B(0,r ) con r £ R , dado x - x u , se verifica; n n n n n=l 

n n 

/ D 7̂  K 1 XI < inf n 

= r , 

< 
r 
n 

X n 

n' 

á r V n €. N / n 

n 

con lo que, C = B(0,r) es m-cerrado en K . 

En general, la suma de dos conjuntos convexos m-cerrados 
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no es m-cerrado ( 3> pág. 126). Sin embargo, se tiene el si­

guiente resultado: 

(1.13) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa 

rado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sean A^ y 

A^ dos subconjuntos convexos m-cerrados de E , A^ c-compac­

to y A cerrado. Entonces, A + A es un subconjunto conve-

xo m-cerrado de E . 

Demostración 

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse A y A O-

-convexos. Sea z un elemento de A + A y ( X ) una 
1 2 n n e N 

sucesión de elementos de K tal que la sucesión de sus módu­
los, ( I X ]) ^ „ , es creciente y X z pertenece a A + A 

' n ' n € . N n ^ 1 2 

para cada natural n . Basta probar que si (\ X I ) conver-
' n ' n €: N 

ge a 1 X 1 para un cierto X en K , también se verifica que 

X z pertenece a A, + A , pues así, el conjunto: 

c = \ CK I X z e A + A 
1 2 

es K ó una bola cerrada. 

Para cada natural n , sean los conjuntos: 
n 

A" = A A ( A + \ z) ; D = . 
1 1 ¿ n n ^ 

Entonces, D^ es un subconjunto no vacío convexo y cerra-
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A 
do de — , Además, para cada natural n , se tiene que 

D C 0 ; en efecto, si x es un elemento de D , , X x n+1 n n+1 ' n+1 

z = pertenece a A y existe y en A , tal que A : 

= y + X X , por lo que: n + 1 

A x € A y A z = — y + A x , con -r yfeA , 
n + 1 ^ n + 1 

es decir, x es un punto de . Por tanto, por ser A^ c-

-compacto, D es no vacía, 
n e. N " 

Si x es un elemento de / \ D , por ser A m-cerra-
n 6 N 

do se tiene que ^ pertenece a A^ . También, si para cada 

natural n , y es un punto de A tal que X x = n ¿ Vi \j 

= y + X z , por ser A m-cerrado, X (x - z) pertenece a n n 2 O 

Por tanto, X z = X x ^ + X ( z - x ^ ) es un elemento de 

Aunque en general la imagen mediante una aplicación lineal 

de un conjunto m-cerrado no es m-cerrado, como consecuencia de 

(1.13) se verifica: 

(1.14) COROLARIO. Sean E _y_ F espacios localmente conve 

xos separados sobre un cuerpo K esféricamente completo y f 

una aplicación lineal y continua de E en F . Entonces, si A 
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es un subcon.-junto convexo c-compacto y m-cerrado de E , f(A) 

es un subconjunto convexo c-compacto y m-cerrado de F . 

Demostraci ón 

Trivialmente, f(A) es un subconjunto convexo c-compacto 

de F . Además, por (1.13), A + Kerf es m-cerrado en E , con 

lo que f(A) es m-cerrado en F . 

(1.15) LEMA. Sea E un espacio localmente convexo separa-

do sobre un cuerpo K esféricamente completo y A un subcon­

junto convexo cerrado de E . Entonces; 

A = A { f~^(f (A) ) / f C E ' • . 

Demostración 

Si B = { f~ (f(A)) / f é E ' |, trivialmente A está 

contenido en B , Además, si x^ es un elemento de B \ A , e-

xiste un hiperplano cerrado H de ecuación f(x) = o¿ ( oC £ K) 

que separa x y A , es decir, 
o 

f (x^) - I ¿ 1 f (x ) - f (a) I V a £ A , 
o o 

y como f(x ) pertenece a f(A) , se tiene que f(x ) = ( < ' . 
o o 

absurdo, con lo que B coincide con A . 
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El siguiente resultado muestra la estrecha relación exis­

tente entre los conceptos de conjunto m-cerrado y m*-cerrado: 

(1.16) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A un 

subconjunto convexo c-compacto de E . Entonces, son equivalen-

test 

(i ) A es m-cerrado en E . 

(ii) f(A) es m-cerrado en K , para toda f pertenecien­

te a E' . 

Demostración 

(i) implica (ii): Consecuencia de (1.14). 

(ii) implica (i): Para cada f perteneciente a E' , 

f(A) es m-cerrado en K y, por tanto, f '''(f(A)) es m-cerra­

do en E , con lo que, por (1.15), A es m-cerrado en E . 

Más aún, se verifica: 

(1.17) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Entonces, 

todo subconjunto convexo cerrado y m'^-cerrado de E , es m-ce-

rrado . 
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Demostración 

Si A es un subconjunto convexo m*-cerrado de E , f(A) 

es m*-cerrado, y por tanto m-cerrado, en K , para cada f en 

E' , con lo que, por (1.15), A es m-cerrado en E . 

NOTA; El recíproco de la proposición anterior en general 

no es cierto. 

En efecto, supuesto K esféricamente completo dotado de 

valuación densa y r 6 R ^ \ N , A = B(0,r) es un subconjunto 

convexo cerrado y m-cerrado de K que no es m*-cerrado. 

En los párrafos anteriores se dan ciertas analogías y dife 

rencias entre los conceptos de conjunto m-cerrado y m*-cerrado. 

Finalmente, cabe destacar el hecho de que en todo espacio norma 

do no arquimediano, las bolas cerradas son m-cerradas, no sien­

do en general m*-cerradas, como se muestra en los siguientes e-

jemplos: 

(1.18) EJEMPLO. Sea (E, | | , j | ) un espacio normado no ar 

quimediano de dimensión infinita sobre un cuerpo K dotado de 

valuación densa, tal que E posee una base ortonormal numera-

ble, (e ) ^ „ . Sea r £ R ^ \ N , , y ( X ) ^ „ una sucesión de n n G N K " ^ n n £ N 

elementos de K tal que la sucesión de sus módulos, 
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La aplicación: 
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K 

n X 

es lineal y continua, ya que sup f(e ) 
neN " 

= r . También; 

B(0,1) = x e / x ¿,1 V n e N 
n n 1 n ' 

n = l 

con lo que, f(B(0,l)) está contenido en B(0,r) . Además, 

f(¥(0,l)) no es m*-cerrado en K , pues si f(B(0,l)) fuese 

conjunto del tipo B(0, I X l ) para un cierto X en K , ne un 

cesariamente 1 X 1 ¿: r : absurdo, ya que sup f(e ) 
n€N ^ 

= r 

Por tanto, la bola unidad cerrada de E no es un conjunto 

m*-c errado. 

(1.19) EJEMPLO. Sea K un cuerpo valuado no arquimediano 

cualquiera. Dado s 6. R '^N^ , se construye el espacio normado 

no arquimediano K(s) = (K, 1| , ¡j) , con la norma: 

I I X 11= s l X I V X £ K . 

Entonces, para cada X en K , A ^ = B(0, | X 1 ) no es 

m^^-cerrado en K ( s ) . 

En efecto, si existiese X en K tal que A ^ fuese 

m**-cerrado, por ser la aplicación identidad i de K(s) en K 
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lineal y continua, i(B(0, 1X\ )) = B ( 0 , J A i ) sería m*-cerrado 
s 

en K : absurdo. 

NOTA; Obsérvese que si E es un espacio normado no arqui­

mediano de dimensión finita y ortonormalizable sobre un cuerpo 

K valuado no arquimediano, toda bola cerrada en E de la forma 

B(0,lAl ) para un cierto X perteneciente a K , es m*-cerra-

do en E . 

En efecto, si ^^i^i^^i ®^ base ortonormal de E , se 

ti ene; 

n 
x.e^ / | x . Vie(l,...,n} 

l i = l 
B(0, \ X i ) = 

con lo que, por (1.4), B(0, l A l ) es m^-cerrado en E . 
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CAPITULO 2 

TEOREMA DE KREIN-MILMAN PARA 

CONJUNTOS COMPACTOS 

En este capítulo se desarrolla una teoría de puntos extre­

mos para conjuntos compactos convexos de espacios vectoriales 

topológicos que sirve indistintamente para los casos de valua­

ción del cuerpo base arquimediana ó no. En este último caso, ca 

ben destacar varios aspectos: 

En primer lugar, los conjuntos extremos cerrados minimales 

que en el caso usual se reducen a los puntos extremos, tienen 

ahora siempre cardinal mayor que uno. 

De los diversos tipos de puntos extremos (uno para cada 

clase de convexidad que se considere), el que corresponde a la 

convexidad de MONNA da lugar a resultados triviales, mientras 

que tiene un mejor comportamiento, comparable al de los casos 

usuales, el que corresponde a la convexidad absoluta ó 0-conve 

sidad. 

Así como la existencia de bases ortogonales en Análisis no 

Arquimediano permite una completa descripción de los conjuntos 
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compactos convexos, y consecuentemente de los puntos extremos, 

citemos finalmente como aspecto limitativo, que la existencia 

de conjuntos compactos convexos no reducidos a puntos, obliga a 

la compacidad local del cuerpo base. 

El capítulo concluye con el estudio de los puntos extremos 

en dos tipos de conjuntos (no compactos): bolas en espacios ñor 

mados sobre cuerpos con valuación discreta y conjuntos c-compac 

tos m*-cerrados y acotados en espacios normados. 

1. CONJUNTOS SEMICONVEXOS Y PUNTOS C-EXTREMOS . 

(2.1) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre un 

cuerpo K valuado. Se dice que un subconjunto A de E es se 

miconvexo si: 

X A + ( 1 - X ) A S : A 

para todo X en K con 1 X I < 1 . 

NOTAS: 

a) Este concepto es relativamente próximo al de conjunto 

débilmente convexo dado por MONNA ( [27 ] , pág. 28) en la si­

guiente forma: 

"Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K valuado 
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no arquimediano. Un subconjunto A de E se dice débil­

mente convexo si para todo x,y elementos de A y para 

todo X en K con i X l ^ l , X x + ( 1 - X ) y pertene 

c e a A ". 

Trivialmente, todo conjunto convexo es débilmente convexo. 

Además, si dim E = 1 , los dos conceptos son equivalentes y, 

si dim E > 1 , dichos conceptos son equivalentes si y sólo- si 

K ( [27 ] ) . 

b) Si K es R ó C , todo conjunto semiconvexo es conve 

xo, mientras que si K es un cuerpo valuado no arquimediano, 

todo conjunto convexo es semiconvexo. 

c) Si E y F son espacios vectoriales sobre un cuerpo 

K valuado, caben destacar las siguientes propiedades: 

(S-1) Si f es una aplicación lineal de E en F y 

A es semiconvexo en E , f(A) es semiconvexo en F ; si B 

es semiconvexo en F , f '''{B) es semiconvexo en E . 

(S-2) Si A es un conjunto semiconvexo de E , x + A 

y X A son también semiconvexos, para cada x , X elementos de 

E y K respectivamente. 

(S-3) Si A y B son subconjuntos semiconvexos de E, 

A + B es semiconvexo. 

(S-4) La intersección de una familia de conjuntos semi-
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convexos de E es semiconvexo. 

(S-5) La unión de una familia filtrante creciente de 

conjuntos semiconvexos de E es semiconvexo. 

(2.2) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre un 

cuerpo K valuado, x un elemento de E y A un subconjunto 

no vacío de E . Se dice que una parte no vacía S de A es 

conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A si: 

i) S es semiconvexo. 

ii) Para cada subconjunto finito ^ x^,...,x^ |> de A tal 

que Ep({x^,...,x^j )r\S ?í 0 (resp. Ej^^í^x^ x ^ ] ) A S 4^ 

^ 0) , existe i £ | l , . . . , n j para el que x ^ g S . 

En los resultados posteriores, enunciados simultáneamente 

para conjuntos (puntos) c-extremos y (x, c)-extremos ( x £ E ) , se 

harán las demostraciones en el caso c-extremo, siendo idénticas 

las correspondientes al caso (x,c)-extremo. 

(2.3) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre un 

cuerpo K valuado. Sea A un subconjunto convexo (resp. x-con 

vexo) de E y S una parte no vacía semiconvexa de A . Enton 

ees, son equivalentes: 

(i) S es conjunto c-extremo (resp. (x, c)-extremo) de_ A. 

(ii) A \ S es convexo (resp. x-convexo). 
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Demostración 

(i) implica (ii): Dados x^,...,x^ elementos de AN.S , 

por ser A convexo y S conjunto c-extremo de A , se tiene 

que E c ( ( x ^ , . . . , x ^ J ) C A y E c ( { x ^ , . . . , x ^ } ) n s = ^ , p o r 

lo que AN.S es convexo. 

(ii) implica ( i ) : Dados x^,...,x^ elementos de A que 

no pertenecen a S , por ser A \ S convexo, E Q ( | ^ X j ^ , . . . , X ^ J ) 

está contenido en A \ S , es decir, E ( , ( | x ^ , . . . , x ^ | ) A S = 0 , 

por lo que S es conjunto c-extremo de A . 

NOTA; (ii) implica (i) es válido aunque A no sea convexo 

(resp. x-convexo). 

(2.4) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

separado sobre un cuerpo K valuado y A una parte no vacía 

semiconvexa y compacta de E , Entonces, 

c P = | s £ : A / S es conjunto c-extremo (resp. 

(x,c)-extremo) cerrado de A ^ , 

es un conjunto ordenado inductivo respecto de la inclusión y, 

por tanto, existen elementos minimales en C P . 

Demostración 
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Trivialmente, es no vacío, ya que A pertenece a 

cP . Además, si { S. • . ̂  es una cadena descendente en c/ ,̂ 

S = S. es una cota inferior de • S. 1[ . - en cí^ , ya 
i€.I ^ l. 1 J 1 ei 

que S es no vacío por ser A compacto, siendo inmediato que 

S es cerrado y conjunto c-extremo de A . 

(2.5) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre un cuerpo K valuado, A un subconjunto no vacio de E 

y la familia considerada en (2.4). Se dice que un punto a 

de A es punto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A , cuando 

a pertenece a alguno de los elementos minimales de 

El conjunto de los puntos c-extremos (resp. (x,c)-extre-

mos) de A se denota por Ext (A) (resp. x-Ext (A)) . 
c c 

Si K es R ó C , por 5 (A) se representa el conjunto 

de puntos extremos de un conjunto A en el sentido usual. Note 

se que si E es separado y A es un subconjunto convexo de 

E , dado x perteneciente a 5 (A) , es conocido que A\^|x) 

es convexo, por lo que, { x } es un conjunto c-extremo cerra­

do minimal de A , es decir, 6 (A) está contenido en 

Ext (A) . Además, se verifica la igualdad: c 

(2.6) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico se­

parado sobre K (R ó C) , con E' total. Sea A un subcon-
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junto no vacío convexo y compacto de E . Entonces, 

6(A) = Ext (A) . 
c 

Demostración 

No existe ningún conjunto c-extremo cerrado minimal de A 

con más de un punto. 

En efecto, si existiese un tal conjunto c-extremo S , co­

mo S es semiconvexo y cerrado, S es convexo y compacto, por 

lo que S(S) es no vacío. Además, A \ S es convexo, con lo 

que, 5 ( 5 ) 0 6(A) ^ f < ]» vol.II, pág. 1 4 3 ) , lo que impli 

ca S P\ £(A) f 0 : absurdo, por ser S minimal y £ (A) sub­

conjunto de Ext^(A) . 

Por tanto, los únicos conjuntos c-extremos cerrados mínima 

les son los reducidos a un único punto, es decir, £ (A) = 

= Ext (A) . c 

En lo que sigue, me limitaré al estudio de los puntos y 

conjuntos extremos en cuerpos base dotados de valuación no ar-

quimediana. 

(2.7) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co separado sobre K y A una parte no vacía compacta de E . 

Entonces, todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado 



53 

S de A contiene al menos un punto c-extremo (resp. (x,c)-ex-

tremo) de A . 

Demostración 

Por ser A compacto, S es compacto y, razonando como en 

(2.4) , 

c/^ = [ M £ S / M es c-extremo de A • , 

es un conjunto no vacío ordenado inductivo que posee elementos 

minimales, con lo que, S contiene al menos un conjunto c-ex­

tremo cerrado minimal de A y, por tanto, un punto c-extremo 

de A . 

(2.8) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

separado sobre K _y_ A un subconjunto no vacío convexo y com­

pacto de E . Entonces, para cada elemento a de A y para ca 

da f en E' , 

s C A / |f(s) - f(a) 1= sup |f(x) - f(a) | 
x6A 

es un conjunto c-extremo y (a,c)-extremo cerrado de A y, por 

tanto, existe un punto x^^ c-extremo (resp. (a,c)-extremo) de 

A , tal que; 

I f (x ) - f(a) 1 = sup 1 f(x) - f(a) I . 
xeA 

Demostración 
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Si c = sup I f ( x ) - f ( a ) [ , el conjunto: 

af sG. A / I f(s) - f(a) I = c 

es no vacío, puesto que A es compacto. Además, puede suponer­

se que a no pertenece a S^^ , ya que, en caso contrario, 

S - = A , y el resultado es obvio. 
ar 

Trivialmente, S „ es cerrado. También, S . es semicon-
af a r 

vexo, pues, dados x,y elementos de S y \ perteneciente 
a r 

a K con , se tiene que I 1 y, por tanto, 

l A l I f ( x ) - f(a) 1 ^ 1 ( 1 - X ) I I f ( y ) - f(a) I , con lo que: 

I f ( X x + (1 - X ) y ) - f í a ) 1 = 

= ) X ( f ( x ) - f(a)) + (1 - X )(f(y) - f(a)) U 

= m a x d X I | f ( x ) - f ( a ) 1 , 1 1 - X 1 1 f(y) - f(a) 1) = 

= l 1 - X I I f(y) - f(a) I = c , 

con lo que, X x + (1 - X )y pertenece a S . 
a r 

Finalmente, A"\S „ es convexo. En efecto, si 
a r 

| x x \ es un subconjunto finito de A \ S . y X . » • • » X 
^ 1 n J a r 1 n 

son elementos de K con X ^ ^ 1 para cada i € [ l , . . . , n j , 

n . 
tales que A. = 1 » se tiene: 

i = l ^ 

f ( ¿ X.x.) - f(a) 
i = l 

n 
^ X.(f(x.) - f(a)) 
i = l 

n 
e- max ( I X . (f(x.) - f(a ) ) l ) < c , 

i = l ^ ^ 

n . 
con lo que, ^ X . x . pertenece a A"^S . 

i = l 1 1 
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Por tanto, S „ es un conjunto c-extremo y (a,c)-extremo af 

cerrado de A que, por (2.7), contiene un punto c-extremo 

(resp. (a,c)-extremo) x de A , verificando: 
3. r 

I f(x ) - f(a) 1 = sup I f(x) - f(a) l . 
xéA 

2. ESTRUCTURA DE LOS CONJUNTOS C-EXTREMOS MINIMALES. TEOREMA DE 

KREIN-MILMAN . 

En este apartado se estudian diversas propiedades de los 

conjuntos c-extremos, desembocando en el teorema (2.12), donde 

se asegura que, a diferencia de los casos usuales, los conjun­

tos c-extremos nunca son puntos. 

(2.9) LEMA. Sea E un espacio vectorial topológico sobre 

K . Sea A un subconjunto no vacío convexo de E _y_ B un sub 

conjunto convexo de A . Entonces, si el interior de B respec 

to de A , , es no vacío, B es abierto y cerrado en A . 

Demostrac ion 

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse A y B 0-

i 
-convexos. Si B. es no vacio, existe un elemento x de B 

A o 
tal que B es entorno de x^ en A . Además, B es entorno 
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en A de cada uno de sus puntos, ya que, si x pertenece a B 

se tiene, B = B - x + x . También, si y pertenece a A ^ B , 
o 

Br\(y + B) = ^ , por lo que, A \ B es abierto en A y, por 

tanto, B es cerrado en A . 

Cabe destacar el siguiente resultado acerca de la estructu 

ra de los conjuntos c-extremos: 

(2.10) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico so 

bre K _y^ A un subconjunto no vacío convexo (resp. x-convexo) 

de E . Entonces: 

(i) Para todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) mi-

nimal S de A , ó bien el interior de S es vacío, ó S es 

abierto en E . 

(ii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado 

de A , es abierto en A . 

(iii) Si el interior de A es no vacío, todo conjunto c-ex­

tremo (resp. (X, c)-extremo) cerrado de A , es abierto en E . 

Demostración 

(i): Si el interior de A es vacío, también es vacío el 

interior de S . S i el interior de A es no vacío, A es a-

bierto y cerrado en E , por lo que, S""" = S""" . Como S""" es se 
A 
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miconvexo y A \ S es convexo, ya que. 

A \ S = A \ S ^ = ( A \ S ) , , A A 

se tiene que S""" es un conjunto c-extremo de A y, por ser S 

minimal, si S no es abierto en E , necesariamente S''' es va 

CÍO. 

(ii): Si S es un conjunto c-extremo cerrado de A , 

A \ S es un conjunto convexo abierto en A y, por (2.9), A \ S 

es cerrado en A , es decir, S es abierto en A . 

(iii): Consecuencia de (ii). 

(2.11) COROLARIO. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre K y A un subconjunto convexo (resp. x-convexo) de E. 

Entonces, son equivalentes: 

(i) El interior de A 

es no vacio. 

(i i) Existe un conjunto 

c-extremo (resp. (x,c)-ex-

tremo) cerrado de A cuyo 

interior es no vacío. 

(iii) Todo conjunto c-ex 

tremo (resp. (x,c)-extremo) 

cerrado de A tiene inte-

rior no vacío. 

(i') El interior de A 

es vacío. 

(i i') Existe un conjunto 

c-extremo (resp. (x,c)-extre-

mo) cerrado de A cuyo inte-

rior es vacío. 

(iii') Todo conjunto c-ex-

tremo (resp. (x , c)-extremo) ce 

rrado de A tiene interior va 

CIO. 
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Por tanto, existe una correspondencia "biyectiva" entre 

los conjuntos convexos (resp. x-convexos) de interior no vacío 

y los conjuntos c-extremos (resp. (x,c)-extremos) de interior 

no vacío; análogamente para el caso de interior vacío. 

(2.12) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico se 

parado sobre K y A un subconjunto no vacío convexo (resp. 

x-convexo) de E . Si A posee más de un elemento, no existe 

ningún conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A reducido 

a un único punto. 

Demostración 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A O-convexo 

(ver (2.18)) y absorbente (en caso contrario se razona con el 

subespacio engendrado por A en vez de con E ) . 

Si el interior de A es no vacío, el resultado es conse­

cuencia inmediata de (2.10)(iii). 

Si A es acotado y ^ , ^ son la topología inicial 
^ PA 

en E y la definida por p en E respectivamente, se tiene 

que ^ ó. ^ . Además, A tiene interior no vacío respecto 
^ PA 

de ^ , con lo que, no existe ningún conjunto c-extremo de 
^ A 

a reducido a un único punto. 

Finalmente, si A no es acotado y S = x } es un conjun-
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to c-extremo de A , existe y en A distinto de cero tal que 

x pertenece a A = Eg^íy) . Entonces, S es conjunto c-extre 
y 

mo de A , el cual es un subconjunto O-convexo acotado de E 

con más de un elemento: absurdo. 

A continuación probaré que, si A no se reduce a un único 

punto, todos los conjuntos c-extremos cerrados minimales de A 

son propios. Más adelante (párrafo 4 ) , se estudiará cuando el 

conjunto de puntos c-extremos de A es un subconjunto propio 

de A . 

(2.13) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A un 

subconjunto no vacío convexo (resp. x-convexo) y compacto de E 

no reducido a un único punto. Entonces, todo conjunto c-extremo 

(resp. (x,c)-extremo) cerrado minimal de A es distinto de A. 

Demo strae i ón 

Dado X perteneciente a A , como A no se reduce a un 

único punto, existen z,f elementos de A y E'\(o} respec­

tivamente, tal que z es distinto de x y f(z) es distinto 

de f(x) , con lo que, según (2 . 8 ) , 

^xf s G A / I f(s) - f(x) I = sup 1 f(y) - f(x) | 
y£A 
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;s un conjunto c-extremo y (x,c)-extremo cerrado propio de A 

ya que x no pertenece a S xf * 

(2.14) TEOREMA (de KREIN-MILMAN). Sea E un espacio local 

mente convexo separado sobre un cuerpo K esféricamente comple 

to. Sea A un subconjunto no vacío convexo (resp. x-convexo) 

y compacto de E . Entonces; 

A = E-(Ext (A)) ^ c 

(res^. A = EjjQ (x-Ext^ ( A) ) . 

Demostración 

Evidentemente. E„(Ext (A)) está contenido en A . Tam-
c c 

bien, si X es punto de E que no pertenece a E„(Ext (A)) , o c 

existe un hiperplano cerrado H de ecuación f(x) = oL 

(o(.e.K) que separa x y E~c(Ext (A)) , es decir, x y 
o c o 

E (Ext (A)) están situados en lados distintos (y por tanto dis c 

juntos) de H . 

Por (2.8), dado u perteneciente a EQ(Ext (A)) , existe 
c 

x^P punto c-extremo de A tal que: 

I f(x^^) - f(u) I = sup I f(a) - f(u) 1 . 
" a€A 

y, por estar E^ÍExt (A)) de un lado de H: 
c 

I f(y) - f(x) | < ¡ oC - f(x) I V x , y £ E ^ ( E x t (A)) , 
c 
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con lo que: 

|f(a) - f(u) l^|f(x^f) - f^(u) | < | - f(u 

Por tanto, A está de un mismo lado de H que 

E^ÍExt (A)) , por lo que x no pertenece a A . 

V a eA 

3. TEOREMAS DE MILMAN . 

El resultado central de este apartado es el teorema (2.16) 

análogo al teorema de MILMAN usual. 

(2.15) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial sobre K , A 

un subconjunto convexo (resp. x-convexo) de E y M una parte 

no vacía de A tal que A - Ej,(M) (resp. A =: E^cíM)) . Enton­

ces, todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) S de A , 

tiene intersección con M no vacía. 

Demostrac ion 

Si, por reducción al absurdo, existe S conjunto c-extre­

mo de A cuya intersección con M es vacía, M está conteni­

do en A ^ S , por lo que, 

A = Ec(M) C E c ( A \ S ) = A'^S , 

con lo que, A coincide con A \ S , es decir, S es vacío: ab 
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surdo . 

(2.16) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico so 

bre K , A un subconjunto convexo (resp. x-convexo) de E _y_ 

M una parte no vacía de A tal que A = Eg(M) (resp. 

A = Ejjp(M)) . Entonces, todo conjunto c-extremo (resp, (x,c)-ex 

tremo) cerrado S de A , tiene intersección con M no vacía. 

Demo strac ion 

Si, por reducción al absurdo, existe S conjunto c-extre­

mo cerrado de A cuya intersección con M es vacía, M está 

contenido en A"~^S , por lo que, 

A = FcíM) C F c ( A \ S ) . 

Además, A"^ S es un conjunto convexo abierto en A , con 

lo que, según (2.9), A ^ S es cerrado en A y, por tanto, en 

E . Entonces, A coincide con A~\ S , es decir, S es vacío: 

absurdo . 

(2.17) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo se-

parado sobre un cuerpo K esféricamente completo, A un sub­

conjunto convexo (resp. x-convexo) compacto de E y M una 

parte no vacía de A . Entonces, son equivalentes: 

(i) A es la envolvente convexa (resp. x-convexa) cerrada 
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de M . 

(ii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado 

S de A , tiene intersección con M no vacía. 

(iii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado 

minimal S de A , tiene intersección con M no vacía. 

(iv) Para cada elemento a de A y para cada f en E', 

existe X „ en M tal que: ar 

I f(x^^) - f(a) I = sup I f(y) - f(a) 1 
^ y6A 

(resp. Para cada f en E' , existe x^ en M tal que: 

I f(x^) - f(x) I = sup I f(y) - f(x) |) . 
yéA 

Demostración 

La equivalencia de (ii) y (iii) es inmediata, ya que, por 

(2.7), todo conjunto c-extremo cerrado S de A contiene un 

conjunto c-extremo cerrado minimal. 

(i) implica (ii): Teorema (2.16). 

(ii) implica (iv): Consecuencia de la proposición (2.8). 

(iv) implica ( i ) : Mismo razonamiento que en el teorema de 

KREIN-MILMAN. 
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4. CALCULO DE PUNTOS C-EXTREMOS . 

La teoría desarrollada en los párrafos anteriores tiene co 

mo limitación la que nos da el siguiente resultado ya conocido 

de Análisis no Arquimediano ( £ 27 ] , pág. 4 0 ) : 

"Sea E un espacio localmente convexo sobre un cuerpo K 

valuado no arquimediano. Si existe en E un conjunto con­

vexo compacto conteniendo al menos dos puntos, entonces, 

K es un cuerpo local". 

El ser K un cuerpo local es realmente limitador. Los 

cuerpos locales son los cuerpos valuados completos cuyas valua­

ciones son discretas y los cuerpos de restos finitos. Estos 

cuerpos están clasificados ( [ 2 7 ] ] . pág. 4 ) , y son los siguien­

tes : 

15: El completado de una extensión trascendente simple de 

un cuerpo finito. 

29: Las extensiones algebraicas finitas de un cuerpo Q , 
P 

donde Q es el cuerpo de los números p-ádicos 
P 

Por tanto, en este apartado, salvo mención expresa en con­

tra, supondré que K es un cuerpo local. 

Se procede a continuación al cálculo de los puntos c-extre 
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mos (resp. (x,c)-extremos) de conjuntos convexos (resp. x-conve 

xos) compactos en Análisis no Arquimediano, viéndose el compor­

tamiento singular del concepto de punto c-extremo, ligado al he 

cho de que en un conjunto convexo, a diferencia de lo que suce­

de en los conjuntos x-convexos, el "centro" no está fijado. 

Se calcularán solamente los puntos (O,c)-extremos de los 

conjuntos 0-convexos, ya que se verifica: 

(2.18) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co sobre K _y_ A un subconjunto no vacío convexo de E . En­

tonces : 

(i) S es conjunto c-extremo cerrado minimal de A si y 

sólo si S - X es conjunto c-extremo cerrado minimal de A - x 

(x € E ) . 

(ii) _Si A no se reduce a un único punto y S es un sub­

conjunto propio de A , S es conjunto c-extremo cerrado mini-

mal de A si y sólo si existe x perteneciente a A tal que 

S es conjunto (x,c)-extremo cerrado minimal de A . 

Demostración 

(i): Obvio, por las propiedades de la convexidad y semicon 

vexidad respecto de las traslaciones. 
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(ii): Si S es un conjunto c-extremo cerrado minimal de 

A y x es un elemento de A \ S , S es un conjunto (x,c)-ex-

tremo cerrado minimal de A . 

Recíprocamente, si existe x perteneciente a A tal que 

S es un conjunto (x,c)-extremo cerrado minimal de A , S es 

un conjunto c-extremo cerrado de A ; además, S es minimal 

pues, si existiese T conjunto c-extremo cerrado de A y sub­

conjunto propio de S , se tiene que x pertenece a A \ T , 

con lo que, T es un conjunto (x,c)-extremo cerrado de A ; ab 

surdo. 

Análogamente: 

(2.19) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co sobre K y A un subconjunto no vacio x-convexo de E . En 

tonces: 

(i) S es conjunto (x,c)-extremo de A si y sólo si 

S - x es conjunto (O,c)-extremo de A - x . 

(ii) S es conjunto (x,o)-extremo cerrado minimal de A 

si y sólo si S - X es conjunto (O,c)-extremo cerrado minimal 

de A - X . 

También, se considerarán sólo conjuntos O-convexos no re­

ducidos al cero. 
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De acuerdo con el resultado de CARPENTIER ( C 5 3 ) sobre la 

estructura de los conjuntos O-convexos compactos en espacios 

vectoriales topológicos citado anteriormente (cap. 1, pág. 3 3 ) , 

se tiene : 

(2.20) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co separado sobre K _y_ A un subconjunto no vacío O-convexo 

compacto de E . Entonces, existe una familia topológicamente 

libre de elementos de E , (e.). , , tal que: . 1 fe I ' 

A = X. e. / ( X. 1 ¿ 1 Vi e I 
L i e. I 

1 1 

siendo única la expresión de cada elemento x de A como 

i £ I 
X. e . 
1 1 

(2.21) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico se 

parado sobre K , A un subconjunto no vacío O-convexo compac 

to de E , y ^^i^i^i uria familia topológicamente libre de e-

lementos de E en las condiciones de (2.20). Entonces: 

O-Ext (A) = c ^ > X . e . e. A / sup 
•f^— 1 1 
ie.1 i£i 

= 1 

i £ I 
x . e . é A / B i S I con 1 1 

Demostración 
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Para cada índice i , 

D. = 1 x . e . S A / |x. = 1 

es un conjunto (O,c)-extremo cerrado minimal de A . 

En efecto, trivialmente es un conjunto (O,c)-extremo 

cerrado de A . Además, es minimal, pues, si existiese T 

conjunto (O,c)-extremo de A y subconjunto propio de , da­

do X = 'y> x.e. en D.*v^T , el punto: 

y = S I y. e ; y. = X \¡ j ^ i , y. = o , 
i € I J J 

es un elemento de A"*N y, por tanto, de A \ T y, por ser 

A ^ T 0-convexo, 

X - y = X. e . 6 A \ T , 
1 1 

con lo que, e. pertenece a A \ T . S i t = J>- t.e. es un 
i e. I 

elemento de . T , • 

z = z e ; z. = t. V j ?í i , z = O , 
i e i J J 

es un punto de A \ T ; además, se tiene: 

t = t. e. + z , 1 1 

con lo que, A ' ^ T no es 0-convexo: absurdo 

Por tanto, todo elemento x = x.e. de A para el 
i € l 



69 

que existe un índice i con j x^ |= 1 , es punto (O,c)-extremo 

de A . 

Recíprocamente, si x = x.e. es un elemento de A 
i € I 

tal que sup j x. 4. 1 , x no es punto (O, c)-extremo de A . 
iei ^ 

En efecto, trivialmente existe yU. en K con | ^ | > 1 

tal que /^A. x pertenece a A . Si , por reducción al absurdo, e-

xiste un conjunto (O,c)-extremo cerrado minimal S de A con­

teniendo a X , por ser A \ S 0-convexo, también yu. x pertene 

ce a S . Entonces, X = i es un elemento de K con 

- 1 

í A l < 1 y, por ser S semiconvexo, 0 = A y < X x + ( l - X ) x es 

un punto de S : absurdo, por ser S conjunto (O,c)-extremo 

propio de A . 

NOTA; En las hipótesis de (2.21), para cada elemento 

X = x.e. de A , se tiene: 

p (x) = sup 1 X i . 
^ i£I ^ 

En efecto, si x es cero el resultado es trivial y, si x 

es distinto de cero, se verifica: 

x £ A A < = > - ^ € A 

<^=> I Al ^ sup I X I 
iti 

X 
i_ 

X 
4 1 V i e i < = > 

y, por tanto: 

P A (x) = inf ( I Al / X e A A j = sup 1 X. 
i€l 
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Como consecuencia de (2.21) y de la nota anterior, puede 

darse el siguiente teorema de caracterización de los puntos 

(O,c)-extremos en conjuntos 0-convexos compactos: 

(2.22) TEOREMA. En las hipótesis de (2.21), para cada ele-

mento a = a.e. de A , son equivalentes: 

í T i ^ ' -
(i) a e O - E x t (A) . 

c 
( i i) sup I a. I = 1 . 

ié.1 

(iii) Existe i £ I tal que ¡ | = 1 . 

(iv) P.(a) = 1 

Aunque su consideración no modifica los puntos (0,c)-extre 

mos de A , conviene resaltar el hecho de que, aparte de los 

conjuntos (O , c)-extremos cerrados minimales obtenidos en 

la demostración del teorema (2.21), pueden existir conjuntos 

(O,c)-extremos cerrados minimales S de A cuya intersección 

con y D̂ . es no vacía, para ciertos índices distintos 

i,j de I . Una muestra de esta situación nos la da el siguien 

te ejemplo: 

2 
(2.23) EJEMPLO. Sea E = K , A la bola unidad cerrada 

en E y ( S - Í S ) una familia topológicamente libre de elemen-

tos de E , tal que: 
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A = 

Entonces: 

X e + X e / X 1 1 2 2 l X é l 2 

S = D ^ U D 2 \ [ ( x ^ . x ^ j G A / I x^ - x^ U l 

(x^,X2)e D ^ U D ^ / 1 - x^ 1 = 1 

es un conjunto (O , c)-extremo cerrado minimal de A cuya inter-

sección con y D es no vacía. 

En efecto, trivialmente S es seraiconvexo, tiene inter­

sección no vacía con D y D , y es cerrado, por serlo D 
X Ci J. 

y D . También, A ^ S es O-convexo, ya que: 

A ^ S = ( x ^ , X 2 ) £ A / I x^ - x^ l ^ 1 

Además, S es minimal, pues, si existiese T conjunto 

(O,c)-extremo de A y subconjunto propio de S , dado 

x = (x ,x ) perteneciente a S \ T , como y = (1,1) está en 

A \ T , y: 

^ = \ i ^ " ^^12^ 

\ l ^ ^ ^ 2 ^ 

X , ^ 1 , X , 11 12 

¿ 1 ^ 2 2 

á 1 

4 1 . 

se tiene que: 

A = Eoc(e^ , 6 ^ ) C A \ T . 

es decir, T es vacío: absurdo. 

A continuación se calculan los puntos c-extremos y (x , c ) -

-extremos de los conjuntos convexos (resp. x-convexos), que tam 
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bien se suponen no reducidos a un único punto. 

Calculados los puntos (O,c)-extremos de los conjuntos 0-

-convexos, si A es un conjunto x-convexo y A el conjunto 
o 

O-convexo del cual A es trasladado, se tiene: 

(2.24) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co separado sobre K , A un subconjunto no vacío x-convexo 

compacto de E , _y_ ^ ^ i £ i una familia topológicamente libre 

de elementos de E en las condiciones de (2.20), tal que: 

a.e. / l a l ^ l V i e i 
I ^ ^ 

Entonces: 

x-Ext (A) = c £ A / 3i e I con (a - x ) . \ = 1 

Demostración 

Consecuencia de (2.19) y (2.21). 

Sin embargo, para los puntos c-extremos sólo se tienen re­

sultados triviales: 

(2.25) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológi­

co separado sobre K y A un subconjunto no vacío convexo com 



73 

pacto de E . Entonces, Ext (A) = A 

Demostración 

Puesto que es un subconjunto O-convexo compacto de 

E , existe una familia topológicamente libre de elementos de 

A = 
o 

z.e. / z . 1 ^ 1 V i € . I 
i ^ I ^ ' ^ 

Como en (2.21), para cada índice i , 

D. = 
1 

z.e.£A / | z . l = l 
•f^~ l i o ' 1 

L i e I 

es un conjunto (O,c)-extremo cerrado minimal de A^ , con lo 

que, por (2.18), para cada punto x de A , 

D. + X = 
1 

a e A / l ( a - x ) ^ l = l 

es un conjunto c-extremo cerrado minimal de A . 

Fijados i,y elementos de I y A respectivamente y, da 

do X en A , si j (y - x) . 1 1 , se tiene: 

D. + X = 1 £ A / I (a - y ) , 1 = 

mientras que si | (y - x ) . | = 1 , se tiene: 

D. + X :) { a e A / 1 (a - y) . K l } 

Por tanto, para todo a perteneciente a A , existe x 

en A tal que a es un elemento de D. + x , con lo que, a 
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es punto c-extremo de A , es decir, Ext (A) = A . 
c 

El siguiente teorema es análogo (más fuerte) al teorema de 

MINKOWSKI del caso usual: 

(2.26) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico se 

parado sobre K y A un subconjunto no vacío x-convexo compac^ 

to de E . Entonces, A es la envolvente x-convexa cerrada de 

una familia | u^ " i ̂  I de puntos (x,c)-extremos de A , con 

Demostración 

Sea ( e . ) . ^ una familia topológicamente libre de elemen 1 1 € I -

tos de E , tal que: 

A = O ^ a.e. / 1 a. I 4: 1 V i £ I 

°c 1 1 £ I 

Entonces : 

A = X + E , ^ ( e . ) . ^ ^ = E,,(e. + x ) . 

y, por (2.25), para cada índice i en I , e^ + x es un pun­

to (x,c)-extremo de A . Además, por ser ^^Í^Í^J familia 

topológicamente libre en E , es algebraicamente libre, con lo 
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que, ( i j ^ d i m A ^ J . 

En particular, si la dimensión de E es finita e igual a 

n , todo punto de un subconjunto x-convexo compacto A de E , 

es combinación x-convexa de a lo más m puntos de x-Ext (A) , 
c 

con m ¿: dim A 1 ¿ n . 

En espacios normados no arquimedianos, se verifica: 

(2.27) PROPOSICIÓN. Sea (E, | 1 , || ) un espacio normado 

no arquimediano sobre K y A un subconjunto no vacío 0-con­

vexo compacto de E . Entonces, si a es un elemento de A , y 

se consideran las propiedades siguientes: 

(i) II a 11= sup I I X I I , 
x€A 

(ii) P.(a) = 1 , 

(iii) aé.O-Ext (A) , 
c 

se verifica: 

( i ) = > ( i i ) ^=rr> (iii) . 

Demostración 

La segunda equivalencia es consecuencia de (2.22). 

(i) implica (ii): Sea a un elemento de A tal que 
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lia 11= sup llx I I . Si, por reducción al absurdo, p ( a ) < 1 , 
x€A 

existe y U en K distinto de cero, verificando p ( a ) é \ /^\ '^ 

< 1 . Trivialmente, y = p e r t e n e c e a A , ya que p.(y)-^ 
/Á. A 

^ 1 . Además, a = /A. y , con lo que, ||a 1 | ^ | | y|| : absurdo. 

El recíproco de (2.27) en general no es cierto, es decir, 

puede existir un punto (O,c)-extremo a de un conjunto 0-con­

vexo compacto A , tal que || a l|<;sup|lx | 1 , como se muestra 
xeA 

en el siguiente ejemplo: 

2 

(2.28) EJEMPLO. Si E = K _y_ (e ,e ) es una base ortogo 

nal de E , con I j e ^ l l ^ l l e ^ ||, entonces, 
A = ^ x^e^ + x^e^ / l x j , jx^ j ^ l j 

es un subconjunto 0-convexo compacto de E . 

Como en (2.21), 

0-Ext (A) = c x^e^ + x^e^ £ A / 3 i = 1,2 con |x^|= 1 

con lo que, e^ es un punto (O,c)-extremo de A tal que 

| | e j j sup llx I I = 11 e^ ){ . 
x6A 

5. PUNTOS C-EXTREMOS PARA ALGUNOS CONJUNTOS NO COMPACTOS 

En este apartado se calculan primeramente los puntos 
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{O, c)-extremos de las bolas de centro cero en espacios normados 

no arquimedianos. Puesto que estos conjuntos ya no son compac­

tos, no es necesario la restricción a cuerpos locales. Sin em­

bargo, supondré que la valuación del cuerpo es discreta, por ne 

cesidades del teorema central (2.30). 

Como en los casos usuales, es fácil comprobar que se veri­

fica: 

(2.29) LEMA. Sea E un espacio vectorial topológico sepa­

rado sobre un cuerpo K valuado no arquimediano. Sea A un 

subconjunto no vacío O-convexo abierto y acotado de E . Enton 

ees, la topología definida en E por el funcional de MINKOWSKI 

de A , coincide con la topología inicial en E . 

(2.30) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topológico se 

parado sobre un cuerpo K dotado de valuación discreta. Sea A 

un subconjunto no vacío O-convexo abierto y acotado de E . En 

tonces, existe una familia linealmente independiente de elemen-

tos de E , ^ ^ i ^ i g í ' que; 

A = > > x.e. / | x . | ^ l V i e i 

Además: 

0-Ext (A) = J > > x . e . £ A / sup | X. I = 1 
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X 6 A / P. (x) = 1 

Demostraci on 

Por (2.29), la topología inicial en E coincide con la a-

sociada a p , con lo que, (E,p ) es un espacio normado no 
A A 

arquimediano sobre K tal que N C N y, por tanto, posee u-
E K 

na base ortonormal , ^ ^ i ^ i g í ' ^ ^' P^S' "^3). Como la va­

luación de K es discreta, se tiene: 

A = B ( 0 , 1 ) = 
P A 

X. e . / 1 X. 1 ¿ 1 V i G l 

entendiéndose las sumas de las familias en el sentido de las to 

pologías ^ ó ^ indistintamente. 
^ P A 

Como en (2.22), se demuestra que: 

0-Ext (A) = c ^ x . e . É A / sup \ x . 1 = 1 V 
1 1 . 1 J 

L i £ I i6l 

x é A / p^(x) = l 

(2.31) COROLARIO. Sea (E, | | , [| ) un espacio normado no 

ai-'quimediano sobre un cuerpo K dotado de valuación discreta. 

Sea A un subconjunto no vacío O-convexo abierto y acotado de 

E . Entonces, si a es un elemento de A , y se consideran las 

propiedades siguientes: 
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(i) 1 1 a I I = sup I 1 X I 1 , 
xeA 

(ii) P^(a) = í . 

(iii) a ^ O - E x t (A) , 
c 

se v e r i f i c a : 

(i) = > (ii) < = > (iii) . 

Demostración 

La primera implicación se demuestra como en (2.27), y la • 

segunda equivalencia es consecuencia de (2.30). 

(2.32) COROLARIO. Sea (E, | j , 11) un espacio normado no 

arquimediano sobre un cuerpo K dotado de valuación discreta y 

A una bola de centro cero en E . Entonces : 

a) Si a es un elemento de A y y se consideran las pro­

piedades siguientes; 

(i ) 1 1 a I 1 = sup 1 1 x 1 1 , • 

{ii ) , p^(a) = 1 , 

(iii) ae.O-Ext (A) , -
c 

se verifica: 

(i) = ^ (ii) <^=:^ (iii) . 

b) Si además N CZ. N , se tiene en a) la equivalencia de E K — " 
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las tres propiedades 

Demostración 

a ) : Consecuencia de (2.31). 

b ) : Basta probar que (ii) implica ( i ) . Por ser la valua­

ción de K discreta y N d N , A es de la forma B ( 0 , I X l ) , 
E K 

para un cierto X perteneciente a K • 

Sea a un elemento de A tal que P.(a) = 1 . Si, por re 

ducción al absurdo, || a | | ^ s u p | | x l | y, si l l a | | = l / < . l pa 
xGA 

ra un cierto ^Á. en K , ck. = -—- es un elemento de K de mó 
A 

dulo menor que uno. Trivialmente, y = p e r t e n e c e a A , ya 

que l l y | l = I X l ; además, a = o<.y , con lo que, P^^^^ ' 

- \ ̂ \ P^(y) 1 '• absurdo. 

En particular, si se considera el espacio: 

C 
o 

( x ) C K / l i m x = 0 n n n-» oo 

con la norma: I 1 x |1 = sup|x [ , la bola unidad de C posee 
ntN ^ ° 

puntos (O , c )-extremos, a diferencia del caso usual, donde la bo 

la unidad de C^ carecía de puntos extremos. 

Si la valuación de K es discreta y N <¿ N , la equiva-
E K 

lencicT de en general no es cierta. En efecto: 
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(2.33) EJEMPLO. Sea S = (s ) ^ una sucesión de números n n € N 

reales contenida en el intervalo ( » ̂  ̂  • Entonces: 

C (N,S) = o ( x ) C K / l i m j x |s = 0 n n ' n n* oo 

es un espacio normado no arq u i m e d i a n o sobre K , con la n o r m a : 

II (x^) 11 = sup 1 x^I s^ . 
n€N 

Si A es la bola a b i e r t a de centro cero y radio uno en 

C^(N,S) y a un elemento de A , se ti e n e : 

p (a) = 1 < r r > max í l A l / X a € A } = 1 < > 

< z r » / " ^ ^ I 1 a I U l , 

con lo que , todo elemento a de A tal que f ^ I l ̂  | | 1 » 

v e r i f i c a p (a) = 1 , existiendo entre ellos puntos con | l a 1 | < 

< sup l I X I I . 
xeA 

Considerando que, por el teorema (1.8), los conjuntos con­

vexos compactos en espacios normados sobre cuerpos locales coin 

ciden con los conjuntos convexos c-compactos y acotados y que, 

según (1.5), los métodos utilizados en el párrafo anterior son 

característicos de los conjuntos c-compactos m*-cerrados y aco­

tados, es sugerente extender el concepto de punto (x,c)-extremo 

al caso de conjuntos c-compactos m*-cerrados y acotados en cuer 

valuados no arquimedianos cualesquiera. 
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En virtud del teorema (1.5), para espacios normados no ar­

quimedianos se verifica: 

(2.34) TEOREMA. Sea (E, 1 | , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A 

un subconjunto no vacío O-convexo c-compacto m*-cerrado y aco-

tado de E , y (e ) una sucesión ortogonal en E con , -¿_ n n €. N ° 

lim I I= O , tal que: 

A = x e / x ^ 1 V n é N n n ' n V. n=l 

Entonces: 

0-Ext (A) = c 
<:>0 

X e £ A n n n=l 
/ 3 né. N con X n 

= 1 

Demostrac ion 

Como en (2.21), para cada natural n , 

D = n " ^ x e e A / jx (= - n n ' n ' n=l 

es un conjunto (O,c)-extremo cerrado minimal de A 

Análogamente, si x = x e es un elemento de A tal 
n n n=l 

que sup 1 X \ 1 , x no es punto (O, c)-extremo de A . 
n€N " 
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Finalmente, si la valuación de K es densa y x = 

oo 
= 2> X e es un elemento de A tal que sup I x 1 = 1 y 

^ " " n€N " 

I \ ¿. 1 para cada natural n , x no es punto (O , c )-extremo 

de A . 

En efecto, si x pertenece a un conjunto (O,c)-extremo ce 

rrado minimal S de A , la sucesión (y ) ^ » definida por 
n n €. N 

V = x e , esta contenida en A ^ S . Ademas, (y ) _ n m m n n € N m=l 

converge a x en A : absurdo, ya que, por (2.10), S es a-

bierto en A . 
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CAPITULO 3 

TEORÍA DE AJUPOV DE CONJUNTOS EXTREMOS 

Este capítulo está dedicado al desarrollo de la teoría de 

puntos extremos de AJUPOV ( £ 1 1) en varias direcciones. Como 

ya se ha indicado en la introducción, en 1974 este matemático 

soviético inició una teoría de KREIN-MILMAN para conjuntos c-

-compactos absolutamente convexos de espacios localmente conve­

xos sobre cuerpos con valuación discreta. 

Debido a que el citado artículo no contiene demostracio­

nes, se inicia el capítulo con una necesaria primera parte dedi 

cada a la demostración de los principales resultados del mis­

mo, pero todo ello dentro de un planteamiento más amplio que in 

cluye el caso de espacios con cuerpo base dotado de valuación 

densa, para lo cual se hace uso del concepto de conjunto conve­

xo m*-cerrado introducido en el capítulo 1. También, y al final 

del capítulo, se muestra que la restricción a conjuntos absolu­

tamente convexos, puede obviarse dando una definición general 

de punto extremo para conjuntos convexos cualesquiera. 

No obstante, los resultados más importantes del capítulo 

son los que prueban que, en espacios localmente convexos separa 
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dos, los "conjuntos extremos minimales" (en la terminología de 

AJUPOV) de los conjuntos c-compactos convexos se reducen a pun­

tos. La demostración que se incluye de este hecho para espacios 

normados, está contenida en el teorema fundamental (3.10), que 

es un típico resultado no arquimediano basado en los teoremas 

de estructura de conjuntos c-compactos convexos en términos de 

bases ortogonales. A su vez, este teorema fundamental se usa, a 

través de un sutil procedimiento, para probar el mismo resulta­

do en el caso de espacios localmente convexos. 

Queda también incluido en el capítulo el cálculo de los 

puntos extremos de las bolas en espacios normados no arquimedia 

n o s . . 

Cabe indicar finalmente que la comparación de esta teoría 

con la estudiada en el capítulo anterior se hará al final del 

próximo capítulo. 

Es conocido que si E es un espacio localmente convexo se 

parado sobre un cuerpo K valuado no arquimediano y existe un 

subconjunto convexo c-compacto de E con más de un punto, K 

es esféricamente completo ( [̂ 37 "] ) • Por tanto, en lo que sigue 

se supondrá que K es un cuerpo valuado no arquimediano esféri^ 

camente completo. También, se supone que los conjuntos convexos 

considerados en el capítulo no se reducen a un único punto. 
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1. PUNTOS EXTREMOS PARA CONJUNTOS 0-CONVEXOS 

(3.1) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre K y A un subconjunto no vacío O-convexo de E . Se 

dice que una parte no vacía S de A es conjunto (0,r)-extre-

mo de A si: 

S = / O { x € A / f^(x) = oC } ; K C K ; f^i^CE' 

fo¿(A) M U Í V o C C K ^ . 

Cada conjunto de la forma x € A / ^oL^^^ = CJC | que 

interviene en la definición, se denota por , y se llamará 

"hiperplano (O,r)-extremo de A ". 

Considerando en la familia de los conjuntos (O,r)-extremos 

de A el orden de la inclusión, se dice que un punto x de A 

es (O,r)-extremo de A , si x pertenece a algún conjunto 

(O,r)-extremo minimal propio de A . 

El conjunto de puntos (O,r)-extremos de A se denotará 

por O-Ext^(A) . 

NOTAS; 

a) El concepto de conjunto (O,r)-extremo de AJUPOV en Aná­

lisis no Arquimediano, es análogo al de cara soporte dado en el 

caso usual (^19 J, pág. 336) en la siguiente forma: 
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"Sea E un espacio localmente convexo separado sobre el 

cuerpo de los reales ó complejos y A un subconjunto con­

vexo de E . Un punto x^ de A se dice soporte de A 

si a través de él pasa al menos un hiperplano soporte ce­

rrado de A . Se denota por D(x ) la intersección de to-
o 

dos los hiperplanos soportes cerrados que pasan por x 
o 

Entonces, S(x ) = D(x )/^A es la cara soporte de A a o o ^ 

través de x ". 
o 

b) Si es un hiperplano (O,r)-extremo de A , se tie­

ne : 

si S 

= A < > O £ < > 0*̂  = O . 

Por tanto, O no es punto (O,r)-extremo de A , ya que, 

H . ( K C K ) es un conjunto (O,r)-extremo mini-

mal propio de A conteniendo el cero, se tiene que = A 

para cada en » ^° que, S = A : absurdo. 

c) Si E = K , se verifica: 

S conjunto (O, r)-extremo de A y S = A V 3 ( S £ K / 

/ S = { x e A / p x = c 3 4 ] . con |(^x |é: |o(| V x £ A < = > 

< > S = A S = { a ] con l x ¡ 4 . 1 a | V x e A . 

Por tanto, un punto a de A es (O,r)-extremo de A si 

y sólo si para todo x de A , se verifica 1 x |ó | a | . 
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(3.2) LEMA. Sea E un espacio vectorial topológico separa 

do sobre K . Sea A un subconjunto no vacío convexo m*-cerra-

do y acotado de E . Entonces, para cada f en E' , existe un 

e 1 emento a^ de A , tal que; 

I f(a ) 1 = sup If(x) I . 
x6A 

Demostración 

Dada f perteneciente a E' , por ser A m*-cerrado, 

f(A) = B ( b , j A l ) para ciertos b, X elementos de K . Además, 

existe un punto a^ en A tal que | f(a^) | X , pues en 

caso contrario, y = f(a^) + X es un elemento de f(A) con 

I y I = I A I ^ absurdo . 

Entonces, para cada x de A , se verifica: 

|f(x) | é m a x ( | f ( x ) - f(a^) 1 , I f ( a ^ ) l ) 

^ max( l X I , I f (a^) 1) = \ f (a^) I , 

con lo que, 

I f(a^) 1 = sup i f(x) I . 
x€A 

La existencia de conjuntos (O,r)-extremos minimales pro­

pios y , por tanto, de puntos (O,r)-extremos de un conjunto 0-

-convexo dado, nos lo asegura el siguiente teorema: 
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(3.3) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa­

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío 0-convexo c-

-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces, 0-Ext (A) es " ' r 

no vacío. 

Demostración 

Si c/^ = | ^ s £ : A / S es (O, r)-extremo propio de A , 

es un conjunto ordenado inductivo respecto de la inclusión. 

En efecto, es no vacío pues, por ser E separado, e-

xiste f en E' tal que f(A) no se reduce a un único punto 

y, por (3.2), existe un elemento a^ de A con 1 f(a^) 1 = 

= sup I f(x) I , con lo que, 
x£A 

H = £ A / f(x) = f(a^) } 

es un hiperplano (O , r)-extremo propio de A . 

También, si 1 } i £ i cadena descendente en c P , 

= S. es una cota inferior de S. en c/^, S 
íe'i ^ 

1 i 6 1 - - ' 

que, S es no vacío por ser A c-compacto; además, S es con 

junto (O, r)-extremo propio de A pues, si para cada i € l : 

S . = ( x€.A / f ,(x) = ck ; K. C K ; f^G. E' ; 

| f ^ ( A ) l ^ U l VoC€K. , 

se tiene: 
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S = P \ ( { x G A / f^(x) = oC } ) 
i € I €K. 

i€.I 1 

x € A / f ,(x) = oí^ ] ; I J K. C K ; 

f ^ £ E ' ; I f^(A) U U l V o C e V J K. 
i £ I 

Por el lema de Zorn, existen elementos minimales en 

es decir, O-Ext (A) es no vacío. 
r 

NOTA; Obsérvese que si en (3.3) A no es m*-cerrado, pue­

de ocurrir que O-Ext^(A) sea vacío. 

En efecto, si la valuación de K es densa, considerando 

K como espacio vectorial sobre sí mismo, A^ = B(0,1) y 

A = B(0,r) con r € . R ^ V N , son dos subconjuntos 0-convexos 

c-compactos de K que no son m*-cerrados y que carecen de pun­

tos (O,r)-extremos, pues no existe a en A^ (resp. A^ ) 

tal que | x 1 ^ | a | para cada punto x de A (resp. A ) . 

(3.4) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-convexo 

C-compacto m -cerrado y acotado de E . Entonces, todo conjunto 

(O,r)-extremo S de A contiene al menos un punto (0,r)-extre 

mo de A . 

Demostración 
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Si S = A el resultado es trivial.Si S es un subconjun 

to propio de A , basta considerar: 

cP = { M S S / M es (O,r)-extremo de A } , 

y razonar como en (2.7). 

(3.5) COROLARIO. Sea E un espacio localmente convexo se­

parado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-convexo c-

-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces, para cada f 

en E' existe un punto s^ (O,r)-extremo de A , tal que: 

( f(s^) I = sup I f(x) I . 
x6A 

Demostración 

Para cada f en E' , existe a^ perteneciente a A tal 

que : 

I f(a^) I = sup I f(x) I , 
xGA 

con lo que, 

H = { x € A / f(x) = f(a^) } 

es un hiperplano (O,r)-extremo de A y, por tanto, contiene un 

punto s^ (O , r)-extremo de A . 

2. TEOREMA DE KREIN-MILMAN . 
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Siguiendo el mismo razonamiento que en (2.14), se tiene: 

(3.6) TEOREMA (de KREIN-MILMAN). Sea E un espacio local-

mente convexo separado sobre K . Sea A un subconjunto no va-

cío O-convexo c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Enton-

ces : 

A = E^^(0-Ext^(A)) 

En general, como se muestra en el siguiente ejemplo, no se 

verifica A = E^, ( 0-Ext^ ( A) ) . 

(3.7) EJEMPLO. Sea Q el cuerpo de los números 2-ádicos, 

es decir, el completado del cuerpo Q dotado de la valuación 

2-ádica. Considerando Q como espacio vectorial sobre sí mis-

mo, A = B(0,1) es un subconjunto O-convexo c-compacto m*^-ce-

rrado y acotado de Q , tal que: 

^-^(O-Ext (A)) ^ E'^(0-Ext (A)) 

Nótese que si X es un elemento de Q con 1 X 1 = 1 y 

X ?̂  il , necesariamente X = í _E_ con p,q impares y 
q 

P > con lo que, para todo X en Q tal que 1 X 1 = 1 , 

se tiene I 1 - X I 1 • Además, si x es un elemento de Q 
2 

tal que i x | = 1 , también se verifica | 1 - x 1 < 1 , ya que, 

si ^^n^né,N ^"^^ sucesión en Q tal que lim x^ = x , exis 
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te un natural m verificando | | = | x | = 1 para todo n ^ m 

{ £36 2, pág. 5 ) , por lo que, existe una sucesión (y ) ^ en 
n n 6. N 

Q , con 1 y 1 = 1 para cada natural n , tal que lim y = x , 
n-»o«:» 

es decir, lim ( 1 - y ) = 1 - x , con lo que, | 1 - x 1 < 1 . 
n-00 

Entonces: 

O-Ext^(A) = I x t Q ^ / l X 1= 1 

x £ Q / l l - x i < l = B(l,l) , 

con lo que, 0-Ext (A) es un subconjunto convexo de Q y, 
r 2 

por ser la valuación una aplicación continua, 0-Ext (A) es 
r 

cerrado, es decir. 

E „ ( 0-Ext (A)) = 0-Ext (A) = í x € Q „ / 1 x 1 = 1 

mientras que: 

Eop(0-Ext._(A) ) = A = x€.Q„ / l x 1 

NOTA: Obsérvese que en ( 3 . 6 ) se verifica A = E*-(0-Ext (A)) 

si y sólo si oe.E_(0-Ext (A)) . Esto ocurre con frecuencia, co 

mo se muestra a continuación: 

( 3 . 8 ) EJEMPLO. Sea (E, | | , | [ ) un espacio normado no ar­

quimediano sobre un cuerpo K tal que l 2 1 = 1 . Entonces, si 

A es un subconjunto O-convexo c-compacto m'^-cerrado y acotado 

de E , A = E„ ( 0-Ext (A)) . c ^ 
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En efecto, sea (e ) , una sucesión ortogonal en E 
n n €; N 

con lim II e |j = O , tal que: 
n-»í>o 

A = • ^ x e / x ó l V n 6 N n n ' n n=l 

Se verá en el párrafo siguiente que: 

0-Ext (A) = r 
o o X e e.A / 3n€.N "- n n L n=l 

con 1 X 1 = 1 ' n 

y, puesto que, O = 2 — S . + (-l)e para cada natural n , se 
2 " 

tiene que O es un elemento de E^(0-Ext (A)) . 
^ r 

3. CONJUNTOS EXTREMOS MINIMALES EN ESPACIOS NORMADOS . 

Se procede a continuación al cálculo de los puntos (G , r ) -

-extremos de ciertos conjuntos en espacios normados no arquime­

dianos. 

(3.9) LEMA. Sea (E, | 1 , l | ) un espacio normado no arqui­

mediano ortogonalizable sobre K . Sea ^®i^ig,i una base orto 

gonal de E y A un subconjunto no vacío O-convexo de E . 

Entonces, si a.e. es un elemento de A tal que existe 
ff-I ^ ^ ^ 

i 6. I verificando: o 

a. 
1 

= sup I a. \ >, sup I X. I V 
i€.I iél i G l 

x.e. 6 A , 
1 1 
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{ 3 es un conjunto (O,r)-extremo de A 

Demostración 

Por hipótesis, el conjunto: 

I = o i 6 I / 1 a. I = sup I a. 1 
iél 

es no vacío. 

Se define una familia de aplicaciones, í f. . , de E 
^ l 1 J 1 € I 

en K , en la forma siguiente: 

f.(b) = b. 1 1 S I i 6 .1 

f.(b) = b. + b. si 1 1 1 o 

donde, b = 
i e I 

b.e. es un elemento cualquiera de E . Estas 1 1 

aplicaciones son lineales y continuas, por ser ^® í ^ í£I '^ase 

ortogonal de E . 

Asociado a cada f. , se define el conjunto: 

H. = 1 y 6 A / f. (y) = oC. 

con: 

d. = a. 
1 1 

s i i € . 1 

oC. = a. + a, 1 1 1 o 
S I 

Trivialmente, a es un elemento de /"^ H. ; además, si 
i G l 
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y = y.e. es un punto de A que pertenece a H. , 

cesariamente y^ = a^ para todo i en I , con lo que, 

ne-

- n \ • 
i € I 

También, se verifica: 

I f ^ í A ) I é U . 1 V i e i . 

En efecto, para cada elemento b = ^ b.e. de A se 
i € I ' ' 

tiene: 

f. (b) I = Ib. I ¿ sup I b. I ¿ sup ja. | = | a . | = | c < . l , 
iéi ^ iei ^ ^ ^ 

si i £ I 
o . 

I ^Ab) I I b . + h . \ é sup Ib. \ sup I a . I = I a. | 
^o ^ i£I ^ iei ^ ^o 

= max( a, l , a . ) = l a . + a . l = l < ^ . l , si lí^I 1 1 1 1 1 o o o 

Por tanto: 

5_a i= n H. ; H. = j_ y é A / f .(y) = 
i € I 

f. (A) 1 ¿: I 0¿. V i ei , 

con lo que, { ̂  } es un conjunto (O,r)-extremo de A . 

A partir del resultado anterior y utilizando (1.5), puede 

darse el siguiente teorema de caracterización de los puntos 

(O,r)-extremos: 
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(3.10) TEOREMA. Sea (E, | | , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-conve­

xo c-compacto m*-cerrado y acotado de E , y (e ) ^ una su-

" n n £ N 

cesión ortogonal en E con lim lie 1 1 = 0 , tal que; 
n- oo 

= J ^ X e 
1 n n l n=l 

/ I X 1 ó 1 . V n É N n 

Entonces, si a = 3 ^ a « es un elemento de A , son e-
n n 

n=l 
quivalentes ; 

(i) {a} es conjunto (O,r)-extremo de A . 

(i i) a es punto (O,r)-extremo de A . 

(iii) Existe f perteneciente a [ A ] \{.0^ tal que 

I f(a) I = sup If(x) I . 
x6A 

(iv) Existe un natural n tal que ja j = 1 . 1 n 

En particular, todos los conjuntos (O,r)-extremos minima­

les de A son puntos. 

Demostración 

(i) implica (ii): Trivial. 

(ii) implica (iii): Consecuencia inmediata de la defini­

ción de punto (O,r)-extremo. 

(iii) implica (iv): Si x = " S T x e es un elemento cual-• n n n=l 
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quiera de A , se verifica: 

I f (x) I ¿ I f (a) I = I ̂  ^n^^^n^ ' - "̂"̂  ' ̂ n^^^n^ ' " 
n=l n=l 

= I a f(e ) 1 n n 

para un cierto natural n , ya que (a f(e )) converge a 
n n n fc N 

cero . 

En particular, si x = e^ , se tiene: 

I f(e^) I ó I a^ll f(e ) | n n n 

y, por ser f no nula, ^^®n^ ®^ distinto de cero, con lo que 

I a^ I 1 , es decir, | a^ I = 1 . 

(iv) implica ( i ) : Trivialmente, (e ) , „ es una base or-
n n € N 

togonal de L A ] ; además a es un elemento de A para el 

que existe un natural n verificando: 

I a I = 1 = sup I a I ̂  sup I X 1 V ^ e € A . 
n€N n6N n=l 

Por (3 . 9 ) , considerando L ^ l en vez de E , se tiene: 

n £ N " 

f € [ A ] ' ; I f (A) I ¿ I oC I V n é N . n n n 

Para cada natural n , sea f^ una extensión lineal y con 

tinua de f a E . Entonces, se verifica: n 

n e N 

f* £ E ' ; I f*(A) \ á \oL \ V n £ N , n n n 
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con lo que, (aj es un conjunto (O,r)-extremo de A . 

Por tanto, todos los conjuntos (O,r)-extremos minimales de 

A son puntos, y son los que verifican una cualquiera de las 

propiedades anteriores. 

NOTA; Obsérvese que la propiedad (iii) es equivalente a: 

(iii)' Existe f perteneciente a E' y distinta de cero 

en A tal que 1 f(a);ri= sup | f(x) | . 
x€A 

Como en (2.26), pysde darse un teorema de tipo MINKOWSKI 

en la siguiente forma: 

(3.11) TEOREMA. Sea (E, | 1 , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-conve­

xo c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces, A es la 

envolvente 0-convexa cerrada de una familia í u. \ . de \ 1 J 1 fe I 

puntos (O, r)-extremos de A , con l I I ¿: dim CA ] . 

Se calcularán a continuación los puntos (O,r)-extremos de 

las bolas de centro cero en espacios normados no arquimedianos 

sobre K . 

(3.12) LEMA. Sea (E, l | , || ) un espacio normado no arqui 

mediano sobre K . Entonces, para cada x^,s elementos no nu-



los de E , existe f en E' con 1 | f 

f(x^) = 1 _y_ f(s) ^ O . 

Demostración 
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ix^ll 
, ~tal que 

En 

Si x^ y s son proporcionales, el resultado es obvio, 

caso contrario, £x ^ cerrado y propio en »^ 1 > 

con lo que, la aplicación 

X x 

K 

X 

es tal que f , i i = , y puede extenderse a 

lineal y continua con I I f. y f (s) 5¿ O ( [ 36 ] , 

pág. 103). Así mismo, f se extiende a f : E K lineal 

y continua con | | f | | = ^ , f(x ) = 1 y f(s) é O . 
I I 1 I ° 

(3.13) LEMA. Sea (E, | I , ||) un espacio normado no.arqui 

mediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-convexo 

acotado de E . Entonces, para cada elemento a de A tal que 

a ! I = sup I 1 X II , se tiene; 
x6A 
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í a 1 = / \ ( X £ A / f (x) = 1 
^ ^ II f I U _ L _ 

llall 
f(a) = 1 

con lo que, en particular, { a j. es un conjunto (O , r)-extremo 

de A . 

Demostraci ón 

Por (3.12), el conjunto 

F = f € E' / II f II = -r A f (a) = 1 
a I 1 

es no vacío. Si C = f'^^ | X € A / f(x) = 1 , trivialmente 
f € F 

a es un elemento de C . Además, si b es un punto de A dis 

tinto de a , s = b - a es distinto de cero y, por (3.12), e-

xiste f en E' con | | f | | = tal que f (a) = 1 y 
1 I a II 

f(b) f(a) , por lo que, b no pertenece a C . 

También, si | | f | | = , se tiene : 
I I a II 

I f(x) U l I f l I l I x l U , , \ , l l x I j ^ l V x É A 
I I a J I 

y, por tanto, { a J es conjunto (O,r)-extremo de A . 

(3 .14) PROPOSICIÓN. Sea (E, 1| , II) un espacio normado 

no arquimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío 0-

.erto y acotado de E . Entonces, si a es un ele­

mento de A , y se consideran las propiedades siguientes: 

(i) 1 I a I I = sup I 1 X I I , 
x6A 



102 

(ii) { a } conjunto (O,r)-extremo de A 

(iii) a punto (O,r)-extremo de A , 

(iv) P.(a) = 1 , 

se verifica: 

(i) =:::> (ii) <í=^ (iii) <=:;> (iv) . 

Demostraci ón 

(i) implica (ii): Consecuencia de (3.13). 

(ii) implica (iii): Consecuencia de la definición de punto 

(O,r)-extremo. 

(iii) implica (iv): Si a es punto (O,r)-extremo de A , 

existe f en E' no nula sobre A tal que I f(a) I = 

= sup |f(x)l . Si, por reducción al absurdo, p (a) ^ 1 y la 
x^A A 

valuación de K es discreta, existe, como en (2.27), y^A. en 

K con [//L\ 1 e y en A tal que a =/Á. y , con lo que, 

lf(a) I 4, lf(y) I : absurdo. Si la valuación de K es densa, e-

x i s t e n ' ^ , A elementos de K tal que: 

p (a)< l/i l < l A 1 < 1 , 

por lo que, = es un elemento de K con | l < 1 , e 
A 

a 

y = - — — es un elemento de A pues p (y).í¿. 1 ; además, a = 

= oí. y , con lo que I f(a) I < 1 f(y) 1 ; absurdo. 
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(iv) implica (ii): Si P.(a) = 1 , se tiene, P.(a) = 

= sup p (x) , siendo B la bola unidad cerrada en p . Por 
_ _ A A 

xé.B 

(3.13), { ^ } ^s conjunto (O,r)-extremo de B en p^ , es de­

cir, 

{^}= r \ ; = ( x £ B / f^(x) = ci ] ; 

f . € ( E , p ) ' ; I f^(B) I ^ I o(. 1 yckeK^ (K^ C K) 
Además, por (2.29), la topología inicial en E coincide 

con la asociada a p. , por lo que: 
A 

= / O ; = [ X eA I f^(x)=o<. 

f^G:E' ; l f^(A) 1 4 1 oC 1 V c ^ G K ^ ( K ^ C K ) , 

con lo que, [ a } conjunto (O,r)-extremo de A . 

Por tanto, puede darse el siguiente teorema de caracteriza 

ción de los puntos (O,r)-extremos de las bolas én espacios nor­

mados no arquimedianos: 

(3.15) TEOREMA. Sea (E, I | , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K . Sea A una bola de centro cero en E . 

Entone es: 

a) a es un elemento de A , y se consideran las pro-

piedades siguientes: 
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(i) I I a I I = sup I I X I I , 
xeA 

(i i) ^ a . conjunto (O,r)-extremo de A , 

(iii) a punto (O,r)-extremo de A , 

(iv) P^(a) = 1 , 

se verifica: 

(i) = : í > (ii) <^=> (iii) C = í > (iv) 

b) Si además la valuación de K es densa ó N C N , se 
—̂~ E K 

tiene en a) la equivalencia de las cuatro propiedades. 

Demostración 

a ) : Consecuencia de (3.14). 

b ) : Basta probar que (iv) implica (i). Si la valuación de 

K es discreta y N C N„ , la demostración es como en (2.32). 
E K. 

Supuesto que la valuación de K es densa, sea a un elemento 

de A tal que p (a) = 1 . Si, por reducción al absurdo, 
A 

II a ||¿:.sup|| x|l , existen yU , X en K verificando: 
x€A 

i ! a l U 1 /^ \ < 1 X i < sup I I X I I = r . 
x€A 

por lo que, = es un elemento de K de módulo menor que 
X 

uno, e y = pertenece a A , ya que | ¡ y | | •< r ; además , 

a = 0¿ y , con lo que, P.(a) = ' ^ PA^^'^ ^ ' absurdo. 
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NOTAS: 

a) Si en (3.15) la valuación de K es discreta, siempre 

existe a en A tal que P.(a) = 1 > con lo que, O-Ext (A) 

es no vacío. 

En efecto, si A = B(0,r) (resp. A = B(0,r) ) con 
+ 

r e R , se tiene: 

p (a) = 1 f"^r ^ 1 I a 1| á r 

(resp. p^(a) = 1 <^=f> _p"^r ¿ | | a | | ̂  r ) 

Para cada elemento x de E con | | x | l = s ( S £ R ^ ) , 

sea n el mínimo entero tal que 

.-n , _-l , ^-n ^ «-1 
s f :é r _p (resp. s f < r J> ) 

y TT^ ^ un elemento de K con | TT^ l = • Entonces, 

a = TT ,x es un punto de A verificando: n-1 

r I I a I I ¿ r (resp. r I I a I l < r ) . 

b) Si la valuación de K es discreta ó existe un punto a 

de A tal que | | a l | = sup l l x l l , A posee puntos (O, r)-ex-
xÉA 

tremes. Sin embargo, si la valuación de K es densa y no exis­

te a en A c o n | | a | | = s u p | | x | | , O-Ext (A) es vacío. 

c) El ejemplo dado en (2.33) muestra que si la valuación 

de K es discreta y N C¿ N , la equivalencia de b) en gene-
E K 
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ral no es cierta. 

4. CONJUNTOS EXTREMOS MINIMALES EN ESPACIOS LOCALMENTE 

CONVEXOS . 

Es conocido que si (E,p) es un espacio seminormado no ar 

quimediano sobre un cuerpo K valuado. 

N = | x e E / p ( x ) = 0 

es un subespacio vectorial de E , y la aplicación q de E/N 

en R^ , definida por q ( Y ( x ) ) = p(x) , es una norma no arqui­

mediana sobre E/N , donde ^ (x) denota la clase de represen­

tante X respecto de la proyección canónica ^ : E • E / N . 

Además, la norma q define la topología cociente en E/N , por 

lo que, en particular, ^ es continua. 

También, para cada aplicación lineal y continua 

f : (E,p) » K , existe una aplicación lineal y continua 

í : (E/N,q) K , definida por f(v^(x)) = f(x) ; recíproca-

mente, a cada aplicación lineal y continua f : (E/N,q) ». K 

se le puede asociar una aplicación lineal y continua 

f : (E,p) p-K , definida en la forma f(x) = f ( y ( x ) ) . 

Si E es un espacio localmente convexo separado sobre K 

y '\X. es una base de 0-entornos convexos de E , se supondrá 
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en lo que sigue que la topología de E viene definida por una 

familia de seminormas no arquimedianas: 

r = { p. / iei } 

filtrante a derecha y tal que p ^ £ P para todo U en "VC • 

NOTA: Para cada índice i , sea N. = í x £ E / p.(x) = O 
X 1 

y Y- * E fc.E/'N. la correspondiente proyección canónica. 

Entonces, si A es un subconjunto O-convexo c-compacto m*-ce-

rrado y acotado de E , y^(A) es un subconjunto O-convexo 

c-compacto m*-cerrado y acotado de (E/N^,q^) para todo i en 

I , ya que, las aplicaciones: 

Id *^i E ^(E,p.) y E B.E/N^ 

son lineales y continuas. Además, se verifica: 

(3.16) LEMA. Sea E un espacio localmente convexo separa­

do sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-com­

pacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces, si a es un ele­

mento de A para el que existe un índice i tal que Y¿(^) 

no se reduce al cero y ^ ^ ( a ) 'es punto (O, r)-extremo de 

Y.(A) , se tiene que ^ . ( a ) es punto (O,r)-extremo de 

y>. (A) para todo j en I con P . ̂  p. • 

Demostración 
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Por ser p. >, p. , la aplicación: ^1 

E / N . i l - ^ E / N . 
J 1 

Yj.(a) y.(a) 

está bien definida, y es lineal y continua. 

Si y ^ ( a ) es punto (O,r)-extremo de y . ( A ) , existe f 

perteneciente a (E/N^,q^)' tal que f ( y ^ ( a ) ) = oC con 

^ O y |f(<^.(A))|é loCl . Por tanto, g = f. Vi) es un 

elemento de (E/N.,q.)' tal que g( y . ( a ) ) = y 
J J J 

| g ( y . ( A ) ) j £ I c< l , con lo que, según (3.10), f.ia) es pun-
J J 

to ( O , r )-extremo de y . ( A ) . 

Por tanto, puede darse el siguiente teorema de caracteriza 

ción de los puntos (O,r)-extremos: 

(3.17) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa 

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-coovexo c-

-compacto m*-cerrado y acotado E . Entonces, si a es un e 

lemento de A , son equivalentes:> 

(i) ^aj es conjunto (O,r)-extremo de A . 

(ii) a es punto (O,r)-extremo de A . 

(iii) Existe f perteneciente a £ A ] ^ {.o} tal que 

1f(a) I = sup I f(x) I . 
x6A 

(iv) Existe un índice i tal que Ŷ -̂̂ ^ no se reduce al 
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cero y Vp^(a) es punto (O , r)-extremo de ^ ^ ( A ) . 

En particular, todos los conjuntos (O,r)-extremos minima­

les de A son puntos. 

Demostración 

(i) implica (ii): Obvio. 

(ii) implica (iii): Consecuencia de la definición de punto 

(O,r)-extremo. 

(iii) implica (iv): La aplicación f puede extenderse a 

una aplicación lineal y continua sobre E que también se deno­

ta por f . Por tanto, existe un índice i tal que: 

1 f (x) I ^ M p. (x) V x € E ( M e R " ^ \ i O } ) , 

con lo que, .(A) no se reduce al cero; además, si f es la 

aplicación de (E/N^,q^)' asociada a f , se tiene que 

f ( (a) ) = f (a) con l f ( . (A) ) 1 ¿ l f ( a) I y, por (3.10) , 

Y^(a) es punto ( O , r)-extremo de \^ ^{A) . 

(iv) implica (i): Si = [ J ̂  ^ / ^j ^i 1 * para ca 

da j en I , V.(a) es punto (O,r)-extremo de ^ . ( A ) , es 
o ' J ' J 

decir: 

{Vf(a)]= O ; = { (X) e V (A) / 
J 'J 
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/ (4»,(x)) = oC. l ; e(E/N ,q ) ' ; 
• ' J J J J J 
J J 

I ( U).(A) ) l ¿ I o( . I V o ( . £ K . ( K . C K ) . 
J 

Para cada o¿ , en K. , sea f 1 

( E . p . ) ' asociada a f . . Entonces: 

a aplicación de 

a e «ot ; K = ^ K ; H = í x é A / 

/ f ^ ( x ) = o ( } ; f(^6.E' ; | f ^ ( A ) | ^ | o ¿ l 

Además, si b es un elemento de E distinto de a que 

pertenece a , se tiene que V^.(b) es un punto de 

( \ = ^.(a) ., para todo j en I y, por ser E se-
OC. € K . j ^ ° 
J J 

parado, existe j en I con p.(b - a) 5̂  O : absurdo. 
J 

Por tanto, / a l = , con lo que, { a l es conjun-

to (O,r)-extremo de A . 

5. PUNTOS EXTREMOS PARA CONJUNTOS X-CONVEXOS 

Sea E un espacio vectorial topológico sobre K y A un 

subconjunto convexo de E . Si A^ es el conjunto O-convexo 



111 

del cual A es trasladado, A = x + A^ para cada x en A . 

Para definir los puntos r-extremos de A , sería sugerente po­

ner: 

x-Ext (A) = X + 0-Ext (A ) ( x £ A ) . r r o 

Sin embargo, si x,y son puntos de A , no se tiene nece­

sariamente que X + 0-Ext (A ) = y + 0-Ext (A ) , En efecto: 
r o r o 

(3.18) EJEMPLO. Sea (p > 1) el cuerpo de los números 

p-ádicos considerado como espacio vectorial sobre sí mismo. Sea 

P + 1 A = B(x,(y - X I) , con x = ~ - ±_ Y = 
¿p 2p 

Entonces, 

X + 0-Ext (A ) ^ y + 0-Ext (A ) , r o r o 

es decir, 

x + z€Qp / l z l = l y - x l 

y + z'eOp / | z ' l = | y - x l 

En efecto, basta probar que existe z en tal que 

| z | = | y - x j y I z + x - y l - c i x - y l . 

Puesto que: 

I x - y I = p - 1 ^ p + 1 2p 
2p 2p 2p = 1 , 

^ + 1 
el punto z =-^-^ . verifica las propiedades requeridas, ya 

P - 1 



1 1 2 

que : 

2 
P - 1 

= 1 , | z + x - y | = 
2 

P - 1 
+ 1 

2p' ^ 1 . 

Para conseguir resultados coherentes hemos, en consecuen­

cia, de dar una definición de punto extremo relativa a un punto 

fijo del conjunto ("centro" en la terminología de MONNA), en la 

forma: 

(3.19) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre K , A un subconjunto convexo de E y x un punto de 

A (es decir, A x-convexo). Entonces, se definen los puntos 

(x,r)-extremos de A , y se denotan por x-Ext (A) , como: . i> 

x-Ext (A) = x + O-Ext (A ) . r r o 

Como consecuencia de (3.6), se tiene: 

(3.20) TEOREMA (de KREIN-MILMAN). Sea E un espacio local 

mente convexo separado sobre K . Sea A un subconjunto no va­

cío x-convexo c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces: 

A = Ej^p(x-Ext^(A) ) . 
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CAPITULO 4 

OTRAS DEFINICIONES DE CONJUNTO EXTREMO 

En este capítulo final se recogen otras dos definiciones 

de conjuntos y puntos extremos, dedicándose la última parte del 

mismo a la comparación de las cuatro definiciones dadas a lo 

largo de la memoria. 

La primera de las nuevas definiciones viene motivada por 

el hecho de que, a diferencia de los casos usuales, las dos de­

finiciones dadas anteriormente de punto extremo dependen de la 

topología. A los puntos extremos así introducidos, en cuya defi^ 

nición no interviene más que la estructura algebraica del espa­

cio, se ha convenido en llamarlos "puntos extremos geométri­

cos". 

La segunda definición proviene de una modificación de un 

intento parcialmente fallido de MONNA de estudio de puntos ex­

tremos y, por ello, es por lo que se llamarán "puntos extremos 

de Monna" a los obtenidos por este procedimiento. 

Como en el capítulo 3, se consideran sólo conjuntos conve­

xos no reducidos a un único punto. También, salvo mención expre 
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sa en contra, se supone que K es un cuerpo esféricamente com­

pleto. 

1, DEFINICIÓN GEOMÉTRICA . 

(4.1) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre K . 

Para cada par de puntos x,y de E , se define la combinación 

semiconvexa de x e y como: 

C'[x,y} = | X x + ( l - X ) y / l A l ^ l 

NOTAS: 

a) En general, C'^x.y} ^ C'^y,x^ 

b) Si X = y , C'{^x,yJ = |̂ x j . 

c) Si E = K y x,y son dos puntos distintos de K , 

C'|^x,y j es la bola abierta de centro y y radio 1 y - x | , 

es decir, 

z £C'{x,y } | z - y K l x - y | . 

d) Si E y F son espacios vectoriales sobre K , caben 

destacar las siguientes propiedades: 

(C-1) Si f es una aplicación lineal de E en F , se 

tiene : 



f ( C ' [ x , Y } ) = C'{_f (x) ,f ( Y ) } V x . Y E E . 

(C-2) C'[x + z , Y + z J = C ' ^ x , Y } + z V x , Y , z € . E . 

A partir del concepto de combinación semiconvexa, puede 

darse la siguiente definición geométrica de conjunto extremo: 

(4.2) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre K Y 

A un subconjunto no vacío de E . Se dice que una parte no va­

cía S de A es conjunto (O,g)-extremo de A si: 

C'[x,oV n S = 0 V x £ A . 

Cuando S se reduce a un punto x , se dice que x es un 

punto (O , g)-extremo de A . 

El conjunto de puntos (O,g)-extremos de A se denota por 

O-Ext (A) . 
g 

NOTAS: 

a) Todo subconjunto de un conjunto (O,g)-extremo de A , 

es también conjunto (O,g)-extremo de A , con lo que, en parti­

cular, todo conjunto (O,g)-extremo de A contiene al menos un 

punto (O , g)-extremo de A . 

b) Si A es un subconjunto O-convexo de E , O no es 

punto (O,g)-extremo de A . 
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c) En la proposición (4.10) se da otra versión de la defi­

nición (4.2). 

Como se verá más adelante, el interés de la definición 

(4.2) reside en conjuntos O-convexos, lo cual es de esperar de 

acuerdo con la propia definición. 

(4.3) LEMA. Sea E un espacio vectorial sobre K y H 

un hiperplano afín de ecuación f(z) = oL ( f £ E * , o L e . K ) . En­

tonces, para cada par de puntos x,y d_e E tales que x 

(ó y ) no pertenece a H , son equivalentes; 

(i) C ' { x , Y J N H = 0 . 

(ii) C'[f (x) ,f (y) ] n [oL } = 0 . 

(iii) I f(x) - f(y) I ^ I oL - f(y) I . 

Demostración 

(i) implica (ii); Si C ' | x , y J A H = 0 , se tiene que, 

f ( C ' [ x , y } ) n [ o L J = 0 , es decir, C ' [ f ( x ) , f ( y ) ^ n ( o ( . } = 0 . 

(ii) implica (iii) : Si f(x) = f ( y ) , el resultado es ob­

vio. Si f(x) es distinto de f(y) , por ser C'[f(x),f(y) ^ 

la bola abierta de centro f(y) y radio 1 f(x) - f(y) l , se 

tiene l f(x) - f(y) 1 ̂  | o(. - f(y) | . 
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(iii) implica (i): Como antes, puede suponerse que f(x) 

es distinto de f(y) . Si l f(x) - f(y) 1 ¿: I ô . - f(y) | , oC 

no pertenece a C'[f(x),f(y)] = f(C'[x,y} ) , con lo que, 

C ' [ x , y ] n H = 0 . 

NOTA; Obsérvese que la hipótesis de que x ó y no sean 

elementos de H , sólo es necesaria para la demostración de 

(iii) implica (i)• 

(4.4) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre K , 

A un subconjunto no vacío de E , H un hiperplano afín de e-

cuación f(z) = oC ( f € . E * , o C & K ) y = j x € A / 

/ f (X) = oL } . Entonces ; 

L f(A) I ó |o4| <^ > H^ = A ó C ' [ x , O ¡ N H = 0 V x £ A . 

Demostración 

Si | f ( A ) | ^ I o C l y O es un punto de H , se tiene 

H = A , mientras que si O no pertenece a H , por (4.3), se 

verifica C ' { X , O } O H = 0 para todo x de A . 

Recíprocamente, si ~ ^ * trivialmente jf(A) | | CJC 1 

y, si C ' ^ X , 0 J O H = 0 para todo elemento x de A , por 

(4.3), se tiene que I f (A) 1 ¿ I oC 1 . 
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En particular: 

(4.5) COROLARIO. Sea E un espacio vectorial sobre K , 

A un subconjunto no vacío de E _y_ H un hiperplano afín de 

ecuación f(z) = oí. ( f £ E * , c C £ K ) . Entonces, si 

= { X e A I f(x) = o C } es no vacío y 1 f ( A) | ^ l oC l , se 

tiene que ^ = A _ó_ H es conjunto (O, g)-extremo de A . 

(4.6) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa­

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío convexo m*-ce-

rrado y acotado de E . Entonces, O-Ext (A) es no vacío. 

Demostración 

Por ser E separado, existe f en E' tal que f(A) no 

se reduce a un único punto y, por (3.2), existe un elemento a^ 

de A con 1 f(a^) j = sup ] f(x) | , con lo que, 
x€A 

= í x £ A / f ( x ) = r f ( a - ) A f' 

es un conjunto (O,g)-extremo de A que, por tanto, contiene al 

menos un punto (O,g)-extremo de A , es decir, O-Ext (A) es 

no vacío. 

NOTA: Obsérvese que si E = K , se tiene: 
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a £0-Ext ' 4 1 4=p C ' [ x , 0 } P i | ^ a } = 0 V x ^ A < > 

< > | x | ¿ : | a l V x £ A , 

para cada subconjunto A de K oon más de un punto, por lo 

que, como en el capítulo 3, si en (4.6) A no es m*-cerrado, 

puede ocurrir que 0-Ext^(AI sea vacío. 

(4.7) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio convexo m*-

-cerrado y acotado de E . Entonces, para cada f en E' exis­

te un punto s^ (O,g)-extremo de A , tal que: 

I f(s^) I = sup I f(x) I . 
xéA 

Demostraci ón 

Para cada f en E' , existe un elemento a^ de A tal 

que |f(a„) 1^ s u p | f ( x ) 1 , con lo que, por (4.5), H = 
^ x^A ^ 

x €. A f ( x t - f(a^) ^ contiene al menos un punto s^ 

(O , g)-extremo de A . 

Como en (3.6), se verifica: 

(4.8) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa­

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-convexo c-
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-corapacti m*-cerrado y acotado de E . Entonces: 

A i",,,, l O-Ext ( A) ) . 
'.(. g 

Por (3.7), en general no se verifica A = E^ÍO-Ext (A)l , 
6 

lo que muestra que la definición (4.2) conduce a resultados sa­

tisfactorios sól'i en conjuntos O-convexos. 

Si A es un conjunto convexo se plantea el mismo problema 

que en e! capítulo 3, dándose la siguiente definición para con 

juntos x-convexos: 

(4.9) DEFINICIÓN. Sea E urt espacio vectorial sobre K , 

A xíñ subconjunto convexo de E y x uft ,|»uato 4B A (es de-

pi-T, .A; es x-convexo). EntoncfeS, se defamen |og |}|^tos ( x , ^ ) ~ 

-eistreaios de A , y se denotan p^or x-Ext (A) , c^aip í 

x-Ext (A) = x + 0-E:tt (A í . g g o 

NOTA: Obsérvese que si A es, un conjunto «c-conveXo, se ve 

ri f i ca: 

z e. x-Ext ' A • C > z - x f e O - E x t (A I < > 
g g " 

< 

< " ..> 

y - X 

C ' [ y , x j ' - x ) N [ z - x j . 0 V y £ A < ^ 

'[y,x } N U ] = 0 V y € A . 
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Se calcularán a continuación los puntos (O,g)-extremos de 

ciertos conjuntos en espacios localmente convexos, centrando 

principalmente el estudio en espacios normados no arquimedia­

nos . 

Puede darse una primera caracterización de los puntos 

(O , g)-extremos en espacios localmente convexos: 

(4.10) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre K y A un subconjunto no vacío O-convexo de 

E . Entonces, si a es un elemento de A , son equivalentes: 

(i) aG0-Ext (A) . 
g 

(ii) P^(a) = 1 . 

Demostración 

(i) implica (ii): Si a es punto (O,g)-extremo de A y 

p^(a) < 1 , existen (ver (3.14)) en K con \ 1 < 1 e 

y en A tal que a = ^ y , con lo que, a pertenece a 

y.O : absurdo. 

(ii) implica (i): Si P.(a) - \ y a no es punto (0 , g ) -

-extremo de A , existen ^ÍA. en K con 1 | 1 y x en A 

tal que a = yU. x , por lo que, P^ (a) = \jA,\p^{x) 1 : absur­

do . 
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A partir de (1.5) puede darse una segunda caracterización 

de los puntos (O,g)-extremos en espacios normados no arquimedia 

nos: 

(4 .11 j TEOREMA. Sea (E, | | , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío 0-conve-

xo c-compacto m'-cerrado y acotado de E , y (e ) _ una su-n n c. N 

cesión ortogonal en E con lim | | e | ) = O , tal que; 
n-^oo 

A - 3 7 X e / I X I 1 Y n e N n n n n= 1 

o o 
Entonces, si a = a e es un elemento de A , son e-

n n 
n=l quivalentes: 

(i) aeo-Ext (A) . 
g 

(i i) sup I a 1 = 1 . 
n€N " 

(iii) P.(a) = 1 . 

Demostrac ion 

(i) implica (ii): Si a es punto (O,g)-extremo de A 

sup i a \ <1 , existe ^M. en K distinto de cero tal 
n£N n que 

a n 
sup 1 a \ é. I/<- I ^ 1 , con lo que, y = = ^ e es un ele 
ntH " n=l " 

a 
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mentó de A ; además, a = ytx y , con lo que, a pertenece a 

C ' 1̂  y , O j : ab surdo . 

(iij implica (lii): Si X es un elemento de K tal que 

a es punto de X A , necesariamente X es distinto de cero 

por serlo a . Además, se tiene: 

a a 
a £ X A <^=P -r- €. A <=5> = ^ x^e^ , | x^ | ¿ 1 < > 

n= 1 

< = > ^ X V n £ N . 
A n 

Por tanto: 

1 sup I a I = sup 1 X I , 
'-^1 n€N " ntN " 

con lo q u e , I A I ^ 1 . es decir, 

p ( a ) = inf [ 1 X 1 / A E X A } ^ 1 , 

por lo que, P.'a) = 1 

(iii) implica (i): Consecuencia de ( 4 . 1 0 ) . 

Como en ( 3 . 1 1 1 , se verifica; 

( 4 . 1 2 ) TEOREMA. Sea (E, | j , | | ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-conve-

xo c-compacto m^- cerrado y acotado de E . Entonces, A es la 

envolvente 0-convexa cerrada de una familia 
" i i i S i de 

puntos (O,g)-extremos de A , con I I 1 á: dim [ A ] . 
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Se calculan a continuación los puntos (O,g)-extremos de 

las bolas de centro cero en espacios normados no arquimedianos 

sobre K . 

(4.13) PROPOSICIÓN. Sea (E,| | , | | ) un espacio normado 

no arquimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío 0-

convexo acotado de E . Entonces, si a es un elemento de A , 

y se consideran las propiedades siguientes: 

(i) I I a I I = sup I 1 X I I , 
x€A 

(ii) a C O - E x t (A) , 
g 

(iii) p ( a ) = l , 
A. 

se verifica: 

(i) = ^ (ii) (iii) . 

Demostración 

(i) implica (ii): Si || a 11= sup | | x I | y a no es punto 
x^A 

(O,g)-extremo de A , existe yd en K con |yW. | < 1 y x 

en A tal que a = ^ x , con lo que, || a | | = jyW. | I I x | | 

^ 1 1 X I I : absurdo. 
La segunda equivalencia es consecuencia de (4.10). 

Por tanto, siguiendo el mismo razonamiento que en (3.15), 
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puede darse el siguiente teorema de caracterización de los pun-

• <is (O, g )-extremos de las bolas en espacios normados no arquime 

d í a n o s : 

(4.14) TEOREMA. Sea (E, | | , | I ) un espacio normado no ar 

quimediano sobre K _y A una bola de centro cero en E . En­

tonces ; 

a) Si a es un elemento de A , y se consideran las pro­

piedades siguientes: 

( i) l I a I I . sup I I x I I , 
x€A 

(ii) a £ O-Ext (A) , 
g 

(iii) p ^ ( a ) = l , 

se verifica: 

(i) = ± > (ii) <=r> (iii) . 

b) Si además la valuación de K es densa 6 K C N , se 

tiene en a) la equivalencia de las tres propiedades. 

NOTA: Obsérvese que si en (4.14) la valuación de K es 

discreta 6 existe a en A con | | a j | = sup | I x | | , A posee 

puntos (O,g)-extremos, mientras que si la valuación de K es 

densa y no existe a en A con I I a | | = sup | | x | | , 
xeA 

O-Ext (A) es vacío, 
g 



1 i-

2 . DEFINICIÓN DE MONNA . 

Se comienza el apartado recordando algunas de las defini­

ciones dadas por MONNA necesarias para el nuevo concepto de pun 

to extremo. 

MONNA ( t27 1 , pág. 79) introduce el concepto do conjunto 

centrado en la siguiente forma: 

"Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K d< tad( 

de valuación no arquimediana. Un conjunto centrado es un 

par (A, |> ' , donde A es un subconjunto de E y ^ es-

un punto de A . A |> se le llama "centro" de A ' . 

Análogamente, da el concepto de interior en la forma: 

"Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K dotado 

de valuación no arquimediana y (A, |> ) un conjunto centra 

do de E . Se define el interior de (A, |> ) con relación 

a 3 , ó simplemente interior de (A, |> ) , y se denota 

por A^ , como el conjunto de los x en (A, <̂  ) tales 

que existe £ (x) > O , verificando: 

{i) El conjunto d é l o s X ^ K con l < : l X l < l + £ ( x ) 

es no vacío. 

(ii) '? + X { x - ^ ) E A para todo X en K con 
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1 < 1 X I < 1 + £ (x) 

NOTAS; Si E es un espacio vectorial sobre K y (A, ^ ) 

un conjunto centrado de E , se verifica: 

a) Ao depende de la elección del centro. 

b) ^ pertenece a A^ 1 

c) Para cada elemento a de E , (a + A ) ^ ^ = a + Ap 

d) Para cada X en K , ( X A ) ^ ^ = X A^' 

e) Si F es un espacio vectorial sobr^e K y f ips una 

aplicación lineal de E en F , ' f(Ao ) J^s^á ó.<5jfí1fenido en 

(4.15) LEMA. Sea E un espacio vectorial a6bge un cuerpo 

^ valuado no arquimediano y A uh subcoñjun^': Rguilibrado de 

E . Entonces: 

(i) Si la valuación de K es discreta y TT es on elemen 

to de K con JTT ' = » se verifica; 

x e AJ < = > TT X e A . 

(ii) Si la valuación de K es cualquiera, se verifica: 

x € A J <rz:> 3 X € K , I A I > 1 / X x € . A . 
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Demostración 

(i): Si X es un punto de , existe £ (x) > O tal 

que B = es no vacio y X g K / 1 - 4 1 X 1 ^ 1 + 5 ( x ) 

A x 6 A para todo X en B . Como 1 + 6 ( x ) > ^ = l T T | > i , 

se tiene que T T e s un elemento de B , por lo que, T T x per­

tenece a A . 

Recíprocamente, s i T T x es un punto de A y 6 ( x ) es 
2 

un elemento de { - 1 , ^ - 1) , se tiene: 

B = | X e K / l ^ l A | < l + 6 ( o c ) } = 

Además, por ser A equilibrado, se verifica: 

A X = - A . TT x G A . V A 6 . a 

(ii): Si la valuación de K ea discreta, el resultado es 

consecuencia de (i) . 

Si la valuación de K es densa y x es un punto de , 

trivialmente existe X en K con I A I > 1 tal que X x 

pertenece a A . Recíprocamente, si existe X en K con 

I X I > 1 tal que X x es punto de A , £ (x) = | A I - i > O 

es tal que: 

^ X € A V/A.GK , l < l > < . l < l + 6 ( x ) , 

por lo que, x está en A^ . 
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(4.16) LEMA. En las hipótesis de (4.15), se verifica: 

(i) A ^ es un conjunto equilibrado. 

(ii) ^ ^ ^ ^ 0 I X I > 1 , Xx^A 

(iii) _si_ x € A \ A ^ _j_ 1 X 1 = 1 , X X C A ^ A J ; . O 

(iv) _Si_ x 6 A _y_ l A l < 1 , X x e A ^ . 

Demostraci ón 

(i): Consecuencia de (4.15). 

(ii): Consecuencia de (4.15). 

(iii): Por ser A y A^ equilibrados. 

(iv): Si X = O el resultado es trivial. Si X es dis­

tinto de cero, ^u. es un elemento de K coft lyW. I > 1 
A 

tal que /A. ( A x ) está en A , por lo que, A x és un punto d'e 

i 

(4.17) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectorial sobre un 

cuerpo K valuado no arquimediano y A un subconjunto no va­

cío equilibrado de E . Entonces, si f y oC soh elementos 

de E ' y K \ |̂  O j respectivamente, se verifica: 

1 f(Aj) U |o(.l = ^ 1 f(A) 1 ¿ l o<. l . 
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Demost rae ión 

Si, por reducción al absurdo, existe x en A tal que 

f (x) |f(x) I > I oC l , yU. ^ •••y' • es un elemento de K con I / t l< 

< 1 , por lo que, yOL x pertenece a A^ . Además, 

I f(/A .x) \ ^ If-J I f ( x ) I = I o( I : 
|f ( x ) | 

a b s u r d o , y a que | f ( ) | < | c< I • 

(4.18) DEFINICIÓN. Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre K y (A, ^ ) un subconjunto convexo centrado de E . Se 

dice que un hiperplano H de ecuación f(x) = oí, (f €.£', 

Cfc t K) es un' hiperplano ( ̂  ,m) -extremo de A si: 

(i) wnA 0 . 

fii) A^ está de un lado de H . 

En lo que sigue, y si no hay confusión, se utilizará el 

término hiperplano ( ̂  ,m)-extremo de A para indicar no a H , 

sino a H A A . 

Un subconjunto no vacío S ' de ÍA, ̂  ) se dice conjunto 

( ^ ,m)-extremo de A si S es igual a A ó S es inter-

ión de una familia de hiperplanos ( ̂  ,m)-extremos de A . secci 

Un punto X de ( A , ^ ) se dice punto (^ .m)-extremo de 

A si pertenece a algún conjunto (^ ,m)-extremo minimal propio 
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de A . 

NOTAS: 

a) El concepto de hiperplano ,m)-extremo es similar al 

de hiperplano de apoyo dado por MONNA ( t27 ] , pág. 8 0 ) , con la 

diferencia de considerar ahora hiperplanos cerrados, 

b) Todo hiperplano ,m)-extremo de (A, ^ ) es distinto 

de A , ya que no contiene a j 

c) Recordando que un subconjunto B de E está de un la­

do de un hiperplano de ecuación f(x) = ( f € E ' , O*.€.K), si: 

I f(x) - f(y) l < I o(. - f(y) 1 V x , y e B 

y que, en particular, si B contiene al cero,.esto eá equiva­

lente a: 

l f(B) l 4 1 o C l . 

se tiene: 

H hiperplano ( ̂  ,m)-extremo de (A, ̂  ) ̂ " ""í> 

> H - ^ hiperplano (O,m)-extremo de (A - ^ ,0) , 

es decir, si x es un elemento de (A, | ) , se tiene: 

x punto ,m)-extremo de (A, ^ ) \, > 

< " •> X - ^ punto (O,m)-extremo de (A - ^ ,0) . 
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Por tanto, como en las definiciones anteriores, bastará es 

tudiar los puntos (O,m)-extremos de los conjuntos centrados en 

e1 cero. 

3. RELACIÓN ENTRE LAS DISTINTAS DEFINICIONES DE PUNTO EXTREMO . 

Se verá a continuación la estrecha relación existente en­

tre las cuatro definiciones de punto extremo dadas a lo largo 

de la memoria. El estudio se centra en los puntos extremos ds 

los conjuntos 0-convexos. 

En primer lugar, las definiciones de conjunto extrcnío s«-

gún AJUPOV y MONNA coinciden: 

(4.19) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio vectjjgrial topol6gi-

co sobre K A un subconjunto no vacío O-convexo de E . 

Entonces, S es conjunto (O,r)—extremo de A si y s6lo 8i S 

es conjunto (O,m)-extremo de A . 

Demostración 

Sea S conjunto (O,r)-extremo de A , es decir, 

S = ; = í x € A / f ̂( x) = oí. } ; K C K ; 
eCe K 
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Si oC = O para todo oC en , S es igual a A , que es 

conjunto (O,m)-extremo de A . En caso contrario, 

S = ; K = { £ K / cA. ̂  O } . 

2 

Para cada oL en , ^{^^ ̂ ' O-convexo en K , con lo 

que, fo((A) = B(0, I oC |) = d. 8(0,1) . Entonces: 

(fol^(A))J = (c<B(0,l))^ = OÍ.B(0,1)J =c/.B(0.1) = B(O.loCl), 

es decir, I (foi.(A) )J | < \ OL \ , por lo que, I fj^íA^) [4, { DI \ y , 

por tanto, S es conjunto (O,m)-extremo de A . 

Recíprocamente, si S es conjunto (O,m)-extremo de A , 

es dfecir, 

S = A 6 ,S » í . x ^ A / fp^lx) = oí i ; K C K ; 
* oí.eK -• 

•i- * ' . 

f c<€E' ; I f^(AJ) U |o(| V o C e K ^ . 

por (4.17), se tiene que: 

y, por tanto, S es conjunto (O,r)-extremo de A . 

Respecto de las definiciones de AJUPOV y geométrica, se 

tiene: 

(4.20) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 
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separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacío O-convexo 

c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces; 

(i) O-Ext (A) está contenido en O-Ext (A) . 
r g 

(ii) Si además la valuación de K es discreta, O-Ext (A) = — — — — 

= O-Ext (A) . 
g 

Demostrac ion 

(i): Si a es punto (O,r)-extremo de A , existe f per­

teneciente a E' y distinta de cero en A tal que ! f(a) ( = 

= sup I f(x) I . Si, por reducción al absurdo, a rtO es punto 
x€A 

(O,g)-extremo de A , existen x en A y X en K con 

( A I < 1 tal que a = A x , con lo que, t f(a) I =s | X I j f(x) |< 

< I f (x) I : absurdo. . 4 

(ii): Por (3.10) y (4.11), el resultad© érs t-j^ivlal si E 

es un espacio normado no arquimediano sobre K ., 

Sea E un espacio localmente convexo separado sobre t. y 

P = [p^ J_j^^j la familia de seminormas no arquiaedianas que 

que define la topología de E . Sea a un punto (O,g)-extremo 

de A . Si, por reducción al absurdo, a no es punto (0,r)-ex-

tremo de A , por (3.17), se tiene que para cada i en I tal 

que fi^-^^ ' fi^^^ '̂ ^ ®^ punto (O, r)-extreáo de 

y^(A) , es decir, existe x^ en A y X ^ en K tal que 

Y ^ í a ) = A . Y - ( X . ) , con 1 A . U 1 . 
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Por tanto, para todo i en I existe x^ en A y X . 

en K con | X ( ¿.l , tal que p^(a - X^x^) = O . En particu 

lar, si "XX es una base de 0-entornos convexos de E , para 

cada U perteneciente a VC . existe x^ en A y X ^ en K 

con I /S^ 1 ̂  1 tal que P^^a - X^x^) = O , por lo que. 

a - X e s un elemento de U , es decir, a es punto adhe­

rente del conjunto: 

B = Í X x / | A I < 1 A x e A } = \ ^ A A = >t.A , 
U U l 

con yu. elemento de K tal que ! I = sup I X I / 

/ I A I < 1 1 = • Además, por ser B cerrado, a es un pun 

to de B : absurdo, ya que C'|^x , o } ^ {. ̂  } - ^ para todo x 

en A . 

NOTA: Obsérvese que, como consecuencia de (3.10) y (4.11), 

si la valuación de K es densa, en general no se verifica la 

propiedad (ii). Sin embargo, si la valuación de K es discre­

ta, la definición de punto extremo de AJUPOV, que en principio 

es topológica pues viene dada en términos de aplicaciones linea 

les continuas, es equivalente a una definición geométrica. 

Más aún, por (2.34) y (3.10), para conjuntos c-compactos 

en espacios normados, se verifica: 

(4.21) PROPOSICIÓN. Sea (E, | | , | | ) un espacio normado 
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no arquimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacío 0-

-convexo c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces: 

0-Ext (A) - 0-Ext (A) . c r 

También, en el caso de conjuntos compactos y cuerpos loca­

les, se tiene el siguiente resultado: 

(4.22) PROPOSICIÓN. Sea E un espacio localmente convexo 

separado sobre un cuerpo K local. Sea A un subconjunto no 

vacío O-convexo compacto de E . Entonces: 

0-Ext (A) = 0-Ext (A) . 
c g 

Demos trac i ón 

Sea ""^ familia topológicamente libré de elemeti 

tos de E tal que: 

A = ^ x.e. / I X. I ¿ 1 V i € 1 
V i €. I 

Es inmediato que 

0-Ext (A) = 
g 

^ x . e . £ A / s u p l x . 1 = 1 
^ i é I ^ ^ i€l ^ 

y, por el teorema (2.21), 0-Ext (A) = 0-Ext (A) . 

Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene 
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CONSIDERACIONES FINALES 

El objetivo de este último apartado es resaltar alguno de 

los resultados obtenidos en esta memoria, así como señalar cier 

tas cuestiones abiertas que en ella quedan planteadas. 

El principal interés del trabajo reside en que es, aparte 

ú&l trabajo de AJUPOV, la primera publicación (por mí conocida) 

en la que se incluyen diversas alternativas a una teoría de 

ICREIN-MILMAN en Análisis no Arquimediano. Resulta satisfactorio 

también el que las diversas versiones consideradas en la memo­

ria, sugeridas bien por intentos anteriores {AJUPOV,MONNA), 

bien por conseguir una teoría unificada en los casos arquime­

diano ó no, 6 bien por lograr una teoría independiente de la to 

pología, den resultados finales muy similares. 

Como en el caso usual, el contexto en el que he planteado 

la memoria es el de los espacios vectoriales topológicos local-

mente convexos, si bien, con la hipótesis adicional de la com­

pletitud esférica del cuerpo base, la cual es necesaria para 

disponer de teoremas de separación de conjuntos convexos. Sin 

embargo, aparecen algunas diferencias significativas con rela­

ción al caso real ó complejo: 
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a) La relativización de los conceptos de puntos extremos, 

los cuales van a depender no sólo del conjunto, sino también de 

un punto previamente fijado en el mismo. 

b) La consideración no solamente de conjuntos compactos 

convexos (cuya existencia es muy limitada en Análisis no Arqui­

mediano), sino con más frecuencia, de conjuntos c-compactos con 

vexos. 

Q) Si bien cuando la valuación del cuerpo base es discre­

ta, el teoreíaa de KREIN-MILMAN es válido para cada definición 

de punto extremo en conjuntos convexos compactos (c-oompactos), 

lo mistííó no se cumple cuando la valuación es densa, en cuyo ca­

so se ha impuesto a los conjuntos la hipótesis adicional de ser 

o'-cel^rfidos. 

4, 
Vi 

A lo largo de la memoria se dan cuatro definiciones, y swé 

correspondientes teoremas de KREIN-MILMAN, de punto extremo, 

presentando cada una de ellas un interés ó importancia relativo 

a distintas causas. 

El interés central de la definición de punto extremo dada 

en el capítulo 2, reside en el hecho de que generaliza a la del 

caso usual. Sin embargo, implica la consideración de conjuntos 

compactos y, por tanto, cuerpos locales, condición ésta muy res 

trictiva en Análisis no Arquimediano. Además, los conjuntos ex­

tremos minimales nunca son puntos. 
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Las limitaciones anteriores se resuelven en el capítulo 3, 

donde se desarrolla y completa la teoría de AJUPOV de puntos ex 

tremos. La importancia de este capítulo radica en la extensión 

de dicha teoría a cuerpos dotados de valuación densa, gracias 

al concepto de conjunto convexo m*-cerrado, así como en la res­

puesta a la cuestión planteada por AJUPOV en E 1 J de si los 

conjuntos extremos minimales son puntos. 

Cabe destacar también la definición de punto extremo dada 

en el capítulo 4 a partir de una modificación del concepto de 

hiperplano de apoyo dado por MONNA, quien, como afirma en 

, no llegó a una teoría satisfactoria de KREIN-MILMAN. 

Mientras que en el caso usual la definición de punto extre 

fflo es geométr^i'ca, no ocurre lo mismo con las tres definiciones 

anteriores. De ahí que la memoria concluya con una nueva definí 

ciófn que es independiente de la topología y que, por ello, veni 

mos en llamar geométrica. 

Entre las cuestiones no resueltas todavía eín relación con 

el tema, la más importante, y en la cual se está trabajando ac­

tualmente, es el saber si el teorema de KREIN-MILMAN en alguna 

de sus versiones, tiene el mismo ó parecido interés que en el 

caso arquimediano, como técnica de estudio de propiedades de es 

pacios localmente convexos. 

Algunas cuestiones,entre otras, que quedan planteadas a te 

ñor de los resultados de la memoria, son: 
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