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INTRODUCCION

El teorema de KREIN-MILMAN, probado por estos autores en
1940 ([ 207]), ha llegado a ser uno de los teoremas basicos del
Andlisis Funcional. Aparte de su gran numero de aplicaciones en
otros campos, de los que luego haré mencidén, son numerosos los
teoremas fundamentales del Andlisis Funcional que se prueban a
partir de dicho teorema, entre los que pueden citarse el teore-

ma de STONE-WEIERSTRASS y el teorema de BANACH-STONE ( [21 ]).

Actualmente, la teoria de KREIN-MILMAN no es mas que una
parte de la llamada teoria de representacidén integral (también
llamada de CHOQUET), la cual, expresada en términos simples tie
ne por objeto representar los puntos de un conjunto convexo en
funcién de los puntos extremos del mismo .

La teoria de representacién de CHOQUET esti basada en la
siguiente idea: Es conocido que en dimensidén finita, cada punto
de un conjunto compacto convexo X es el baricentro de un nime
ro finito de puntos extremos (teorema de MINKOWSKI-CARATHEODO-
RY). Esto se extiende a dimensidon cualquiera, representando ca-
da punto del compactg»convexo como un "promedio'" integral, es

decir, como resultante de una medida maximal sobre X soporta-



da por el conjunto de sus puntos extremos. Este es el enunciado
del teorema de representacién de CHOQUET, quien lo probdé en el
caso metrizable; fué extendido por BISHOP, DE LEEUW, P,A.MEYER,
MOKOBOZKI y CHOQUET al caso general, y que contiene como caso
particular al de KREIN-MILMAN. La unicidad de la representacién
en el teorema de CHOQUET es equivalente a que el conjunto X
sea un simplex 6 simplex de CHOQUET (teorema de CHOQUET-MEYER).
Ademis, y por su interés en las aplicaciones, se ha extendido
la teoria de CHOQUET al caso de conos, lo cual permite en deter
minadas circustancias obviar la compacidad. La mejor referencia
acerca de este tema, aunque un poco desfasada, estid en el libro
de CHOQUET ( [6:].vol.II), disponiéndose asi mismo en el traba-

jo de PHELPS ( [317] ) de una referencia mis actualizada .

Aunque histéricamente, esta teoria de representacidén apare
ce en conexidn con problemas de Teoria de Potencial via 1la fron
tera de CHOQUET, hoy en dia son muchas sus aplicaciones en Teo-
ria Ergbdica y Matemdtica Aplicada. Posiblemente, su mas simple
aplicacién sea en Teoria Ergddica, obteniéndose ficilmente en
este caso el cléisico resultado de que, las medidas invariantes
son representables de forma dnica en componentes ergédicas, re-
sultado relacionado por otra parte, con el teorema de LANFORD-
RUELLE en C*-4lgebras.

Otra aplicacidén del teorema de representacibén de CHOQUET,

es el teorema de BERNSTEIN, en el que se prueba que cada fun-



cidén completamente mondtona es la "Transformada de Laplace'" de
una medida de RADON positiva.

También, el cldsico teorema de BOCHNER en Anélisis de Fou-
rier, probado por BOCHNER en 1933 en el caso particular de que
el grupo se redujese a R , y por WEIL en 1938 en el caso gene-
ral, puede probarse utilizando el teorema de CHOQUET.

Recientemente, se ha aplicado la teoria de representacidn
integral a otros campos, tales como ecuaciones en derivadas par
ciales (LAHA), A4lgebras de funciones y semigrupos (ROGALSKI),
problemas de optimizacidén, programacidn convexa y aproximacidn

(['133 y [33 ]), y problemas variacionales ( [10 ]) .

Otro aspecto de gran interés en la teoria de KREIN-MILMAN,
es el andlisis de la estructura del conjunto de puntos extre-
mos. El conjunto €(X) de puntos extremos de un conjunto com-
pacto convexo X es siempre K -favorable y, en particular,
espacio de BAIRE. Ademds, si § (X) es metrizable, entonces es
topolégicamente completo, es decir, homeombrfo a un espacio mé-
trico completo, y es un Gy en su clausura.

Respecto a la metrizabilidad del conjunto X en términos
de propiedades topolégicas del conjunto de sus puntos extremos,
cabe citar el trabajo de CORSON ([ 71), quien prueba en 1970
que X es metrizable si €(X) es la imagen continua de un es
pacio métrico completo separable, demostrando HAYDON en 1976

( [12 ]), que la condicidn de completitud no es imprescindible.



También, en 1971 JAYNE y ROGERS ( [16 J), dan ejemplos de con-
. 1

juntos convexos cerrados y acotados de C0 y 1 , en los que
el conjunto de puntos extremos no es ni un conjunto analitico
ni un conjunto de BOREL, concluyendo su trabajo con las siguien

tes conjeturas:

a) Un espacio de Banach es no reflexivo si y sdlo si con-
tiene un conjunto convexo cerrado y acotado cuyo conjunto de

puntos extremos no es un conjunto de BOREL.

b) Un espacio de Banach es no reflexivo si y sélo si con-
tiene dos conjuntos convexos cerrados y acotados cuya envolven

te convexa no es un conjunto de BOREL.

El concepto de punto extremo ha dado lugar a diversas va-

riantes, de las que por su interés destacaré dos:

Un punto x de un conjunto cerrado X de un espacio de
Banach real E , se dice '"punto soporte" de X , si existe f
perteneciente a E° tal que f(x) = sup f(X) . Este concepto
fué introducido y estudiado por PHELPS y BISHOP ( [ 30 ] ), encon
trandose asi mismo en [ 30 ] una recopilacidn de lo referente a

este tema y de sus aplicaciones en Andlisis Funcional no Li=-

neal.

Un punto x de un conjunto X de un espacio de Banach
real E , se dice "strongly exposed", si existe f pertenecien

te a E’ y un nGmero real oL tal que



fuee / o) =t} M x={x},

y para toda sucesidn (yn)neN contenida en X tal que
f(yn)-__—— o , se verifica ||yn - X H — 0 . E1 interés de
este concepto radica en el conocido resultado de LINDENSTRAUSS
y TROJANSKI ( [44 ]), de que todo subconjunto convexo débilmen-
te compacto de un espacio de Banach es la envolvente convexa ce
rrada de sus punios '"strongly exposed". En particular, en los
espacios reflexivos, cada conjunto convexo cerrado y acotado es
la envolvente convexa cerrada de sus puntos '"strongly exposed".

A los espacios de Banach en los que cada conjunto convexo
cerrado y acotado es la envolvente convexa cerrada de sus pun-
tos "strongly exposed", se llaman espacios con la propiedad de
RADON-NIKODYM, los cuales pueden ser caracterizados también en
términos de integrales de BOCHNER (caracterizacidén que usualmen
te aparece como definicidén), y en términos geométricos de denta
bilidad y s-dentabilidad.

Un teorema dado por LINDENSTRAUSS en 1973, prueba que todo
espacio de Banach con la propiedad de RADON-NIKODYM tiene tam-
bién la propiedad de KREIN-MILMAN (es decir, cada conjunto con-
vexo cerrado y acotado es la envolvente convexa cerrada de sus
puntos extremos). Reciprocamente, HULF y MORRIS ( [14 ]) prue-
ban que, para duales de espacios de Banach, la propiedad de
RADON-NIKODYM es equivalente a la de KREIN-MILMAN, prevalecien-

do abierta todavia la cuestidén de si la misma propiedad es vali
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da para espacios de Banach cualesquiera.

El estudio de la propiedad de RADON-NIKODYM en espacios de
Frechet ha sido realizado por SAAB ( [38 ly [39 ]). Los resulta
dos acerca de la propiedad de RADON-NIKODYM obtenidos hasta

1974, se hallan recopilados en el articulo de DAVIS ( [8 1.

Dada la importancia del teorema de XREIN-MILMAN, éste se
ha extendido a contextos diferentes, variando bien el tipo de
conjunto en el que se han de evaluar los puntos extremos, 6
bien el tipo de espacio.

Asi, en 1969 AsiMov ([2 J), y en 1974 LooNEY ( [23]), ex
tienden el teorema a ciertos conjuntos convexos no acotados. Pa
ra los espacios localmente p-convexos, LIGAUD ( [22 J) en 1972
ha dado una versidén en términos de los puntos p-extremos, que
es aplicada por VEED ( [43 ]) al caso de los espacios Lp ,
0<p<1l1 ., Es interesante resaltar que, en cierto sentido, el
comportamiento en los espacios localmente p-convexos es distin-
to que en los espacios localmente convexos; concretamente, mien
tras que no todo conjunto compacto convexo puede ser sumergido
en un espacio localmente convexo (ROBERTS, [34 ]), KALTON
( [17 ]) prueba sorprendentemente en 1977, que cada conjunto
compacto p-convexo puede ser sumergido en un espacio localmente
p-convexo, y que, por tanto, tiene '"suficientes'" puntos p-ex-

tremos.

En 1970, FUCHSSTEINER ( [11 ]) da un teorema de tipo ge-
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neral, vAlido para espacios en los que se cumple una "cierta"
propiedad de separacién de conjuntos convexos.

Para espacios no localmente convexos, se dan todo tipo de
situaciones. Mientras que ROBERTS ([ 34 ]) en 1977 soluciona un
problema abierto durante largo tiempo, construyendo un F-espa-
cio en el cual existe un conjunto compacto convexo sin puntos
extremos, KALTON ( [18 ]) en 1980 da otro ejemplo de un F-espa-
cio con dual nulo, en el que cada conjunto compacto convexo es

la envolvente convexa cerrada de sus puntos extremos.

Sin embargo, en el caso no arquimediano hay muy pocas in-
cursiones a la teoria de KREIN-MILMAN. Es f4cil encontrar moti-
vos para ésta, aparentemente inexplicable, situacidén. Asi, por
ejemplo, en espacios normados no arquimedianos, la frontera de
cada bola abierta y cerrada !es vacia ! . Como hace notar

MONNA en 1974:

"J'ai déjd signalé les difficultés qu'on recontre en tous
les problémes dans lesquels la frontiére d'un ensemble sem
ble essentiel. Je pense & des notions comme convexité
stricte, convexité uniforme, points extrémaux, théoréme de
Krein-Milman, On ne sait pas de quelle fagon il faut atta-

quer ces problémes en analyse non-archimédienne",

A esto hay que afiadir, entre otras cosas, el cariter res-

trictivo de la compacidad en Anédlisis Ultramétrico, pues, como
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es sabido, la existencia de conjuntos convexos compactos con
mids de un punto, exige que el cuerpo base sea localmente compac
to, propiedad poco usual en este tipo de cuerpos (pag. 64).

El primer estudio en relacién con el tema es el desarrolla
do por MONNA ( [ 25 ]), quien da una nocién de "hiperplano de a-
poyo', aplicidndola para demostrar un principio de maximo en ani
lisis p-4adico ( [26 ]).

El Gnico teorema de KREIN-MILMAN no arquimediano, por mi
conocido, ha sido enunciado por AJUPOV en 1970 ( [1.]) para con
juntos c-compactos convexos conteniendo el cero, en espacios lo
calmente convexos sobre cuerpos dotados de valuacidn discreta.
Aparte de que el citado trabajo no contiene demostraciones, su
contenido es incompleto, puesto que, entre otras cosas, no se
resuelve en él la cuestidén de si los conjuntos extremos minima-
les son puntos; la definicién de punto extremo es topolégica,
en vez de geométrica, y no indica nada de cdémo demostrar el teo
rema cuando la valuacién del cuerpo es densa 6 cuando el conjun
to no contiene al cero.

También puede considerarse como antecedente el trabajo ya
citado de FUCHSSTEINER, quien da una versién general del teore-
ma de KREIN-MILMAN, en la que queda incluido, en principio, el
caso no arquimediano. Sin embargo, por un error en e1 mismo,
sus principales teoremas, incluyendo el de KREIN-MILMAN, no son
validos en el contexto ultramétrico, coﬁo J .MARTINEZ MAURICA y

yo hemos observado en una reciente publicacién ( [24 ]).
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Por otra parte, y como antecedente mas positivo, cabe des-
tacar que los conjuntos compactos convexos y c-compactos conve-
xos, han sido descritos de forma simple en términos de bases or

togonales por CARPENTIER ( [5 ]) y VAN ROOIJ ( [35 ]) respecti-

vamente.

Con estos antecedentes, y con una fructifera sugerencia de
los profesores ONIEVA y CUARTERO de que la convexidad de MONNA
no parecia la adecuada para este tipo de problemas, he realiza-
do la primera memoria acerca de la teoria de KREIN-MILMAN no ar
quimediana, de cuyo contenido voy a hacer a continuacibn un bre

ve resumen.

Para conjuntos compactos convexos ( y por tanto cuerpos lo
calmente compactos), he desarrollado una teoria de puntos extre
mos (contenida en el capitulo 2), que formulo para un cuerpo va
luado cualquiera, arquimediano 6 no, y para diversas convexida-
des (en el céso no arquimediano). No obstante, el desarrollo de
la misma muestra claras diferencias entre los casos arquimedia-
no 6 no, la mids notoria de las cuales es que los conjuntos ex-
tremos minimales nunca se reducen a puntos en el caso no arqui-
mediano. También es de destacar que los resultados correspon-
dientes a la convexidad de MONNA son triviales, apareciendo co-
mo mis adecuada la utilizacidén de la x-convexidad. En capitu-
los posteriores, y para otras definiciones, este mal comporta-

miento de la convexidad de MONNA estara presente, aunque adop-
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tando una forma distinta: Las definiciones de puntos extremos
van a depender no sélo del conjunto, sino también de un punto
previamente fijado en el mismo. Las limitaciones que la compaci
dad implica en Andlisis Ultramétrico, me plantearon el extender
esta definicidén al caso de conjuntos c-compactos convexos, lo

cual s6lo he conseguido en espacios normados.

Para conjuntos c-compactos convexos en espacios localmente
convexos, he desarrollado en el capitulo 3 la teoria de AJUPOV
ya comentada anteriormente. E1 énfasis lo he puesto en resolver
sus limitaciones, dando nuevas definiciones para conjuntos con-
vexos no conteniendo el cero, y resolviendo afirmativamente la
cuestidén de si los conjuntos extremos minimales son puntos.
Quizéds, la mayor dificultad se encuentre en extender la teoria
a cuerpos dotados de valuacidén densa, introduciendo para ello
el concepto de conjunto convexo m*-cerrado, a cuyo estudio, jun
to con otras cuestiones geométricas, se dedica el capitulo 1.

En el capitulo 4, se prueba que lavdefinicién de AJUPOV es
equivalente a una versidn modificada de la que se sigue a tra-
vés de la definicidén de hiperplano de apoyo de MONNA.

La Gltima dificultad resefiada en la teoria de AJUPOV, que
su definicibén de punto extremo es topoldbgica, queda solventada
al dar otra definicidén que da lugar a puntos extremos muy simi-
lares, y que, al no depender de la topologia, hemos llamado geo

métrica. Esta ha sido estudiada también en el capitulo 4, que

concluye con el estudio comparado de las definiciones dadas a
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lo largo de la memoria, el cual muestra que, en condiciones de

comparacidén, dan lugar a '"casi'" los mismos puntos extremos.
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PRELIMINARES

Haré a continuacidén una breve exposicién de los conceptos

y notaciones mis utilizados a lo largo de la memoria.

Salvo mencidén expresa en contra, indicaré por (k,} .1

O~

simplemente K , a un cuerpo dotado de valuacidén no arquimedia-

. . . + o
na, es decir, de una aplicacidn l . l: K—— R verificando:

(i) lal=o0 <> a = 0.

(ii) Ja.bl=lallbl Y a,bexk.

(iii) la + b l 4 max ( la I, lb l) Va,b €K ('"desigual-
dad triangular fuerte").

Represento por NK el grupo multiplicativo de valores de

K , y por 0 el anillo de la valuacién, es decir,

NK={|3~1/ aGK\{O}}; O={a6K /|alé1}.

Supondré que la valuacién de K es no trivial, es decir,

NK # i 0,1} , ¥y que K es ccmpleto con respecto a la métrica

inducida por la valuacidn.
P . . +
La valuacidén de K se dice densa si NK es denso en R ,

en caso contrario la valuacidbn se dice discreta, existiendo en-

tonces un nimero real f’ mayor que uno tal que:
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ne= [ F7 nez}.

La mayor parte de las veces, y para poder disponer de teo-

remas de separacidén, K serd esféricamente completo, es decir,

en é1 toda familia de bolas tales que dos cualesquiera de ellas

tienen interseccidn no vacia, tiene interseccidn no vacia.

Si E es un espacio vectorial sobre K , un subconjunto

. A de E se dice convexo si:
AA + MUA + YV ASA

para todo A s M, Y €0 tal que AN o+ M Y =1,

Un subconjunto A de E se dice x-convexo (x€E), si A
es convexo y contiene a x . Los conjuntos O-convexos son lla-
mados también absolutamente convexos.

Para céda conjunto A de E , designo por EC(A) (resp.

Exc(A)) la envolvente convexa (resp. x-convexa) de A . Si A

se reduce a dos puntos x,y , se utiliza la notacién C{ x,y}
para indicar la envolvente convexa de A . Denoto por [ A ]
el subespacio lineal generado por A .

Si A es una parte O-convexa y absorbente de E

, repre-

sento por P, el funcional de Minkowski de A , definido por:

pA(x)=inf§~|>\l ./ X E€MNA } (xE€E),

verificindose la relacidn:

{er / pAw)é 1} < AC.{er / pAw)é 1}.
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Ademis, si la valuacidén de K es discreta, se tiene:
A = { X&E / pA(x).é 1 }

Si A no es absorbente, serid el funcional de Minkowg

Pa
ki de A respecto de [ A ] .

Daré a continuaciédn piertos conceptos geométricos relati-
vos a los lados de un hiperplano.

Si f es una forma lineal sobre E y H es el hiperpla-
no de ecuacién f(x) = A (KA &K) , dos puntos x,y (x¢H,
y¢_H) se dicen separados por H si C {x,y}h H # ﬁ ; en ca-

so contrario se dice que x e y estan de un mismo lado de

H.

Se denota x~.y si x e y estdn de un mismo lado de

H , y se verifica:

xay &> If(x) - eI < ol - £yl

siendo -~~~ una relacidén de equivalencia sobre E . Las clases

de equivalencia respecto de la relacién ~. , se llaman lados

de H .

Un subconjunto A de E se dice que estid de un lado de
H si A esti contenido en uno de los lados de H

Dos subconjuntos A,B de E se dice que estdn separados
por H si A y B estin contenidos en lados distintos (y

por tanto disjuntos) de H .
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Si E es un espacio vectorial topoldgico sobre K , repre

sento por E° el dual topolégico de E , mientras que el simbo

lo E* indicari su dual algebraico.

Como en el caso usual, E es un espacio localmente conve-

x0 sobre K cuando posee una base de O-entornos convexos, 6 e

quivalentemente, cuando la topologia de E viene definida por

una familia de seminormas no arquimedianas (es decir, verifican
do la desigualdad triangular fuerte).

De las proposiciones 55 y 69(i) dadas por CARPENTIER
en [ 5 ] (pdg. 140 y 151 respectivamente), se sigue el siguien-
te teorema de separacidn, que serid utilizado en los teoremas

fundamentales de la memoria:

"Sea E un espacio localmente convexo separado sobre un

cuerpo K esféricamente completo, A un subconjunto con-

vexo cerrado de E y a un punto de E gque no pertenece

1

a A . Entonces, existe un hiperplano cerrado H gque sepa

También, (E, I, 1 s simplemente E , es un espacio

normado no arquimediano sobre K , si la norma |l ’ ll verifi

ca la desigualdad triangular fuerte. En este caso, indicaré por

NE el conjunto de valores de la norma de E , es decir,

N, = RIS, er\{.o}} :

Y para x,r elementos de E y RY respectivamente, denoto
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por B{x,r) (resp. B(x,r)) 1la bola abierta (resp. cerrada) de

centro x y radio r .

Una familia (x')ie.I . xieli, x, # 0 , se dice ortogo

nal si:

= Fi%i

i€s l " fes H}'Oixi !

para todo Fiélx y todo conjunto finito S <contenido en I .,

Una familia ortogonal (Xi)ié;I se dice base ortogonal de

E , si todo elemento x de E se puede escribir en la forma
de una serie convergente = Fixi segin el filtro de los
1€l

complementarios de las partes finitas de I . Si E ©posee base

ortogonal se dice que E es ortogonalizable.

Otras definiciones y resultados del Anédlisis no Arquimedia
no utilizados en esta memoria y no explicitados en estos preli-

minares, pueden encontrarse en [ 27 ] Yy [ 36 ] .
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CAPITULO 1

NUEVAS PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS

C-COMPACTOS CONVEXOS

En este capitulo se introduce y estudia ampliamente el con
cepto de conjunto convexo m*-cerrado, cuya importancia radica,
como ya ha quedado indicado en la introduccién, en el hecho de
que, dentro de la teoria de KREIN-MILMAN, los conjuntos conve-
xos c-compactos m*-cerrados desempefiaridn el mismo papel que los
conjuntos convexos compactos en el caso usual,

Este concepto aqui introducido, es relativamente préximo,
y a lo largo del capitulo se comparan ambos, al de conjunto con
vexo m-cerrado definido por CARPENTIER.

Es también importante resaltar, que esta definicidén tiene
interés sélo cuando la valuacidén del cuerpo es densa, pues todo

L)

conjunto convexo es m -cerrado si la valuacidn es discreta.

Para el resto de la memoria, los resultados mis importan-
tes son los del parrafo 2, que hacen referencia a la estructura
de los conjuntos convexos c-compactos y m*-cerrados en espacios

normados no arquimedianos.



22

Si E es un espacio vectorial topoldgico sobre K , un
subconjunto A de E se dice c-compacto si todo filtro conve-
xo sobre A posee al menos un punto adherente en A . Las pro-
piedades elementales de los conjuntos c-compactos convexos pue-

den encontrarse en el articulo de SPRINGER ( [ 40 J).

1. CONJUNTOS M™-CERRADOS .

(1.1) DEFINICION. Un subconjunto convexo de K se dice

m*-cerrado si es vacio, K , 6 una bola cerrada de la forma:

.l-xel( / Ix-xplé‘)\\} ,

para ciertos xo,)\ elementos de K .

"Mds en general:

(1.2) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial topolégico
sobre K . Un subconjunto convexo A de E se dice m™-cerrado
si, para toda f perteneciente a E° , f(A) es m*-cerrado en

K L

El interés de este concepto reside en cuerpos dotados de

valuacién densa, ya que se verifica:

(1.3) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolégicb
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sobre un cuerpo K dotado de valuacidén discreta. Entonces, to-

do subconjunto convexo A de E es n*-cerrado.

——

Demostracién

Si A es un subconjunto convexo de E , para cada f per
teneciente a E” f(A) es un subgonjunto convexo de K , por
lo que, f(A) es vacio, K , 6 una bola. Ademis, por sef la va
luacidn de K discreta, toda bola en K es de la forma
B(x, IN)) , para ciertos x, N elementos de K, con lo que,

f(A) es mY-cerrado en K .

NOTAS:

a) Dados E y F espacios vectoriales topolbgicos sobre

K , caben destacar las siguientes propiedades:

(M*-1) Si f es una aplicacidén lineal de E en F y
A un convexo m®-cerrado de E , f(A) es un convexo m*-cerra-

do de F .

(M*—z) Si A es un subconjunto convexo m®-cerrado de
E, A+x Yy A A son convexos m¥-cerrados de E , para cada

X, A elementos de E y K respectivamente.
(M*-3) Todo subespacio vectorial de E es m*-cerrado.

(M*-4) si A1 y A2 son dos subconjuntos convexos m* -
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-cerrados de E , A, + A es un subconjunto convexo m*-cerra-

1 2
do de E .

En efecto, para cada f perteneciente a E° se tiene,

f(A, + A ) = f(Al) + f(Az) , con lo que, basta probar el resul-

1 2
tado para E = K . También, podemos suponer sin pérdida de gene
ralidad que A1 Yy A2 son O-convexos, es decir,

-~

A1 = B(O0, | )1 l) y A2 = B(O, ‘ Az l) , para ciertos Al, >¥

elementos de K . Entonces, A1 + A2 = §(0,max(\ %1 - ‘ )2\),

por lo que, A1 + A2 es m*-cerrado.

b) Existen conjuntos convexos c-compactos que no son m*—cg
rrados.

En efecto, basta considerar XK esféricamente completo do-
tado de valuacidén densa. Entonces, A1 = B(0,1) vy A2 = E(O,r),

con 1?¢NK » son dos subconjuntos convexos c-compactos de K

que no son m*-cerrados.

c) Existen conjuntos convexos m*

~cerrados de E que no
son c-compactos, ya que si la valuacién de K es discreta, to-
do subconjunto convexo de E es m¥-cerrado y, trivialmente,‘no
todo conjunto convexo es c-compacto.

También, si la valuacién de K es densa y K no es esfé-
ricamente completo, la bola unidad cerrada de K es un subcon-

»

Jjunto convexo m*-cerrado de K que no es c-compacto.
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2. ESTRUCTURA DE LOS CONJUNTOS C~-COMPACTOS M* _CERRADOS EN ESPA-

CIOS NORMADOS .

Daré a continuacidén un teorema de estructura de los conjun

* _cerrados en espacios normados

tos O-convexos c-compactos y m
no arquimedianos, basado en el correspondiente teorema de es-

tructura de los conjuntos O-convexos c-compactos en espacios

de Banach, dado por VAN RO0OIJ ( [35 ]) en la siguiente forma:

"Sea E un espacio de Banach sobre un cuerpo K esférica

mente completo y A un subconjunto O-convexo c-compacto

de E no reducido al cero. Entonces, existe una sucesibn

orto 1 d 1 t de E , i 6
rtogona e elementos hﬂanEN" y una sucesidn
(D de discos en K con 1li di D =

n%meN ? nfi‘l“n‘l am Y, °5
tal que:

A = {%anun / aneDn VnG_N }".

n=1

Por un disco en X se entiende un subconjunto de K que

O~

es K &6 un conjunto del tipo { A €K / DY }
{ ANEK / M &r } » con r » 0 , También, diam D deno

ta el didmetro de Dn » €l cual es infinito si D ~es K .
: n

o0
Nétese que ;E a u converge para toda sucesibn
n=1

(a fe) o1 »
n)neJi’ con a. perteneciente a Dn para cada natural n .
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NOTA: Obsérvese que el resultado anterior es también cier-
to cuando E es un espacio normado no arquimediano sobre X ,
ya que si A es un subconjunto O-convexo y c-compacto de E ,
A verifica las hipdtesis del teorema de VAN ROOIJ considerado

como subconjunto del completado de E , E .

En lo que sigue, consideraré s6lo conjuntos O-convexos no

reducidos al cero.

(1.4) TEOREMA. Sea (E, ‘l,\\ ) un espacio normado no ar-

gquimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A

un subconjunto no vacio O-convexo c-compacto de E , (u )

n n&N
una sucesidén ortogonal de E , y (D ) una sucesidn de dis
e n né&N
] | (| iam o - o,
cos en con iiﬁon u diam n 0 tal que,
OO V
A = n§—1 a u / aneDn n€N .

Entonces, son equivalentes:

(i) A es m*-cerrado en E .

L. »*
(ii) Dn es m -cerrado en K , para cada natural n .

Demostracién

(i) implica (ii): Para cada natural =n , la aplicacién
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> xu —_——X
. n
n=1
es lineal y continua, por lo que, fn(A) = Dn es m*—cerradplcn

K .

(ii) implica (i): Si para cada natural n , Dn es diitig

to de K , se tiene, Dn = E(O,\Xn‘) , para un cierto }\.Ai_en

€ .6 n . ‘ T

K , con lo que, la sucesién (Anun)neN converge a cero A_n

tonces, dados f y x = 21: x U elementos de E y A v};?ss.-
: n=

pectivamente, se verifica:

If(x) |= Ifo(u )|$sup‘x ||f‘(u )Ié
n=1
< ﬁﬁ; | A e |= IAjllf(uj)l,
n=

para un cierto natural j .

Por tanto, si M = >\J.f(uJ.) , f(A) estid contenido Qn
B(O, lul) '. Adémés, se verifica la iguaidad; en efecto, s1
A = 0 el resultado es trivial, y si _«¢ es distinto 'de'.c'ero

s 7

¥ A es un elemento de K con J[A|l% \/“" y, x =& N\ u:v. ,
373 -
con o =% , €s un punto de A tal que f(x) = PN , e_i; ;le-

cir, A pertenece a f(A) .
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En conclusién, f(A) = E(O,\/LI) » por 1o que, f(A) es

m*—cerrado en K .

Si existe un natural n tal que Dn = K , denoto por
N0 el conjunto:
No={néN/Dn=K}.
Dada f en E’ , pude suponerse sin pérdida de generali-
dad que f(un ) es distinto de cero para algin n, pertene-

0

teneciente a No , pues sino, se razona como en el caso ante-
rior. Entonces, se tiene que f(A) es igual a K , ya que, si

f‘(un ) = (3 (@EK) » para cada elemento E de K

X = u - es un punto de A tal que f(x) = £ .

£
@ P

NOTA: Obsérvese que en las hipbtesis de (1.4), A es aco-

tado en E si y sélo si Dn es acotado en K para cada natu-

ral n . Ademis, se verifica:

(1.5) TEOREMA. Sea (E, ||, |l ) un espacio normado no ar-

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A

. L4 0‘_ »
un subconjunto no vacio convexo c-compacto m" —-cerrado y aco-

tado de. E ., Entonces, existe una sucesidn ortogonal de elemen-

tos de E , (en)neli’ con lim ||eﬁ ||= 0 , tal que:

n_.bsca

oo
A = [ X e / | x £ 1 Ynen .
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Demostracién

Por (1.4), existe una sucesidén ortogonal (un)neiN de ele

i 6 con
mentos de E , y una sucesibén en K , ()\n)nEN ,

iiic Ixnl H u ” =0 , tal que:

TN B PR DY vnew.

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que todo A\

es distinto de cero, con lo que:

D
A = = ®n A u / ®n &1 VDJEN .
nn r— ‘
n=1 A )\
n n
Por tanto, la sucesién (en)nEJq’ definida por
e = ‘Xnun para cada natural n , es una sucesidn ortogonal de
elementos de E , con lim ‘le |} =0 , tal que:
N- oo n
= / 1 Ynen
= X € < .
A E%; n€n | x| < n€&N

(1.6) PROPOSICION. Sea (E, |}, |}) un espacio normado no

arquimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A

un subconjunto no vacio O-convexo y c-compacto de E . Enton-

ces, si la interseccién de A con toda recta es m*-cerrado en

dicha recta, A es m*-cerrado en E
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Demostracién

Sea {(u )

la sucesidén ortogonal considerada en (1.4).
n'né&N

Para cada natural n , la interseccidén de A con la recta

L determinada por 0 y un es m“*-cerrado en L , es decir,

D_ = {Ae:x / }\uneA },
*

es m —cerrado en K .

Como se muestra en el siguiente ejemplo, el reciproco del

resultado anterior en general no es cierto:

(1.7) EJEMPLO. Sea (E, ||, ||) un espacio normado no ar-

guimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo dotado de

valuacidén densa. Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-

—compacto m*-cerrado y acotado de E sy (e ) la sucesibn

n"'n&N

ortogonal construida en (1.5) tal que,

A={§xnen/txn|.‘.1 VneN}.

+
Si r <1 ertenece a R N X -
p e 7 ( n)né.N es una suce

sién de elementos no nulos de K tal que la sucesibén de sus mb

es creciente y converge a r

dulos, (lxnl) , entonces,

néEN ’

o> ’
X = X e es un elemento de A tal que la interse i 4
:E n%n q ccidén de
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A con la recta S determinada por 0 y x no es m® -cerrado

en S ; en efecto, se tiene:

)\x€A<:>I>\||xn|£-1 VnéN(‘_“:")

, 1 ) 1 )
&> inf { BN / né&N i e raih 1> | X
neN @ P

por lo que,

{Aex / )\xéA} = B(o, 1)

que no es m*-cerrado en K , ya que r no pertenece a N_ .

K

3. C-COMPACIDAD EN ESPACIOS NORMADOS SOBRE CUERPOS LOCALES

Es conocido que si K es un cuerpo dotado de valuacidn no
arquimediana y E un espacio vectorial topoldégico sobre K ,

todo subconjunto compacto de E es c-compacto.

Reciprocamente, si el cuerpo K es local, se verifica:

(1.8) TEOREMA. Sea (E, ‘l, ]!) un espacio normado no ar-

quimediano sobre un cuerpo K local. Entonces, todo subconjun-

to convexo c-compacto y acotado A de E

» €S compacto.

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A O-convexo.
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Como la valuacién de K es discreta, A es m¥*-cerrado y, por

(1.5), existe una sucesidén ortogonal (en)ne N de elementos de
E con lim ||e ]l: 0 , tal que:
N 0O n

n=1

A={§xnen/lxnlél VneN}.

La aplicacién:

f

A_.__...I | BK(O,l)
n& N

n"'né&EN

es biyectiva y continua, por lo que, es suficiente probar que

tiene inversa continua y, para ello, bastarid ver la continuidad

-1

en el origen de f .
] m
Supuesto que 1lim x = 0 para cada natural n , hay que
m-»><co -
v 1 idén (xm) definid m < "
er que la sucesid nEN ’ inida por x = =3 x e
n=1
. . . m
converge a cero. Si, por reduccidén al absurdo, (x )meN no

converge a cero, existe un natural j , tal que para todo natu-

‘m o
ral m , existe m,> m con le ! 1|:> fﬂ » €s decir,
m ;
sup |x | [[e, || > P -
Como  1lim lle |]= 0 , existe un natural p , tal que
N-» ©O© n
J

e, 1= p

para todo n 2 p , por lo que,
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ml ml m
nex xnlllen“=max( T I R AR N I IR [ R
> fﬂ X

( m) ( m) )
Como X )nen 200 xp meN SOn sucesiones convergen-

tes a cero, existe m perteneciente a N tal que,

lxxfléfjlle1”_1"""lleé’PJ‘lepll_l Vm7,mo R
con lo gque,
max(leIHelli,...., lxxpnl“epH)é f"] Vm?,mo

: absurdo.

Por tanto, si E es un espacio normado no arquimediano so
bre un cuerpo K 1local, todo subconjunto convexo c-compacto de
E es homeomorfo a un producto contable del anillo de los ente-
ros de K , obteniéndose asi un resultado anidlogo al dado por
CARPENTIER acerca de la estructura de los conjuntos O-convexos

compactos, en la siguiente forma:

"Sea K un cuerpo con valuacidén discreta completo, E un

ey

espacio vectorial topolégico sobre K y A wun subconjun-

to O-convexo compacto de E . Entonces, existe un isomor-

. . I
fismo-homeomorfismo de A sobre un producto 0  , dotado

de la estructura algebraica y de la topologia producto"

([5 ]. pég. 152).
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4. CONJUNTOS M-CERRADOS Y M*-CERRADOS .

En este apartado se completa el estudio del concepto de
conjunto m-cerrado introducido por CARPENTIER, viéndose su rela

*

cién con el concepto de conjunto m™-cerrado establecido ante-

riormente.

(1.9) DEFINICION. Un subconjunto convexo de K se dice

m-cerrado si es vacio, K , 6 un conjunto del tipo:

{}(6 K / {x-x |<r } ,

(o]

. . + .
para ciertos X »T elementos de K y R respectivamente.

M4s en general:

(1.10) DEFINICION., Sea E un espacio vectorial sobre K .

Un subconjunto de E se dice m-cerrado alrededor de un punto,

si su interseccidén con toda recta pasando por ese punto es m-ce

rrado en dicha recta.

Un subconjunto convexo de E se dice m-cerrado si su in-

terseccidn con toda recta es m-cerrado en dicha recta.

NOTAS:

a) Si E es un espacio vectorial sobre K , se verifica:
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(M-1) Un subconjunto convexo de E m-cerrado alrededor
de un punto es m-cerrado, es decir, los conceptos m-cerrado y

m-cerrado alrededor de un punto son equivalentes.

(M=2) Si A es un subconjunto convexo m-cerrado de E,
A +X y ANA son subconjuntos convexos m-cerrados de E , pa-

ra cada x, A elementos de E y K respectivamente.

(M=3) Si A, . es una familia de convexos m-ce-
if{i€Tx
rrados de E , entonces, /A\ A, es un convexo m-cerrado de
iel

(M-4) Todo subespacio vectorial de E es m-cerrado.

b) Para toda seminorma no arquimediana, las bolas cerradas

son m-cerradas.

c) Si E y F son espacios vectoriales sobre K y f

una aplicacidén lineal de E en F , se tiene:

(M=5) Para todo conjunto convexo m-cerrado A de F

f "(A) es un subconjunto convexo m-cerrado de E .

(M-6) Si B es un subconjunto convexo m-cerrado de E,
en general, f(B) no es m-cerrado en F . Es fécil ver que
f(B) es m-cerrado en F si y sbélo si B + Kerf es m-cerrado

en E .

La demostracién de estas propiedades puede encontrarse en

[5 ], pag. 124-126.
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También, pueden hacerse las siguientes observaciones:

d) E1 concepto de conjunto m-cerrado es similar al de con-
junto linealmente compacto ( [ 6 1.vol.11), dado en el caso u-

sual en la siguiente forma:

"Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo de los rea-
les 6 de los complejos. Un subconjunto A de E se dice

linealmente compacto si la interseccién de A con toda

recta es un intervalo cerrado de la forma:

[a s b ]: { YEE / y = Aa+ (1 - A)b s 04 A €1 } ",
Para espacios vectoriales topolégicos, cabe destacar:

e) Existen conjuntos convexos m-cerrados gue no son c-com-
pactos.

En efecto, si E es un espacio normado no arquimediano so
bre K y la dimensién de E es infinita, A = EE(O,l) es un

subconjunto convexo m-cerrado de E que no es c-compacto.

f) Existen conjuntos convexos c-compactos que no son m-ce-

rrados.

En efecto, si K es un cuerpo esféricamente completo con

valuacién densa, A BK(O,l) es un' subconjunto convexo c-com-

pacto de K que no es m-cerrado.

El interés de este concepto reside también en cuerpos dota
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dos de valuacidén densa, ya que se verifica:

(1.11) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial sobre un

cuerpo K dotado de valuacidn discreta. Entonces, todo subcon-

junto convexo A de E es m-cerrado.

—————

Demostracidn

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A O-convexo
y absorbente, pues en caso contrario, basta hacer una trasla-
cidén 6 considerar el subespacio engendrado por A en vez de
E .

Por ser la valuacibén de K discreta, A es la bola uni-

dad cerrada en P, > por lo que, A es m-cerrado en E

Como en (1.4), puede darse el siguiente teorema de caracte
. . s .
rizacidn de los conjuntos O-convexos c-compactos m-cerrados en

espacios normados no arquimedianos:

(1.12) TEOREMA. Sea (E, || , |}]) un espacio normado no ar

quimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A

un subconjunto no vacio O-convexo c-compacto de E

, (u)

n'né&N
una sucesién ortogonal de E , y (D_) una sucesidén de dis
-~ n'né&€N
cos en K con lim l]u lldiam D =0 , tal que,
N~ n n —
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A={zanun / a_€D_ VnEN}.

Entonces, son equivalentes:

(i) A es m-cerrado en E .

(ii) Dn es m-cerrado en K , para cada natural n .

Demostracidn

(i) implica (ii): Como en (1.6).

(ii) implica (i): Basta probar que para todo x en A ,

el conjuntd:
c={>\€_x / >\x€.A}

es m—-cerrado en K .

Si para cada natural n , Dn es K 6 un conjunto del ti
— + SO Lo
po B(O,rn) con rnEIl , dado x = Z%.xnun , se verifica:
n=

AxEA D >\xn€Dn Ynew <—_—:>|>\xn|é r VnG_N /

r
. n
/ D # Kk <> I X & inf / D £ K y x #£0 } =
n |x | n . n
n
= T N
con lo que, C = E(O,r‘) es m-—cerradd en K .

En general, la suma de dos conjuntos convexos m-cerrados
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no es m-cerrado ([ 5 ], pidg. 126). Sin embargo, se tiene el si-

guiente resultado:

(1.13) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa

rado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sean A1 Yy

A dos subconjuntos convexos m-cerrados de E , A c-compac-

2 1
to y A2 cerrado. Entonces, A1 + A2 es un subconjunto conve-
x0 m-cerrado de E .
Demostracidn
Sin pérdida de generalidad, puede suponerse A1 y A2 0-
-convexos. Sea z un elemento de A, + A un
' 1 2 ¥ (An)neN a

sucesién de elementos de K tal que la sucesidén de sus médu-

los, (\>\n\)

es creciente y >\nz pertenece a A_ + A

né&N ’ 1 2

da natural . Basta probar i -
para cada natura n a p que si (\)\nl)neN conver

ge a \Al para un cierto N en K , también se verifica que

Az pertenece a A1 + A2 » pues asi, el conjunto:

C={>\€K / )\zeA1+A2}

P

es K &6 una bola cerrada.
-Para cada natural n , sean los conjuntos:

A

An

n
n

= A + M = 1
Al Alf\( . >\nz) ;3 D

Entonces, Dn es un subconjunto no vacio convexo y cerra-
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A
do de . Ademis, para cada natural n , se tiene que
1
Dn+1C: Dn ; en efecto, si x es un elemento de Dn+1 s ‘kn+1x
pertenece a A1 y existe y en A2 , tal que >B+1z =
=y + >;+1x , por lo que:
>‘n An
>\nx€A1 y >\nz=——-—-—y+ >\nx,con yeAz,
An+1 An+1
es decir, x es un punto de Dn . Por tanto, por ser A1 c-
-compacto, /A\ Dn es no vacia.
neN

Si X4 es un elemento de /N\ Dn » por ser Al m-~cerra-
né€&€N

do se tiene que >\x0 pertenece a A1 . También, si para cada
tural s nto de A tal X =

natura n, y,  es un pu 2 al que >\n 0

=y, + ,an , por ser A2 m-cerrado, >\(x0 - z) pertenece a

Por tanto, A zZ = %‘XO + )\(z - xo) es un elemento de

Aunque en general la imagen mediante una aplicacidén lineal
de un conjuntoc m-cerrado no es m-cerrado, como consecuencia de

(1.13) se verifica:

(1.14) COROLARIO. Sean E y F espacios localmente conve

Xx0s separados sobre un cuerpo XK esféricamente completo y f

una aplicacidén lineal y continua de E en F . Entonces, si A
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es un subconjunto convexo c-compacto y m-cerrado de E , f(A)

es un subconjunto convexo c-compacto y m-cerrado de F .

Demostracién

Trivialmente, f(A) es un subconjunto convexo c-compacto

de F . Ademis, por (1.13), A + Kerf es m-cerrado en E , con

lo que f(A) es m-cerrado en F .

(1.15) LEMA. Sea E un espacio localmente convexo separa-

do sobre un cuerpo K esféricamente completo y A un subcon-

junto convexo cerrado de E . Entonces:

a=N{ehrw) / rerr .
Demostracién

-1
Si B = /‘\ {f (f(a)) / feE’ }, trivialmente A esté

contenido en B . Ademds, si X,  es un elemento de BN\ A , e-
xiste un hiperplano cerrado H de ecuacibdn f(x) = X (R EK)
que separa X Y A , es decir,

lex)) - ot l&lf(x) - £(a)| VYaea,
y como f(xo) pertenece a f(A) , se tiene que f(xo) = K

absurdo, con lo que B coincide con A .
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El siguiente resultado muestra la estrecha relacién exis-

tente entre los conceptos de conjunto m-cerrado y m®-cerrado:

(1.16) PROPOSICION. Sea E un espacio localmente convexo

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A un

subconjunto convexo c-compacto de E . Entonces, son equivalen-

tes:

(i) A es m-cerrado en E .

(ii) f(A) es m-cerrado en K , para toda f pertenecien-

te a E° .

Demostracién

(i) implica (ii): Consecuencia de (1.14).

(ii) implica (i): Para cada f perteneciente a E’ ,
-1
f(A) es m-cerrado en K y, por tanto, f (f(A)) &es m-cerra-
do en E , con lo que, por (1.15), A es m-cerrado en E .

MAis adtn, se verifica:

(1.17) PROPOSICION. Sea E un espacio localmente convexo

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Entonces,

todo subconjunto convexo cerrado y m*-cerrado de E , es m~-ce-
e ——

rrado.
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Demostracién

*

Si A es un subconjunto convexo m -cerrado de E , f(A)

es m*-cerrado, y por tanto m-cerrado, en K , para cada f en

E° , con lo que, por (1.15), A es m-cerrado en E .

NOTA: El reciproco de la proposicién anterior en general
no es cierto.

En efecto, supuesto K esféricamente completo dotado de
valuaciép densa y re.R+\\NK , A = B(0,r) es un subconjunto

"convexo cerrado y m-cerrado de K que no es m*-cerrado.

En los pirrafos anteriores se dan ciertas analogias y dife
rencias entre los conceptos de conjunto m-cerrado y m*-cerrado.
Finalmente, cabe destacar el hecho de que en todo espacio norma
do no arquimediano, las bolas cerradas son m-cerradas, no sien-
do en géneral m*-cerradas, como se muestra en los siguientes e-

jemplos:

(1.18) EJEMPLO. Sea (E, || , ||) un espacio normado no ar

gquimediano de dimensidén infinita sobre un cuerpo K dotado de

valuacidén densa, tal que E posee una base ortonormal numera-

+
. R i 4
ble, (en)_neN Sea r¢€ \NK y | >\n)n€N una sucesidén de

elementos de K tal que la sucesién de sus mbédulos,
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(LA 1)

es creciente converge a r .
n €N y g

La aplicacidn:

es lineal y continua, ya que sup If(en)l = r . También:
n€N

- o
B(0,1) = { :E: x e / |xn |&1 VrleN } ,

con lo que, f(B(0,1)) estid contenido en B(0,r) . Ademés,
f(B(0,1)) no es m*-cerrado en K , pues si f£(B(0,1)) fuese

un conjunto del tipo EXO, IXl) para un cierto DN en K , ne

cesariamente | Al < r : absurdo, ya que sup [f(en) | = r .
néN

Por tanto, la bola unidad cerrada de E no es un conjunto

m¥-cerrado.

(1.19) EJEMPLO. Sea K un cuerpo valuado no arquimediano

+
cualquiera. Dado seR‘\NK » Se construye el espacio normado
no arquimediano K(s) = (K, ||, !!) , con la norma:
flx J1=s x| Vxex .

Entonces, para cada )\ en K , A>\ = E}o, IXl) no es

—

m®-cerrado en K(s).

En efecto, si existiese X en K tal que Ay fuese

m”—cerrado, por ser la aplicacidn identidad i de K(s) en K
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lineal y continua, i{(B(0, IX})) = B(0,lAl ) seria m*-cerrado
s

en K : absurdo.

NOTA: Obsérvese que si E es un espacio normado no arqui-

mediano de dimensién finita y ortonormalizable sobre un cuerpo
K valuado no arquimediano, toda bola cerrada en E de la forma
B(o, IAl) para un cierto A perteneciente a K , es m*-cerra-

do en E .

En efecto, si (ei)il_l1 es una base ortonormal de E , se
tiene:

_ n

B(0, \X\l) = 12—1 x.e. / |xi|£-\)\\ Vlé{l,...,n}

con lo que, por (1.4), E(O, iAl) es m*-cerrado en E .
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CAPITULO 2

TEOREMA DE KREIN-MILMAN PARA

CONJUNTOS COMPACTOS

En este capitulo se desarrolla una teoria de puntos extre-
mos para conjuntos compactos convexos de espacios vectoriales
topoldégicos que sirve indistintamente para los casos de valua-
cién del cuerpo base arquimediana 6 no. En este Gltimo caso, ca
ben destacar varios aspectos:

En primer lugar, los conjuntos extremos cerrados minimales
que en el caso usual se reducen a los puntos extremos, tienen
ahora siempre cardinal mayor que uno.

De los diversos tipos d¢ puntos extremos (uno para cada
clase de convexidad que se considere), el que corresponde a la
convexidad de MONNA da lugar a resultados triviales, hientras
que tiene un mejor comportamiento, comparable al de los casos
usuales, el que corresponde a la convexidad absoluta & 0-conve
sidad.

Asi como la existencia de bases ortogonales en Andlisis no

Arquimediano permite una completa descripcién de los conjuntos
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compactos convexos, y consecuentemente de los puntos extremos,
citemos finalmente como aspecto limitativo, que la existencia
de conjuntos compactos convexos no reducidos a puntos, obliga a
la compacidad local del cuerpo base.

El capitulo concluye con el estudio de los puntos extremos
en dos tipos de conjuntos (no compactos): bolas en espacios nor
mados sobre cuerpos con valuacién discreta y conjuntos c-compac

tos m*-cerrados y acotados en espacios normados.

1. CONJUNTOS SEMICONVEX0OS Y PUNTOS C-EXTREMOS .

(2.1) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial sobre un

cuerpo K valuado. Se dice que un subconjunto A de E es se

miconvexo si:
NA + (1 = A )as A

para todo AN en K con IXl <1,

NOTAS:

a) Este concepto es relativamente préximo al de conjunto
débilmente convexo dado por MONNA ( [27 ], pag. 28) en la si-

guiente forma:

"Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K wvaluado
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no arquimediano. Un subconjunto A de E se dice débil-

mente convexo si para todo x,y elementos de A y para

todo A en K con Xl <1, >\x+(1—>\)y pertene

Trivialmente, todo conjunto convexo es débilmente convexo.
Ademis, si dim E = 1 , los dos conceptos son equivalentes y,

si dim E >1 , dichos conceptos son equivalentes si y sélo si

k#F, ([27]).

b) Si K es R & C , todo conjunto semiconvexo es conve
x0, mientras que si K es un cuerpo valuado no arquimediano,

todo conjunto convexo es semiconvexo.

c) Si E y F son espacios vectoriales sobre un cuerpo

K valuado, caben destacar las siguientes propiedades:

(s-1) S8i f es una aplicacidén lineal de E en F y

A es semiconvexo en E , f(A) es semiconvexo en F ; si B

. -1 .
es semiconvexo en F , f (B) €S semiconvexo en E

(S-2) Si A es un conjunto semiconvexo de E , x + A
y ANA son también semiconvexos, para cada x,)\ elementos de

E y K respectivamente.

(s-3) si A y B son subconjuntos semiconvexos de E,

A + B es semiconvexo.

(S-4) La interseccidén de una familia de conjuntos semi-
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convexos de E es semiconvexo.

(S-5) La unién de una familia filtrante creciente de

conjuntos semiconvexos de E es semiconvexo.

(2.2) DEFINICION, Sea E un espacio vectorial sobre un

cuerpo K valuado, x un elemento de E y A un subconjunto
no vacio de E . Se dice que una parte no vacia S de A es

conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A si:

i) S es semiconvexo.

ii) Para cada subconjunto finito { xl,...,xn } de A tal

que Eg({x,,..0ux J)IMNS # 6 (resp. Eyxo({x ,...,x PNAS 4

£ 06) , existe iE{l,...,n} para el que xies .

En los resultados posteriores, enunciados simultineamente
para conjuntos (puntos) c-extremos y (x,c)-extremos (x€E), se
harian las demostraciones en el caso c-extremo, siendo idénticas

las correspondientes al caso (x,c)-extremo.

(2.3) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial sobre un

cuerpo K valuado. Sea A un subconjunto convexo (resp. x-con

vexo) de E y S una parte no vacia semiconvexa de A . Enton

——

ces, son equivalentes:

(i) S es conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A.

(ii) ANS es convexo (resp. x-convexo).
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Demostracién

(i) implica (ii): Dados xl,...,xn elementos de ANS ,

por ser A convexo y S conjunto c-extremo de A , se tiene

que Eco( { xl,...,xn} )C Ay Ec({ xl,...,xn} )As = 4 , por

lo que ANS es convexo.

(ii) implica (i): Dados XiseeosX elementos de A que
no pertenecen a S , por ser ANS convexo, Ec(-{xl,...,xn })
esti contenido en ANS

, es decir, Ec({ XypeeesX &)f\S =g ,

por lo que S es conjunto c-extremo de A .

NOTA: (ii) implica (i) es valido aunque A no sea convexo

(resp. x-convexo).

(2.4) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolégico

separado sobre un cuerpo K valuado y A wuna parte no vacia

semiconvexa y compacta de E . Entonces,

JD = { SS& A / S es conjunto c-extremo (resp.

(x,c)-extremo) cerrado de A } ,

es un conjunto ordenado inductivo respecto de la inclusibn y,

por tanto, existen elementos minimales en <JD .

Demostracibn
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Trivialmente, cCD es no vacio, ya que A pertenece a

c_P . Ademis, si { si}iéI es una cadena descendente en c(o,

s = () s

., es una cota inferior de { S, }. en cﬁ) y Ya
ieq 1 iJier

que S es no vacio por ser A compacto, siendo inmediato que

S es cerrado y conjunto c-extremo de A .

(2.5) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial topolégico

sobre un cuerpo K valuado, A un subconjunto no vacio de E
y AD la familia considerada en (2.4). Se dice que un punto a

de A es punto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A , cuando

a pertenece a alguno de los elementos minimales de ch'
~E1 conjunto de los puntos c-extremos (resp. (x,c)-extre-

mos) de A se denota por Extc(A) (resp. x—Extc(A)) .

Si_ K es R 6 C , por § (A)‘ se representa el conjunto
de puntos extremos de un conjunto A en el sentido usual. Néte
se que si E es separado y A es un subconjunto convexo de
E , dado x perteneciente a § (A) , es conocido que A\\{x}
es convexo, por lo que, { x} es un conjunto c-extremo cerra-
do minimal de A , es decir, & (A) estd contenido en

Extc(A)'. Ademéds, se verifica la igualdad:

(2.6) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico se-

parado sobre K (R &6 C) , con E” total. Sea A un subcon-
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junto no vacio convexo y compacto de E . Entonces,

§(a) = Extc(A) .
Demostracidn

No existe ningin conjunto c-extremo cerrado minimal de A
con mas de un punto.

En efecto, si existiese un tal conjunto c-extremo S , co-
mo S es semiconvexo y cerrado, S es convexo y compacto, por
lo que &(S) es no vacio. Ademds, ANS es convexo, con lo
que, E(s)YN &(a) 2 8 ( [6 ], vol.II, pég. 143), lo que impli
ca SN &EA) # @ ::absurdo, por ser S minimal y & (A) sub-
conjunto de Extc(A) .

Por tanto, los Gnicos conjuntos c-extremos cerrados minima
les son 1os reducidos a un dnico punto, es decir, £ (A) =

= Ext (A) .
c

En lo que sigue, me limitaré al estudio de los puntos y
conjuntos extremos en cuerpos base dotados de valuacidn no ar-

quimediana.

(2.7) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolégi-

co separado sobre X y A una parte no vacia compacta de E

Entonces, todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado
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S de A contiene al menos un punto c-extremo (resp. (x,c)-ex-

tremo) gg A .
Demostracién

Por ser A compacto, S es compacto y, razonando como en

JD = { M&ES / M es c-extremo de A } ,

es un conjunto no vacio ordenado inductivo que posee elementos
minimales, con lo que, S contiene al menos un conjunto c-ex-
tremo cerrado minimal de A y, por tanto, un punto c-extremo

de A .

(2.8) PROPOSICION. Sea E wun espacio vectorial topoldgico

separado sobre K y A un subconjunto no vacio convexo y com-

pacto de E . Entonces, para cada elemento a de A y para ca

da f en E° ,

— c—

S.f = {seA /| £f(s) - f(a) | = sup |[f(x) - f(a) | }
XEA

es un conjunto c-extremo y (a,c)-extremo cerrado de A y, por

tanto, existe un punto xaf c-extremo (resp. (a,c)-extremo) de

A , tal que:

Pf (x ) - fla) |= sup | £(x) - £(a) | .
XE€EA

Demostracidn
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Si ¢ = sup |f(x) - f(a) |, el conjunto:
XEA

s.o= | s€a / [f(s) - fla)]=c ]

Id » 0
es no vacio, puesto que A es compacto. Ademas, puede suponer-

se que a no pertenece a Saf , ya que, en caso contrario,
saf = A , y el resultado es obvio.

Trivialmente, Saf es cerrado. También, Saf es semicon-
vexo, pues, dados x,y elementos de Saf y >\ perteneciente

a kK con IXN| <1 s se tiene que 1 - A | = 1 y, por tanto,

[AV I f(x) - f(a) | < (1 = XN)|If(y) - f(a) |, con lo que:

(AKX + (1 = N)y) - f(a) |=

1)

l)\(f(x) - f£(a)) + (1 = AN )(f(y) - £(a))l=

1

max(IXN] [f(x) = f£(a) |, 11 - A} | f(y) - f(a)]) =

i

[t = AN || f(y) - f(a) |=¢ ,

con lo que, Ax + (1 - XN)y .pertenece a S .

af
. Finalmente, A\\Saf es convexo. En efecto, si
{xl,...,xn} es un subconjunto finito de A\\Saf y %1,.., Xh
son elementos de K con l Ai 155:1 para cada 1i¢€ {1,...,n} ,
n .
tales que ;EE Xi =1, se tiene:

n n
!f(Z >\ixi) - f(a) l= lZ >\i(f(xi) - f(a)) | &

i=1 i=1

n
< max(l)xi(f(xi) - flanl)<« e,
i=1

n
con lo que, E )\ixi pertenece a A\.Saf .
i=1
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Por tanto, Saf es un conjunto c-extremo y (a,c)-extremo
cerrado de A que, por (2.7), contiene un punto c-extremo

{resp. {(a,c)-extremo) X, ¢ de A , verificando:

| £(x_o) - f(a) | = sup | f(x) - f(a) | .

X€EA

f

2, ESTRUCTURA DE L0OS CONJUNTOS C-EXTREMOS MINIMALES. TEOREMA DE

KREIN-MILMAN .

En este apartado se estudian diversas propiedades de los
conjuntos c-extremos, desembocando en el teorema (2.12), donde
se asegura que, a diferencia de los casos usuales, los conjun-

tos c-extremos nunca son puntos.

(2.9) LEMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico sobre

K . Sea A un subconjunto no vacio convexo de E y B un sub
conjunto convexo de A . Entonces, si el interior de B respec

i » . !
to de A , BA , €8 no vacio, B es abierto y cerrado en A

Demostraciédn

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse A y B 0-

. 1 ' . :
~convexos. Si BA es no vacio, existe un elemento x de B
. o}

tal que B es entorno de x en A

o . Ademds, B es entorno
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en A de cada uno de sus puntos, ya que, si x pertenece-a B
se tiene, B = B - X+ X . También, si 'y pertenece a ANB ,

BN(y + B) = § , por lo que, ANB es abierto en A 'y, por

tanto, B es cerrado en A .

Cabe destacar el siguiente resultado acerca de la estructu

ra de los conjuntos c-extremos:

(2.10) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico so

bre X y A un subconjunto no vacio convexo (resp. x-convexo)

de E . Entonces:

(i) Para todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) mi-

nimal S de A , 6 bien el interior de S es vacio, 8 S es

abierto en E .

(ii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado

de A , es abierto en A .

(iii) Si el interior de A es no vacio, todo conjunto c-ex-

tremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado de A , es abierto en E .

Demostracidn

(i): si el interior de A es vacio, también es vacio el

interior de S . Si el interior de A es no vacio, A es a-

) i i i
bierto y cerrado en E , por lo que, S = SA . Como Sl es se
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es convexo, ya que,

a~st = asst - Gws),

A A
se tiene que Si es un conjunto c-extremo de A y, por ser S
minimal, si S8 no es abierto en E , necesariamente Si es va
cio.
(ii): 81 S es un conjunto c-extremo cerrado de A ,

ANS es un conjunto convexo abierto en A y, por (2.9), AXS

es cerrado en A , es decir, S

({iii): Consecuencia de (ii).

(2.11) COROLARIO. Sea E

es abierto en A

un espacio vectorial topolébgico

sobre K

y A

un subconjunto convexo (resp. x-convexo) de

E.

Entonces, son equivalentes:

(i) E1 interior de A

es no vacio.

(ii) Existe un conjunto

c-extremo (resp. (x,c)-ex-

tremo) cerrado de A cuyo

interior es no vacio.

(iii) Todo conjunto c=-ex
tremo (resp. (x,c)-extremo)

cerrado de A tiene inte-

. L4
rior no vaczio.

"(i’) El1 interior de A

es vacio.

(ii”) Existe un conjunto

c-extremo (resp. (x,c)-extre-

mo) cerrado de A cuyo inte-

rior es vacio.

(iii”) Todo conjunto c-ex-

tremo (resp. (x,c)-extremo) ce

rrado de A tiene interior va
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Por tanto, existe una correspondencia "biyectiva" entre
los conjuntos convexos (resp. Xx-convexos) de interior no vacio
p
y los conjuntos c-extremos (resp. (x,c)-extremos) de interior

’ » ’ . . ’
no vacio; analogamente para el caso de interior vacio.

(2.12) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topolbgico se

parado sobre K y A un subconjunto no vacio convexo (resp.

x-convexo) de E . Si A posee mis de un elemento, no existe

ningin conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) de A reducido

a un Gnico punto.

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer A O-convexo
(ver (2.18)) y absorbente (en caso contrario se razona con el
subespacio engendrado por A en vez de con E).

Si el interior de A es no vacio, el resultado es conse-
cuencia inmediata de (2.10)(iii).

Si A es acotado y c. Bp son la topologia inicial

E
A
en E y la definida por pA en E respectivamente, se tiene
que EE £ C . Ademas, A tiene interior no vacio respecto
Py
de 85 , con lo que, no existe ningGn conjunto c-extremo de
A

A reducido a un Gnico punto.

Finalmente, si A no es acotado y S = {x} €s un conjun-
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to c-extremo de A , existe y en A distinto de cero tal que
x pertenece a Ay = Eqc(y) . Entonces, S es conjunto c-extre
mo de Ay , €l cual es un subconjunto O-convexo acotado de E

con mAs de un elemento: absurdo.

A continuaciébén probaré que, si A no se reduce a un dnico
punto, todos los conjuntos g—extremos cerrados minimales de A
son propios. MA4s adelante (pirrafo 4), se estudiari cuando el
conjunto de puntos c-extremos de A es un subconjunto propio

de A .

(2.13) PROPOSICION. Sea E un espacio localmente convexo

separado sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A un

subconjunto no vacio convexo (resp. x-convexo) y compacto de E

no reducido a un Gnico punto. Entonces, todo conjunto c-extremo

(resp. (x,c)-extremo) cerrado minimal de A es distinto de A.

Demostracidén

Dado x perteneciente a A , como A no se reduce a un
Gnico punto, existen z,f elementos de A y E’\\{O} respec-
tivamente, tal que =z es distinto de x y f(z) es distinto

de f(x) , con lo que, segin (2.8),

Sxf = i s€A / |f(s) - f(x) | = sup | fy) - f(x) | }
yEA
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es un conjunto c-extremo y (x,c)-extremo cerrado propio de A ,

ya que x no pertenece a S

xf

(2.14) TEOREMA (de KREIN~MILMAN). Sea E un espacio local

mente convexo separado sobre un cuerpo K esféricamente comple

to. Sea A un subconjunto no vacio convexo (resp. x-convexo)

y compacto de E . Entonces:

A = Ec(Extc(A) )

(resp. A = E;C(x—Extc(A)).

Demostraciédn

Evidentemente. EC(Extc(A)) estid contenido en A . Tam-

bién, si x es punto de E que no pertenece a EC(ExtC(A)) R
o

existe un hiperplano cerrado H de ecuacibén f(x) = K

(oL €K) que separa XY .EE(Exfc(A)) , es decir, x y

EC(ExtC(A)) estan situados en lados distintos (y por tanto dis

juntos) de H .
Por (2.8), dado u perteneciente a E;(Extc(A)) , existe

X puntb c-extremo de A tal que:

If(xuf) - f(u) | = sup | f(a) - f(u) |,
a€A

y, por estar E;(Extc(A)) de un lado de H:

| £ly) - f(x) | <]k - £(x) | Vx.y€E (Ext_(a)) ,
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con lo que:

| fla) - £ & flx ) - £(w) [<| & - £(u) | Yaea .
Por tanto, A estid de un mismo lado de H que
E;(Extc(A)) , por lo que X~ no pertenece a A .

3. TEOREMAS DE MILMAN .

El resultado central de este apartado es el teorema (2.16)

andlogo al teorema de MILMAN usual.

s A

(2.15) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial sobre K

un subconjunto convexo {(resp. x-convexo) de E y M una parte

no vacia de A tal que A = E, (M) (resp. A = Ey,(M)) . Enton-

ces, todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) S de A

tiene interseccidn con M no vacia.

Demostracidn

Si, por reduccidén al absurdo, existe S conjunto .c-extre-
mo de A cuya interseccién con M es vacia, M estid conteni-

do en A~S , por lo que,

A = Ec(M) € Eg(ANS) = ANS

con lo que, A coincide con A~S , es decir, S es vacio: ab
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surdo.

(2.16) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topoldégico so
bre K , A un subconjunto convexo (resp. x-convexo) de E y
M una parte no vacia de A tal que A = f;(M) (resp.
A = E;C(M)) . Entonces, todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)—e§
tremo) cerrado S de A , tiene interseccidn con M no vacia.

Demostraciébn

Si, por reduccidén al absurdo, existe S conjunto c-extre-
mo cerrado de A cuya interseccidn con M es vacia, M esti

contenido en A™S , por lo que,
A = Eg(M) € Ec(ANS) .

Ademds, A~S es un conjunto convexo abierto en A , con
lo que, segin (2.9), A>NS es cerrado en A Yy, por tanto, en
E . Entonces, A coincide con ANS

, es decir, S es vacio:

absurdo.

(2.17) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo se-

parado sobre un cuerpo K esféricamente completo, A wun sub-

conjunto convexo (resp. X-convexo) compacto de E y M una

parte no vacia de A . Entonces, son equivalentes:

(i) A es la envolvente convexa (resp. x-convexa) cerrada
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(ii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado

S de A , tiene interseccién con M no vacia.

(1iii) Todo conjunto c-extremo (resp. (x,c)-extremo) cerrado

minimal S8 de A , tiene interseccidén con M no vacia.

(iv) Para cada elemento a de A y para cada f en E7,

ist e M tal e:
existe xaf n qu

[ f(xaf) - f(a) | sup | f(y) - f(a) |

yEA
(resp. Para cada f en E’ , existe X, en M tal que:
If(xf) - f(x) | = sup | fy) - f(x)]|) .
: y €A

Demostracién

La equivalencia de (ii) y (iii) es inmediata, ya que, por
(2.7), todo conjunto c-extremo cerrado S de A contiene un

conjunto c—extremo cerrado minimal,
(i) implica (ii): Teorema (2.16).
(ii) implica (iv): Consecuencia de la proposicién (2.8),

(iv) implica (i): Mismo razonamiento que en el teorema de

KREIN-MILMAN.
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4. CALCULO DE PUNTOS C-EXTREMOS .

La teoria desarrollada en los parrafos anteriores tiene co
mo limitacidén la que nos da el siguiente resultado ya conocido

de AnAlisis no Arquimediano ([ 27 ], pédg. 40):

"Sea E un espacio localmente convexo sobre un cuerpo K

valuado no arquimediano. Si existe en E un conjunto con-

vexo compacto conteniendo al menos dos puntos, entonces,

K es un cuerpo local'.

El ser K un cuerpo local es realmente limitador. Los
cuerpos locales son los cuerpos valuados completos cuyas valua-
ciones son discretas y los cuerpos de restos finitos. Estos
cuerpos estdn clasificados ( [27 ], pdg. 4), y son los siguien-
tes:

1¢: El completado de una extensibén trascendente simple de
un cuerpo fiﬁito.

22: Las extensiones algebraicas finitas de un cuerpo Q

donde Qp es el cuerpo de los nGmeros p-adicos.

Por tanto, en este apartado, salvo mencidn expresa en con-

tra, supondré que K es un cuerpo local.

Se procede a continuacidén al cédlculo de los puntos c-extre
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mos (resp. (x,c)-extremos) de conjuntos convexos (resp. x-conve
Xx0s) compactos en Anadlisis no Arquimediano, viéndose el compor-
tamiento singulér del concepto de punto c-extremo, ligado al he
cho de que en un conjunto convexo, a diferencia de lo que suce-

-

de en los conjuntos x-convexos, el '"centro" no estid fijado.
J

Se calcularidn sélamente los puntos (0,c)-extremos de los

conjuntos O-convexos, ya que se verifica:

(2.18) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolégi-

co sobre K y A un subconjunto no vacio convexo de E . En-

tonces:

(i) S es conjunto c-extremo cerrado minimal de A si y

s6lo si S - x es conjunto c-extremo cerrado minimal de A - x

(x€E).

(ii) 8i A no se reduce a un Gnico punto y S es un sub-

conjunto propio de A , S es conjunto c-extremo cerrado mini-

mal de A si y s6lo si existe x perteneciente a A tal que

S es conjunto (x,c)-extremo cerrado minimal de A

Demostracidn

(i): Obvio, por las propiedades de la convexidad y semicon

vexidad respecto de las traslaciones.
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(ii): Si S es un conjunto c-extremo cerrado minimal de
Ay X es un elemento de ANS , S es un conjunto (x,c)-ex-
tremo cerrado minimal de A .

Reciprocamente, si existe x perteneciente a A tal que
S es un conjuntoA(x,c)—extremo cerrado minimal de A , S es
un conjunto c-extremo cerrado de A ; ademis, S es minimal
pues, si existiese T conjunto c-extremo cerrado de A y sub-
conjunto propio de S , se tiene que x pertenece a ANT ,

con lo que, T es un conjunto (x,c)-extremo cerrado de A : ab

—

surdo.

Analogamente:

(2.19) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolégi-

co sobre K y A un subconjunto no vacio x-convexo de E . En

tonces:

(i) S es conjunto (x,c)-extremo de A si y sbélo si

S - x es conjunto (0,c)-extremo de A - x .

(ii) S es conjunto (x,c)-extremo cerrado minimal de A

si y s6lo si S - x es conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal

También, se considerarin sélo conjuntos O-convexos no re-

ducidos al cero.
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De acuerdo con el resultado de CARPENTIER ([ 5 ]) sobre la
estructura de los conjuntos O-convexos compactos en espacios

vectoriales topoldgicos citado anteriormente (cap. 1, pag. 33),

se tiene:

(2.20) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topoldgi-

co separado sobre K y A un subconjunto no vacio O-convexo

compacto de E ., Entonces, existe una familia topoldbgicamente

libre de elementos de E , (e.). , tal que:
i1'iel
= £ i
A [ E x e, / [xi‘_l VleI},
ie1]

siendo inica la expresibén de cada elemento x de A como

X,e. L
Z. 1 1

1el

(2.21) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico se

parado sobre K , A un subconjunto no vacio 0O-convexo compac

to de E ,_X_ (ei)j.EIi una familia topolégicamente libre de e-

lementos de E en las condiciones de (2.20). Entonces:

o
I
23}
by
ct
(¢}
>
il
(_h——\
»
[
®
m
=g
~
n
=
o
b
]
[y
e —r
"

i
(—_h-—ﬂ
»
o
(=N
mn
=g
~
B
[
m
—
(¢]
(o}
a
b
=
]
P
A

Demostracidn
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Para cada indice i ,

ierl

D, = { = x.;e. €A / |x |=1 }

es un conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal de A .
En efecto, trivialmente D, es un conjunto (0,c)-extremo
cerrado de A . Ademéis, Di es minimal, pues, si existiese T

conjunto (0O,c)-extremo de A y subconjunto propio de Di , da-

do x = EE x,ei en Di\\T , €l punto:

y = = yie; Y5 =X Yj#4i , y, =0,

es un elemento de A\Di ¥, por tanto, de AT y, por ser

AT O-convexo,
X -y = x.,e.€AN\T ,
i i

con lo que, e, pertenece a ANT . Si ¢t

t.e, es un
=_ tje.

iel

elemento de T ,

z = .:E FEFI zj = tj V,j #i , =z, =0,
iel

es un punto de AT ; ademas, se tiene:

con lo que, AT no es O-convexo: absurdo.

Por tanto, todo elemento = .e. d A
’ X iggl X.e, € para el
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que existe un indice i con l X |= 1, es punto (0,c)-extremo
de A .
Reciprocamente, si x = EE xiei es un elemento de A
' iel

tal que sup lxil 41 , x no es punto (0,c)-extremo de A .
i€l

En efecto, trivialmente existe 4L en K con \/A\ >1
tal que AL x pertenece a A . Si, por reduccidén al absurdo, e-

xiste un conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal S de A con-

teniendo a x , por ser ANS O-convexo, también A X pertene
ce a S . Entonces, A = -t es un elemento de K con
A= 1 ,

XAl <1 Yy, por ser S semiconvexo, 0 = )\/*x + (1 - A)x es
un punto de S : absurdo, por ser S conjunto (0,c)-extremo

propio de A .

NOTA: En las hipdtesis de (2.21), para cada elemento
X = i H
.ZE xiei de A , se tiene
1iel
pA(x) = sup lxi[ .
ier
En efecto, si x es cero el resultado es trivial y, si x

es distinto de cero, se verifica:
x .

-f—él Vier <

XENA <=:>—§\—eA<:>

< Al > sup |x, |

ieI

¥, por tanto:

pA(x)zinf { DN xé/\A} =§up\xil.
i€1
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Como consecuencia de (2.21) y de la nota anterior, puede
darse el siguiente teorema de caracterizacidén de los puntos

(0,c)-extremos en conjuntos O-convexos compactos:

(2.22) TEOREMA. En las hipdtesis de (2.21), para cada ele-

ento a = a.e, de A son equivalentes:
e :é% ii ’ 9
i

(1) aéO—Extc(A) .

(ii) sup | 2; |=1 .
iel
(iii) Existe 1 &I tal que |ai =1 .

(iv) pA(a) =1 .

Aunque su consideracidén no modifica los puntos (O,c)—extrg
mos de A , conviene resaltar el hecho de que, aparte de los
conjuntos (Q,c)-extremos cerrados minimales Di obtenidos en
la demostracién del teorema (2.21), pueden existir conjuntos
(0,c)-extremos cerrados minimales' S de A cuya interseccidn
con D. 'y Dj es no vacia, para ciertos indices distintos
i,j de I . Una muestré de esta situacidén nos la da el siguien
te ejemplo:

2
(2.23) EJEMPLO. Sea E = K , A 1la bola unidad cerrada

en E y (el,ez) una familia topoldgicamente libre de elemen-

tos de E , tal que:
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A = { Xje ot xye, /] X, | o | X, l &1 }.

Entonces:

w
I}

D1UD2\{(x1,x2)6A S
= { (x,,x,)€D UD, / | x - x,|=1 }

es un conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal de A cuya inter-

seccidén con D D es no vacia.
1 L Yo

En efecto, trivialmente S es semiconvexo, tiene inter-

seccién no vacia con D1 y D2 , ¥y es cerrado, por serlo D1
y D, - También, AS es O-convexo, ya que:
ANS = X, ,X A X, = X 1 .
{(1,2)6 /ll zl< J’

Ademias, S es minimal, pues, si existiese T conjunto

(0,c)-extremo dé A y subconjunto propio de S , dado
X = (xl,xz) perteneciente a SN\T , como y = (1,1) esti en
ANXNT , y:
= . <
°1 7 >\11x+>‘12y ’ |>\1ll“1’l)\12|é1
2 © >\21x+ Nga¥ !>\21|'/’1 |>‘zz B

se tiene que:
A= Eocle ,e ) © ANT ,

es decir, T es vacio: absurdo.

A continuacidén se calculan los puntos c-extremos y (x,c)-

-extremos de los conjuntos convexos (resp. x-convexos), que tam
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bién se suponen no reducidos a un Gnico punto.
Calculados los puntos (0,c)-extremos de los conjuntos O~
-convexos, si A es un conjunto x-convexo y A el conjunto
)

O-convexo del cual A es trasladado, se tiene:

(2.24) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolédgi-

co separado sobre K , A un subconjunto no vacio x-convexo

compacto de E , y (e.) una familia topoldgicamente libre

-~ i'1i€l

de elementos de E en las condiciones de (2.20), tal que:

AO = ~ a.e. /| a,

1

| ¢ 1 Viex}

1€ 1
Entonces:
x-—Extc(A) = { aé& A / 3161 con l(a - X)l \: 1 }

Demostracidn

Consecuencia de {(2.19) y (2.21).

Sin embargo, para los puntos c-extremos sélo se tienen re-

sultados triviales:

(2.25) PROPOSICION. Sea E wun espacio vectorial topolégi-

co separado sobre K y A un subconjunto no vacio convexo com
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]
>

pacto de E . Entonces, ExtC(A)

Demostracién

Puesto que AO es un subconjunto O-convexo.compacto de
E , existe una familia topoldgicamente libre de elementos de
tal que:

(e;)ier

ier

Ao={zziei / ]z | &1 ViEI}.

Como en (2.21), para cada indice i ,

D, = { —~ z.e. €A / 1z, =1 }

; i
1€1
es un conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal de AO , con lo

que, pof (2.18), para cada punto x de A ,

1

D. + x = { a€A / | (a - x)i\ = 1 }

es un conjunto c-extremo cerrado minimal de A

Fijados i,y elementos de I y A respectivamente y, da

do x en A , si l(y - X)il Z 1 , se tiene:

D. + X = {.aG.A* / | (a - y)i | =1 } ’

mientras que si |(y - x). | =1

i , se tiene:

D. + x D { a€a / |(a - y)i | <1 }.

1

Por tanto, para todo a perteneciente a A , existe x

en A tal que a es un elemento de Di + X , con lo que, a
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es punto c-extremo de A , es decir, ExtC(A) = A .

El siguiente teorema es andlogo (mas fuerte) al teorema de

MINKOWSKI del caso usual:

(2.26) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico se

parado sobre K y A un subconjunto no vacio x-convexo compac

to de E . Entonces, A es la envolvente x-convexa cerrada de

una familia u, . de puntos (x,c)-extremos de A , con
ijJier

|1 |<dim[a ] .
Demostracidn

Sea (ei)ie I una familia topoldbgicamente libre de elemen

tos de E , tal que:
- 2 i .
A { '2 ae. / lail-.1 Vier: } =
iel

Eocleilier

Entonces:

A = x + E e. ). =
oc(®)i e Excle, + %) gy

y, por (2.25), para cada indice i en I , e, + x €S un pun-

to (x,c)-extremo de A . Ademis, por ser (ei)ieI una familia

topolégicamente libre en E , es algebraicamente libre, con 1lo
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que, |I|édim[Ao].

En particular, si la dimensién de E es finita e igual a
n , todo punto de un subconjunto x-convexo compacto A de E |,

es combinacidén x-convexa de a lo mids m puntos de _x—Extc(A) ,

con m< dim [Ao ] £ n .

—

En espacios normados no arquimedianos, se verifica:

(2.27) PROPOSICION. Sea (E, ||, ||) un espacio normado’

no arquimediano sobre K y A un subconjunto no vacio O-con-

vexo compacto de E . Entonces, si a es un elemento de A

Y

se consideran las propiedades siguientes:

(i) |l all=sup|lx I,
X€A
(ii) pA(a) =1,

(iii) aG.O—ExtC(A) s

se verifica:

(i) ==> (ii) <= (iii) .

Demostracidn

La segunda equivalencia es consecuencia de (2.22).

(i) implica (ii): Sea a un elemento de A tal que
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|1a |l = sup |}x ||. si, por reduccién al absurdo, p,la) < 1,
X€A

existe . en K distinto de cero, verificando pA(a)é 1/4“

£ 1 . Trivialmente, ¥y =;§T pertenece a A , ya que pA(y).é

=< 1 . Ademis, a =y , con lo que, ||al|l«]||] y]||: absurdo.

El reciproco de (2.27) en general no es cierto, es decir,
puede existir un punto (0,c)-extremo a de un conjunto O-con-

vexo compacto A , tal que || a || < sup |l x ||, como se muestra
X€EA

en el siguiente ejemplo:

2

(2.28) EJEMPLO. Si E = K v (el,ez) es una base ortogo
nal de E , con ]Iel Il < ||e2 |l » entonces,
A = { x,e, + xée2 /| X, ‘, lxz Lé 1 }

es un subconjunto O-convexo compacto de E .,

Como en (2.21),

O—E*tc(A) = { xlel + X262 ea / Jdi = 1,2 con |xi|= 1}

con lo que, e1 es un punto (0,c)-extremo de A tal gque

lle, JJ <« sup lIx 1= 1le, |} -
XEA

5. PUNTOS C—-EXTREMOS PARA ALGUNOS CONJUNTOS NO COMPACTOS

En este apartado se calculan primeramente los puntos
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(0,c)-extremos de las bolas de centro cero en espacios normados
no arquimedianos. Puesto que estos conjuntos ya no son compac-
tos, no es necesario la restriccidn a cuerpds locales. Sin em-~
bargo, supondré que la valuacién del cuerpo es discreta, por ne

cesidades del teorema central (2.30).

Como en los casos usuales, es facil comprobar que se veri-

fica:

(2.29) LEMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico sepa-

rado sobre un cuerpo K valuado no arquimediano. Sea A un

subconjunto no vacio O-convexo abierto y acotado de E . Enton

ces, la topologia definida en E por el funcional de MINKOWSKI

de A , coincide con la topologia inicial en E

(2.30) TEOREMA. Sea E un espacio vectorial topolédgico se

parado sobre un cuerpo K dotado de valuacibén discreta. Sea A

un subconjunto no vacio O-convexo abierto y acotado de E . En

——

tonces, existe una familia linealmente independiente de elemen-

tos de E , <ei)i €1’ tal que:

A = { x.e. / |x ]&n1 Vier }

e 1

=
H—

Ademis:

0-Ext (A)
: c

M

=
M

xieiE.A / sup Ixil =1 } =
i€l
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Demostracidn

Por (2.29), la topologia inicial en E coincide con la a-

sociada a pA , con lo que, (E,pA) es un espacio normado no
arquimediano sobre K tal que NE C NK ¥, por tanto, posee u-
na base ortonormal, (ei)ieI , ( [27 ], p4g. 43). Como la va-

luacidn de K es discreta, se tiene:

it

A=§pA(O,1) { = x;e, / |x |41 Yier } ,

ie1l
entendiéndose las sumas de las familias en el sentido de las to

pologias a% ) Bp indistintamente.
A

Como en (2.22), se demuestra que:

O-ExtC(A) = { > xie,e A/ sup \xi =1 "} =

iEe1 iel
= [ xea / p,lx) =1} .
(2.31) COROLARIO. Sea (E, ||, |{) un espacio normado no

arquimediano sobre un cuerpo K dotado de valuacidn discreta.

Sea A un subconjunto no vacio O-convexo abierto y acotado de

E . Entonces, si a es un elemento de A , y se consideran las

propiedades siguientes:




79

(i) {1 all=supll x I},
X €A
(ii) pA(a) =1 ,

(111) aé_O'-Extc(A) ,

se verifica:

(1) = (ii) <> (iii) .
Demostracién

La primera implicacibn se demuestra como en (2.27),vy la.;/

segunda equivalencia es consecuencia de (2,30).

(2.32) COROLARIO. Sea (E, ||, |l) un espacio normado no

—

arquimediano sobre un cuerpo K dotado de valuacibén discreta y

v

A una bola de centro cero en E . Entonces:

eIy -

PEFCRE

a) Si a es un elemento de A , y se consideran las pro-

piedades siguientes:

(1) {1 a ||

- sup = I,
XE€A

(iii) ae 0-Ext _(A) ,

se verifica:

(i) == (ii) <—> (iii) .

b) Si ademés NEC: NK , se tiene en a) la equivalencia de
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las tres propiedades.

Demostracidn

a): Consecuencia de (2.31).

b): Basta probar que (ii) implica (i). Por ser la valua-

cién de K discreta y N & N, A es de la forma B(0,l)),

K

para un cierto PN perteneciente a K .

Sea a un elemento de A tal que pA(a) =1 . Si, por re

duccidén al absurdo, || a |l <«sup || x|} y, si |l al]l-= Y7 pa
X€EA

ra un cierto M en K , A = Pl es un elemento de K de mbd

dulo menor que uno. Trivialmente, y =—§? pertenece a A , ya

que |l yll= DN l; ademds, a =oy , con lo que, pA(a) =

Y pA(y) £ 1 : absurdo.

En particular, si se considera el espacio:

N~ o0

c = {(X)C_K / lim x =o}
[o] n n

con la norma: || x l|=‘sup|xn | » 1a bola unidad de CO posee
neN

puntos (0,c)-extremos, a diferencia del caso usual, donde la bo

la unidad de C_ carecia de puntos extremos.

Si la valuacién de K es discreta y NE ¢:NK , la equiva-

lencia de b) en general no es cierta. En efecto:
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(2.33) EJEMPLO. Sea S = (s ) una sucesién de néGmeros
n n€N

-1
reales contenida en el intervalo ( f’ ,1) . Entonces:

C (N,S) = { (x Ycx / lim|x |s =0 }
"0 n n n

Ne oo

es un espacio normado no arquimediano sobre K , con la norma:

I

HE(x ) 11

sup [xnl s, -
n&N

Si A es la bola abierta de centro cero y radio uno en

CO(N,S) y a un elemento de A , se tiene:
pA(a)=1C>max { DY / ANa€A }:1@

> fl<lla e,

con lo que, todo elemento a de A tal que 'f"lz ] a || <1,
verifica pA(a) = 1 , existiendo entre ellos puntos con |] a ||«

< sup || x|l.
XE€A

Considerando que, por el teorema (1.8), los conjuntds con-
vexos compactos en espacios normados sobre cuerpos locales coin
ciden con los conjuntos convexos c-compactos y acotados y que,
segin (1.5), los métodos.utiliiados en el parrafo anterior son
caracteristicos de los conjuntos c-compactos m®-cerrados y aco-
tados, es sugerente extender el concepto de punto (x,c)-extremo
al caso de ccnjuntos c-compactos m¥-cerrados y acotados en cuer

valuados no arquimedianos cualesquiera.
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En virtud del teorema (1.5), para espacios normados no ar-

quimedianos se verifica:

(2.34) TEOREMA. Sea (E, }], {l) un espacio normado no ar

gquimediano sobre un cuerpo K esféricamente completo. Sea A

un subconjunto no vacio O-convexo c-compacto m* —cerrado y aco-

tado de E , y_ (en)nEEN una sucesidn ortogonal en E con
lim [Ien[|= ¢ , tal que:
n-eo

Entonces:

O-—Extc(A) / 3n€.N con |xn|= 1 .

1
e
ja’
M8

»

3

4]

o]

m

o=

Demostracidn

Como en (2.21), para cada natural n ,

Dn={§‘xnen€A / |xn‘=1 }

n=1

es un conjunto (0,c)-extremo cerrado minimal de A .

Andlogamente, si x = es un elemento de A tal

M

o]
]
=

que supl xnl £1 , x no es punto (0,c)-extremo de A .
né€N
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Finalmente, si la valuacidén de K &es densa y x =
O
= E x e ~€s un elemento de A tal que sup lxn =1 vy
n=1 né&N

] <4 1 para cada natural n , x no es punto (0,cl-extremo

En efecto, si x pertenece a un conjunto (0,c)-extremo ce

rrado minimal S de A , la sucesidn (ynhlébl’ definida por

n
= X e estid contenida en ASS . Ademéas
Yn E%% mm 2 ! (yn)néN

converge a x en A : absurdo, ya que, por (2.10), S &es a-

bierto en A .
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CAPITULO 3

TEORIA DE AJUPOV DE CONJUNTOS EXTREMOS

Este capitulo estid dedicado al desarrollo de la teoria de
puntos extremos de AJUPOV ( [1 ]) en varias direcciones. Como
ya se ha indicado en la introduccibn, en 1974 este matematico
soviético inicid una teoria de KREIN-MILMAN para conjuntos c-
~compactos absolutamente convexos de espacios localmente conve-
Xos sobre cuerpos con valuacién discreta.

Debido a qgue el citado articulo no contiene demostracio-
nes, se inicia el capitulo con una necesaria primera parte dedi
cada a la demostracidén de los principales resultados del mis-
mo, pero todo ello dentro de un planteamiento mas amplio que in
cluye el éaso de espacios con cuerpo base dotado de valuacidn
densa, para lo cual se hace uso del concepto de conjunto conve-
xo m*-cerrado introducidc en el capitulo 1. También, y al final
del capitﬁlo, se muestra que la restriccibén a conjuntos absolu-
tamente convexos, puede obviarse dando una definicidn general
de punto extremo para conjuntos convexos cualesquiera.

No obstante, los resultados méds importantes del capitulo

son los que prueban que, en espacios localmente convexos separa
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dos, los "conjuntos extremos minimales'" (en la terminologia de
AJUPOV) de los conjuntos c-compactos convexos se reducen a pun-
tos. La demostracién que se incluye de este hecho para espacios
normados, estd contenida en el teorema fundamental (3.10), que
es un tipipo resultado no arquimediano basado en los teoremas
de estructura de conjuntos c-compactos convexos en términos de
bases ortogonales. A su vez, este teorema fundamental se usa, a
través de un sutil procedimiento, para probar el mismo resulta-
do en el caso de espacios localmente convexos.

Queda también incluido en el capitulo el célculo de los
puntos extremos de las bolas en espacios normados no arquimedia
nos.

Cabe indicar finalmente que la comparacidén de esta teoria
con la estudiada en el capitulo anterior se hard al final del

pr6éximo capitulo.

Es conocido que si E es un espaciq localmente convexo se
parado soﬁre un cuerpo K valuado no arquimediano y existe un
subconjunto convexo c-compacto de E con mis de un punto, K
es esféricamente completo ( [37 ]). Por tanto, en lo que sigue
se supondfé que K es un cuerpo valuado no arquimediano esféri
camente completo. También, se supone que los conjuntos convexos

considerados en el capitulo no se reducen a un Gnico punto.
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1. PUNTOS EXTREMOS PARA CONJUNTOS O-CONVEXO0S .

(3.1) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial topoldgico

sobre K y A un subconjunto no vacio O-convexo de E . Se

dice que una parte no vacia S de A es conjunto (O,r)-extre-

mo de A si:

s=m XE€EA [/ fu(x) =& i K.k ;3 f,€E’ ;
okexl { o } 1 A
| £4(2) | € 1ol Yotex, .

Cada conjunto de la forma { x€Ar / fulx)

A } que
interviene -en la definicidén, se denota por Hd. , ¥y se llamara
"hiperplano (O,r)-extremo de A ".

Considerando en la familia de los conjuntos (0,r)-extremos
de A el orden de la inclusién, se dice que un punto x de A

es (0O,r)-extremo de A , si x pertenece a algin conjunto

(0O,r)-extremo minimal propio de A .
El conjunto de puntos (O,r)-extremos de A se denotari

por O-Extr(A) .

NOTAS:

a) El concepto de conjunto (0,r)-extremo de AJUPOV en Anéa-
lisis no Arquimediano, es andlogo al de cara soporte dado en el

caso usual ([ 19 ], pdg. 336) en la siguiente forma:
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"Sea E un espacio locglmente convexo separado sobre el
cuerpo de los reales 6 complejos y A un subconjunto con-
vexo de E . Un punto X de A se dice soporte de A

si a través de é1 pasa al menos un hiperplano soporte ce-
rrado de A . Se denota por D(xo) la interéeccién de to-
dos los hiperplanos soportes cerrados que pasan por Xx .,

(o)

Entonces, S(xo) = D(xo)f\A es la cara soporte de A a

través de xo".

b) Si Hd es un hiperplano (0,r)-extremo de A , se tie-

ne:

H =A@O€.Hd~.c: A =0 .

Por tanto, O no es punto (O,r)-extremo de A , ya que,
si S = /r\\ Hy (K, € K) es un conjunto (O,r)-extremo mini-

A ek, 1 v

mal propio de A conteniendo el cero, se tiene que Hy = A
para cada ol en K, , con lo que, S = A : absurdo.

c) Si E = K , se verifica:

S conjunto (O,r)-extremo de A <—> S = A Vv 3(3&1{ /
/ S = { x€s / (Bx=do } con ]<3x |é el | Yxeaes>
<—> S =.A s ={a} con |x|glal ¥Yxea .

Por tanto, un punto a de A es (0,r)-extremo de A si

y sélo si para todo x de A , se verifica |[x|<]al.
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(3.2) LEMA. Sea E un espacio vectorial topoldgico separa

do sobre K . Sea A un subconjunto no vacio convexo m¥*-cerra-

do y acotado de E . Entonces, para cada f en E” , existe un

elemento af _gg A , tal que:
lf(af) | = sup |f(x) | .
XEA

Demostracién

Dada f perteneciente a E’ , por ser A m’-cerrado,
f(A) = B(b, X)) para ciertos b, A elementos de K . Ademis,
existe un punto a en A tal que l f(af) | = A1, pues en

f

caso contrario, y = f(af) + A es un elemento de f(A) con
by l=|AM] : absurdo.

Entonces, para cada x de A , se verifica:

| £(x) | & max(|f(x) - f(af)l ) ]f(af)l) =

£ max(IX|, |[flag) D =|fa) |,
con lo que,

If(af) | = sup | f(x) |.
X€A

La existencia de conjuntos (0,r)-extremos minimales pro-
pios y , por tanto, de puntos (0,r)-extremos de un conjunto O0-

-convexo dado, nos lo asegura el siguiente teorema:
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(3.3) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa-

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-
-compacto m®-cerrado y acotado de E . Entonces, O—Extr(A) es

no vacio.
Demostracidn

Si JO = {_S S A / S es (0,r)-extremo propio de A v} ,
JD es un conjunto ordenado inductivo respecto de la inclusién.

En efecfo, <fa es no vacio pues, por ser E separado, e-
xiste f en E’ tal que f(A) no se reduce a un Gnico punto
ys por (3.2), existe un elemento ap de A con lf(af) | =

= sup lf(x)l , con lo que,
XEA

H={ xea / £(x) =flay )

es un hiperplano (0,r)-extremo propio de A

También, si { Si}:iGI es una cadena descendente en JD,

en cﬁj, ya

que, S es no vacio por ser A c-~compacto; ademds, S es con

S = /ﬁ\ Si es una cota inferior de { Si}

ieT ier

junto (0,r)-extremo propio de A pues, si para cada iE€1I :

s = /M) XEA / £,(x) = ok . K.C K ; f,eE’ ;
i d.éKi { ,d' } i A
Lt (a)l & 1o Vo ek, ,
. 1

se tiene:
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s= (N /N {xea 7/ f,x) =t }) =

ier d.eKi

- m { xea / fx) =t } 5 \J K €K 5

A e K. i&l
1€ 1

fQ€E° 5 | £ (8 1€ Jatl Vde'\ejx K. .
1

Por el lema de Zorn, existen elementos minimales en cﬁB,

es decir, O—Extr(A) es no vacio.

NOTA: Obsérvese que si en (3.3) A no es n*-cerrado, pue-
de ocurrir que O-Extr(A) sea vacio.
En efecto, si la valuacidén de K es densa, considerando

K como espacio vectorial sobre si mismo, A1 = B(0,1) vy

= +
A, = B(O,r) con ré€R \\NK , son dos subconjuntos O-convexos

»
c-compactos de K que no son m —-cerrados y que carecen de pun-

tos (0O,r)-extremos, pues no existe a en A1 (resp. A2 )

tal que | x |<] a | para cada punto x de A, (resp. A, )

(3.4) PROPOSICION. Sea E  un espacio localmente convexo

separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo

c—compacto/m‘—cerrado y acotado de E . Entonces, todo conjunto

(0,r)-extremo S de A contiene al menos un punto (O,r)-extre

mo de A .

Demostracibn
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Si S = A el resultado es trivial. Si S es un subconjun

to propio de A , basta considerar:
(.e = {MQS / M es (0,r)-extremo de A } ,

y razonar como en (2.7).

(3.5) COROLARIO. Sea E un espacio localmente convexo se-

parado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c~-

-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces, para cada f

en E’ existe un punto Se (O,f)-extremo de A , tal que:
| £(sp) | = sup | £(x) ] .
XEA

Demostraciébn

Para cada f en E’ , existe af perteneciente a A tal
que:
lf(af) | = sup | f(x) |},
XEA

con lo que,

H = { x€A [/ £(x) = flay) }

es un hiperplano (O,r)-extremo de A Yy, por tanto, contiene un

punto s (0,r)-extremo de A .

f

2. TEOREMA DE KREIN-MILMAN .,
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Siguiendo el mismo razonamiento que en (2.14), se tiene:

(3.6) TEOREMA (de KREIN-MILMAN). Sea E un espacio local-

mente convexo separado sobre K . Sea A un subconjunto no va-

cio O-convexo c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Enton-

ces:

A = EOC(O_EXtr(A)) .

En general, como se muestra en el siguiente ejemplo, no se

verifica A = EC(O-Extr(A)) .

(3.7) EJEMPLO. Sea Q2 el cuerpo de los nimeros 2-adicos,

es decir, el completado del cuerpo Q dotado de la valuacién

2-4dica. Considerando 02 como espacio vectorial sobre si mis-

mo, A = B(0,1) es un subconjunto O-convexo c-compacto m”“-ce-

rrado y acotado de Q

o ? tal que:

E;C(O-Extr(A)) £ E;(O-Extr(A))

Nétese que si )\ es un elemento de Q con EXNT =1 y
A # 1, necesariamente N = P con p,q impares y
‘ q
p # g , con lo que, para todo A en Q tal que DN s
se tiene |1 - ANl <1 . Ademds, si x es un elemento de Qz
tal que | x l= 1, también se verifica | 1 - x l< 1 , ya que,
si (xn)lleN es una sucesidén en Q tal que 1lim x =X, exis

N -> oo
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te un natural m verificando | xn | = | x | = 1 para todo n=n
( {36 ], pag. 5), por lo que, existe una sucesién (yn)ntiN en
Q , con | Y, | = 1 para cada natural n , tal que 1lim Y, = ¥
N oo
es decir, 1lim (1 - yn) =1 -x , con lo que, 1 -xl<1 .,
n--co

Entonces:

0-Ext_(4) { x€Q. / lxl=1 } -

2

[ xeq, 7/ 11 -xl<t } = B(1,1) ,

con lo que, O-Extr(A) es un subconjunto convexo de Q2 N
por ser la valuacién una aplicacidn continua, O—Extr(A) es

cerrado, es decir,
E,(0-Ext (A)) = O-Ext (A) = { x€Q. / lxl=1 } ,
r r 2
mientras que:

Eoo(0-Ext (#)) = 4 - [ xeq, / Ixl41 } .

NOTA: Obsérvese que en (3.6) se verifica A = E;(O—Extr(A))

si y sbélo si Oe,fc(o-Extr(A)) . Esto ocurre con frecuencia, co

mo se muestra a continuacidn:

(3.8) EJEMPLO. Sea (E, ||, ||) un espacio normado no ar-
quimediano sobre un cuerpo K tal que 2| =1 . Entonces, si

A es un subconjunto O-convexo c-compacto m¥*~cerrado y acotado

———

de E , A = EC(O—Ext (A)) .
r
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En efecto, sea (e ) una sucesidén ortogonal en E
n'né&N

con lim |} e | |
N o0

0 , tal que:

A={§xnen/\xn\él Ynen }

Se veri en el pirrafo siguiente que:

<O
0-Ext_(A) = { E x e €A / dnenN con |xn |= 1 }

n=1

e
y, puesto que, 0 = 2 I + (-1)en para cada natural n , se
2

tiene que 0 es un elemento de E;(O-Extr(A)) .

3. CONJUNTOS EXTREMOS MINIMALES EN ESPACIOS NORMADOS .

Se procede a continuacidén al cdlculo de los puntos (O,r)-
-extremos de ciertos conjuntos en espacios normados no arquime-

dianos.

(3.9) LEMA. Sea (E,|]l , |]l) un espacio normado no arqui-

mediano ortogonalizable sobre K . Sea (ei):.LeI una base orto

gonal de E y A un subconjunto no vacio O-convexo de E

Entonces, si > aie. es un elemento de A tal que existe
iel

i €I wverificando:
o

\'ai | = sup la, | >sup|x, | ') x;e. €A,
o iel i€l ierl
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{a} es un.conjunto (0O,r)-extremo de A

Demostraciébn

Por hipdtesis, el conjunto:

es no vacio.

Se define una familia de aplicaciones, {fi}fiél , de E

en K , en la forma siguiente:

f.(b) = b, si ier
1 1 ¢}
£.(b) = b, + b, si i¢gr
o
d = ' : .
onde, b .:E biei es un elemento cualquiera de E Estas
iel
aplicaciones son lineales y continuas, por ser (e.)ie I base
ortogonal de E .
Asociado a cada fi », se define el conjunto:
H, = A f, = .
i {ye /o f.(y) o, } ,
con:
A = a, si i €1
i i )
d = : i i ’ .
i _ai + ai s1 1¢I0
o
Trivialmente, a es un elemento de / } H. ; ademis, si
i

ier
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y = EE y.e, es un punto de A que pertenece a /A\ Hi , he-
ierl

ierx
cesariamente y; = 2y para todo i en I , con lo que, {a }:
ARAE
ier *

También, se verifica:
e £ 1o, | Vier .

= A
En efecto, para cada elemento b ieEI biei de se

tiene:
[ £.(b)| =|b, | &£ sup |b,|< sup la, |=]a,|=|&.1,
t * ier ° ier * t !
si 1&€1
0l
|fi(b) | = Ibi + b, | & §up lbil < sup |a, | = |a1 | =
o i€l 1€l o
=max(la, 1, ]a.l) =la, +a |=1|&, I, si iér
i i i i i o

Por tanto:
{a}= iQI H, Hi={y“éA / F(y) = o(i} ;
. ()] & oL, |  VYier,

1 1

con lo ué, a es un conjunto (0,r)-extremo de A .
q J

A partir del resultado anterior y utilizando (1.5), puede
darse el siguiente teorema de caracterizacidén de los puntos

(O,r)=-extremos:
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(3.10) TEOREMA. Sea. (E, ||, |l) un espacio normado no ar

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-conve-

xo0 c-compacto m®-cerrado y acotado de E , y (en)nEN una su-
cesién ortogonal en E con lim || enli = 0 , tal que:
N~ 0O

[~ -~}
A = { ;%2 x e / lxn <1 . Ynen } .

O
Entonces, si a = :E anen es un elemento de A , son e-

quivalentes:

(i) {a} es conjunto (O,r)-extremo de A .

(ii) a es punto (O,r)-extremo de A .

4
(iii) Existe f perteneciente a [A']'\{O} tal que

[f(a) | = sup | f(x) | .
XEA
(iv) Existe un natural n tal que lan =1 .

En particular, todos los conjuntos (0,r)-extremos minima-

les de A son puntos.

Demostracién

(i) implica (ii): Trivial,

(ii) implica (iii): Consecuencia inmediata de la defini-

cidén de punto (0,r)-extremo.

O
(iii) implica (iv): Si x = > x_e es un elemento cual-
n n
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quiera de A , se verifica:

Z = S
f(x) 1 & |f(a) | = | > anf(en) | £ sup lanf(en) | =
n=1 n=1
=|a fle )|
n n
para un cierto natural n , ya que (anf(en))r1€N converge a
cero.
En particular, si x = e » se tiene:

| fle ) I« | anll fle )|

y, por ser f no nula, f(en) es distinto de cero, con lo que

Ian |>1 , es decir, | a_ =1 .

(iv) implica (i): Trivialmente, (e ) es una base or-
n'né€N

~

togonal de [ a ] ; ademds a es un elemento de A para el

que existe un natural n verificando:

OO0
|an|=1=sup|an|2sup|xn| vzxnenGA .
n€N n&EN n=

-

Por (3.9), considerando [A] en vez de E , se tiene:
{a}=f\‘Hn ; Hné{yéA /o fy) o= oLn} ;

£ elal” 5 £ ()1 & Lol | Vnen .
n n n

» . .
Para cada natural n , sea fn una extensidén lineal y con

tinua de fn a E . Entonces, se verifica:
: - * » - .
{a}) = HY ; H? { yEA / £2y) OL_n } ;

e ; [£* )l 4 Il | Ynen ,
n n n



99

con lo que, {a} es un conjunto (O,r)-extremo de A .
Por tanto, todos los conjuntos (0,r)-extremos minimales de
A son puntos, y son los que verifican una cualquiera de las

propiedades anteriores.

NOTA: Obsérvese que la propiedad (iii) es equivalente a:
(iii)* Existe f perteneciente a E’ y distinta de cero

en A tal que If(aLTF% sup | f(x) | .
" XEA

Como en (2.26), pyede darse un teorema de tipo MINKOWSKI

en la siguiente forma:

(3.11) TEOREMA. Sea (E, ||, Il) un espacio normado no ar

quimediano sobre K . S&ea A un subconjunto no vacio 0O-conve~-

am——

xo c-compacto m*

-cerrado y acotado de E . Entonces, A es la

envolvente O-convexa cerrada de una familia {ui }i €1 de

puntos (O;r)-extremos de A, con | I|l<4dim [a ] .

Se calcularidn a continuacién los puntos (0O,r)-extremos de
las bolas de centro cero en espacios normados no arquimedianos

sobre K .

(3.12) LEMA, Sea (E, ||, |{|) un espacio normado no arqui

mediano sobre K . Entonces, para cada X 18 elementos no nu-
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los de E , existe f en E° con ||If |l= TERT , "tal que
o
f(xo) =1 y f(s) #£0.
Demostracidn
Si X, ¥y s son proporcionales, el resultado es obvio.
En caso contrario, [xo ] es cerrado y propio en [xo,s 1 >

con lo que, la aplicaciédn

Ax —— s A
1
es tal que'|| f1||v=-————— » ¥ puede extenderse a
L=,
f
[xo,s]-—————> K
1
lineal y continua con || f2|| = TEN y fz(s)‘# o ([36]),
| =, 11
pidg. 103). Asi mismo, f2 se extiende a f : E——w K lineal
1
y continua con || f|]l= —— , f(x ) =1 y f(s) # 0 .
TENT o
(3.13) LEMA. Sea (E, |l , |l) un espacio normado no.arqui

mediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo

acotado de E . Entonces, para cada elemento a de A tal que

Ilall=supll x|l, se tiene:
X€A
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(2} = //—\\ {xeA / f(x) = 1}

bl elle—2
Nall

f(a) = 1

con lo que, en particular, { a} es un conjunto (0,r)-extremo

de A .

—

Demostracién

Por (3.12), el conjunto

f1a 1l

F={feE‘ / L Ell = ! /\f(a)=1}

es no vacio. Si C = /P\ {){EA / f(x) =1 } , trivialmente
fer
a es un elemento de C Ademads, si b es un punto de A dis

tinto de a , s = b.- a es distinto de cero y, por (3.12}), e-

, 1
xiste f en E con || f ||=-Trzf——

f(b) # fla) , por lo que, b no pertenece a C .

tal que f(a) = 1 y

., . 1 .
También, si || fJl= ———, se tiene:
Alall
) 1
'f(X)lé”fHHXH;-WE_]—IHXHél VXG.A

¥y, por tanto, { a } es conjunto (O0,r)—extremo de A

(3.14) PROPOSICION. Sea (E, |l , |l) un espacio normado

no araquimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O0-

.erto y acotado de E . Entonces, si a es un ele-

mento de A , y se consideran las propiedades siguientes:

(i) 1l all=supllxl}],
X€EA
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(ii) { a} conjunto (O,r)-extfemo de A ,

(iii) a punto (O0,r)-extremo de A ,
(iv) pA(a) =1 ,

se verifica:

(1) == (ii) <= (iii) <= (iv).
Demostraciodn

(i) implica (ii): Consecuencia de (3.13).

(ii) implica (iii): Consecuencia de la definicién de punto

(0,r)-extremo.

(iii) implica (iv): Si a es punto (0O,r)-extremo de A ,
existe f en E° no nula sobre A tal que I £(a) | =
= sup | f(x)| . si, por reduccidén al absurdo, p (a) <& 1 y 1la
XEA A
valuacibén de K es discreta, existe, como en (2.27), AL en
K con l/&i 41 e y en A tal que a =My , con lo que,

[f(a) | & lf(y)l : absurdo. Si la valuacién de K es densa, e-

xisten M » A elementos de K tal que:

p,(a)& 1Ml 4 Pl <1,

o AL

por lo que, es un elemento de K con |l ¢ 1 s, €

y = es un elemento de A pues pA(y)‘ﬁ 1 ; ademis, a =

=Ly , con lo que | f(a) | € lf(y)‘ : absurdo.
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(iv) dimplica (ii): Si pA(a) =1, se tiene, pA(a) =
= sup pA(x) , siendo B 1la bola unidad cerrada en P, - Por
X€EB

(3.13), { a} es conjunto (O0,r)-extremo de B en P, » es de-

cir,

£,€(Ep,)" 5 I fxB) & |ol] Vaer, (K CK) .

Ademéis, por (2.29), la topologia inicial en E coincide

con la asociada a p, » por lo que:

{a}zokq o H°‘={X€A / foa(x)=0“} ;
1

FUEE" ‘foL(A)‘é\oL\ VoLeKl (K, € K) ,

con lo que, { a} es conjunto (0,r)-extremo de A .
Por tanto, puede darse el siguiente teorema de caracteriza
cién de los puntos (0,r)-extremos de las bolas en espacios nor-

mados no arquimedianos:

(3.15) TEOREMA. Sea (E, ||, |]) un espacio normado no ar

quimediano sobre K . Sea A una bola de centro cero en E

Entonces:

a) Si a es un elemento de A , y se consideran las pro-

piedades siguientes:
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(i) !l all=supllx I,
XEA

(idi) { a} conjunto (0,r)-extremo de A ,

(iii) a punto (O0,r)-extremo de A ,

(iv) pA(a) =1,

se verifica:

(i) = (ii) = (iii) <= (iv).

b) Si ademas la valuacidén de K es densa 6 NE CN , Se

tiene en a) la equivalencia de las cuatro propiedades.

Demostracidn

a): Consecuencia de (3.14).

b): Basta probar que (iv) implica (i). Si la valuacién de
K es discreta y NECL NK , la demostracidén es como en (2.32).

Supuesto que la valuacidén de K es densa, sea a un elemento

de A tal que p (a) =1 . Si, por reduccidn al absurdo,
, A
|llall&sup|| x1], existen s« , A en K verificando:
X€A
Il allelm V< M) < supll xl=1r,
XEA
por lo que, & = AL es un elemento de X de médulo menor que
uno, € y = 737 pertenece a A , ya que |}y ||l <4<r ; ademéas,
a =y, con lo que, pA(a) = ol pA(y} < 1 : absurdo.
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NOTAS:

a) Si en (3.15) la valuacidén de K es discreta, siempre
existe a en A tal que pA(a) = 1 , con lo que, O—Extr(A)
es no vacio.

En efecto, si A = E(O,r) (resp. A = B(0,r) ) con

+
reR , se tiene:

-1
1 <> P rellallsr

pA(a)

(resp. pA(a) 1 < f;lr £|llallar )

+
Para cada elemento x de E con JIlx]l]l=8 (s€r’) ,

sea n el minimo entero tal que

- -1 - -1
sf—’nérf‘ (resp. sPn<rf )
y TT un elemento de K <con l TT | = f_n+1 . Entonces,
n-1 n-1
a = TW; (X es un punto de A verificando:
-1 -1
rp e lla Il ¢r (resp. rfP & llallcr) .

b) Si la valuacidén de K &es discreta 6 existe un punto a

de A tal que || all=supllxll, A posee puntos (0,r)-ex-
XEA

tremos. Sin embargo, si la valuacién de K es densa y no exis-

>

te a en A con |} al|l=supll xIl, O—Extr(A) es vacio.
XEA

c) E1 ejemplo dado en (2.33) muestra que si la valuacidn

de K es discreta y NE¢¢ NK , la equivalenciakde b) en gene-
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ral no es cierta.

4, CONJUNTOS EXTREMOS MINIMALES EN ESPACIOS LOCALMENTE

CONVEX0S .

Es conocido que si (E,p) es un espacio seminormado no ar

quimediano sobre un cuerpo K valuado,

N={x€E / p(x)=o}

es un subespacio vectorial de E , y la aplicacién q de E/N

en R+ , definida por q(‘¥(x)) = p(x) , es una norma no arqui-
mediana sobre E/N , donde \f (x) denota la clase de represen-
tante x respecto de la proyeccién canénica Y : E—— E/N .

Ademéds, la norma ¢q define la topologia cociente en E/N

y por
lo que, en particular, ‘¢ es continua.
También, para cada aplicacidén lineal y continua
f : (E,p)——= K , existe una aplicacidn liﬁeal y continua
A ‘ .. A .
f : (E/N,q) ————» K , definida por f(\f(x)) = f(x) ; reciproca-

N
mente, a cada aplicacibén lineal y continua f : (E/N,q) —K
se le puede asociar una aplicacidén lineal y continua

f : (E,p)——K , definida en la forma f(x) = ?(\f(x)).

Si E es un espacio localmente convexo separado sobre K

y A es una base de O-entornos convexos de E , se supondra
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en lo que sigue que la topologia de E viene definida por una

familia de seminormas no arquimedianas:
f'={pi /ieI}

filtrante a derecha y tal que pUe [' para todo U en V.

NOTA: Para cada indice i , sea N, =-{x€l§ / pi(x) = 0}
y ‘fi : E--_--—-.E/Ni la correspondiente proyeccidn canbnica.
Entonces, si A es un subconjunto O—cqnvexo c-compacto m*-ce-
rrado y acotado de E , ?i(A) es un subconjunto U-convexo

c-compacto m¥-cerrado y acotado de (E/Ni,qi) para todo i en

I , ya que, las aplicaciones:

Id Vi
E———-(E,pi) vy E—-——pE/Ni

son lineales y continuas. Ademis, se verifica:

(3.16) LEMA. Sea E un espacio localmente convexo separa-—

do sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-com-

pacto n*

-cerrado y acotado de E . Entonces, si a es un ele-

mento de A para el que existe un indice 1 tal que Wi(A)

no se reduce al cero y \fi(a) ‘es punto (0,r)-extremo de

Yi(A) , se tiene que \Pj(a) es punto (O0,r)-extremo de

\'oj(A) para todo j en I con pj>/p‘i .

Demostracidn
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Por ser pj_a,pi , la aplicaciédn:

;s
E/NJ ———-—.-E/Ni

¥, (a) —— '\, (a)

estid bien definida, y es lineal y continua.

Si ?i(a) es punto (O,r)-extremo de Yi(A) , existe f
perteneciente a (E/Ni,qi)’ tal que f(\(i(a)) = o con
A £ 0 y If(‘fi(A))' £ || . Por tanté, g = f. Wji es un
elemento de (E/Nj,qj)' tal que g( Yj(a)) =K y

|g(\pj(A))l £ JA| , con lo que, segin (3.10), \fj(a) es pun-

to (O0,r)-extremo de‘ \?j(A) .

Por tanto, puede darse el siguiente teorema de caracteriza

cidén de los puntos (O,r)-extremos:

(3.17) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa

- rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-

F 4

—-compacto m" -cerrado y acotado d@ E . Entonces, si a es un e

lemento de A , son equivalentes:.

(i) {a} es conjunto (O,r)-extremo de A .

(ii) a es punto (0,r)-extremo de A ,

. /
(iii) Existe f perteneciente a [A ] \ {0} tal que

| f(a) | = sup | f(x) | .
XEA

(iv) Existe un indice i tal que Yi(A) no se reduce al
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cero y \Fi(a) es punto (0,r)-extremo de ‘fi(A)

En particular, todos los conjuntos (0,r)-extremos minima-

les de A son puntos.

Demostracién

(i) implica (ii): Obvio.

(ii) implica (iii): Consecuencia de la definicidén de punto

(O,r)=-extremo.

(iii) implica (iv): La aplicacidén f puede extenderse a
una aplicacidn lineal y continua sobre E que también se deno-

ta por f . Por tanto, existe un indice i tal que:
+
lex) |l & m pi(x) Vx ek (Mer N{o} ) ,

Lol
con lo que, \Fi(A) no se reduce al cero; ademids, si f &es la

aplicacién de (E/Ni,qi)' asociada a f , se tiene que

F(y.(a)) = f(a) con |f(w.(aNl&ls(a)! y, por (3.10),
\fl 1

Yi(a) es punto (0,r)-extremo de \fi(A) .

>

(iv) implica (i): si I0 = { jer / pJZ; 1 } » para ca

da j en I , \fj(a) .es punto (O,r)—extremo de \fj(A) , €8
decir:
N\ A\
(g, ()= MY "y 5 Wy ={ P )€ g (n)

A €K, j j
J J ! !
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f kf X = . ; f E N-, .

/ d.( j( )) d) } &.a .l q,'
A\ :

l f N A — d.l q N K. K,CK .

Para cada oLj en Kj , sea f 4 la aplicacién de

J
(E,p.,)” asociada a ?0( . Entonces:
J
a€ /N my 5 ok = ) ko5 Hy o= {x€a
K EK jJeEI
1 o)
/ fd(x)=o(} ; Fg €EE° 5 lfga) £ let
V&E‘Ki'

Ademéds; si. b ‘es un elemento de E distinto de a que

pertenece a //\\ Hy , se tiene que \?,(b) es un punto de
A €K, J

f‘\\ H = .(a)}, para todo j en I Yy, por ser E se-~
oL Y
ORI o

parado, existe j en I con pj(b - a) # 0 : absurdo.

Por fanto, {a} = o(\ Hy, °» con lo que, {a} es conjun-
€x
i

to (O0,r)-extremo de A .

5. PUNTOS EXTREMOS PARA CONJUNTOS X-CONVEXO0S .

Sea E un espacio vectorial topoldgico sobre K Yy A un

subconjunto convexo de E . Si AO es el conjunto O-convexo
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del cual A es trasladado, A = x + Ao para cada x en A

Para definir los puntos r-extremos de A , seria sugerente po-

ner:
x-Ext (A) = x + 0-Ext (A ) (x €A)
r r o
Sin embargo, si x,y son puntos de A , no se tiene nece-
sariamente que x + O-EXtr(Ao) =y + O_EXtr(Ao) . En efecto:

(3.18) EJEMPLO. Sea Qp (p > 1) el cuerpo de los nimeros

p-4dicos considerado como espacio vectorial sobre si mismo. Sea

- -1 + 1
A = B(x,ly - x[|) , con x =-B§;—— e y = - 253__-

Entonces,

X + 0-Ext (A ) # y + 0O-Ext (A ) ,
r o r o

es decir,

{x+z€Qp / \zl=ly—x\};é

# { y + Z'G.Qp / bzl =1y - x| } .
En efecto, basta probar que existe 2z en Q tal que:
tzl=ly-x| v lz+x-yle<lx-yl
Puesto que:
-1 + 1 2
jx - yl=|2 P |=|—5=1,
2p 2p 2p
2
p + 1 . oo . ' .
el punto z = —g—— verifica las propiedades requeridas, ya
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que:
2 1 2 1
|z | = pz hl =1 , |z +x-yl= p2 i + 1 |=
p -1 p -1
2
— Izp I é|p2l=—1-—<1 .
lp - 1 P

Para conseguir resultados coherentes hemos, en consecuen-
cia, de dar una definicidn de punto extremo relativa a un punto

fijo del conjunto (''centro" en la terminologia de MONNA), en la

forma:

(3.19) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial topolégico
sobre K , A un subconjunto convexo de E y x un punto de

A (es decir, A x-convexo). Entonces, se definen los puntos

(x,r)-extremos de A , y se denotan por x-Extr(A) , COmo:

x=-Ext (A) = x + O-Ext (A ) .
r r o

Como consecuencia de (3.6), se tiene:

(3.20) TEOREMA (de KREIN-MILMAN). Sea E un espacio local

mente convexo separado sobre K , Sea A un subconjunto no va-

cio x-convexo c-compacto n*-cerrado y acotado de E . Entonces:

A = Eyo(x-Ext_(A)) .
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NOTA: Obsérvese que, como en (3.7), en general no se veri-

fica A = Ec(x—Extr(A)) .
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CAPITULO 4

OTRAS DEFINICIONES DE CONJUNTO EXTREMO

En este capitulo final se recogeh otras dos definiciones
de conjuntos y puntos extremos, dedicidndose la Gltima parte del
mismo a la comparacién de las cuatro definiciones dadas a lo
iargo de la memoria.

La primera de las nuevas definiciones viene motivada por
el hecho de que, a diferencia de los casos usuales, las dos de-
finiciones dadas anteriormente de punto extremo dependen de 1la
topologia. A los puntos extremos asi introducidos, en cuya defi
nicidén no interviene mis que la estructura algebraica del espa-
cio, se ha convenido en llamarlos '"puntos extremos geométri-
cos".

La segunda definicidn proviene de una modificacién de un
intento parcialmenfe fallido de )MONNA de estudio de puntés ex-—

tremos y, por e€llo, es por lo que se llamarin "puntos extremos

de Monna'" a los obtenidos por este procedimiento.

Como en el capitulo 3, se consideran sdlo conjuntos conve-

xos no reducidos a un dnico punto. También, salvo mencién expre
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sa en contra, se supone que K es un cuerpo esféricamente com-

pleto.

1. DEFINICION GEOMETRICA .

(4.1) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial sobre K

Para cada par de puntos x,y de E , se define la combinacidn

semiconvexa de X e y como:

C'[x,y} = { Ax + (1 -XN)y / 1A« }

NOTAS:

a) En general, C'{x,y} # C'{y,x} .

b) si x

Y C’{x,y} = {x} .

c) Si E K y x,y son dos puntos distintos de X ,

c’{x,y} es la bola abierta de centro y y radio |y - x|,

- es decir,

ze€c’{x,y} <=1z -y <l x -yl

d) si E y F son espacios vectoriales sobre K , caben

destacar las siguientes propiedades:

(C-1) si f es una aplicacidén lineal de E en F , se

tiene:



£ {x,y}) = ¢’ {£(x),f(y)]} Vx,yeE .

(c-2) C'{x + 2 , ¥ + 2 } = C'{x,y} + z Vx,y,z €E.

A partir del concepto de combinacidén semiconvexa, puede

darse la siguiente definicidén geométrica de conjunto extremo:

(4.2) DEFINICION., Sea E un espacio vectorial sobre K y

A un subconjunto no vacio de E . Se dice que una parte no va-

cia S de A es conjunto (0,g)-extremo de A si:

]

c’{x,0}Ns =9 Vxea .

Cuando S se reduce a un punto x , se dice que Xx es un

punto (0,g)-extremo de A .

El conjunto de puntos (0,g)-extremos de A se denota por

g

NOTAS:

a) Todo subconjunto de un éonjunto (0,g)-extremo de A ,
es también conjunto (0,g)-extremo de A , con lo que, en parti-

cular, todo conjunto (0,g)-extremo de A contiene al menos un

punto (0,g)-extremo de A .

b) Si A es un subconjunto O-convexo de E , O no es

punto (0,g)-extremo de A
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c) En la proposicién (4.10) se da otra versidén de la defi-

nicién (4.2).
Como se verid mis adelante, el interés de la definicidbn
(4.2) reside en conjuntos O-convexos, lo cual es de esperar de

acuerdo con la propia definicién.

(4.3) LEMA, Sea E un espacio vectorial sobre K y H

un hiperplano afin de ecuacidn f(z) = oL (fFeE* , dLek) . En-

tonces, para cada par de puntos x,y de E tales que x

(6 y ) no pertenece a H , son equivalentes:
(i) C'[x,y}/’\H = ¢ .
(ii) ¢ {f(x), £} N{L}=20

(iii) | f(x) - f(y) g |k - £(y) | .
Demostracién.

(i) implica (ii): Si C'{x,y}/”\H = ¢ , se tiene que,

£’ {x,y })MN{kl=0, es decir, c’{f(x),f(y)}N {oa}; g .

(ii) implica (iii)“: Si f(x) = f(y) , el resultado es ob-
vio. Si f(x) es distinto de f(y) , por ser C'{f(x),f(y)}
la bola abierta de centro f(y) y radio | f(x) - f(y) \, se

tiene | f(x) - f(y) |& |C£ - f(y) | .
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(iii) implica (i): Como antes, puede suponerse que f(x)
es distinto de f(y) . si |f(x) - f(y) l£1 A - f(y) |, oKL
no pertenece a C’{f(x),f(y)} = f(c’{x,y} ) , con lo que,

C'{x,y}f\ H=¢ .

NOTA: Obsérvese que la hipbétesis de que x & y no sean

elementos de H , sélo es necesaria para la demostracidn de

(iii) implica (i).

(4.4) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial sobre K ,

A un subconjunto no vacio de E , H un hiperplano afin de e-

cuacidén f(z) = & (fEE™, oLek) y H = {x€A /

/ f(x) = o } . Entonces:

A

Le(a) 14 1oll &< 1, =4 6 c’'{x,0]NH=¢ Vxea
Demostracidn
si |f(a)l4£ 1L y O es un punto de H , se tiene

H = A, mientras que si 0 no pertenece a H , por (4.3), se

verifica C'{x,o}f\ H=¢ para todo x de A .

Reciprocamente, si H = A, trivialmente |f(A) |& | &}

y, si C'{x,o }f\H = ¢ para todo elemento x de A , por

(4.3), se tiene que | f(A)l< [l ] .
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En particular:

(4.5) COROLARIO. Sea E un espacio vectorial sobre K

v

A un subconjunto no vacio de E y B un hiperplano afin de

ecuacidn f(z) = ok (fFee®*, L €Xx) . Entonces, si

HA={x€A / f(x):o(.} es no vacio y | f(A) |&£ Il , se

tiene que HA = A 6 HA es conjunto (0,g)-extremo de A .

(4.6) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa-

. =
rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio convexo m -~-ce-

rrado y acotado de E . Entonces, O-«Ext (A) es no vacio.

Demostracién

Por ser E separado, existe f en E’ tal que f(A) no
se reduce a un Gnico punto y, por (3.2), existe un elemento a

de A con lf(af) | = sup | f(x) |, con lo que,
X€A " 2

— / -
H, = { XEA f(x)) = fla,) }
es un conjunto (0,g)-extremo de A que, por tanto, contiene al

menos un punto (0,g)-extremo de A , es decir, O—Extg(A) es

no vacio.

NOTA: Obsérvese que si E = K , se tiene:
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aeo-Ext,g«m¢—_:>c'{x,o}ﬂ{a} = ¢ Vxea &>
ix l«lal Vxea ,
para cada subconjunto A de K «c¢on mas de un punto, por lo
que, como en el capitulo 3, si en (4.6) A no es m¥-cerrado,
puede ocurrir que O—Extg(Av sea vacio.

{4.7) PROPCSICION., Sea E un espacio localmente convexo

separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio convexo m¥*-
-cerrado y acotado de E . Entonces, para cada f en E° exis-
te un punto S ¢ (0,g)-extremo de A , tal que:
| f(sf) | = sup | f(x) |
XEA

Demostracidn

Para cada f en E’ , existe un elemento ag de A tal
que | flag) l - sup | f(x) |, con lo que, por (4.5), H =
A
XEA
= { x€pA o fixy = f(af> } contiene al menos un punto Se

(0,g)-extremo de A .

Como en (3.6), se verifica:

(4.8) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa-

rado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo c-
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-compact:. m¥-cerrado y acotado de E . Entonces:

A E (0-Ext (A))
[FX& g

Por (3.7), en general no se verifica A = E;(O—Extg(A)) s
lo que muestra que la definicibn (4.2) conduce a resultados sa-

tisfactorios s6ln en conjuntos O-convexos.

Si A es un conjunto convexo se plantea el mismo problema
que en e! capitulo 3, didndose la siguiente definicidn para con
Juntos x-convexos:

N

(4.9) DEFINICION. Sea E un espacio vectorial sebre K ,

A un subcopjunto eonvexo de E y X unfgunto de A (es de-

: pip.i A g8 X-convexo). Entpncﬁg, se definen Jos puntos (x,g)-
R q:“ M - - . '

§

) QQmQ *

-extremos de A , y se denotan Por x-Extg(A)
: E T 3.

x-Ext (A) = x + o;éxt (A ) .
g g O

NOTA: Obsérvese que si A es un conjuntoe ®x-conveXo, se ve

rifica:
zéx-ExtgrA- >z - xéO-—Extg(A <>

<= {y - %, OVq{z—x} - ¢ Vyea<e—>
<;:>((C’{y,x}' —x)ﬂ{z-x} = 0 VyEA@
> C'{y,x} M|z} =0 Vyea .
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Se calculardn a continuacibén los puntos (0,g)-extremos de

ciertos conjuntos en espacios localmente convexos, centrando

principalmente el estudio en espacios normados no arquimedia-

Puede darse una primera caracterizacidn de los puntos

(0,g)~extremos en espacios localmente convexos:

(4.10) PROPOSICION. Sea E wun espacio localmente convexo

separado sobre K y A un subconjunto no vacio O-convexo de

E . Entonces, si a es un elemento de A , son equivalentes:

(i) a GO-Exﬁg(A) .

(ii) pA(a) =1 .
Demostracibn

(i) implica (ii): Si a es punto (0,g)~extremo de A y
pA(aJ < 1, existen (ver (3.14)) ¢ en K con L/*‘ L1 e

y en A tal que a = MLy , con 1o)que, a pertenece a

C'{y,O} : absurdo.

(ii) implica (i): Si pA(a) =1 y a no es punto (0,g)-
-extremo de A , existen AL en K con I/AI L1 y x en

tal que a = WL x , por lo que, pA(a) = LM,\pA(x) < 1 : absur-

do.

A
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A partir de (1.5) puede darse una segunda caracterizacibn
dz los puntos (0,g)-extremos en espacios normados no arquimedia

nos:

(4.11) TEOREMA. Sea (E, |}, |l) un espacio normado no ar

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-conve-

*

X0 c-compacto m”-cerrado y acotado de E , y (e ) una su-

= n n&N

cesidn ortogonal en E con lim|| en|| = 0 , tal que:

Neoo
oD
A;{ E x e / |xn|él VnEN }
n=

oo
Entonces, si a = :E anen es un elemento de A , son e-

quivalentes:

(i) aG_O—Extg(A) .

(ii) sup Ian | =1 .
n€N

(iii) pA(a) = 1 ,

Demostracibn

(i) implica (ii): Si a es punto (0,g)-extremo de A y

sup | a_ | £1 , existe 4L en K distinto de cero tal que
nEN :

| £ Ll « 1 2 —

sup | a £ M 1 , con lo que, y =— = ™ € es un ele
n Py -

neN /LL n=1 AL n
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mento de A ; ademas, a =MLy , con lo que, a pertenece a

C'{y,o} : absurdo.

(ii) implica (ti1): Si A es un elemento de K tal que
a es punto de A A , necesariamente AN es distinto de cero,

por serlo a . Ademas, se tiene:

AA 2 ea s - fg; X € [x &1 &>
a € <> x  ~emensv N = nn n ! =
%0
L m——" - X Vn(iN .
A n
Por tanto:
riT sup | a | = sup | X |,
néN néeN
con lo que, [A|l >1 , es decir,
p,(a) = inf { AL, aeXa }}1 ,
" por lo que, pA(a) =1 .
(iii) implica (i): Consecuencia de (4.10).
Como en (3.11), se verifica:
'(4.12) TEOREMA. Sea (E, ||, ||) un espacio normado no ar

quimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio 0O-conve-

&«

X0 c~compacto m" - cerrado y acotado de E . Entonces, A es la

envolvente O-convexa cerrada de una familiz { ui}:?GIZ de

it

puntos (0,g)-extremos de A , con | I l<«dim[ a]

.
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Se calculan a continuacidn los puntos (0,g)-extremos de
las bolas de centro cero en espacios normados no arquimedianos

sobre K

(4.13) PROPOSICION. Sea (E,|I| , |l) un espacio normado

no arquimediano sobre K . Sea A un subconjunto no vacio 0-

convexo acotado de E . Entonces, si a es un elemento de A ,

y se consideran las propiedades siguientes:

(i) Jlall=supllxIl|,
XEA

(ii) aé_O-Extg(A) s
{(1i1i) ”pA(a) = } .

+

se verifica:

(i) —> (ii) <= (iii).
Demostracidn

(i) implica (ii): Si |l a |l = supll x il y a no es punto
‘ X€A

(0,g)-extremo de A , existe 4 en K con L/L( L1 y x

en A tal que a = a4 x , con lo que, || all-= L/AI Il x |] <

Z 1l x 1] : absurdo., -

La segunda equivalencia es consecuencia de (4.10).

Por tanto, siguiendo el mismo razonamiento gue en (3.15),
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puede darse el siguiente teorema de caracterizacidén de los pun-

tas (0,g)-extremos de las bolas en espacios normados no arquime

diranos:

(4.14) TEOREMA. Sea (E, )], |l) un espacio normado no ar

quimediano sobre XK y A una bola de centro cero en E . En-

tonces:

a) Si a es un elemento de A , y se consideran las pro-

piedades siguientes:

(iy Jbtall . suptt x1it,
X €A

(ii) aEO—ExtglA) ’

(iii) bA‘?’ =1,

se verifica:

(i) == (ii) <> (iii).

K,se

b) Si ademéds la valuacibén de K es densa & NEc: N

tiene en a) la equivalencia de las tres propiedades,

NOTA: Obsérvese que si en (4.14) la valuacién de K es

discreta 6 existe a en A con |]aj]l=supllx]|], A posee
' XEA

puntos (0,g)-extremos, mientras que si la valuacibn de K es

densa y no existe a en A con |lall=supllxl],
X€A :

O—Extg(A)- es vacio.
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2, DEFINICION DE MONNA .

Se comienza el apartado recordando algunas de las defini-
ciones dadas por MONNA necesarias para el nuevo concepto de pun

to extremo.
monNa ( [27 1, pdg. 79) introduce el concepto de conjunto
centriddo en la siguiente forma:

"Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K d«tadc

de valuaci1dn no arquimediana. Un conjunto centrado es un

par (A, f' , donde A es un subconjunto de E 'y f> €x
un punto‘de A . A f se le llama ''centro" de A
Andlogamente, da el concepto de interior en la forma:

""Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K dotado

de valuacidén no arquimediana y (A, ? ) un conjunto centra

do de E . Se define el interior de (A, ?) con relacién
a f , 6 simplemente interior de (A, ?) , y se denota

>

1 . _
por A€ . como el conjunto de los x en (A, ?) tales
que existe &£ (x) > 0 , verificando:

(i) E1 conjunto de los ANEK con 1< IXl <1+ & (x).

es no vacio.

(ii) f+ Aix - ?)éA para todo A en K con
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1< ANl <1+ E£(x) ",

NOTAS: Si E es un espacio vectorial sobre K y (A, ?)

un conjunto centrado de E , se verifica:
a) A% depende de la eleccidén del centro,
i
b) ? pertenece a A? .

c) Para cada elemento a de E , (a + A);+ = a + A% .

§

d) Para cada A en K , ()\A);\? "_—. )\A%‘

+

e) Si F es un espacio vectorial sobre X y f es una

, ‘ iy 1 P .
aplicacidn linFal de E en F @’ f(A?‘) ¢QS?§ é%ﬁﬁenidg en
i - “ :

f(? )

(f{A))

{4.15) LEMA. Sea E un espicio vectorial sébre un cuerpo

L

K wvaluado no arquimediano x_}ﬁ"uh subconjunto” equilibrado de
E . Entonces:

(i) Si la valuacién de K es discreta y TT es un elemen

to de K con |TTIl= P, se verifica:

>

xeA(1)<:: TTxEA .

(ii) Si la valuacibén de K es cualquiera, se verifica:

xea, <=> IXex, IAl>1 / Xxea .
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Demostracién

{i}: S1i x es un punto de A; , existe § (x) >0 tal
que B = {)\ €K / 1<|>\|<1+5(x) } es no vacfo y
Ax€A para todo A en B . Como 1 + E(x)> p = ITTl >,
se tiene que TT es un elemento de B , por lo que, TTx per-

tenece a A .

Reciprocamente, 81 TTx es un punto de A y & (x) es

un elemento de | f -1, ‘Fz --1) , se tiene:

o]
"

{kex / 143)\|<1+5(x)}=
{hex 7 Ixt=p}.

4

Ademis, por ser A equilibrado, se verifica:

Ax = —%%— TITxeA . v )sE.&

(ii): Si laLvaluacién de X es discreta, agzﬁesuitaao es
consecuencia de (i) .

Si la valuacibén de K es qensa Yy X es un punto de A; »
trivialmente existe XN en K con JAl >1 tal que A x
pertenece a A . Reciprocamente, si existe A en K con
IXT >1 tal que Ax espunt(;de A, 5(x)=|}\‘-’1,>0

es tal que:

QA X EA Y mex 14{/4!<1+E(x),

i
por lo que, x estid en A0 .



130

(4.16) LEMA. En las hipbtesis de (4.15), se verifica:

i
(1) A, es un conjunto equilibrado.

(ii) Si_ xéAé.L_IXl>1 , Ax¢a

(iii) Si xEA\AiO y Al

[
[y

i
(iv) Si x€A y IAN} <1, }\xEAO.
Demostracidn

(i): Consecuencia de (4.15).
(ii): Consecuencia de (4.15).
(iii): Por ser A y A; equilibrados.

(iv): Si A = 0 el resultado es trivial. Si N es dis-

tinto de cero, =—;T- es un elemento de K gon laul >1

tal que AL (A x) estd en A , por lo que, ‘A x €&s un punto de

Ai
O L

(4.17) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial sobre un

>

cuerpo K valuado no arquimediano y A un subconjunto no va-

cio equilibrado de E . Entonces, si f y ol soh elementos

—

de E° y KN\{O0} respectivamente, se verifica:

|f(A(i))l<lou => | f(a) | & lot },
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Demostraci1dn

Si, por reduccién al absurdo, existe x en A tal que

ff(x) 1> 1t} , M = es un elemento de K con |/4|<
<1 , por lo que, « x pertenece a A; . Ademis,

| fax) = T!f'%)’lf l£(x) | = lotl

absurdo, ya que lf(A(l)) < 1o .

(4.18) DEFINICION. Sea E wun espacio vectorial topolégico
sobre K y (A, ?) un subconjunto convexo centrado de E . Se
“dice que un hlperplano H de ecuacibén f(x) = oLl (fe€E’,

. ds € k) es un hlperplan‘o (? ,m)-extremo de A si:
3

(i) HNA # ¢ .

(ii) A% estd de un lado de H .

En lo que sigue, y si no hay confusién, se utilizari el
término hiperplano (? y)~-eXxtremo de A para indicar no a H ,

sino a HNA

Un subconjunto no vacfo S’ de (A, ?) se dice conjunto
(? ,m)-extremo de A si S es igual a A & S es inter-

seccidén de una familia de hiperplanos (?',m)-extremos de A

Un punto x de LA,? ) se dice punto (? ,m)-extremo de

A si pertenece a algin conjunto (? ,m)-extremo minimal propio
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de A .

NOTAS:

a) E1 concepto de hiperplano (? ,m)-extremo es similar al
de hiperplano de apoyo dado por MONNA ( [ 27 ], pag. 80), con la

diferencia de considerar ahora hiperplanos cerrados.

b) Todo hiperplano (? ,m)-extremo de (A, ?) es distinto

de A , ya que no contiene a ?
¢) Recordando que un subconjunto B de E esti de un la-
do de un hiperplano de ecuacién f(x) = A (f€E’, A €K), si:
| £(x) - f(y) 1< ok~ f(y) | Vx,yes

¥y que, en particular, si B contiene al cero, esto es equiva-

lente a:
| sy | < Lo},
se tiene:

H hiperplano (?,m)-extremo de (A,?) &>

>

<<= H - ? hiperplano (0,m)-extremo de (A - ? ,0)
es decir, si X es un elemento de (A, ?) , se tiene:

x punto (? ,m)-extremo de (A, §)  w—

> x - ? punto (0,m)-extremo de (A - %? ,0) .
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Por tanto, como en las definiciones anteriores, bastari es
tudiar los puntos (0,m)-extremos de los conjuntos centrados en

el cero.

3. RELACION ENTRE LAS DISTINTAS DEFINICIONES DE PUNTO EXTREMO .

Se verd a continuacidn la estrecha relacidén existente en-
tre las cuatro definiciones de punto extremo dadas a lo largo
de la memoria. El estudio se centra en los puntos extremos de

los conjuntos O-convexos.

En primer lugar, las definiciones de conjunto extremo se-

.

gdn  AJUPOV y MONNA coinciden:

(4.19) PROPOSICION. Sea E un espacio vectorial topolépi-

co sobre K y A un subconjunto no vacio ©O-convexo de E .

Entonces, S es conjunto (O,r)-extremo de A si y sblo s8i S

es conjunto (O,m)-extremo de A .

Demostracidn

Sea S conjunto (O,r)-extremo de A , es decir,

§ = H i H = xX€EA / f,x) = o ; K. CEK ;
ot@l‘* « = * } t
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’ . L.
fL€E" 5 | em 1€ Tt V& er, .
Si & = 0 para todo ot en K, » S esigual a A, que es
conjunto (O,m)-extremo de A . En caso contrario,

S = H s K = A €K / A £ 0
‘12;22 54 2 { 1 }

Para cada ol en Kz R fd(A) es O-convexo en K , con lo
que, fd(A) = E(O, oL ]) = d.E(O,l) . Entonces:

i

i - - i
(fd(A))O = (d\ B(O;l))o =d\B(0’1)O = &B(ojl) = B(o9 Id\)s

es decir, | (f'QL(A)); | < Il , por lo que, Ifok(A(l)) (< ol vy,

por tanto, S es conjunto (O,m)-extremo de A .

Reciprocamente, si S es conjunto (O,m)-extremo de A ,

es decir,

S.i.—.A 6 .5 = () {erA "/ fd(x)_=cl‘}  ; K, CK ;

N . 1
cLéKl i )

: ’ . s

., 1

CEqeE” ;| fgap 1< el Vdexr o,
por (4.17), se tiene que:

£ 4
| £408) 1& ol Vm€K1

¥y, por tanto, S es conjunto (0,r)-extremo de A .

Respecto de las definiciones de AJUPOV y geométrica, se

tiene:

(4.20) PROPOSICION. Sea E wun espacio localmente convexo
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separado sobre K . Sea A un subconjunto no vacio O-convexo

c-compacto m*-cerrado y acotado de E . Entonces:

{i) O-Ext (A) esta contenido en O—Extg(A)
r

(ii) Si ademéds la valuacién de K es discreta, O-Extr(A) =

= 0-Ext (A) .
g
Demostracidn

(i): 8Si a es punto (0,r)-extremo de A ; exiate f per-
teneciente a E° y distinta de cero en A tal que | £ta) | =

= sup Leex) | . si, por reduccién al absurdo, a 10 es punto
XEA

(0,g)-extremo de A , existen x en A y X en K con
fAl €1 tal que a = A x , con lo que, | f(a) | = FA T £(x) e
&£ | f(x) | : absurdo. L

(ii): Por (3.10) y (4.11), el resultads &s drivial si 2
es un espacio normado no arquimediano sobre K .

Sea E un espacio localmente convexo separado sobre K vy

- 1 L q s . . .

r { P, }i.GI a familia de seminormas no arquimedianas que
que define la topologfia de E . Sea a un punto (0,g)-extremo
de A . Si, por reduccidn al absurdo, a no es punto (0,r)-ex-
tremo de A , por (3.17), se tiene que para cada i en I tal
que \fi(A) #{\fi(o)} R ?i(a) no es punto (9,r)-extremo de
VE(A) » es decir, existe x. en A y A. en E tal que

1

Yi(a) = )\i \f’i(xi), con l)\ilé 1.
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Por tanto, para todo 1 en I existe x; en Ay ,Xi
en K con | AN | 1 , tal que pi(a - ,Aixi) = 0 . En particu

lar, si A es una base de O-entornos convexos de E , para

cada U perteneciente a UL , existe x, en A y >\U en K

con | )Ul £1 tal que pU(a -AUXU) = 0 , por lo que,
a - )\UxU es un elemento de U , es decir, a es punto adhe-

rente del conjunto:

B={Ax / IXxl<c1 A xen} AA = A,

IAl <1

con a4 elemento de K tal que || sup { FAL 7

/ tAl<r} =

1
—— . Ademis, por ser B cerrado, a esg un pun
P
to de B : absurdo, ya que C'{x,O}//\ {a} = ¢ para todo x

en A . .

NOTA: Obsérvese que, como consecuencia de (3.10) y (4.11),

si la valuacidén de K es densa, en general no se verifica la
propiedad (ii). Sin embargo, si la valuacidén de K es discre-
ta, la definicidén de punto extremo de AJUPOV, que en principio
es topolégica pues viene dada en términos de aplicaciones linea

les continuas, es equivalente a una definicién geométrica.

Mis adn, por (2.34) y (3.10), para conjuntos c-compactos

en espacios normados, se verifica:

(4.21) PROPOSICION. Sea (E,]| , |l) un espacio normado
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no arquimediano sobre K . Sea A un subconjunto ro vacio O0-

*

-convexo c-compacto m" ~-cerrado y acotado de E . Entonces:

0-Ext (A) = O-Ext (A) .
¢ r

También, en ¢l caso de conjuntos compactos y cuerpos loca-

les, se tiene el siguiente resultado:

(4.22) PROPOSICION. Sea E un espacio localmente convexo

separado sobre un cuerpo K local. Sea A un subconjunto no

vacio O-~convexo compacto de E . Entonces:

0-Ext (A) = O-Ext (A) .
¢ g

Demostracién

Sea (ei)i e Una familia topolégicamente 1libré de elemen

3
%

tos de E tal que:

A:{.z‘xiei / lx 141 Yier }
Es inmediato que:

g-Extg(A) = { xiei €A / sup ‘Xi | = 1 }

i€z i€x

y, por ¢l teorema (2.21), O-Extc(A) = O—Extg(A) .

Como consecuencia de los resultados znteriares, se tiene
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el siguiente teorema, que resume la relacidn existente entre
las distintas definiciones de punto extremo para conjuntos c-

~-compactos.

{(4.23) TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo sepa

rado sobre K y A un subconjunto no vacfo O©O-convexo de E .

Entonces:

{1) Si A es c-compacto m*-cerrado y acotado, se tienet

{1.1): 0-Ext (A) = O-Ext (A) C 0-Ext (A) .
B r g

(1.2): Si E es un espacio normado no arquimediano,

0-Ext (A) = 0=Ext (A) = O=Ext_{A) C 0-Ext (A) .
e = S & _ g

{1.3): Si la valuacidn dc;_i es discreta, se da la i-

gualdad en (1.1} y (1.2},

(2) Si A es coqgaeto-z"'l local, se tiene:

0-Ext (A) = 0-Ext (A) = 0-Ext (A) = O0-Ext (a) .
_ c -] r g

Pinalmente, para las bolas de centro cero en espacios nor-

mados no arquimedianos, se verifica:

(4.24) TEOREMA. Sea (E, |} , |]l) wun espacio normadoc no ar

guimediano sobre K y A una bola de centro cero en E . En-

tonces:

(i)} 0-Ext {A) = 0-Ext (A) = O-Ext (a) .
r g m
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(ii) Si ademis la valuacibn de K es discreta,

O-Ext (A) = 0-Ext (A) = O-Ext (A) = O-Ext (A}
c r g m

Demostracién

Consecuencia de (2.32), (3.15), (4.14) y (4.19).
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CONSIDERACIONES FINALES

El objetivo de este Gltimo apartado es resaltar alguno de
los resultados obtenidos en esta memoria, asi como sefialar cier

tas cuestiones abiertas que en ella quedan planteadas.

El principal interés del trabajo reside en que es, aparte
d&l trabajo de AJUPOV, la primera publicacién (por mi conocida)
en 1a que se incluyen diversas alternativas a una teorfia de
KREIN—MILMAN en Anilisis no Arquimediano. Resulta satisfactorio
también el que las diversas versiones consideradas en la memo-
ria, sugeridas bien por intentos anteriores (AJUPOV,MONNA),
bién por conseguir una teoria unificada en los casos arquime-
diano 6 no, 6 bien por lograr una téoria independiente dé la to
pologia, den resultados finales muy similares.

Como en el caso usual, el contexto en el que he planteado
la memoria es el de los espacios vectoriales topoldgicos local-
mente convexos, si bien, con la hipdtesis adicional de la com-
pletitud esférica del cuerpo base, la cual es necesaria para
disponer de teoremas de separacidén de conjuntos convexos. Sin
embargo, aparecen algunas diferencias significativas con rela-

cién al caso real 6 complejo:
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a) La relativizacién de los conceptos de puntos extremos,
los cuales van a depender no sélo del conjunto, sino también de

un punto previamente fijado en el mismo.

b) La consideraciédn no sélamente de conjuntos compactos
convexos {cuya existencia es muy limitada en Andlisis no Arqui-
mediang), sino con mas frecuencia, de conjuntos c-compactos con

vexog .

¢) Si bien cuando la valuacidén del cuerpo base es discre-
ta, el teorema de KREIN-MILMAN es vilido para cada definicién
de punto extremo en conjuntos convexos compactos (c-compactos),
lo mismo no se cumple cuando la valuacién es densa, en cuyo ca-
so se ha impuesto a los conjuntos la hipbtesis adicional de ser

p¥-cePrados.

i

-

B
-

A lo largo de la memoria se dan cuatro definiciones, y sus
dorréﬁpondientes teoremas de KREIN-MILMAN, de punto extremofv
preséntando_cada una de ellas un interés 6 importancia relativo
a distintas causas.

El interés central de la definicidn de punto extrémo dada
en el capitulo 2, reside en el hecho de que generaliza a ia del
caso usual. Sin émbargo, implica la consideracién de conjuntos
compactos y, por tanto, cuerpos locales, condicién‘ésté muy res

trictiva en Analisis no Arquimediano. Ademéds, los conjuntos ex-

tremos minimales nunca son puntos.
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Las limitaciones anteriores se resuelven en el capitulo 3,
donde se desarrolla y completa la teoria de AJUPOV de puntos ex
tremos. La importancia de este capitulo radica en la extensién
de dicha teorfia a cuerpos dotados de valuacibén densa, gracias
al concepto de conjunto convexo m*-cerrado, asi como en la res-
puesta a la cuestidén planteada por AJUPOV en [ 1 J de si los
conjuntos extremos minimales son puntos.

Cabe destacar también la definicidn de punto extremo dada
en el capitulo 4 a partir de una modificacién del concepto de
hiperplano de apoyo dado por MONNA, quien, como afirma eﬁ
[ 28 1, no llegé a una teoria satisfactoria de KREIN-MILMAN.

Mientras que en el caso usual la definicibén de punto extre
mo es geométrica, no ocurre lo mismo con las tres definiciones
anteriores. De ahi que la memoria concluya con una nueva defini
éi&n que es independiente de la topologia y que, por ello; veni

mos en llamar geométrica.

Entre las cuestiones no resueltas todavia en relaciénm con
el tema, la mas importante; y en la cual se esti trabajando ac-
tualmente, es el saber si el teorema de KREIN-MILMAN en alguna
de sus versiones, tiene el mismo 6 parecido interés que en el
caso arquimediano, como técnica de estudio de propiedades de es
pacios localmente convexos.

Algunas cuestiones,entre otras, que quedan planteadas a te

nor de los resultados de la memoria, son:
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a) Extensidn, en el contexto de los espacios vectoriales
topoldgicos localmente convexos, a conjuntos c-compactos conve-
xos, de la definicidén de punto extremo dada en el capitulo 2 pa
ra conjuntos compactos. Probablemente, esto exigiria el poder
expresar un conjunto O-convexo c-compacto en términoé de se-
ries, de forma andloga al resultado de CARPENTIER dado en la pa
gina 33 , lo cual parece dificil, pues incluso en espacios lo-
calmente convexos con base Schauder, se demuestra ([ 9 ]) que
un conjunto O-convexo c-compacto estd a lo sumo contenido en

ufh conjunto expresado en términos de series.,

b) C4dlculo de los puntos (0,c)-extremos de las bolas en

espacios normados sobre cuerpos dotados de valuacidn densa.

"

¢) Obtencidén de teoremas de tipo MILMAN correspondientes a

f“lh teqr{a de AJUPOV de puntos extremos.
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