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Introduccion

La presente Memoria se enmarca dentro del estudio de las aplicaciones li-
neales definidas entre espacios de funciones continuas. En particular, nos
centraremos en el andlisis de tres tipos de aplicaciones lineales que se en-
cuentran estrechamente relacionadas; en primer lugar, las aplicaciones bise-
paradoras, que seran consideradas entre espacios de funciones absolutamente
continuas (Capitulo 1) y espacios de funciones de Lipschitz (Capitulo 2).
Seguidamente, en el Capitulo 3, analizaremos las isometrias definidas entre
espacios de funciones de Lipschitz y, finalmente, las aplicaciones que preser-
van ceros comunes definidas entre ciertos subespacios de funciones continuas,
entre los que se incluyen los anteriores (Capitulo 4). Asi, nuestro propoésito
es proporcionar algunos resultados sobre la representacion de cada una de
las aplicaciones lineales consideradas. Ademas, parte importante de nuestro
estudio consiste en determinar las condiciones en las que algunas de estas
aplicaciones son continuas.

Aplicaciones separadoras

El estudio de las aplicaciones separadoras entre espacios de funciones con-
tinuas fue iniciado por E. Beckenstein y L. Narici en [17, 18| a finales de
los afios 80. Sin embargo, estas aplicaciones ya habian sido consideradas con
anterioridad en el contexto de los reticulos vectoriales por Y. A. Abramovich
en |1, 2|, E. Albrecht y M. Neumann en |3, 4] o B. de Pagter en [65]. En
concreto, si X e Y son espacios topologicos y A(X) y A(Y) son subespacios
de funciones continuas definidas en X e Y, respectivamente, diremos que una
aplicacion lineal T': A(X) — A(Y') es separadora si T'f - T'g = 0 siempre que
f,9 € A(X) satisfagan f - g = 0. Ademas, diremos que T es biseparadora
si es biyectiva y tanto ella como su inversa son separadoras. Ejemplos de
aplicaciones separadoras son la derivacion, los homomorfismos de algebras y
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las aplicaciones composicién con peso.

El primer resultado que permite identificar las biyecciones separadoras
con las aplicaciones biseparadoras en este contexto fue obtenido por K. Jarosz
en el ano 1990 (véase [44]). En el mismo, se prueba que

“Si X eY son espacios compactos y Hausdorff y T : C(X) — C(Y) es una
biyeccion separadora, entonces existen un homeomorfismo h:Y — X y una
funcion ¢ € C(Y) con p(y) # 0 para todo y € Y tales que

Tf(y) =¢y)f(hy)) (1)

para toda f € C(X) ey € Y. Ademds, T es continua y biseparadora.”

A partir de este momento, surgen numerosas generalizaciones de este resul-
tado. Por ejemplo, en [35, 48] probaron que, cuando X e Y son espacios
localmente compactos, toda biyeccion separadora entre los espacios de fun-
ciones continuas que se anulan en el infinito Co(X) y Cy(Y) definidas en X
e Y, respectivamente, induce un homeomorfismo entre los espacios X e Y.
En [10], J. Araujo, E. Beckenstein y L. Narici trataron de obtener un resul-
tado similar al dado por K. Jarosz eliminando la compacidad de los espacios
sobre los que se definen las funciones continuas. Para ello, en algunos casos
al menos, debieron asumir que la biyeccion separadora tenia también inver-
sa separadora. De esta manera, para cualesquiera espacios de Tichonov X
e Y, probaron que toda aplicacion biseparadora entre C(X) y C(Y') induce
un homeomorfismo entre las realcompactificaciones de los espacios X e Y.
Ademés, también se obtiene una representacion analoga a la dada en (1) de
las aplicaciones biseparadoras T : C'(X) — C(Y) cuando X e Y son espacios
realcompactos. Posteriormente, estos mismos autores, en [11], se plantearon
el siguiente problema:

¢ Qué condiciones deben satisfacer los espacios de Tichonov X e
Y para que toda biyeccion separadora entre C(X) y C(Y) tenga
inversa separadora?

Pues bien, las conclusiones a las que llegaron fueron que, tanto en el caso
en que Y es conexo como en el caso en que X es cero-dimensional, toda
biyeccion separadora T : C(X) — C(Y) es biseparadora. En realidad, esta
cuestion constituye uno de los principales problemas abiertos en el contexto
de las aplicaciones separadoras entre espacios de funciones continuas.
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Debemos mencionar también que, relacionado con los espacios de funciones
objeto de estudio en esta Memoria, A. Jiménez-Vargas ha obtenido reciente-
mente la version para ciertas subalgebras del espacio de funciones de Lipschitz
del resultado de K. Jarosz (véase [50]).

Hasta el momento, todos los resultados mencionados involucran aplica-
ciones separadoras entre subespacios de funciones continuas que toman va-
lores escalares, es decir, valores reales o complejos. Sin embargo, nosotros
estamos interesados en el caso en que las funciones toman valores en es-
pacios normados arbitrarios. Por tanto, lo primero que debemos hacer es
adaptar la definicion de aplicacién separadora a este nuevo contexto. Para
ello, dados un espacio topologico X, un espacio normado F y una fun-
cion f : X — FE, llamaremos cozero asociado a la funcion f al conjun-
to coz(f) := {z € X : f(z) # 0}. Ademas, C(X, E) denotara el espa-
cio normado de las funciones continuas definidas en X que toman valores
en E. De esta manera, si A(X,E) y A(Y,F) son subespacios vectoriales
de C(X,E) y C(Y, F), respectivamente, diremos que una aplicacion lineal
T : AX,E) — A(Y,F) es separadora si coz(Tf) N coz(Tg) = O siempre
que f,g € A(X, E) satisfagan coz(f)Ncoz(g) = (). De manera equivalente, se
puede definir una aplicacion separadora T" entre A(X, F) y A(Y, F) como una
aplicacion lineal tal que || Tf(y)||||Tg(y)|| = 0 para todo y € Y siempre que
f,9 € A(X, E) satisfagan || f(x)]|||lg(x)|| = 0 para todo x € X. Finalmente,
al igual que en el caso anterior, diremos que una aplicacion es biseparadora
si es biyectiva y tanto ella como su inversa son separadoras.

Los primeros en considerar las aplicaciones biseparadoras entre espacios
de funciones continuas que toman valores en espacios de Banach fueron S.
Hernandez, E. Beckenstein y L. Narici en [40]. En concreto, establecieron
una relacion entre las aplicaciones biseparadoras y ciertas isometrias lineales
suprayectivas definidas entre C(X, E) y C(Y, F'), siendo X e Y espacios com-
pactos y E y F espacios de Banach. En el ano 2003, H. L. Gau, J. S. Jeang
y N. C. Wong ([39]) probaron que, si X e Y son espacios compactos y Haus-
dorff, E'y F son espacios de Banach y T : C(X,FE) — C(Y,F) es una
aplicacion biseparadora, entonces existen un homeomorfismo h : Y — X y
una aplicacion lineal y biyectiva Jy : £ — F' para cada y € Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y))) (2)

para toda f € C(X,F) e y € Y. Ademas, observaron que 7" es continua si
y solo si cada aplicacion Jy es continua. Para obtener una completa infor-



v Introduccion

macion acerca de la representacion y las condiciones bajo las que se tiene
la continuidad de las aplicaciones biseparadoras entre ciertos subespacios
de funciones continuas definidas en espacios no necesariamente compactos
y que toman valores en espacios normados pueden consultarse los trabajos
[6, 7, 8, 15] de J. Araujo. Este mismo autor, en [5], obtuvo una caracterizacion
de las aplicaciones biseparadoras entre espacios de funciones diferenciables.
En particular, se deduce que, dados X C R” e Y C R? abiertos, /'y F' es-
pacios de Banach y una aplicacion T : C"(X, E) — C™(Y, F') biseparadora,
se tiene que p = ¢, n = m, y existen un C"-difeomorfismo h: Y — X y una
aplicacion lineal y biyectiva Jy : E — F para cada y € Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € C"(X,E) e y € Y. Ademas, considerando ciertas topologias
naturales en C"(X, E) y C"™(Y, F), la aplicacion T es continua.

Por otro lado, de manera practicamente simultanea a los resultados que
se presentan en esta Memoria, en [54], se obtiene una descripcién analoga
a la dada en (2) cuando la aplicacion biseparadora 1" estd definida entre
lipo (X, E) v lipo (Y, F') para a € (0, 1), siendo X e Y espacios métricos com-
pactos y F y F espacios de Banach. Ademas, los autores observaron que,
bajo ciertas condiciones, es posible deducir la continuidad automatica de la
aplicacion biseparadora. Para finalizar, cabe mencionar el trabajo desarrolla-
do por D. H. Leung (|60]) con posterioridad a la publicacion de los resultados
expuestos en esta Memoria. En el mismo, para espacios métricos completos X
e Y y espacios de Banach E'y F', el autor estudia las aplicaciones biseparado-
ras definidas entre espacios de Lipschitz generalizados (que incluyen, entre
otros, los espacios de funciones uniformemente continuas y de Lipschitz).

En lo relativo a esta Memoria, los Capitulos 1 y 2 estan dedicados al es-
tudio de las aplicaciones (bi)separadoras entre distintos subespacios de fun-
ciones continuas. En el primero de ellos, consideraremos tales aplicaciones
entre espacios de funciones absolutamente continuas definidas en subcon-
juntos compactos de la recta real que toman valores en espacios de Banach
arbitrarios. Por un lado, si suponemos que los espacios normados tienen la
misma dimension finita, es posible obtener una completa caracterizacion de
las biyecciones separadoras, que incluye un homeomorfismo entre los espa-
cios de base (véase el Corolario 1.4.7). Ademés, como consecuencia de dicha
caracterizacion, podemos concluir su continuidad y el caracter separador de
su inversa en los Teoremas 1.4.8 y 1.4.9. Por otro lado, en el caso en que
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los espacios de Banach sean de dimension infinita, asumiremos que las apli-
caciones definidas entre espacios de funciones absolutamente continuas son
biseparadoras. De nuevo, podemos probar la existencia de un homeomorfis-
mo entre los espacios de base que nos permitird obtener una descripciéon de
las aplicaciones biseparadoras en el Corolario 1.5.9. Sin embargo, a diferencia
del caso finito-dimensional, para deducir la continuidad de tales aplicaciones
es necesario suponer que los espacios de base no tienen puntos aislados, como
vemos en el Teorema 1.5.11. Para finalizar este primer capitulo, trataremos
de caracterizar las isometrias biseparadoras entre espacios de funciones ab-
solutamente continuas (véase el Teorema 1.6.3).

En el Capitulo 2, analizaremos las aplicaciones biseparadoras entre es-
pacios de funciones de Lipschitz definidas en espacios métricos completos
que toman valores en espacios normados arbitrarios. En el Teorema 2.5.15 se
prueba la existencia de un homeomorfismo entre los espacios de base que nos
permite obtener una completa descripcion de las aplicaciones biseparadoras
entre espacios de funciones de Lipschitz (véase el Teorema 2.6.9). Para estu-
diar la continuidad de tales aplicaciones, es necesario anadir la completitud
de los espacios normados. Incluso bajo estas nuevas condiciones, observare-
mos que no es posible deducir en general la continuidad automética de las
aplicaciones biseparadoras entre espacios de funciones de Lipschitz. Sin em-
bargo, construiremos una aplicacion biseparadora y continua asociada a cada
una de ellas que nos permitird concluir la continuidad de éstas en ciertos ca-
sos particulares (Corolarios 2.7.11 y 2.7.12). Finalmente, se analiza el caso en
que las biyecciones separadoras estan definidas entre espacios de funciones
de Lipschitz que toman valores escalares. En este contexto, observaremos
que, siempre que los espacios métricos de base sean compactos, tales aplica-
ciones son automaticamente biseparadoras (véase el Teorema 2.8.3), lo que
nos permitird obtener una caracterizacion y la continuidad automatica de las
biyecciones separadoras en el Corolario 2.8.4.

Isometrias

En 1932, S. Banach demostro que dos espacios métricos compactos X e Y son
topologicamente homeomorfos si los correspondientes espacios de funciones
continuas C(X) y C(Y) son linealmente isométricos (véase [16]). Posterior-
mente, en [71], M. Stone generalizo el resultado de S. Banach para espacios
compactos y Hausdorff no necesariamente métricos. Todo ello dio lugar a
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un resultado clésico en la teoria de las isometrias lineales entre espacios de
funciones continuas que recibe el nombre de Teorema de Banach-Stone, en
el que se afirma que

“Si X e Y son espacios compactos y Hausdorff y T : C(X) — C(Y) una
1sometria lineal suprayectiva, entonces existen un homeomorfismo h : Y — X
y una funcion ¢ € C(Y) con |p(y)| =1 para todo y € Y tales que

Tf(y) = e(y)f(hy))
para toda f € C(X) ey e Y.”

A su vez, este resultado ha sido generalizado en numerosas direcciones. Por
ejemplo, W. Holsztynski, en [42], obtuvo una version de este teorema para
isometrias lineales no necesariamente suprayectivas. En concreto, si X e Y
son espacios compactos y Hausdorff y 7" es una isometria lineal entre C'(X) y
C(Y), probo la existencia de un subconjunto Yy de Y y de sendas aplicaciones
continuas h: Yy — X y ¢ : Yy — K de manera que

Tf(y) =y f(h(y))

para toda f € C'(X) e y € Yy. Ademaés, el Teorema de Banach-Stone también
ha sido extendido a diversos subespacios de funciones continuas, como pueden
ser el espacio de las funciones diferenciables (ver [22]) o el espacio de las
funciones absolutamente continuas en |[66]. Otros resultados interesantes en
los que se aborda este tema son |13, 14, 48, 64]. Sin embargo, nuestro interés
se centra en obtener una generalizacion de dicho teorema en el caso en que
las isometrias estan definidas entre espacios de funciones de Lipschitz. Hasta
los anos 90, varios autores habian estudiado las isometrias entre espacios de
funciones de Lipschitz (véase [45, 62, 69, 72]), pero el resultado més destacado
en este contexto es el obtenido por N. Weaver en |73]. En el mismo, se prueba
que, para espacios métricos X e Y completos, 1-conexos y cuyo didmetro sea
a lo sumo 2, cualquier isometria lineal suprayectiva 7" : Lip(X) — Lip(Y) es
de la forma

Tf(y) = af(h(y))

para toda f € Lip(X) ey € Y, siendo h : Y — X una isometria y a € K con
|a| = 1. Resulta inmediato observar que esta caracterizacion es mas concisa
que la obtenida en el Teorema de Banach-Stone, puesto que se prueba que la
funcion ¢ debe ser constante. De manera reciente, en [52], A. Jiménez-Vargas
y M. Villegas-Vallecillos han obtenido la version para espacios de funciones
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de Lipschitz del resultado de W. Holsztynski sobre isometrias lineales no
necesariamente suprayectivas.

Por otro lado, también ha despertado el interés de diversos autores la
extension del Teorema de Banach-Stone al caso en que las funciones toman
valores en espacios normados. En primer lugar, debemos indicar que dicha
extension no puede realizarse de manera automaética, sino que es necesario
anadir alguna condicién sobre los espacios normados, en este caso geométrica.
Asi pues, el primer resultado que surge en este contexto fue obtenido por M.
Jerison ([49]) en 1950, donde prueba que, si X e Y son espacios compactos,
E es un espacio de Banach estrictamente convexoy T': C(X, E) — C(Y, E)
es una isometria lineal suprayectiva, entonces existen un homeomorfismo h :
Y — X y una isometria lineal suprayectiva Jy : & — E para cada y € Y
tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € C(X,FE) ey € Y (véase [40] para una prueba de un resultado
analogo basada en aplicaciones biseparadoras). En [21], M. Cambern extendi
el resultado de W. Holsztynski para isometrias lineales no suprayectivas al
caso en que las funciones toman valores en espacios de Banach estrictamente
convexos. Ademas, E. Behrends, en [19], demostro que, si X e Y son espacios
localmente compactos y E es un espacio de Banach con centralizador trivial,
entonces toda isometria lineal suprayectiva entre Co(X, E) y Co(Y, E) induce
un homeomorfismo entre los espacios X e Y, con lo que obtuvo una gene-
ralizacion del resultado de M. Jerison, pues los espacios normados con cen-
tralizador trivial incluyen, entre otros, a los espacios normados estrictamente
convexos. Para el caso no necesariamente suprayectivo, en [46| probaron que,
si X e Y son espacios localmente compactos y Hausdorff, ' y F' son espacios
de Banach, F' es ademés estrictamente convexoy T : Co(X, E) — Co(Y, F) es
una isometria lineal, entonces existe un subconjunto Yy de Y, una aplicacién
continua h : Yy — X y una isometria lineal Jy : ' — F para cada y € Y
tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € Co(X,E) e y € Y,. Otros resultados similares pueden ser
consultados en [34, 47].

Recientemente, J. Araujo, en [9], trabajo con ciertos subespacios de fun-
ciones continuas definidas en espacios no necesariamente compactos y que
toman valores en espacios normados con centralizador trivial. En concreto,
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prueba que, en estas condiciones, toda isometria lineal suprayectiva es bise-
paradora, ademés de obtener una representacion de las mismas de la forma
composicion con peso. En el ano 2009, A. Jiménez-Vargas y M. Villegas-
Vallecillos ([53]) han obtenido los resultados de M. Jerison (isometrias linea-
les suprayectivas) y de M. Cambern (isometrias lineales no suprayectivas)
para espacios de funciones de Lipschitz definidas en espacios métricos com-
pactos que toman valores en espacios de Banach estrictamente convexos.
Finalmente, para obtener una amplia informacion acerca de las isometrias
lineales entre espacios de funciones continuas y seguir la evoluciéon del Teo-
rema de Banach-Stone en los tltimos anos, recomendamos la referencia [38|
de M. I. Garrido y J. A. Jaramillo y los libros [32, 33] de R. J. Fleming y J.
E. Jamison.

En el Capitulo 3 de esta Memoria, caracterizaremos las isometrias li-
neales suprayectivas entre espacios de funciones de Lipschitz definidas en
espacios métricos completos que toman valores en espacios normados estric-
tamente convexos. De manera previa, veremos que, bajo ciertas condiciones,
toda isometria lineal suprayectiva es biseparadora (véase el Teorema 3.3.5).
Ademas, la caracterizacion de dichas aplicaciones sera obtenida de dos mane-
ras distintas. Por un lado, anadiendo condiciones acerca del comportamiento
de las propias isometrias, lo que nos permitiré extender, en el Teorema 3.5.1,
el resultado obtenido por A. Jiménez-Vargas y M. Villegas-Vallecillos en [53].
Por otra parte, anadiremos condiciones sobre los espacios métricos en los que
se definen las funciones. En particular, asumiremos la 1-conectividad de los
mismos, obteniendo asi una generalizacion del resultado dado por N. Weaver
en [73| (véase el Teorema 3.6.4).

Aplicaciones que preservan ceros comunes

Resultados similares al Teorema de Banach-Stone también han sido obtenidos
en el caso en que se considere un orden en los espacios de funciones continuas
que les dota de estructura de reticulo. En particular, si X e Y son espacios
compactos y Hausdorff, se tiene que todo isomorfismo de reticulos entre C'(X)
y C(Y) induce un homeomorfismo entre X e Y (véase [57]). Ademas, en [43],
se prueba que dicha conclusién también es cierta para espacios X e Y real-
compactos. Pues bien, recientemente, teniendo como base este tipo de resul-
tados, se ha intentado obtener resultados del tipo Banach-Stone considerando
espacios de funciones continuas que toman valores en reticulos de Banach. Sin
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embargo, dados X e Y espacios compactos y Hausdorff, y E'y F reticulos de
Banach, la existencia de un isomorfismo de reticulos entre C'(X, E) y C(Y, F)
no implica que X e Y sean homeomorfos (véase [23]). Como consecuencia,
en este mismo articulo, los autores decidieron anadir una hip6tesis adicional,
es decir, consideraron isomorfismos de reticulos 7' : C(X, F) — C(Y, F) que
satisfacen la siguiente propiedad:

Z(f) # 0= Z(Tf) #0 (P)

para toda f € C(X, E), siendo Z(f) := {x € X : f(z) = 0}. Concretamente,
fue probado que, si X e Y son espacios compactos y Hausdorff, £ es un
reticulo de Banach y F' = R, entonces X e Y son homeomorfos y £y R
son isomorfos como reticulos. Continuando con el estudio de este tipo de
aplicaciones, en [63] demostraron que, en el caso en que X e Y sean espacios
compactos y Hausdorff, E y F' sean reticulos de Banach y F' no tenga divisores
de cero, entonces todo isomorfismo de reticulos entre C(X, E) y C(Y, F)
que satisface la propiedad (P) induce un homeomorfismo entre X e Y y un
isomorfismo de reticulos entre E' y F. Posteriormente, resultados analogos
al anterior han sido obtenidos para distintos tipos de reticulos normados.
Por ejemplo, Z. Ercan y S. Onal obtienen el mismo resultado siendo F un
AM-espacio con unidad (es decir, un C(K)-espacio) en [30], mientras que en
[31] lo prueban cuando E y F' son reticulos localmente sélidos. Finalmente,
en el ano 2008, J. X. Chen, Z. L. Chen y N. C. Wong ([24]) resolvieron el
problema en su version més general. En concreto, el resultado obtenido es el
siguiente:

“Sean X eY espacios compactos y Hausdorff, E y F' reticulos de Banach y'T" :
C(X,FE) — C(Y, F) un isomorfismo de reticulos que satisface la propiedad
(P). Entonces existen un homeomorfismo h : Y — X y un isomorfismo de
reticulos Jy : EE — F' para cada y € Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y))) (3)
para toda f € C(X,E) eyeY.”

La version para espacios de Lipschitz de este resultado ha sido obtenida
en |51] considerando subreticulos del espacio de funciones de Lipschitz que
separan y unen puntos uniformemente. Para finalizar, haremos referencia al
reciente trabajo llevado a cabo por D. H. Leung y W. K. Tang en [61]. En el
mismo se observa que, si A(X, F) y A(Y, F') son dos subreticulos de funciones
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continuas y 7' : A(X, F) — A(Y, F) es un isomorfismo de reticulos, entonces
la propiedad (P) es equivalente a la siguiente propiedad:

N Z(fi) # 0 <= N Z(Tf;) # 0 (Z)

para cualesquiera k € Ny (f;)%, en A(X, E). De esta manera, analizando
isomorfismos de reticulos que satisfacen la propiedad (Z) entre reticulos de
funciones continuas, son capaces de obtener una nueva prueba del resultado
dado en (3). Ademas, también se obtiene la version de este resultado para el
caso diferenciable, en donde se afirma que

“Si X CRP eY C R? son abiertos, E y F' son espacios vectoriales topoldgicos
Hausdorff y T : C"(X,E) — C™(Y,F) es un isomorfismo que satisface
la propiedad (7), entonces p = q, n = m, y existen un C™-difeomorfismo
h:Y — X y un isomorfismo Jy : E — F para cada y € Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
para toda f € C"(X,E) ey € Y.”

Por ultimo, en el Capitulo 4 de esta Memoria, motivados por el estudio
realizado por D. H. Leung y W. K. Tang en [61], consideraremos aplicaciones
T:AX,E)— A(Y, F) que satisfacen

Z()NZ(g) # 0= Z(Tf)nZ(Tg) # 0

para cualesquiera f,g € A(X, E), siendo A(X, FE) y A(Y, F) subespacios de
C(X,E) y C(Y, F), respectivamente. Dichas aplicaciones reciben el nombre
de aplicaciones que preservan ceros comunes. Asi, cuando X e Y son espacios
métricos y E/'y F' son espacios normados, determinaremos las propiedades que
deben satisfacer los subespacios de funciones continuas A(X, E) y A(Y, F)
para poder obtener una completa descripcion de las aplicaciones que preser-
van ceros comunes definidas entre ellos (véase el inicio de la Seccion 4.2 y el
Teorema 4.4.5). Como consecuencia de esta caracterizacion, en el Corolario
4.4.8, veremos que dichas aplicaciones son automaticamente biseparadoras, lo
que nos permitira aplicar resultados conocidos sobre tales aplicaciones para
deducir la continuidad automaética de las aplicaciones que preservan ceros co-
munes entre espacios de funciones absolutamente continuas (Teorema 4.5.1),
de Lipschitz (Teorema 4.5.2) o diferenciables (Teorema 4.5.5).
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Nota 0.0.1 FEn relacion con el desarrollo de los proximos capitulos debemos
indicar que, en general, al inicio de cada uno de ellos y de sus correspondien-
tes apartados, haremos mencion de las condiciones que vamos a asumir para
el desarrollo de los mismos. Ello implica que éstas no se veran reflejadas en
los enunciados de los resultados, salvo en aquellos que sean mds relevantes.

A continuacién, vamos a recoger la notaciéon comin que aparece en esta
Memoria.

Como es habitual, denotaremos por N (respectivamente R, C) al con-
junto de los niimeros naturales (respectivamente reales, complejos). Ademas,
utilizaremos K para designar tanto a R como a C.

Dados un espacio topologico X y un subconjunto A de X, intx(A), clx(A)
v frx(A) representaran el interior del conjunto A en X, la clausura de A en
X y la frontera de A en X, respectivamente. Si no hay lugar a confusion, estos
conjuntos seran denotados como int(A), cl(A) y fr(A). Ademas, escribiremos
x4 para designar la funcion caracteristica en A.

En el caso en que X sea un espacio métrico dotado de una métrica d,
dados un punto zp en X y un ntmero real positivo r, B(zg,r) denotara la
bola abierta de centro zy y radio r. Por otro lado, dados dos subconjuntos
no vacios Ay B de X, representaremos como d(A, B) la distancia entre los
conjuntos A y B, es decir,

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.
Finalmente, se define el didmetro de un espacio métrico X como
diam(X) :=sup{d(z,y) : z,y € X}.

Si E'y F son espacios normados, entonces L'(E, F') denotara el conjunto
de las aplicaciones lineales y biyectivas de F en F', mientras que L(FE, F') sera
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el subconjunto de L'(E, F') formado por las aplicaciones continuas. Por otro
lado, el conjunto formado por las isometrias lineales y suprayectivas de £ en
F sera representado como I(F, F). En el caso en que E = F, escribiremos
I(E)=1(E,E).

Tanto L(E, F') como I(FE, F) estaran dotados de la topologia Strong Ope-
rator Topology, cuya base de entornos es

N(S;D,¢) := {R € L(E, F) (resp. I(E, F)) : ||(S — R)(e)|| < ¢ Ve € D}

para cualesquiera subconjunto finito D de E'y ¢ > 0. A lo largo de esta
Memoria, la unica convergencia en L(E, F') (resp. I(E, F')) que se precisara
utilizar sera de tipo sucesional. Por lo tanto, recordemos que (S,) en L(E, F')
(resp. I(E, F)) converge a S € L(E,F) (resp. I(E, F)) siy solo si (S,(e))
converge a S(e) para todo e € E (véase [28, pagina 476]).

La dimension de cualquier espacio normado E (sobre K) sera denotada
por dim(E).
Escribiremos 1y : X — K para designar la funciéon que toma el valor

constante 1. Por otro lado, si £ es un espacio normado, para cada e € E,
e : X — FE representara la funcion que toma el valor constante e.

Dada una funcion f : X — E, el conjunto cozero asociado a f se denota
como coz(f) v se define

coz(f) :={zr € X : f(x) # 0}.

Sean X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff y £ un espacio nor-
mado. Denotaremos mediante C'(X, E') al espacio normado de las funciones
continuas definidas en X que toman valores en E dotado con la norma del
supremo. Dicha norma se representa como ||.|| _ y se define

[flloe == sup {llf ()] : = € X}

para toda f € C(X, FE). Ademés, en el caso en que E = K, escribiremos
C(X) := C(X,K). La misma norma se puede definir en el espacio de fun-
ciones continuas y acotadas con valores en FE sin necesidad de asumir la
compacidad de X.

Si A(X, F) es un subespacio de C(X, F) y x un punto de X, entonces d,
denotara el funcional evaluacion en el punto z definido en A(X, E), es decir,
0. AX,E) — E
foooe )= fo).
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Si (fs) es una sucesion de funciones, » - f, representara la suma pun-
tual de las mismas.

A continuacion, enunciaremos la definiciéon de aplicacion separadora entre
subespacios de funciones continuas (no se asume necesariamente compacidad
sobre X ni sobre Y').

Definicion 0.0.2 Sean A(X, E) y A(Y, F') subespacios vectoriales de C(X, E)
y C(Y, F), respectivamente. Se dice que T : A(X, E) — A(Y, F) es separado-
ra si es lineal y ademds

coz(Tf) Necoz(Tg) =0
siempre que f,g € A(X, E) satisfagan
coz(f) Ncoz(g) = 0.

De manera equivalente, diremos que T : A(X,E) — A(Y, F) es separadora
si es lineal y ademds, para cualesquiera f,g € A(X, E), se tiene que

T f()I|Tg(y)|| = 0 para todo y € Y

siempre que
Il (@)|llg(x)|| = 0 para todo x € X.

Finalmente, diremos que T’ es biseparadora si es biyectiva y tanto T' como su
inversa T~ son separadoras.

Sean ahora A(X, E) y A(X) subespacios de C(X, E) y C(X), respecti-
vamente. Entonces, dadas dos funciones f € A(X,E) y g € A(X), se define
el producto f - g como

(f-9)(x) = f(z)g(x)

para todo z € X.

Definicion 0.0.3 Sean A(X, E) un subespacio de C(X, E) y A(X) un sub-
anillo de C(X). Se dice que A(X,E) es un mddulo sobre A(X) si f-g €
A(X, E) siempre que f € A(X,E) y g € A(X).
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Ahora, realizaremos una adaptacion del Teorema del Grafo Cerrado al
ambito que nos ocupa (véase |59, Teorema 7.3.2]). Este resultado sera utiliza-
do en varias ocasiones a lo largo de esta Memoria para probar la continuidad
de ciertas aplicaciones.

Para la siguiente definicion y el posterior teorema, vamos a suponer que
A(X, E) y A(Y, F) son subespacios de C(X, FE) y C(Y, F'), respectivamente,
y que T : A(X, E) — A(Y, F) es una aplicacion lineal.

Definiciéon 0.0.4 Diremos que T tiene el grafo cerrado si, dada una sucesion
(fn) en A(X,E) que converge a 0 tal que (Tf,) converge a una funcion
g€ A(Y,F), se tiene que g = 0.

Teorema 0.0.5 Si A(X, E) y A(Y, F) son espacios de Banach y T tiene el
grafo cerrado, entonces T' es continua.

Por tltimo, indiquemos que, a lo largo de esta Memoria, homeomorfismo
serd sinonimo de homeomorfismo suprayectivo.



Capitulo 1

Aplicaciones separadoras sobre
espaclos de funciones
absolutamente continuas

1.1. Introduccién

Este capitulo esta dedicado al estudio de las aplicaciones separadoras y biyec-
tivas entre espacios de funciones absolutamente continuas definidas en sub-
conjuntos compactos de la recta real que toman valores en espacios de Ba-
nach arbitrarios. Nuestro propoésito es obtener una completa caracterizacion
de dichas aplicaciones que nos permita deducir su continuidad y el caracter
separador de su inversa.

En general, las aplicaciones definidas entre espacios de funciones absolu-
tamente continuas han sido estudiadas en el caso en que éstas toman valores
escalares, es decir, valores reales o complejos (véase |41, Seccion 18| para ob-
tener més informacion acerca de estas funciones). Por ejemplo, V. D. Pathak,
en [66], obtuvo un resultado en el que se describen las isometrias lineales entre
espacios de funciones absolutamente continuas. En concreto, demostré que,
si X e Y son subconjuntos compactos de Ry T : AC(X) — AC(Y) es una
isometria lineal suprayectiva con 71y = 1y, entonces existe una aplicacion
h:Y — X tal que

para toda f € AC(X)eyecY.
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Sin embargo, nosotros estamos interesados en un cierto tipo de aplica-
ciones definidas entre espacios de funciones absolutamente continuas que
toman valores en espacios de Banach arbitrarios. Por este motivo, dedicare-
mos la Seccion 1.2 al estudio de las principales propiedades de dichos espacios
de funciones.

En la Seccion 1.4, veremos que las aplicaciones separadoras y biyectivas
entre espacios de funciones absolutamente continuas definidas en subconjun-
tos compactos de R que toman valores en espacios normados con la misma
dimension finita inducen un homeomorfismo entre los espacios de base (Teore-
ma 1.4.3). Como consecuencia, es posible obtener una completa descripcion
de tales aplicaciones (Corolario 1.4.7). Ademas, dicha caracterizacion nos
permite concluir su continuidad de manera automética y que su inversa es
también separadora en los Teoremas 1.4.8 y 1.4.9 (en [8, Teorema 5.4| se
obtiene un resultado similar en el contexto de las funciones continuas que se
anulan en el infinito).

Ahora bien, en general, no suele ser suficiente el estudio de las biyecciones
separadoras para obtener resultados sobre su continuidad, sino que es nece-
sario asumir que su inversa también es separadora. Por este motivo, en el caso
infinito-dimensional, proporcionaremos una completa descripcion de las apli-
caciones biseparadoras que incluye, de nuevo, un homeomorfismo entre los
espacios de base (Corolario 1.5.9). A diferencia del caso finito-dimensional, la
continuidad de tales aplicaciones no se puede obtener de manera automatica,
por lo que debemos anadir una condicion adicional sobre los espacios de base
para poder hacerlo, como se observa en el Teorema 1.5.11.

Para finalizar este capitulo, en la Seccion 1.6, trataremos de caracteri-
zar las isometrias lineales suprayectivas de la forma Banach-Stone definidas
entre espacios de funciones absolutamente continuas que toman valores en
espacios de Banach arbitrarios (Definicion 1.6.1). En particular, utilizando
las descripciones de las aplicaciones biseparadoras obtenidas en las Secciones
1.4 y 1.5, no resultard demasiado complicado observar, en el Teorema, 1.6.3,
que las isometrias de la forma Banach-Stone son equivalentes a las isometrias
biseparadoras.

Nota 1.1.1 Antes de continuar con el desarrollo del capitulo, debemos men-
cionar que algunos resultados obtenidos en las Secciones 1.2 y 1.3 son cono-
cidos o bien se deducen de las pruebas de otros ya conocidos.
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1.2. Propiedades de AC(X, F)

A lo largo de este capitulo, X e Y denotaran sendos subconjuntos compactos
no vacios de la recta real. Ademéas, E' y F' seran espacios de Banach.

Llamaremos particion de un subconjunto A de X a cualquier familia finita
{z;}1, de puntos de A tal que 2o < x; < ... < .

A continuacién, enunciaremos las definiciones de funcién absolutamente

continua y de variacién asociada a dicha funcion.

Definicién 1.2.1 Se dice que una funcion f : X — E es absolutamente
continua en X si, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que

> (b) = flar)] < 2

para toda familia finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos {(a;, b))}
cuyos extremos pertenecen a X y satisfacen

n

Z(bz — ai) < 9.

i=1
El conjunto de todas las funciones absolutamente continuas definidas en X

que toman valores en E sera denotado como AC(X, E). En el caso en que
E =K, escribiremos AC(X) := AC(X,K).

Definiciéon 1.2.2 Dada f € AC(X, E), definimos la variacion de f en X
como

V(f; X) :=sup {Z | f(z;) = flxiz1)|| : {zi}ieo es una particion de X, n € N} :
i=1

A partir de este momento, vamos a probar algunas propiedades del espacio
de funciones absolutamente continuas que seran de gran utilidad en el desa-
rrollo de este capitulo. Entre otras, veremos que es posible dotar AC(X, E)
de una norma que lo convierte en un espacio de Banach y, por otro parte, la
existencia de particion de la unidad en AC(X).

Consideremos la norma |[|.||ac en AC(X, E) definida como

[ llac = 1 flleo + V(S5 X)
para toda f € AC(X, E).
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Lema 1.2.3 (AC(X,E),||.|lac) es un espacio de Banach.

Demostraciéon. Supongamos que (f,) es una sucesion de Cauchy en
(AC(X, E),|.]lac). Veamos que es convergente.

Por definicion de la norma ||.||4c, sabemos que, si f,g € AC(X,E) y
|f — gllac < ¢, entonces ||f — gl < €. Por tanto, como (f,,) es de Cauchy
en (AC(X, E),||.|lac), se tiene que también lo es en (C(X, E), ||.||o0), ¥y como
éste es un espacio de Banach, existe f € C(X, F) tal que (f,) converge a f
para la norma ||.||o. Si probamos que f € AC(X, E) y ademaés (f,) converge
a [ para la norma ||.||ac, entonces quedara demostrado el resultado.

Veamos que f € AC(X, E). Para ello, fijemos ¢ > 0. Puesto que (f,)
es de Cauchy en AC(X, F), existe np € N tal que, si n,m > ng, entonces
V(fn — fm; X) < €/4. En particular, se tiene que V(f, — fn,; X) < €/4
siempre que n > ng. Por otro lado, como f,, € AC(X, E), existe § > 0 tal
que, para cualquier familia finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos
{(as, b;)}r_, con extremos en X y S5 | (b; — a;) < 6, se tiene que

k
€
D g (B3) = faolai)ll < 1
i=1
En particular, para cada n > ng, tenemos que
k
Z “fn z fn az)” < Z ||fno(bi> - fm(ai)” +

ZH — Fao)(01) = (fa = Fro) (@)

8
< Z+V(fn_fn0;X)
< 8_'_575

4 4 2

Ahora bien, si fijamos & € N, como (f,) converge a f para la norma ||.||oo,
existe n; € N tal que ||f, — f|leo < €/4k siempre que n > n;. Finalmente, si
definimos

N = méx{no, nl},
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obtenemos que

k k
lef(bi)—f(ai)H < ZHf(bz) ||+Z||fN — fn(ag)l| +
Z Ifn(as) = f(ai)

K
< 2k[|f = fnlles + Z [/ (bi) — fv(as)|
=1

< 2k 4k + < 5 =
Como este proceso se puede llevar a cabo para cualquier £ € N, podemos
concluir que f pertenece a AC(X, E).
Probemos ahora que (f,,) converge a f paralanorma ||.||ac. Para ello, sera
suficiente ver que la sucesion (V(f, — f; X)) converge a 0. Sea € > 0. Puesto
que (f,) es una sucesion de Cauchy en (AC(X, E), ||.||ac), existe nyg € N tal

que
€

Vo= fni X) < 5

siempre que n,m > ng. En particular, para cualquier particion {z;}*_, de X,
se tiene que, para todo n,m > ny,

le — ) (@) = (= S @Il < 5.

Concretamente, si hacemos tender m hacia infinito, obtenemos que

k
S = D) = (= Nl < 5 <

concluyendo asi que (V(f, — f; X)) converge a 0 y, por tanto, que (f,) con-
verge a f para la norma ||.||ac- O

Lema 1.2.4 AC(X, E) es un mddulo sobre AC(X).

Demostracion. Debemos ver que, dadas f € AC(X)y g € AC(X,E),
se tiene que f-g € AC(X, E).
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Puesto que f € AC(X), tenemos que, dado €y > 0, existe 6y > 0 que
satisface la condicion dada en la Definicion 1.2.1 en el caso escalar. De manera
analoga, como g € AC(X, E), para cada ¢, > 0, existe J;, > 0 que satisface
la Definicion 1.2.1. Por tanto, si fijamos € > 0 y consideramos, siempre que
tanto f como ¢ sean funciones no nulas,

€

I
gf=—"->0,6,=—— >0, 0 =min{dy, I, },
T R AT T 107,05

tenemos que, dada cualquier familia finita de intervalos abiertos y disjuntos
dos a dos {(a;, b;)}!, con extremos en X tal que Y., (b; —a;) < 0, entonces

Z 1(f - 9)(bs) = (F - 9)(ai)]| < Z 1(f - 9)(bi) — f(bi)g(as)]l +

Z 1F(bi)g(a:) = (f - g)(ai)

IN

171w D llg(bi) = glao)l +

HQHOOZ | f(bi) — f(ai)]
=1
< [ flloo g + llglloc e =&,

quedando probado que f - g pertenece a AC(X, E). O

A continuacién, mostraremos la existencia de funciones absolutamente
continuas que satisfacen determinadas propiedades y que resultaran de gran
utilidad en el desarrollo de las secciones posteriores.

Lema 1.2.5 Dados xg,x1 € X con xg # x1, existe f € AC(X, FE) tal que
f(xo) # f(1).

Demostracion. Puesto que z¢ # 1, si tomamos e € F, e # 0, podemos
definir
x—x
f(z) = mzix{O, 1- M} e
|71 — o

para todo z € X. Es sencillo observar que f € AC(X,F) y que ademés
f(zo) =e#0y f(z1) =0. O
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Lema 1.2.6 Sean U C X abierto y xo € X tales que xo ¢ cl(U). Entonces
eriste f € AC(X, E) tal que f(xg) #0y f=0en U.

Demostracion. Dado que x¢ ¢ cl(U), existe r > 0 tal que
(xg— 1,20 +1)NU = 0.

Por tanto, tomando e € E no nulo y considerando la funcion

f(z) = méX{O,l - M} e

r

para cada x € X, tenemos que f € AC(X,E), f(xg) = e # 0, y ademas
coz(f) C (xo — 7, o + 1), por lo que f =0 en U. O

Lema 1.2.7 Sean U un subconjunto abierto de X y xo € U. Entonces eziste
feAC(X) tal que 0 < f <1, f(xo) =1 ycoz(f) CU.

Demostraciéon. Como U es abierto en X y xy € U, sabemos que existe
r > 0 tal que
(kg —ryzo+71)NX CU.

Finalmente, definamos

para todo = € X. Al igual que en los casos anteriores, se puede comprobar
que f es una funcion absolutamente continua en X y ademas satisface que
0<f<1, f(xzg) =1y coz(f) C(xg—r,20+7r)NX CU. O

Corolario 1.2.8 Sea U C X abierto no vacio. Entonces existe f € AC(X, E)
no nula tal que coz(f) C U.

Demostraciéon. Considerando e € E, e # 0, y una funcion g € AC(X)
no nula que satisface que coz(g) C U (ver lema anterior), podemos definir la
funciéon no nula

f=g-¢
que pertenece a AC(X, F) por ser éste un modulo sobre AC'(X). Obviamente,
se tiene que coz(f) C U. O
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Lema 1.2.9 Dados K C U C X siendo K compacto y U abierto, existe
feACX) tal que 0 < f <1, f=1en K ycoz(f) CU.

Demostracién. Puesto que K es un subconjunto compacto de R, sabe-
mos que existen el minimo y el maximo de K, que denotaremos mediante m
y M, repectivamente. Por tanto, K C [m, M]. Por otro lado, por ser U un
abierto que contiene a K, existe A > 0 tal que (m — A, m+A\)NX C Uy
(M — X\, M +X)NX CU. Finalmente, definamos la funcion f como

0 siz<m—\/2
2/A)(x—m)+1 sim—MN2<z<m

flz)=¢ 1 sim<x<M
(=2/AN)(x—M)+1 siM<z<M+\/2
0 siz> M+ \/2

para todo = € X. Veamos que f € AC(X). Para ello, fijado € > 0, no es
dificil observar que, por definicion de f, basta tomar § = Ae/2 para que, dada
cualquier familia finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos {(a;, b;) }1,
con extremos en X tal que Y . ,(b; — a;) < 0, se obtenga que

Z |f(bi) — f(a:)| <e.

i=1
Para finalizar, resulta inmediato observar que 0 < f < 1, f =1en K y
coz(f) C (m—=X/2,M+)/2)NnX CU. O

Este resultado nos permitira probar la existencia de particién de la unidad
en AC(X). Precisamente, esto es lo que veremos en el siguiente lema.

Lema 1.2.10 Sea {V;}!, un recubrimiento abierto finito de X. Entonces
eziste { f;}1_; C AC(X) con 0 < f; <1 tal que

Zfim =1

para todo x € X y coz(f;) CV; para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Sea x € X y denotemos por U, un entorno compacto
de z tal que U, C V; para algin i € {1,...,n}. Puesto que X es compacto,
existe un subconjunto finito de puntos {z1,...,x,} en X de manera que

vl

J=1
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Definamos ahora, para cada ¢ € {1,...,n},
K = J{Ut., : U, cVi}.

Es obvio que cada K; es compacto y que K; C V; para todo i € {1,...,n},
siendo V; abierto. Entonces, por el Lema 1.2.9, es posible tomar g; € AC(X)
con 0<¢g;<1,g,=1en K; ycoz(g;) CV; para todo i € {1,...,n}. Ahora,
definamos las siguientes funciones:

fi = g1,
fo = (1X - 91)927
fnfl = (1X - gl)(]-X - 92) T (]—X - gn72)gn717
fo = (Ix —91)(Ax —g2) - (Ix — gn—2)(1x — Gn-1)9n-

Por definicion de cada g;, es inmediato observar que f; € AC(X),0< f; <1
y coz(f;) C coz(g;) C V; paratodoi € {1,...,n}. Por otro lado, fijado x € X,
se tiene que

filx) + fa(z) = gi(z) + (1x — g1)(z)ga(T)
= 1-(1—gqi(2)(1 - g2()).

De manera inductiva, es sencillo observar que

@)+ ful@) =1 = (1= qu(2))(1 = g2(x)) - - (1 = gn ().

Finalmente, como z € X, existe jo € {1,...,m} tal que = € Uy, Vs POT
definicion de cada K, existe ig € {1,...,n} de manera que z € K;,. Teniendo
en cuenta las propiedades de g;,, se tiene que g;,(x) = 1, lo que nos permite
concluir que

Zfi(a:) =1

Como este razonamiento se puede aplicar para cualquier x € X, queda proba-
do que AC(X) admite una particion de la unidad. O



10 Capitulo 1. Aplicaciones separadoras sobre espacios AC(X, E)

1.3. Resultados preliminares

Este apartado esta dedicado a probar una serie de resultados que nos permi-
tiran obtener una completa caracterizacion de las aplicaciones (bi)separado-
ras definidas entre espacios de funciones absolutamente continuas.

A partir de este momento y mientras no se especifique lo contrario, vamos
a suponer que T : AC(X,E) — AC(Y,F) es una aplicacion separadora y
biyectiva.

Definicién 1.3.1 Para cada y € Y, consideramos la aplicacion

dyoT: AC(X,E) — F
f = (0,0 T)(f)=Tf(y).

Por otro lado, el soporte asociado a la aplicacion 6, 0T se define como

supp(d, o T') :={z € X : VU entorno abierto de x, 3f € AC(X, E) con
coz(f) CU y T'f(y) # 0}.

Lema 1.3.2 Para cada y €Y, el soporte de 6, 0T es un unico punto.

Demostracién. Veamos que, fijado y € Y, el soporte de d, o T" es no
vacio y ademés contiene un tinico punto.

En primer lugar, probemos que el soporte de la aplicacion 6, o T es no
vacio. Asumamos, por el contrario, que supp(d, o T') = (). Entonces, teniendo
en cuenta la definicion de supp(6,07) y que X es compacto, es sencillo deducir
la existencia de un recubrimiento abierto finito {U;}"; de X que satisface
que, para toda f € AC(X,E) con coz(f) C U; para algin ¢ € {1,...,n},
se tiene que T'f(y) = 0. Por otro lado, segtn el Lema 1.2.10, sabemos que
existe una familia finita de funciones { f;}?_, en AC(X) con coz(f;) C U; para
todo i € {1,...,n} tal que > " | f; = 1x. Por tanto, dada cualquier funcion
f € AC(X, E), se tiene que

F=Y_fif
=1

y entonces, puesto que coz(f; - f) C coz(f;) C U; para todo 7 € {1,...,n},
obtenemos que

Tfy) =T (Zf : f) (y) = ZT<fi - f)y) =0.
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Asi, acabamos de ver que T'f(y) = 0 para toda f € AC(X, F). Sin embargo,
esto contradice que 1" sea suprayectiva ya que, para cualquier f € F' no nulo,
la funcion f pertenece a AC(Y, F).

Finalmente, veamos que el soporte de d, o T es tinico. Supongamos que
existen x1, x5 € supp(d,0T’) con x1 # x2. Tomemos U; y Us entornos abiertos
disjuntos de x1 y 9, respectivamente. Por definiciéon del soporte asociado a
la aplicacion 6, o T', existen fi, fo € AC(X, E) con

coz(f1) € U, Tfi(y) # 0,

coz(f2) C Us, Tfa(y) # 0.

Por tanto, deducimos que
y € coz(T f1) Ncoz(T fa),

mientras que

coz( f1) Ncoz(fz) =0,

lo cual es absurdo puesto que 1" es separadora. Il

Observaciéon 1.3.3 Como consecuencia de este lema, es posible definir una
aplicacion h 'Y — X que envia cada punto y € Y al unico punto h(y)
que pertenece al conjunto supp(d, o T'). Esta aplicacidn recibe el nombre de
funcion soporte asociada a la aplicacion separadora T

Lema 1.3.4 Sea f € AC(X, E) tal que f =0 en un subconjunto abierto U
de X. Entonces Tf =0 en h=*(U).

Demostracién. Sea y € h~'(U). Entonces, teniendo en cuenta la defini-
cion de la funcion soporte, existe g € AC(X, E) con coz(g) C Uy Tg(y) # 0.
Ahora, puesto que las funciones f y g tienen cozeros disjuntos y 71" es una apli-
cacion separadora, concluimos que T'f(y) = 0. Aplicando este razonamiento
a todo y € h™1(U), obtenemos que T'f =0 en h™'(U). O

A continuaciéon, veremos algunas propiedades de la funciéon soporte h
asociada a la aplicacion separadora 7.

Lema 1.3.5 La funcion soporte h es continua y suprayectiva.
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Demostraciéon. Veamos, primeramente, que h es continua. Sea (y,,) una
sucesion en Y que converge a yp € Y y supongamos que (h(y,)) no converge
hacia h(yo). Entonces, es posible tomar un entorno abierto U de h(yg) de
modo que h(y,) ¢ cl(U) para infinitos n € N. Ahora, por definicion de h(yo),
existe f € AC(X, E) con

coz(f) CU y T f(yo) # 0.

Puesto que T'f es continua e (y,) converge a yo, resulta sencillo observar que
existe ng € N tal que

Tf(Yny) # 0y MYno) & cl(U).

Como consecuencia, podemos considerar un entorno abierto V' de h(y,,) tal
que UNV = 0y, de nuevo, por definicién del conjunto soporte, existe una
funcion g en AC(X, E) tal que

coz(g) S V'y Tg(yn,) # 0,
obteniendo asi dos funciones f y g de cozeros disjuntos con
Yno € coz(Tf) Ncoz(Tg),

lo que nos lleva a una contradicciéon puesto que 1" es separadora.

En segundo lugar, probemos que h es suprayectiva. Para ello, puesto que
h :Y — X es una aplicacién continua definida en un espacio compacto y
que toma valores en un espacio Hausdorff, se tiene que h es cerrada, por lo
que sera suficiente ver hA(Y') es un subconjunto denso de X para probar que
h es suprayectiva. En suma, debemos ver que cl(h(Y)) = X.
Supongamos que h(Y') no es denso en X. Entonces, existe x € X tal que
x & cl(h(Y)), lo que nos permite tomar dos entornos abiertos y disjuntos U
y V de z y h(Y), respectivamente. Teniendo en cuenta el Corolario 1.2.8,
podemos considerar f € AC(X, F) no nula que satisface que coz(f) C U.
Es obvio entonces que f = 0 en V, y aplicando el Lema 1.3.4, se tiene que
Tf=0en h (V). Sin embargo, h(Y) C V, con lo que Y C h~1(V), luego
Tf = 0enY, siendo esto imposible puesto que 71" es inyectiva y f es una
funcion no nula. U

El siguiente resultado es la herramienta clave para el desarrollo de las dos
secciones posteriores.
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Proposicion 1.3.6 Sean f € AC(X,E) ey €Y tales que f(h(y)) =0. Se
tiene que:

(i) Si fr(h=*(h(y))) =0, entonces Tf =0 en h=(h(y)).

(i) Si fr(h=(h(y))) # 0, entonces Tf =0 en fr(h='(h(y))).

Demostracion. Fijemos f € AC(X,FE) e yp € Y y supongamos que
f(h(yo)) = 0.

(i) Si asumimos que fr(h~*(h(yo))) = 0, se tiene que h='(h(yo)) es un
conjunto abierto y cerrado (véase [29, Teorema 1.3.2]). Ahora, por la con-
tinuidad de la aplicacion h, deducimos que {h(yo)} también es abierto, y,

puesto que f(h(yo)) = 0 por hipotesis, podemos concluir que T'f = 0 en
h~(h(yo)) aplicando el Lema 1.3.4.

(ii) Supongamos ahora que fr(h~*(h(yo))) # (. Debemos probar que
Tf(y) = 0 paratodoy € fr(h=(h(yo))). Para ello, comenzaremos definiendo
las funciones

fA = XA f7 donde A = (—OO,h(yo)) N X7

fB:=xs" [, donde B = (h(yp),00) N X.

Puesto que f(h(yo)) = 0, es sencillo observar que tanto f4 como fp estan
bien definidas y ambas pertenecen a AC(X, E). Ademaés, se tiene que

f:fA+fB7

por lo que
Tf=Tfs+Tfp. (1.1)

Por otro lado, teniendo en cuenta la definicion de los conjuntos A y B, probe-
mos que

[el(h (AR D] [ (B)NRTH(B)] = fr(n~ (h(yo)).  (1.2)

Para ello, sea y € cl(h™1(A))\h~'(A). Entonces, existe una sucesién (y,) en
h~'(A) que converge hacia y. Por ser h continua, se tiene que (h(y,)) converge
a h(y), y como (h(y,)) es una sucesion en A, obtenemos que h(y) € cl(A).
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Ademas, sabemos que h(y) ¢ A, por lo que h(y) € cl(A )\A {h(yo)},y, por
tanto, y € h™*(h(yo)). Supongamos ahora que y € int(h~*(h(yo))), entonces
)

y € int(h™ (h(yo))) € int(Y \ h™'(A4)) =Y \ cl(h™'(4)),

obteniendo una contradicciéon con nuestra hipotesis inicial. Por tanto, ha sido
probado que y € h™*(h(yo)) \ int(h~"(h(yo))) € fr(h="(h(yo))), ¥, de hecho,
en este caso ambos conjuntos coinciden por ser h una aplicaciéon continua. Si
tomamos y € cl(h~ (B ))\h 1(B), podemos aplicar un razonamiento anilogo

para ver que y € fr(h~(h(yo))).
Veamos ahora la otra inclusion. Sea y € fr(h~(h(yo))). Entonces

y € Y\int(h ' (h(y))) = (Y \ b} (h(y0))) =
(" (A) UR™Y(B)) = cl(h"1(A)) U cl(h~(B)).

Por otro lado, si y € h™(A), por ser éste abierto, se tiene que

y € int(h™'(A)) C int(Y \ h™ (h(yo))) = Y \ cl(h™" (h(x0))),

lo que contradice que y € fr(h™'(h(yy))). Razonando similarmente para el
conjunto h~'(B) podemos concluir que y ¢ h™*(A) U h~(B), quedando asi
probada la igualdad (1.2).

Como consecuencia de esta igualdad bastara ver que T'f(y) = 0 para cada
y € cl(h"Y(A)\h ™1 (A) ey € cl(h"1(B))\h™'(B). En particular, teniendo en
cuenta (1.1), seréa suficiente ver que T f4(y) =0y T fp(y) = 0.

A partir de este momento, supongamos que y € cl(h™'(A))\h~'(A). Por
definicién de fg, es obvio que fg = 0 en A, por lo que aplicando el Lema
1.3.4 obtenemos que T'fz = 0 en h™'(A). Asi, en virtud de la continuidad de
la funcion T fpg, se tiene que T fp(y) = 0.

Veamos ahora que T'f4(y) = 0. Supongamos que no es cierto, esto es, que
T fa(y) # 0. Como hemos visto anteriormente que h(y) = h(yy) siempre que
y € cl(h™'(A))\h7'(A), se tiene que fa(h(y)) = 0, y, por la continuidad de
la funcion soporte h, podemos considerar una sucesion (y,) en h™*(A) que
converge a y tal que

I Fa(hls)] <

para cada n € N. Tomando una subsucesion de (y,,) si es necesario, vamos
a definir, para cada n € N, entornos abiertos mutuamente disjuntos U, de
h(y,) tales que

[ fa(z)]| < 3 (1.3)
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para todo x € U, y ademés

V(fa;Un) < % (1.4)

Si tomamos ahora un entorno compacto K, de h(y,) tal que K, C U, para
cada n € N, en virtud del Lema 1.2.9, podemos considerar f, € AC(X) tal
que 0 < f, <1, fu=1en K,, coz(f,) CU,y V(fn; X)=2. A continuacion,
para todo n € N, definiremos las funciones

gn ‘= nfna

que pertenecen a AC(X) y satisfacen que g, = n en K, coz(g,) C U,,
lgnllco =1y V(gn; X) = 2n. Finalmente, consideraremos
[e.e]
9= fa-gn
n=1
Para ver que go pertenece a AC(X, F), puesto que (AC(X, E),|.||ac) es un
espacio de Banach, sera suficiente comprobar que

4
1fa - gnllac < 2

para todo n € N. Por definicién de cada g, se tiene que coz(fa - g,) C Uy,
por lo que bastard analizar || f4 - gn||ac en U,. Teniendo en cuenta (1.3), es
inmediato observar que, para cada n € N, ||f4 - gullec < 1/n* en U,. Por
otro lado, si tomamos una particion {z;}", cualquiera de U, tenemos que,
aplicando (1.3), (1.4) y las propiedades de las funciones g,

ZH(fA-gn)(wi)—(fA-gn)(wifl)H < ZH(fA-gn)(wi)—fA(xi)gn(xifl)HvL

Z | fa(zi)gn(wiza) — (fa - gn)(@ia)]|

< ||fA|Un||ooZ |9n(@i) — gn(ziz1)| +
||gn||ooz I fa(@i) = fa(zia)l]
1 1 3

< =2n+n—=—

Un)
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Por tanto, se tiene que V(fa - gn; U,) < 3/n? para cada n € N, quedando asf
probado que

4
HfA 'gnHAC’ = ”fA : gnHoo + V(fA : gn?X) < n2

para todo n € N, lo que nos permite afirmar que go € AC(X, F).
Sea ahora V,, un entorno abierto de h(y,) tal que V,, C K, para todo
n € N. Es obvio que
go =nfaenV,,

y aplicando el Lema 1.3.4, concluimos que
Tgo =nTfaen h™1(V,,).

COIHO consecuencia
Tgo(yn) = nT fa(yn)

para todo n € N. Ahora bien, puesto que T'f4(y,) converge a T'fa(y) # 0,
podemos deducir que T'gy es una funciéon no acotada, lo cual es absurdo.
Para finalizar, en el caso en que cl(h~(B))\h™!(B) sea no vacio, de ma-

nera analoga podemos comprobar que 7'f(y) = 0 siempre que y pertenece a
c(h=Y(B))\h™1(B). O

1.4. Caso finito-dimensional

A lo largo de esta seccion, vamos a estudiar las aplicaciones separadoras
y biyectivas entre espacios de funciones absolutamente continuas definidas
en subconjuntos compactos de la recta real que toman valores en espacios
normados de dimension finita.

El siguiente ejemplo ilustra que, en el caso en que los espacios normados
en los cuales toman valores las funciones no tengan la misma dimension, no
toda aplicacion biyectiva y separadora tiene inversa separadora.

Ejemplo 1.4.1 Consideremos T : AC([0,1],R?*) — AC([0,1] U [2,3],R)
definida como
Tf(y) = m
Tf(2+y) = as,
siendo f(y) = (a1,as) € R? para cada y € [0,1]. Resulta sencillo comprobar

que T es una aplicacion biyectiva y separadora. Sin embargo, su inversa no
es separadora.
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Por este motivo, a partir de este momento vamos a suponer que E y F
son espacios normados n-dimensionales y que {eq,...,e,} v {f1,...,f,} cons-
tituyen sendas bases de E y F', respectivamente. Recordemos también que
estamos asumiendo que X e Y son subconjuntos compactos de la recta real
y que T : AC(X,E) — AC(Y, F) es una aplicacion separadora y biyectiva.

En el siguiente resultado probaremos que, a partir de la base de F, es
posible obtener una nueva base de F'.

Lema 1.4.2 Dado v € X, existe y € h™(z) tal que {T¢(y) :i=1,...,n}
es una base de F.

Demostraciéon. Como en el Lema 1.3.5 hemos visto que h es una apli-
cacion suprayectiva, es obvio que, fijado cualquier xq € X, existe yo € Y
tal que yo € h™'(zg). Veamos ahora que {T€;,(y9) : 7 =1,...,n} es una base
de F'. Puesto que E y F' tienen la misma dimension, bastara probar que los
vectores T€(yo), ..., T€,(yo) son linealmente independientes.

Supongamos que no es cierto y que T€;(vo), - - -, T€,(yo) son linealmente
dependientes. Por tanto, es posible tomar f € F' linealmente independiente
con ellos. Ahora, consideremos la funcion T’ —1f y afirmamos que no se anula
en todo X, pues de lo contrario, aplicando la Proposiciéon 1.3.6, la funcién
f se anularfa en algiin punto de Y, y con ello f = 0, lo que contradice que f

sea linealmente independiente con T€;(yo), - - ., T€,(yo). Por otro lado, como
{e1,...,e,} es una base de E, existen a,...,a, € K, no todos ellos nulos,
tales que

Si consideramos la funcion .
9= Z ;€
i=1
que pertenece a AC(X, F), es inmediato observar que
<T_1f— g) (xg) =0,
y por tanto, aplicando la Proposiciéon 1.3.6,

(f—Tg> (%) = 0.
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Esto implica que
£ =Hyo) = Tglyo) = Y aiT&(yo),
i=1

lo cual es una contradiccion puesto que estabamos asumiendo que f era lineal-
mente independiente con T€;(yo), ..., T€,(yo). O

En estos momentos, estamos en disposicién de probar la existencia de un
homeomorfismo entre los espacios X e Y.

Teorema 1.4.3 La funcion soporte h es un homeomorfismo.

Demostracion. En el Lema 1.3.5 hemos visto que h es continua y supra-
yectiva. Ademés, en la demostracion de dicho lema también hemos indicado
que h es una aplicacion cerrada, por lo que bastara probar que h es inyectiva
para deducir el resultado.

Supongamos, por el contrario, que existen dos puntos distintos yo,y1 € Y
tales que h(yo) = h(y1). A continuacion, analizaremos las tres situaciones
que se pueden presentar en estas condiciones y trataremos de obtener una
contradiccion en cada una de ellas.

1. En primer lugar, vamos a suponer que yo,y; € fr(h™'(h(y))). Como
T es una aplicacion suprayectiva, existen gy, ..., g, € AC(X, F) tales
que

!

.

para cada i € {1,...,n}, siendo {fj,...,f,} una base de F. Veamos
que g1(h(v0)), - -, gn(h(yo)) son linealmente independientes, con lo que
se deduce que forman una base de E. Supongamos que no es cierto.
Entonces, existen «q,...,a, € K, no todos nulos, tales que

Z @;gi(h(yo)) = 0.

Aplicando la Proposicion 1.3.6, se tiene que

T (Z az’gi) (y0) =0,
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o lo que es lo mismo,
n
E a;f; =0,
i=1

obteniendo una contradiccion puesto que {fi,...,f,} es una base de F.
Por tanto, para cada f € AC(X, F), tenemos que

f(h(yo)) = Z@gi(h(yo)) = [(h(y1))

siendo (41,...,08, € K no todos nulos. De nuevo, por la Proposicion
1.3.6, se tiene que

Tf(y) =T (Z @gz') (o) = Zﬁiﬂ(yo) = Zﬁifi

Tf)=T (Z @'92') (y1) = Z Bifi(y) = Z Biti,

con lo que se prueba que T'f(yo) = T f(y1) para toda f € AC(X, E).
Sin embargo, por ser T' suprayectiva, obtenemos una contradiccion con
el Lema 1.2.5.

2. Supongamos, en segundo lugar, que fr(h=(h(yo))) = 0, y siguiendo un
razonamiento andlogo al del caso anterior, llegaremos a la misma con-
tradiccion. Sea {fi,...,f,} la base de F. Puesto que T es suprayectiva,
existen gy, ...,9, € AC(X, E) tales que

Tg; = E
para cada i € {1,...,n}. Al igual que en el caso anterior, es sencillo
probar que g1(h(yo)), ..., gn(h(yo)) forman una base de E. Por este
motivo, existen 3y, ..., 5, € K, no todos nulos, tales que

f(h(yo)) = Z@'gz’(h(yo)) = f(h(y1))
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para cada f € AC(X,FE). Ahora bien, como fr(h=*(h(yy))) = 0 e
vo,y1 € h™'(h(yo)) por hipotesis, aplicando la Proposicion 1.3.6 de-
ducimos que

Tf(yo) =D B:Tgi(yo) = > Gif;
=1 =1

Tf(p) = BTg:(n) = Bifi,
i=1 =1

obteniendo de nuevo que T'f(yo) = T'f(y1) para toda f € AC(X, E),
lo que nos lleva a una contradiccion.

. Finalmente, asumamos que yo € fr(h™(h(yo))) e y1 € int(h~'(h(yo))).

Teniendo en cuenta el Corolario 1.2.8, sabemos que existe una funcion
g € AC(Y, F) no nula con coz(g) C int(h~*(h(yo))). Probemos ahora la
existencia de un punto o en X con xg # h(yo) tal que T 'g(xq) # 0. Si
suponemos que esto no es cierto, se tiene que T-'g = 0 en X\{h(yo)}.
Entonces, puesto que h(yp) no es un punto aislado (pues de lo contrario
tendriamos que fr(h='(h(yo))) = 0), deducimos que T-'g = 0 en X,
lo que contradice que g sea una funcién no nula. Por tanto, si tomamos
la base {e; : i =1,...,n} de E, tenemos que

T_lg([)’}o) = ZOzzéz(l'o) 7é 0

para aq,...,qa, € K no todos ellos nulos. Para finalizar, aplicando la
Proposicion 1.3.6 obtenemos que, para algtn y, € fr(h'(xo)),

9(y2) = Z i T&(yz),

mientras que el Lema 1.4.2 nos permite concluir que g(yz) # 0. Sin
embargo, por ser h continua, se tiene que fr(h~'(zg)) C h™*(x), obte-
niendo asi que y € h™1(xg), lo que nos lleva a una contradiccion puesto
que zo # h(yo) v coz(g) C int(h=(h(yo))).

De esta manera, podemos afirmar que la funcién soporte h : ¥ — X es
inyectiva, y, por tanto, que es un homeomorfismo. U
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Una vez probado que, en el caso en que E y F' son espacios normados
con la misma dimension finita, toda aplicacion T : AC(X, E) — AC(Y, F)
biyectiva y separadora induce un homeomorfismo entre X e Y, el proximo
objetivo es obtener una completa descripcion de dichas aplicaciones.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema anterior
y de la Proposicion 1.3.6.

Corolario 1.4.4 Sean f € AC(X,E) ey €Y tales que f(h(y)) = 0. En-
tonces T f(y) = 0.

Como veremos a continuacion, este corolario es la herramienta fundamen-
tal para deducir la representacion de la aplicaciéon T'.

Observacion 1.4.5 Fijemos f € AC(X,E) ey € Y y definamos la siguien-
te funcion:

e~ —

g:=f— f(hy)).

Es obvio que g € AC(X, E) y que g(h(y)) = 0, por lo que, teniendo en cuenta
el Corolario 1.4.4, deducimos que T'g(y) = 0. Por este motivo, se tiene que

—_~—

Tf(y)=Tf(hy))(y)-

A la vista de esta representacion de T, definamos, para cada y € Y, la
aplicacion Jy de la siguiente manera:

Jy: E — F
e = (Jy)(e):=Te(y).

Lema 1.4.6 Para caday €Y, Jy es lineal, biyectiva y continua.
Demostracion. Fijemos yy € Y.

= Jyo es lineal: sean e;,eo € E y o, € K. Entonces, por ser T una
aplicacion lineal, se tiene que
(Jyo)(aer + Bes) = T(aer + Bes)(yo)
aTeé(yo) + BTe(yo)
= a(Jyo)(e1) + B(Jyo)(e2),

concluyendo que Jy, es lineal.
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= Jyp es inyectiva: sea e € F, e # 0. Puesto que {e; : i =1,...,n} es una
base de FE, existen aq,...,a, € K, no todos nulos, tales que

e = Z €4,
i=1
por lo que
é(h(yo)) = Zaiéi<h<yo))'
i=1

Ahora bien, teniendo en cuenta el Corolario 1.4.4, obtenemos que
Té(yo) = > aiTe(yo),
i=1

mientras que el Lema 1.4.2 nos permite concluir que T€(yo) # 0, o lo
que es lo mismo, que

(Jyo)(e) # 0,

quedando asi probado que Jy, es inyectiva.

= Jyy es suprayectiva: como estamos asumiendo que E y F' son espacios
normados con la misma dimension finita y acabamos de probar que Jyy
es inyectiva, se tiene que también es suprayectiva.

= Jyy es continua: se deduce de manera inmediata por tratarse de una
aplicacion lineal definida en un espacio normado de dimensién finita.

Por tanto, queda probado que, para cualquier y € Y, la aplicaciéon Jy es
lineal, biyectiva y continua. U

Fruto de todo el estudio realizado a lo largo de esta seccion, es sencillo
obtener el siguiente resultado en el que se describen las aplicaciones sepa-
radoras entre espacios de funciones absolutamente continuas.

Corolario 1.4.7 Sean X e Y subconjuntos compactos de R, E y F' espacios
normados con la misma dimension finita y T : AC(X,E) — AC(Y, F) una
biyeccion separadora. Entonces existen un homeomorfismo h:Y — X y una
aplicacion continua J 1Y — L(E,F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
para toda f € AC(X,E) eyeY.
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Demostraciéon. En primer lugar, definamos la aplicacién J como

J:Y — L(E,F)
y Jy.

El Lema 1.4.6 nos permite comprobar que la aplicacién J esta bien definida.
Ademas, teniendo en cuenta la representacion de T obtenida en la Obser-
vacion 1.4.5 y la definicion de la aplicacion Jy para cada y € Y, es trivial
deducir que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € AC(X,FE) ey € Y. Por otro lado, la existencia del homeo-
morfismo A definido entre X e Y fue probada en el Teorema 1.4.3. Por tanto,
para finalizar la demostracion, debemos ver que la aplicacion J es continua.
Para ello, consideremos una sucesion (y,) en Y que converge hacia y € Y.
Si fijamos cualquier e € E, se tiene que ((Jy,)(e)) = (T€(y,)) converge
hacia Té(y) = (Jy)(e) debido a la continuidad de la funcion T€. Por tanto,
como L(E, F) esta dotado de la topologia Strong Operator Topology, (Jyy)
converge hacia Jy, quedando asi probado que J es continua. U

Gracias a la descripcion de la aplicacion 1" obtenida en el corolario ante-
rior, vamos a comprobar que, en este contexto, las biyecciones separadoras
son automéaticamente continuas y que su inversa también es separadora.

Teorema 1.4.8 T es continua.

Demostraciéon. Para probar que 7' es continua aplicaremos el Teorema
del Grafo Cerrado (véanse la Definicion 0.0.4 y el Teorema 0.0.5). Por tanto,
debemos ver que, si (f,) es una sucesion en AC(X, E) que converge a 0 y
(T'f,) converge a una funcion g € AC(Y, F'), entonces g = 0.

Fijemos yo € Y. En primer lugar, veamos que la aplicacion d,, o T" es
continua. Esta claro que d,, o7 es lineal. Ademas, gracias a la representacion
de T obtenida en el Corolario 1.4.7 y a que Jy, es una aplicacién continua,
se tiene que

1050 © TCHI = TS (o) ll = [[(Tyo) (f (Mwo) DI < [[Tyoll|f 1l

para cada f € AC(X, E), lo que nos permite concluir que d,, 0T es continua.
Como consecuencia, (d,, 0 T'(f,)) = (T fn(yo)) converge a 0.
Por otro lado, tenemos que

1T fu(yo) = g@o)ll < 1T fn = glloo < NITfr — gllac
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para cada n € N, y como estamos suponiendo que (7'f,,) converge hacia g,
obtenemos que (7' f,,(yo)) converge a g(yo).

Finalmente, como este razonamiento se puede aplicar para cualquier pun-
toy € Y, se tiene que g(y) = 0 para todo y € Y. O

Teorema 1.4.9 T es biseparadora.

Demostracién. Veamos que T-! : AC(Y,F) — AC(X, E) es también
una aplicacion separadora. Supongamos, por el contrario, que 7! no es
separadora. Entonces, existen f,g € AC(Y, F) con

coz(f) Ncoz(g) =0

tales que
coz(T7 1 f) Ncoz(T tg) # 0.

Por tanto, sabemos que existe o € X tal que
T f(zo) # 0y T 'g(xo) # 0.

Si tenemos en cuenta la representacion de la aplicacién T' obtenida en el
Corolario 1.4.7, deducimos que

T(Tf) (™ (20)) = (Jh™ (o)) (T~ (o))

(T g) (W™ (w0)) = (JA™ (o) (T~ g(0)).
Como consecuencia, por ser Jy una aplicacion biyectiva para todo y € Y,
podemos concluir que

F(h™ (o)) # 0y g(h™"(wo)) # 0,

lo que contradice que f y g tengan cozeros disjuntos. U

1.5. Caso infinito-dimensional

Para comenzar esta seccidon, lo primero que vamos a hacer es mostrar un
ejemplo, basado en la misma idea que el Ejemplo 1.4.1, que ilustra que, en el
caso en que los espacios normados E y F sean de dimension infinita (incluso
siendo Banach), no toda aplicacion 7' : AC(X, F) — AC(Y, F') biyectiva y
separadora es necesariamente biseparadora.
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Ejemplo 1.5.1 Sea cy el espacio de las sucesiones escalares que convergen
a 0 y consideremos la aplicacion

T : AC([0,1], ¢) — AC([0,1] U [2,3], co)

definida como
Tf(y) = (A1, A3, As5,...)
Tf(2+y)= (A2, 1,0, ),
siendo f(y) = (A1, A2, A3, Mg, ...) € ¢o para cada y € [0,1]. Es sencillo com-

probar que T' es biyectiva y separadora, sin embargo, su inversa no es sepa-
radora.

Por este motivo, puesto que en esta secciéon asumiremos que F y F' son
espacios de Banach de dimension infinita, incluso cuando £ = F' (como en el
ejemplo anterior), vamos a considerar que T : AC(X, E) — AC(Y, F) es una
aplicacion biseparadora, es decir, una aplicacion biyectiva en la que tanto ella
como su inversa son separadoras (recordemos que X e Y son subconjuntos
compactos de R).

Observacion 1.5.2 Puesto que la aplicacion T : AC(X,E) — AC(Y,F)
es biseparadora, como vimos al inicio de la Seccion 1.3, podemos obtener
sendas funciones soporte continuas h:Y — X yk: X — Y asociadas a las
aplicaciones separadoras T y T, respectivamente.

Para probar el siguiente lema, basta asumir que 7' : AC(X, E) — AC(Y, F)
es una aplicacion solamente separadora.

Lema 1.5.3 Para cada f € AC(X, E), se tiene que h(coz(Tf)) C cl(coz(f)).

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que existen f € AC(X, E)
e y € coz(Tf) tales que

h(y) & cl(coz(f)).

Por tanto, podemos considerar un entorno abierto U de h(y) tal que
Uncoz(f) =0.

Ahora, teniendo en cuenta la definicién de la funcion soporte h, existe una
funcion g € AC(X, E) que satisface

coz(g) C Uy Tyg(y) # 0.
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Como f y g tienen cozeros disjuntos y T es separadora, se tiene que
coz(Tf) Ncoz(Tqg) = 0,

de donde deducimos que T'f(y) = 0, lo cual contradice que y € coz(Tf). O

Para probar el primer resultado importante de esta seccion tendremos en
cuenta la Observacion 1.5.2 y el Lema 1.5.3. En particular, probaremos que
X e Y son homeomorfos.

Teorema 1.5.4 La funcion soporte h es un homeomorfismo.

Demostracién. Puesto que tanto h como k son continuas (véase la Ob-
servacion 1.5.2), para probar este resultado serad suficiente ver que k es la
funcion inversa de h. Para ello, debemos comprobar que (h o k)(z) = = para
todo z € X y que (ko h)(y) =y para todo y € Y. Veamos la primera de las
igualdades y la otra se prueba de manera analoga.

Supongamos que no es cierto que (h o k)(z) = = para todo z € X, por
lo que existe xyp € X tal que h(k(xg)) # zo. Sea U un entorno abierto de
h(k(xg)) tal que zo ¢ cl(U). Ahora, por la definicion de la funcion soporte h
asociada a T', sabemos que existe f; € AC(X, E) con

coz(fr) C Uy Tfi(k(xg)) # 0. (1.5)

De esta manera, por un lado, sabemos que

o ¢ cl(coz(f1)),

y, por otro lado, como k(zg) € coz(T f1), teniendo en cuenta el Lema 1.5.3,
obtenemos que

h(k(xg)) € cl(coz(f1)).

Ahora, en virtud del Lema 1.2.6, existe fo € AC(X, E) tal que fo(xg) #0y
fo =0 en coz(f;). Resulta obvio entonces que

coz(f1) Ncoz(fz) =0,

y por ser 1" separadora,

coz(T f1) Ncoz(T f2) = 0.
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Observando (1.5), deducimos que coz(7'f;) es un entorno abierto de k(xy), v,
de nuevo, por la definiciéon de la funciéon soporte k asociada a la aplicacion
separadora T~ !, existe f3 € AC(Y, F) tal que

coz(f3) C coz(Tf1) y T~ fs(xg) # 0.

Por tanto, se tiene que
coz(f3) Ncoz(T f3) =0,
y puesto que T ! es separadora,
coz(T™ f3) Ncoz(fy) = 0,

llegando a una contradiccion puesto que T f3(xg) # 0y fo(wg) # 0. O

Sin mas que tener en cuenta la Proposicion 1.3.6 y el Teorema 1.5.4, se
deduce de manera inmediata el siguiente resultado.

Corolario 1.5.5 Sean f € AC(X,E) ey € Y tales que f(h(y)) = 0. En-
tonces T f(y) = 0.

En esta ocasion, podemos enunciar el resultado anélogo asociado a la
aplicacion separadora T—! y con funcion soporte k.

Corolario 1.5.6 Sean g € AC(Y,F) y x € X tales que g(k(z)) = 0. En-
tonces T~'g(z) = 0.

Observacion 1.5.7 Siguiendo el mismo razonamiento que en la Observacion
1.4.5 y teniendo en cuenta el Corolario 1.5.5, podemos obtener que, en el caso
que nos ocupa, para toda f € AC(X,E) ey€eY,

—_~—

Tf(y) =Tf(hy))(y)-

Ademds, para cada y € Y, se define una nueva aplicacion Jy : E — F del
mismo modo en que lo hicimos en la Observacion 1.4.5.

En este caso, cada aplicacion Jy esta definida entre espacios de Banach
de dimension infinita, por lo que, a diferencia del caso finito-dimensional, no
podemos deducir su continuidad de manera automaética.
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Lema 1.5.8 Jy es lineal y biyectiva para caday € Y.

Demostraciéon. El razonamiento seguido en el Lema 1.4.6 para probar
que cada aplicacion Jy es lineal es también aplicable en este contexto. Por
tanto, debemos ver que cada Jy es biyectiva. Para ello, fijemos yy € Y.

= Jyp es inyectiva: supongamos que existe e € E tal que (Jyo)(e) = 0.
Teniendo en cuenta la Observacion 1.5.2 y la demostracion del Teorema
1.5.4, deducimos que la aplicaciéon soporte £ : X — Y asociada a
la aplicacion separadora 7! es un homeomorfismo, por lo que existe
zo € X tal que k(z9) = yo, obteniendo asi que

(JE(x0))(e) = Te(k(z0)) = 0.
Si consideramos ahora el Corolario 1.5.6, se tiene que
T (T8) (zy) = 0,

es decir, que &(xg) = 0, lo que nos permite concluir que e = 0, quedando
asi probado que Jyg es inyectiva.

= Jyy es suprayectiva: dado f € F', debemos encontrar e € F tal que
(Jyo)(e) = 1.

Puesto que T' es suprayectiva, existe g € AC(X, F) tal que Tg = f,y,
en particular, T'g(yo) = f. Definamos ahora

e:=g(h(y)) € E.

Es sencillo observar que
(€ —9)(h(y)) =0,

por lo que aplicando el Corolario 1.5.5 deducimos que
T(e—g)(yo) = 0.

Por tanto,
(Jyo)(e) = Te(yo) = Tg(yo) = f.
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Como este razonamiento se puede aplicar a cualquier y € Y, queda probado
que la aplicacion Jy es biyectiva para todo y € Y. U

Teniendo en cuenta todos los resultados vistos en esta seccion, estamos
en disposicion de obtener una descripcion de las aplicaciones biseparadoras
entre espacios de funciones absolutamente continuas que toman valores en
espacios de Banach de dimension infinita.

Corolario 1.5.9 Sean X e Y subconjuntos compactos de R, E y F' espacios
de Banach de dimension infinita y T : AC(X,E) — AC(Y,F) una apli-
cacion biseparadora. Entonces existen un homeomorfismo h 1Y — X y una
aplicacion J 1Y — L'(E, F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para cada f € AC(X,E) ey€eY.

Demostraciéon. Comenzaremos indicando que la aplicacion J se define
como se hizo en la demostracion del Corolario 1.4.7. Por otro lado, resulta
inmediato deducir la representacion de T' si tenemos en cuenta la Observacion
1.5.7 y la definicién de la aplicaciéon Jy para cada y € Y. Finalmente, el
Teorema 1.5.4 y el Lema 1.5.8 nos permiten completar la prueba de este
resultado. Il

Ahora bien, a diferencia del caso finito-dimensional, cuando los espacios
de Banach F y F' tienen dimension infinita, no es posible concluir la con-
tinuidad de la aplicacion biseparadora T': AC(X, E) — AC(Y, F) de manera

automatica. Con el siguiente ejemplo pretendemos ilustrar este hecho.

Ejemplo 1.5.10 Supongamos que X =Y = {a,b}, a,b e R, y E = F = ¢.
Tomemos ¥ : ¢y — K un funcional lineal no acotado que satisface que
¥(1,0,0,...) # —1, y definamos las siguientes aplicaciones lineales y biyec-
tivas:

Ja : Co — Co
a=(aj,az,a3,...) — (g +¥(a),asas,...)

Jb: Co — Co
(o, 0, 03,...) +— (a1, q9,as,...).
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Finalmente, podemos definir la aplicacion T : AC({a,b}, co) — AC({a, b}, cp)
como

Tf(y) = (Jy)(f(v))

para toda f € AC({a,b},co) ey € {a,b}. Resulta sencillo comprobar que T
es lineal y biseparadora, sin embargo, se trata de una aplicacion no acotada.

Como consecuencia, en el caso que nos ocupa, es necesario establecer
alguna condicién adicional para poder deducir la continuidad de la aplicacién
biseparadora. Precisamente, esto es lo que se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 1.5.11 Sean X e Y subconjuntos compactos de R, E' y F' espacios
de Banach de dimension infinita y T : AC(X, E) — AC(Y, F) una aplicacion
biseparadora. Entonces, si Y no tiene puntos aislados, T es continua.

Demostracién. Para probar que 7' es continua, en primer lugar, veamos
que la aplicacion 0, oT" es continua para cada y € Y. Supongamos que existe
Yo € Y tal que d,, o T no es continua. Entonces, podemos considerar una
sucesion (g,) en AC(X, E) tal que

1
lgallac < =

1040 © T(gn) | = I Tgn o) [| > 1

para todo n € N. Ahora, si definimos e, := g,(h(yo)) para cada n € N, se
tiene que

1

Ademaés, si tenemos en cuenta la representacion de la aplicacién T obtenida
en el Corolario 1.5.9, deducimos que, para todo n € N,

ITen(wo)ll = [1(Tyo)(€n(h(yo)))
= [1(Jyo)(en)]l
= [1(J50)(gn(h(10)))I
= NTgn(o)ll > 1.

Por tanto, acabamos de construir una sucesion (e,,) en E tal que

1 .
leall < — ¥ I Téu(w)] > 1
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para todo n € N. Ahora bien, puesto que Y no posee puntos aislados, es
posible encontrar una sucesion (y,) en Y, estrictamente mondtona y que
converge hacia v, tal que

178 (yn)|| > 1 (1.6)

para cada n € N. Si consideramos entornos abiertos y mutuamente disjuntos
U, de cada h(y,), sabemos que, para todo n € N, existe r, > 0 tal que

(h(yn) — T,y h(yn) + Tn) NnXxX cu,.

Por tanto, de manera analoga a la demostracion del Lema 1.2.7, podemos
definir, para cada n € N,

fu(@) = méix {o, - w}

T'n

para todo z € X. Es inmediato comprobar que f, € AC(X), fu.(h(yn)) = 1,
coz(fn) C (M(Yn) — T, M(yn) + 1) N X C U, y ademés

para todo n € N. Finalmente, consideremos la funcién

f= an " €p.
n=1

Puesto que (AC(X, E),||.||ac) es un espacio de Banach y ademés

. 3
1 - €allac = lleallllfullac = -3

para todo n € N, podemos afirmar que f € AC(X, E). Ahora, por un lado,
resulta inmediato observar que

f(h(yo)) =0,
por lo que, aplicando el Corolario 1.5.5, se deduce que
T f(yo) = 0.

Por otro lado, para cada n € N, se tiene que

(f = @) (h(yn)) =0,
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y de nuevo, por el Corolario 1.5.5,

Tf(yn) = Ten(yn)-
Esto implica, atendiendo a la desigualdad (1.6), que

1T (yn)ll > 1

para todo n € N, lo cual es absurdo si tenemos en cuenta que (y,) converge
a Yo, que T'f es continua y que T f(yo) = 0. Por tanto, queda probado que la
aplicacion 0, o T es continua para todo y € Y.

Para finalizar, aplicando el Teorema del Grafo Cerrado de manera andloga
a la demostracion del Teorema 1.4.8, podemos concluir que la aplicacion T
es continua. U

En la demostraciéon del siguiente resultado, estableceremos un método
para construir aplicaciones biseparadoras discontinuas entre espacios de fun-
ciones absolutamente continuas.

Lema 1.5.12 Sean X un subconjunto compacto de R y E un espacio de
Banach de dimension infinita. Entonces, si X tiene puntos aislados, existe
una aplicacion biseparadora T : AC(X, E) — AC(X, E) discontinua.

Demostracién. Supongamos que X contiene un punto aislado y veamos
que es posible construir una aplicacion T': AC(X, E) — AC(X, E) bisepa-
radora y discontinua. Sean zy un punto aislado de X y J : F — FE una
biyeccion lineal discontinua. Finalmente, definamos la aplicacion T' como

_ | fl2) sl @ # 2o
Tf(z) = { J(f(x)) six=uzg

para toda f € AC(X, E). Ahora, en primer lugar, debemos ver que 7" esta
bien definida, esto es, que T'f € AC(X, F) siempre que f € AC(X, E). Fije-
mos f € AC(X, E) y tomemos ¢ > 0. Por ser f una funcion absolutamente
continua, existe 67 > 0 que satisface la condicién dada en la Definicién 1.2.1.
Ademaés, como xq es un punto aislado en X, existe r > 0 tal que |z — xo| > 7
para todo x # x. Por tanto, considerando ¢ := min{r, §}, para toda familia
finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos {(a;, b;)}?_, cuyos extremos
pertenecen a X y satisfacen > ., (b; —a;) <, se tiene que a; # o # b; para
todo i € {1,...,n}, y, por definicion de la aplicacion T

Z ITf(bi) —Tf(a;)|| = Z 1£(bi) — flas)|l <e,
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quedando probado que T : AC(X,E) — AC(X, E) esta bien definida. Por
otro lado, si tenemos en cuenta la definicion de la propia aplicacion 7', resulta
sencillo comprobar que es lineal y biseparadora. Asi, debemos probar que es
una aplicacion discontinua. Supongamos, por el contrario, que 7" es continua.
Entonces, para cualquier funcion f € AC(X, E), se tiene que

IT(f (o))l = 1T F (o)l < T fllac < WTIf ]| ac- (1.7)

Ahora, para cada e € F, definamos la funcion

0 siz#x
e six=ux.

i) i=

Puesto que xy es un punto aislado de X, se tiene que f, es una funciéon
continua. Ademas, es sencillo observar que f. € AC(X, E) y que

”feHAC = er“oo + V(fe§X> < 3”6“

Por tanto, como consecuencia de (1.7), tenemos que, para todo e € E,

1)l = [[7(felza))l < [Tl fell ac < 3T llel

lo que contradice que J sea una aplicaciéon discontinua de £ en E. De esta
manera, queda probado que T es una aplicacién biseparadora discontinua. [

Corolario 1.5.13 Sean X e Y subconjuntos compactos de R y E'y F' espa-
cios de Banach de dimension infinita. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) Toda aplicacion biseparadora T : AC(X, E) — AC(Y, F) es continua.
(ii) X no tiene puntos aislados.

Demostracion. Veamos que (ii) = (i). Sea T': AC(X, E) — AC(Y, F)
una aplicacion biseparadora cualquiera. Puesto que T’ es biseparadora, en el
Teorema 1.5.4, ha sido probada la existencia de un homeomorfismo entre X
e Y, por lo que Y tampoco tiene puntos aislados. Finalmente, aplicando el
Teorema 1.5.11, podemos concluir la implicacion.

Para probar que (i) = (ii), vamos a ver que, si X tiene puntos aisla-
dos, entonces es posible obtener una aplicacion 7' : AC(X, E) — AC(Y, F)
biseparadora que no es continua.
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Supongamos que existe una aplicacion Ty : AC(X, E) — AC(Y, F) bi-
separadora y continua, y que ademés X tiene puntos aislados. Entonces,
por el Lema 1.5.12, es conocida la existencia de una aplicacién biseparadora
S : AC(X,E) — AC(X,FE) discontinua. Finalmente, si consideramos la
aplicacion

T:=TyoS:AC(X,E) — AC(Y, F),
obtenemos una aplicacion biseparadora (por tratarse de la composicion de
dos aplicaciones biseparadoras) que no es continua (por ser la composicion
de una aplicacion continua y otra que no lo es). Asi pues, queda probada esta
ultima implicacién. U

1.6. Isometrias

Para finalizar el capitulo, trataremos de caracterizar un cierto tipo de iso-
metrias definidas entre espacios de funciones absolutamente continuas; en
concreto, nos centraremos en las isometrias de la forma Banach-Stone. Para
ello, aprovecharemos las caracterizaciones de las aplicaciones biseparadoras
obtenidas en las secciones anteriores.

Recordemos que X e Y son subconjuntos compactos no vacios de R y que
E y F denotan sendos espacios de Banach.

Definicion 1.6.1 Una isometria lineal suprayectiva T : AC(X, E) — AC(Y, F)
se dice que es de la forma Banach-Stone si existen un homeomorfismo h :
Y — X y una aplicacion continua J :Y — I(E, F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
para toda f € AC(X,E) eyeY.
En el siguiente resultado, se obtiene una descripcion de las aplicaciones

biseparadoras y continuas definidas entre espacios de funciones absoluta-
mente continuas.

Proposicion 1.6.2 Sea T : AC(X,E) — AC(Y, F) una aplicacion bisepa-
radora y continua. Entonces existen un homeomorfismo h :' Y — X y una
aplicacion continua J 1Y — L(E, F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
para toda f € AC(X,E) eyeY.
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Demostracién. Si tenemos en cuenta los Corolarios 1.4.7 y 1.5.9, para
obtener el resultado necesitamos, por un lado, comprobar que la aplicacion

Jy: E — F
e — (Jy)(e):=Té(y)

es continua para cada y € Y. Para ello, fijemos y € Y. Ahora, como estamos
asumiendo que 7' es continua, es sencillo observar que

1Y)l = ITeW)ll < [|ITellac < ITIIellac = IT1l el

para todo e € E, lo que nos permite concluir que Jy es continua. Por tanto,
queda probado que la aplicacion

J:Y — L(E,F)
y — Jy

estd bien definida. Para finalizar, aplicando el razonamiento desarrollado en
la demostracion del Corolario 1.4.7, obtenemos que J es continua. Il

Por tltimo, veremos que toda isometria lineal suprayectiva que sea de la
forma Banach-Stone es biseparadora. Ademas, el reciproco también es cierto,
esto es, toda isometria biseparadora ha de ser de la forma Banach-Stone.

Teorema 1.6.3 Sean X e Y subconjuntos compactos de R, /' y F' espacios
de Banach y T : AC(X,E) — AC(Y, F) una isometria lineal suprayectiva.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es de la forma Banach-Stone.

(ii) T es biseparadora.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que, para toda f € AC(X, E)
ey €Y, laisometria T" es de la forma

Tf(y) = (Jy)(f(h(y))),

siendo h : Y — X un homeomorfismo y J : Y — I(E,F) una aplicacion
continua. Veamos que 7' es biseparadora.

En primer lugar, asumamos que f,g € AC(X, E) satisfacen T'f(yo) # 0y
Tg(yo) # 0 para algtin 3y € Y. Entonces, teniendo en cuenta la representacion

de T, se tiene que (Jyo)(f(h(y0))) # 0y (Jyo)(9(h(y0))) # 0. Ahora bien,
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como Jyg es biyectiva, podemos deducir que h(yy) € coz(f) N coz(g). Por
tanto, T" es una aplicacion separadora.

Como acabamos de ver que T' es separadora siempre que es de la forma
Banach-Stone, bastarad probar que 7! es de la forma Banach-Stone para
deducir que es separadora. Para ello, puesto que h es un homeomorfismo,
sabemos que h~!: X — Y también lo es. Ademés, como Jh'(z) € I[(E, F)
para cada * € X, podemos considerar (Jh~'(z))™' € I(F,FE) para todo
x € X, lo que nos permite definir una aplicaciéon K como

K: X — I(FE)
r — Kz:=(Jh(z))

Por ultimo, consideremos la aplicacion S : AC(Y, F) — AC(X, E) definida
como

Sg(x) == (Kx)(g(h™"(x)))
para toda g € AC(Y, F) y z € X. Veamos ahora que S coincide con T~ !. Para
probarlo, vamos a comprobar que (7 o S)(g) = g para toda g € AC(Y, F)

y que (SoT)(f) = f para toda f € AC(X,FE). En primer lugar, dada
g € AC(Y, F), para cualquier y € Y, se tiene que

(T 5)(9)(y) = T(S9)(y) = (Jy)[Sg(h(y))]
= (Jy) [(Kh(y))(9(y))]
= (Jy) [(Jy) " (9(v))]
= 9(y).
Analogamente se puede ver que (SoT')(f)(z) = f(z) paratoda f € AC(X, E)

y © € X. Como consecuencia, T-! = S, lo que nos permite afirmar que la
aplicacion T! : AC(Y, F) — AC(X, E) es de la forma

T g(x) = (Kx)(g(h~"(x)))

para toda g € AC(Y,F) y x € X. Finalmente, para deducir que 7T~ es
de la forma Banach-Stone, basta probar que la aplicacion K es continua.
Primeramente, si tomamos f € AC(Y, F') para cualquier f € F', tenemos que

Jy
Jy

T7'(z) = (Ka)(f(h ™" (2))) = (Kx)(f),
lo que nos permite ver que, para cada x € X, la aplicacion Kx toma la forma

Kr: F — E )
f — (Kx)(f) =T"'(x).
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Finalmente, consideremos una sucesion (z,) en X que converge hacia z € X.
Entonces, para todo f € F, se tiene que la sucesion ((Kxz,)(f)) = (T(z,))
converge hacia T—'(x) = (Kz)(f) debido a la continuidad de la funcion
T~f. Por tanto, como I(F, E) esta dotado de la topologia Strong Operator
Topology, se tiene que K es continua. Asi, ha quedado probado que 7! es
de la forma Banach-Stone, y, en consecuencia, que es separadora.

(ii) = (i) Si atendemos a la Proposicion 1.6.2, para probar que T es de
la forma Banach-Stone serd suficiente comprobar que, para cada y € Y, la
aplicacion Jy es una isometria.

Fijemos yo € Y y veamos que |[(Jyo)(e)|| = |le|]| para todo e € E. Para
ello, dado e € F, es inmediato observar que

1(7yo)(e) |l = [[Te(yo)ll < [1T€]l o < Tl ac = lIEll ac = llell-

Supongamos ahora que |[(Jyo)(e)|| < |le]|, esto es, que [|[T€(yo)| < |le]|. A
continuacion, definamos la funcion constante g € AC(Y, F') como

—_——

g = Te(yo).

Puesto que T' es suprayectiva, sabemos que existe f € AC(X, F) tal que
T f = g. Por tanto,

[flloe < [ fllac = T fllac = Ngllac = ll9lle = ITew)Il < llell,

lo que nos permite deducir que la funcién € — f no se anula en ningin punto
de X. Finalmente, como consecuencia del Corolario 1.5.6, se obtiene que la
funcion T'(é — f) tampoco se anula en ningin punto de Y. Sin embargo, esto
es absurdo puesto que

—~—

Té(yo) = Te(yo)(yo) = 9(y0) = T'f (v0)-

De esta manera, acabamos de probar que Jy, es una isometria.

Como este razonamiento se puede aplicar para cada y € Y, queda probado
que toda aplicacion Jy es una isometria y, en consecuencia, que 71" es de la
forma Banach-Stone. O






Capitulo 2

Aplicaciones biseparadoras sobre
espaclos de funciones de Lipschitz

2.1. Introducciéon

Las principales propiedades de los espacios de funciones de Lipschitz son
conocidas desde los anos 60 (véanse |25, 56, 70]). Posteriormente, en los afos
90, N. Weaver llevo a cabo un profundo estudio de las propiedades alge-
braicas, geométricas, de orden, etc, de dichos espacios de funciones que fue
recopilado en el libro Lipschitz Algebras ([74]). Sin embargo, el estudio de las
aplicaciones definidas entre espacios de funciones de Lipschitz constituye una
disciplina matematica de muy reciente desarrollo. Por ejemplo, B. Pavlovi¢,
en |67, 68|, trato de establecer condiciones que garantizasen la continuidad
de los homomorfismos definidos entre algebras de funciones de Lipschitz y
algebras de Banach arbitrarias.

Relacionado con el estudio de aplicaciones entre espacios de funciones de
Lipschitz, surge el problema de determinar relaciones topologicas entre los
espacios métricos en los que se definen las funciones Lipschitzianas a partir
de relaciones algebraicas, geométricas o de orden establecidas entre los co-
rrespondientes espacios de funciones. En este ambito, M. I. Garrido y J. A.
Jaramillo, en [36], probaron que es condicion necesaria y suficiente para que
dos espacios métricos completos sean Lipschitz homeomorfos que los corres-
pondientes espacios de funciones de Lipschitz sean isomorfos como reticulos
vectoriales unitarios. Ademaés, los espacios métricos para los cuales su estruc-
tura de Lipschitz viene determinada por la estructura reticular del espacio de
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funciones de Lipschitz definidas sobre ellos son analizados por estos mismos
autores en [37]. Finalmente, en [20], se describen los homomorfismos sobre
ciertos subespacios de funciones de Lipschitz definidas en espacios métricos
realcompactos.

Sin embargo, el estudio de las aplicaciones (bi)separadoras definidas entre
espacios de funciones de Lipschitz es aiin mas reciente. De hecho, A. Jiménez-
Vargas establecié el primer resultado sobre aplicaciones biyectivas y sepa-
radoras entre determinadas subdlgebras de funciones de Lipschitz definidas
en espacios métricos compactos en [50]. Acto seguido, el propio A. Jiménez-
Vargas junto con otros colaboradores, llevo a cabo, en [54] y [55], un estudio
de las aplicaciones biseparadoras definidas entre ciertas subalgebras de fun-
ciones de Lipschitz en el caso en que éstas toman valores en espacios de
Banach arbitrarios. Por ultimo, D. H. Leung, en [60], se hace eco de los re-
sultados contenidos en esta Memoria para analizar las aplicaciones bisepara-
doras definidas entre espacios de funciones denominados espacios de Lipschitz
generalizados, que entre otros, incluye al espacio de funciones de Lipschitz y
al espacio de funciones uniformemente continuas.

En este capitulo, nos vamos a ocupar del estudio de las aplicaciones bi-
separadoras entre espacios de funciones de Lipschitz definidas en espacios
métricos completos que toman valores en espacios normados arbitrarios. Al
igual que hicimos en el capitulo anterior, dedicaremos la Seccién 2.4 al estudio
de las principales propiedades de los espacios de funciones de Lipschitz. Asi,
el primer resultado relevante del capitulo surge en la Secciéon 2.5, en el que se
deduce que dichas aplicaciones inducen un homeomorfismo entre los espacios
métricos de base (Teorema 2.5.15). Este resultado nos va a permitir obte-
ner una completa descripcion de las aplicaciones biseparadoras en la seccion
siguiente (Teorema 2.6.9). Para tratar de analizar la continuidad de dichas
aplicaciones, es necesario anadir la completitud de los espacios normados. Por
tanto, bajo estas nuevas condiciones, en la Seccién 2.7, comprobaremos que,
en general, tales aplicaciones no son continuas, pero veremos que es posible
construir una aplicacion biseparadora asociada a ésta que resulta serlo, y
que ademas nos permitird deducir la continuidad de las primeras en ciertos
casos particulares (Corolarios 2.7.11 y 2.7.12). Para finalizar, analizaremos las
aplicaciones separadoras y biyectivas entre espacios de funciones de Lipschitz
que toman valores escalares obteniendo que, en el caso en que los espacios
métricos de base sean compactos, éstas tienen inversa separadora y ademas
son continuas (Teorema 2.8.3 y Corolario 2.8.4).
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2.2. Definiciones y resultados preliminares

Si representamos mediante (X, d) e (Y, dy) sendos espacios métricos, diremos
que una aplicacion
f : <X7 dl) - (Y7 d?)

es de Lipschitz (o que satisface la condicion de Lipschitz) si existe una cons-
tante k£ > 0 tal que

para todo x,y € X. La menor de las constantes k£ que satisfacen esta propiedad
se denomina nidmero de Lipschitz y se denota por L(f). De manera equiva-
lente, L(f) se puede definir como

Lm;ﬂw{@%%%gg

Diremos que una funcién f es bi-Lipschitz cuando es biyectiva y tanto ella
como su inversa son Lipschitz.

:x,yeX,:E;«éy}.

Por otro lado, si E representa un espacio normado (sobre K), podemos
considerar las aplicaciones

f(Xod) — (B [1])

que satisfacen la condicién de Lipschitz, es decir, aquellas para las cuales
existe una constante k£ > 0 tal que

1 () = FW)ll < kd(z,y)

para todo z,y € X. De manera analoga al caso anterior, se define el niimero
de Lipschitz asociado a f como

54 = s { LD =10

Asi, a partir de este momento, denotaremos por Lip(X, E) al espacio de todas
las funciones de Lipschitz acotadas definidas en X que toman valores en F,
es decir,

:x,yEX,x#y}.

Lip(X,E):={f: X — E: f es de Lipschitz y acotada} .
Cuando E = K, definiremos Lip(X) := Lip(X, K), esto es,
Lip(X) :={f : X — K f es de Lipschitz y acotada} .
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Observacion 2.2.1 Resulta inmediato observar que, para cualquier e € F,
la funcion constante & satisface L(€) = 0, lo que implica que L(-) no deter-
mina una norma en Lip(X, E). Sin embargo, se tiene que

(i) L(af) =|a| L(f) para toda f € Lip(X, E) y a € K,
(ii) L(f +g) < L(f) + L(g) para toda f,g € Lip(X, E),

es decir, L(-) es una seminorma. Asi, introduciremos una norma ||.||. en
Lip(X, E) definida como

1fllz += max {[| flloo, L(f)}

para cada f € Lip(X, E). Con esta norma, Lip(X, FE) es completo siempre
que E sea un espacio de Banach (se puede demostrar de manera andloga a
[74, Proposicion 1.6.2(a)]).

A continuacién, introduciremos dos familias de funciones de Lipschitz
que seran de gran utilidad en el desarrollo de este capitulo. Por un lado,

dados un punto zy en X y un ntmero real positivo r, definimos la funcién
Yyor + X — K como

r

Vo (7) := miix {o, 1 M} (2.1)

para todo z € X. Resulta sencillo comprobar que se trata de una funcién
de Lipschitz y que ademaés satisface que 9y, -(20) = 1, coz(¢y, ) = B(zo, 1),

||17ZJCCO7T’||OO =1ly L(@on,r) <1/r.
Por otro lado, dados zp € X y r > 0, definimos ¢, , : X — K como

d(z, B(zg, 1)) }

. (2.2)

Duor(T) = méx {O, 1—
para todo z € X. Es obvio que ¢, , es una funcién de Lipschitz que satisface
que @z (B(xg,7)) = 1, coz(@uyr) = B(xo,2r), |@zrlle = 1y de nuevo
L(pzor) < 1/1.

Para dar por finalizada esta seccion, probaremos un resultado técnico del
que haremos uso mas adelante en varias ocasiones.

Lema 2.2.2 Sean X un espacio métrico y (x,) una sucesion de elementos
distintos dos a dos en X. Entonces:
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(i) Si (xn) converge a un punto xo € X, existe una subsucesion (z,) tal
que d(zpi1, o) < d(zn,x0)/4 para todo n € N. En tal caso, si se define
rn = d(zn, o) /4 para cada n € N, obtenemos una sucesion (r,) que
converge a cero y satisface

B(zn, ) N Bz, 1) =0
siempre que n # m. Ademds,

cl (U2 1 B(zn,rn)) \ UsZ el (B(2n, 1)) C {0}

(i) Si (x,) no tiene ninguna subsucesion de Cauchy, entonces existen una
subsucesion (z,) y una constante positiva r tales que

B(zn,7) N Bz, ) =0
siempre que n # m. Ademds, si s :=1/5,

cl (U2 Bz, s)) = Us el (B(zn, s)) -

Demostracion. (i) Definamos z; := z; y consideremos r; := d(z1,x¢)/4.
Puesto que (z,,) converge hacia xy, existe n; € N tal que, para todo n > n,
x, € B(zg,71). Tomemos entonces zy := x, para algan n € N tal que z, €
B(zg,r1) y definamos 75 := d(z2,x¢)/4. Repitiendo este proceso, obtenemos
una subsucesion (z,) de (x,) que satisface

d(zpn, x0)

d(2n 41, o) < 1

para todo n € N. A su vez, hemos construido una sucesion (r,,) de nimeros
reales positivos que converge a 0 tal que, para todo n,m € N, n # m,

B(zpn, ) N B(2m, 1) = 0.

Veamos ahora que ¢l (U2, B(z,, 7)) \ U2 ¢l (B(zn, 7)) C {xo}. Tome-
mos ' € X con 2’ # xgye¢ > 0 de modo que d(z',z¢) = 2¢. Puesto que
(zn) converge a xg, existe ng € N tal que d(z,, o) < /2 para todo n > ny.
Ademaés, como (r,) converge a 0, existe n; > ng tal que, para todo n > n,
rn < /2. Por tanto, si fijamos n > nq, tenemos que, para todo x € B(z,,m,),

d(z,xo) < d(x,2n) + d(2n,x0) <Tp+€/2 <e.
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En consecuencia, B(z,,r,) C B(x,¢) para todo n > ny. Finalmente, como
estamos suponiendo que d(2', z9) = 2¢, podemos concluir que

B(2',€) N (Upsn, B(zp, 1)) = 0. (2.3)

Asi, si o/ ¢ U2 cl (B(zn,m0)), en particular, ' ¢ ¢l (B(z,71)) U ... U
cl (B(zny,7n,)), y junto a (2.3), podemos asegurar que =’ ¢ cl (U2 B(2p, 7)),
quedando asi probado el primer item.

(ii) Comencemos definiendo By := N, z; == 27 y
ry := lminf,ep d(21, x,).

Como (z,) no contiene ninguna subsucesion de Cauchy, se tiene que z; no
es el limite de ninguna subsucesion, lo que nos permite concluir que r; > 0.
Tomemos entonces

By :={ne By :r/2 <d(z,z,) < 2r}.

Se tiene que By es un conjunto infinito. Consideremos ahora ny := min By y
29 i= Zn,. De nuevo, como 23 no es el limite de ninguna subsucesién, tenemos
que

ro := liminf,cp,d(22, x,) > 0.

Este proceso se puede repetir de manera que, si conocemos Bg, zx vV Tk,
podemos considerar el conjunto infinito

Biy1:={n € By : /2 < d(zp,x,) < 214},
lo que nos permite definir ng, 1 := min Bry1, 2541 = Tpy ¥
The1 i= iminf,cp,  d(2p41, 2,) > 0.

Finalmente, supongamos que liminf,cy7, = 0. Entonces, existe una sub-
sucesion (ry,) de (r,) que converge hacia 0. Ahora, por construccion, para
cada i € N, se tiene que d(zy,, 2n,) < 2r,, para todo k > i, lo que nos per-
mite afirmar que (z,,) es una subsucesion de Cauchy de (x,), en contra de
la hipotesis inicial. Por tanto, R := liminf,cyr, > 0. Definiendo r := R/8,
podemos concluir que, siempre que n # m,

B(zp,7) N B(zm, ) = 0. (2.4)
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Para finalizar, definamos s := r/5 y veamos que
cl (U2 B(zn, 8)) = U2 cl (B(zn, 9)) -

Supongamos que no es cierto. Entonces, existe 2’ € ¢l (U, B(zy, $)) tal que
x' ¢ cl (B(zp,s)) para todo n € N.

= Si B(a,8) N B(zy,s) = 0 para todo n € N, entonces

B(z',s) N (U, B(zp,5)) =0,

n=1

lo que implica que 2’ ¢ ¢l (U2, B(zy, 5)).

n=1

= Supongamos que existe n; € N tal que B(2/,s) N B(zy,,s) # 0. En-
tonces, se tiene que B(2',s) N B(z,,s) = () para todo n # n;. En caso
contrario, tomemos xs € B(2',s) N B(z,,,s) para algin ny # ny. Por
hipotesis, existe z1 € B(2/,s) N B(2y,, ), luego

d(zn17 an) S d(an, l'1> + d<$1, l‘2) + d(l’g, 2n2)
< s+2s+s=4s<r.

Sin embargo, como hemos visto que B(z,,,7) N B(zn,,r) = 0 en (2.4),
podemos afirmar que d(z,,, z,,) > 7, lo que nos lleva a una contra-
diccion. Asi,

B(',s) N (Ungny B(zn, 8)) = 0,

y como z’' ¢ cl (B(zn,,s)), se tiene que z’ ¢ ¢l (U2, B(zy, s)).

n=1

En ambos casos hemos obtenido una contradiccion, quedando entonces proba-
do que ¢l (U2, B(2p, s)) = U cl (B(zp, s)). O

2.3. Compactificacion vX

En este apartado, dado un espacio métrico X, introduciremos una compac-
tificacion vX de X asociada a un subespacio de funciones continuas A(X)
definidas en X. Ello nos permitirda considerar la funcion soporte asociada a
una aplicacion biseparadora definida entre espacios de funciones de Lipschitz
(como veremos en la Seccion 2.5).

Puesto que todo espacio métrico X es completamente regular, sabemos
que éste admite una compactificacion de Stone-Cech, la cual usualmente se
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denota como ($X. Esto implica que toda funcién continua f : X — K admite
una extension continua a X que denotaremos por

fPX 1 BX - KU {oo}.

En particular, si tenemos una aplicacion continua f : X — E y consideramos
la funcion continua || f|| definida como

i x - K
z = [fll)= £ (@)l

entonces representaremos como ||f||ﬁX su extension continua a 5X.

Por otro lado, si A(X) es un subanillo del espacio de funciones continuas
C(X) que separa cada punto de X de cada punto de su compactificacion de
Stone-Cech AX (es decir, dados x1 € X y 25 € X \ X, siempre existe f en
A(X) tal que f(x;) # f%%(x3)), podemos definir en 3X la siguiente relacion
de equivalencia:

x~y <= 7% (x) = f¥(y) para toda f € A(X).
De esta manera, obtenemos un espacio cociente
X =X/ ~

que identifica los puntos de X cuyas imégenes coinciden al extender cualquier
funcion de A(X). Asi, podemos considerar la aplicacion cociente

q:pBX —~X

que envia cada punto de SX a su clase de equivalencia. Ademas, la topologia
inducida en vX por la aplicacion cociente g viene dada por

7:={V CyX : ¢ *(V) es abierto en 3X}.

Ahora, observando la topologia 7 inducida en vX y teniendo en cuenta que
BX es una compactificacion de X, podemos asegurar que vX es una nueva
compactificacion Hausdorff de X. Ademas, se tiene que yX satisface la misma
propiedad de extension de funciones continuas que 5X, es decir, toda funcién
f € A(X) es continuamente extendible a una funcion

XX — KU {oo}.
A continuacion, aparecen dos definiciones que se encuentran estrechamen-

te relacionadas con la compactificacion vX y que desempenardn un papel
importante en el desarrollo de las siguientes secciones.
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Definicion 2.3.1 Diremos que un subanillo A(X) de C(X) es fuertemente
reqular si, dados xo € vX y un subconjunto cerrado no vacio K de vX que

no contiene a xo, eviste f € A(X) tal que f7* =1 en un entorno de xq y
fX=0en K.

Definicion 2.3.2 Sea A(X, E) C C(X, E) un mddulo sobre A(X). Diremos
que A(X, E) es compatible con A(X) si satisface las siguientes propiedades:

(i) Para cada v € X, existe f € A(X, E) con f(x) # 0.

(ii) Dados dos puntos cualesquiera x,y € fX tales que x ~ y, se tiene que
117X (z) = | /11" (y) para toda | € A(X, E).

Como consecuencia inmediata de la definicion anterior tenemos que, si
A(X, E) es compatible con A(X), entonces, para cada f € A(X, E), la fun-
cion || f|| : X — K puede ser extendida de manera continua a

IFIP* X — KU {oo}.

Finalmente, probaremos, en el contexto de las funciones de Lipschitz,
un resultado que caracteriza los puntos de un espacio métrico completo X
como los tnicos puntos de su compactificacion vX que son un conjunto Gjy.
Para ello, seguiremos la pauta dada por J. Araujo y J. J. Font en [14] para
funciones uniformemente continuas. Antes de ello, recordaremos la definicién
de conjunto G5 en un espacio topologico arbitrario.

Definicién 2.3.3 Un subconjunto de un espacio topologico Z se dice que
es un conjunto Gs en Z si se puede obtener como interseccion contable de
subconjuntos abiertos de Z.

En el siguiente resultado, vamos a suponer que vX es la compactificacion
de un espacio métrico X cuando A(X) = Lip(X).

Lema 2.3.4 Sea X un espacio métrico completo. Entonces, los inicos pun-
tos de vX que son un conjunto Gs en vX son los de X.

Demostracion. La prueba de este resultado consta de dos partes. Por un
lado, debemos ver que cualquier punto de X es un conjunto G5 en vX, y, por

otro lado, probaremos que ningtin punto de vX \ X puede ser un conjunto
Gs en 7.X.
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En primer lugar, veamos que, para todo x € X, {z} es un conjunto Gy
en vX. Fijemos xy € X y tomemos una sucesion (r,) de ntimeros reales
positivos que converge a 0. Ahora, para cada n € N, consideremos la funcion

¢x0 'n € Llp(X)

dada en (2.1) y definamos la familia {U,},en de subconjuntos abiertos de
X como

Uy :={z €yX : 4% (x) >0}

Z0,Tn

para cada n € N. Es obvio que

o € ﬂUm

neN

por lo que sera suficiente probar que es el tinico punto que hay en dicha
interseccion para deducir que {x} es un conjunto G en vX. Asi, supongamos
que existe un punto 1 € 7YX, x1 # xg, tal que 1 € Nyenl,. Tomemos ahora
U y V entornos abiertos y disjuntos de xg y 1 en v.X, respectivamente. Por
ser U un entorno abierto de xy en v.X y X un espacio métrico, es inmediato
deducir que existe ny € N tal que B(zg,7,,) C U N X. Ahora bien, por
definicion de vy, -, , se tiene que U,, N X C B(xo,7y,) ¥, por tanto,

(U, N X)NV = 0. (2.5)
Veamos que esto implica que
Upo NV = 0.

Supongamos que existe xo € U,, N V. Si 29 € X, es obvio entonces que
(Uny N X) NV 0, lo que va en contra de (2.5). Por tanto, asumiremos que
ze € vX \ X. Esto implica que existe una red (z,) en X que converge a
x9. Ahora bien, como zy € U,, NV, siendo tanto U,, como V subconjuntos
abiertos de v.X, es inmediato deducir la existencia de o tal que z,, € U,,NV/,
obteniendo de nuevo una contradiccion con (2.5). Como consecuencia, puesto
que U,, NV =0, deducimos que z1 ¢ NpenU,, quedando asi probado que zg
es el inico punto de N,enU,.

Para finalizar, probemos que, si z € X \ X, entonces {z} no es un
conjunto G5 en yX. Supongamos, por el contrario, que existe xy € YX\X



2.3. Compactificacion y.X 49

tal que {0} es un conjunto Gs en vX. Entonces, existe una familia contable
{Up}nen de subconjuntos abiertos de vX tal que

{zo} = () Un.

neN

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que cl,x(U,+1) C U, para cada
n € N. Asi, tomando un punto z, € U, N X para todo n € N, construimos
una sucesion (z,) en X. Veamos que (z,) converge a xg. Sea U un entorno
abierto cualquiera de xy en vX. Entonces, es obvio que

(vX\U) () (ﬂ Un> =0,

neN

por lo que existe ny € N tal que U,, C U. Ahora bien, por el modo en que
hemos construido la sucesion (x,,), resulta inmediato comprobar que, para
todo n > nyg, x, € U. Por tanto, (z,) converge a x.

Otra observacion sencilla acerca de la sucesion (z,,) es que ninguna subsuce-
sion suya es de Cauchy, puesto que si lo fuera, como X es un espacio métrico
completo, ésta convergeria a un punto en X, y acabamos de ver que (x,,) con-
verge a xg € 7YX \X. Por este motivo, si tenemos en cuenta el Lema 2.2.2(ii),
es posible encontrar una subsucesion (z,) de (x,) y r > 0 de manera que

d(zn, 2m) > 1
para todo n, m € N,n # m. Si consideramos ahora los conjuntos

A:={z, :n par}

B :={z, : n impar},

es sencillo deducir que d(A, B) > r > 0, lo que nos permite definir la funcion
f € Lip(X) como
d(x, B)
‘= m4 1 - 7
f(x) max{(), (A, )}

para todo x € X. Es inmediato comprobar que f toma el valor 0 en A y el
valor 1 en B, con lo que hemos construido una funciéon en Lip(X) que no
puede ser extendida a X, lo que nos lleva a una contradiccion. Il
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2.4. Propiedades de Lip(X, F)

Aligual que ya hiciéramos en el capitulo anterior, en este caso también vamos
a dedicar una seccién a enunciar y probar una serie de resultados en los que
se abordan ciertas propiedades de los espacios de funciones de Lipschitz.

Lema 2.4.1 Dada f € Lip(X, E), se tiene que || f|| pertenece a Lip(X).

Demostracion. Sea f € Lip(X, E) y recordemos que la funcion ||f]] :
X — K se define como || f]|(z) := ||f(x)| para todo z € X. Veamos que se
trata de una funcion de Lipschitz. Obviamente, ||f]| es acotada por serlo f.
Ahora, sean x,y € X, x # y. Entonces

HAIG) = 1AL _ @ = I 1 (@) = f@)l]
d(x,y) d(z,y) - d(z,y)

lo que implica que L(||f||) < L(f), luego || f]| € Lip(X). O

< L(f),

Lema 2.4.2 Lip(X, E) es un mddulo sobre Lip(X).

Demostracion. Veamos que, si f € Lip(X) y ¢ € Lip(X, E), entonces
f g€ Lip(X, E). Dados =,y € X, x # y, se tiene que

1(f-9) (@) = (f- Wl < [f@)g(@) =gl + gl 1f(z) — f(v)
< Nflleo L(g)d(z, y) + llglloa L(f)d(, y)
= kd(z,y)

siendo k = || flloL(g) + llgllo L(f) = 0, por lo que f - g € Lip(X, E). [

Los dos lemas siguientes se encuentran relacionados con las definiciones
que hemos mencionado en la seccién anterior.

Lema 2.4.3 Lip(X, E) es compatible con Lip(X).

Demostracion. Veamos que Lip(X, F) satisface las propiedades de la
Definicion 2.3.2. En primer lugar, acabamos de comprobar que Lip(X, E)
es un modulo sobre Lip(X). Por otro lado, para cada zo € X, si tomamos
cualquier e € E no nulo y definimos la funcion

f:=8 € Lip(X, E),
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tenemos que f(zo) = e # 0. Finalmente, dada cualquier f € Lip(X, F), en el
Lema 2.4.1 hemos visto que || f|| pertenece a Lip(X), por lo que, si z,y € X
y ademés x ~ y, por la propia definicién de la relacion de equivalencia ~, se
tiene que

LFI7 () = 1LF17% (),
quedando asi probado que Lip(X, F) es compatible con Lip(X). O

Lema 2.4.4 Lip(X) es fuertemente reqular.

Demostracién. Supongamos que K y L son dos subconjuntos cerrados
y disjuntos de vX. Puesto que C(vX) es normal, sabemos que existe una
funcion fo en C(7X) con 0 < fy < 1 que satisface que fo(K) =0y fo(L) = 1.
Si consideramos los conjuntos

KO = {QZ’ € "}/X : fo(l’) S 1/3}

LO = {.CE € ")/X : fo(ﬂ?) > 2/3},

obtenemos dos entornos compactos (puesto que son subconjuntos cerrados
de un compacto) y disjuntos de K y L, respectivamente. Definamos ahora
Ky :=KonNnXylL:=LiNX,y veamos que d(Ky,L;) > 0.

Supongamos que d(K7, L) = 0. Entonces, para cada n € N, podemos
asumir que existen =, € Ky y z, € Ly tales que d(z,, z,) < 1/n. Puesto que
Ky es compacto, el conjunto {z, : n € N} tiene un punto de acumulacion
zo en Ky. Como consecuencia, existe una red (z,)acq en {z, : n € N} que
converge a xg. Resulta obvio que, para cada o € (), z, = x,, para algin
no € N. Como paso siguiente, consideremos la red (z,)acq en {z, : n € N}
definida, para cada a € €2, como

Zo = Zn, Slempre que T, = Tp,,.

o
De nuevo, por la compacidad de Ly, sabemos que existe una subred (z))aea
de (z4)acq que converge a un punto zg en Lg. Veamos ahora que xg = zo.

Obviamente, si bien xg, o bien zg, pertenece a X, entonces se tiene que ambos
coinciden, por lo que asumiremos que ninguno de ellos pertenece a X. Asi,
sean ahora U y V entornos abiertos de zy y zg, respectivamente. Veamos que,
dado ng € N, existe n € N, n > ng, tal que z, € U y z, € V. Supongamos,
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sin pérdida de generalidad, que z1,...,2,, ¢ Uy 21,...,2,, ¢ V. Ahora,
sabemos que la red (z))xea definida, para cada A € A, como

Ty 1= Tp, Siempre que z) = 2p,,

converge a zo (puesto que se trata de una subred de (x4)acq) ¥ (2))ren
converge a zg. Por tanto, existen A" € A y \* € A tales que ) € U para
todo A > A\* y 2z, € V para todo A > A\*°. Por definicion de conjunto dirigido,
podemos considerar A € A tal que A > A% A\, lo que nos permite deducir
que zy € Uy 2z, € V. Por tanto, existe ny € N tal que z,, =z € Uy
Zn, = Zx € V. Asi, acabamos de probar que, para cualquier ng € N, siempre
es posible encontrar n > ny con z,, € U y z, € V. De esta manera, para
cualquier funciéon g en Lip(X), se tiene que

|97X (xn) - gWX (Zn)| = |g (xn) -9 (Zn)| < L(g)d($m Zn) )

lo que implica que ¢7% (z9) = g7 (20). Finalmente, por definicion de v.X,
deducimos que 7o = 2y, obteniendo una contradiccién puesto que KoNLy = 0.

Por tanto, podemos asegurar que d(K7, L) > 0. Como consecuencia, es
posible definir la funcion f € Lip(X) como

’ d(xa Ll) }
r):=max4 0,1 — ——~
f( ) { d(Kl, L1>
para todo = € X, la cual satisface que 0 < f <1, f(K;) =0y f(L;) = 1.
Esto implica que su extension f7% : vX — KU {oco} toma valor 0 en K y
valor 1 en L, lo que permite concluir que Lip(X) es fuertemente regular. [

El siguiente resultado sera utilizado en numerosas ocasiones a lo largo de
este capitulo.

Lema 2.4.5 Sean f € Lip(X, E) y o € X tales que f(xg) = 0. Entonces,
para cualquier r > 0, se tiene que L(f - vzor) < 3 L(f).

Demostracion. Fijemos r > 0. Es obvio que f - ¢, € Lip(X, E) por
ser éste un modulo sobre Lip(X) y ademés coz(f - wu,) C B(wo,2r) por
definicion de ¢, , (véase (2.2)). Ahora, si tomamos = € B(zy,2r), tenemos
que

Lf (@) = [1f () = fzo)ll < L(f)d(x, z0) < 2rL(f).
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Como consecuencia, si z,y € B(xg,2r), se tiene que

ICF = #aor) (@) = (F - Pao.r ) < (@) o, (%) = o (9)] +
| Paor W] If () = f ()]l
< 2rL(f) L Py 2 ) (2, y) +
[Py rlloo L(S)d(, y)
< 2rL(f)(A/r)d(z,y) + L(f)d(z, y)
= 3L(f)d(z,y).

Finalmente, si x € B(x,2r) e y ¢ B(xg,2r), basaindonos en la desigualdad
anterior, obtenemos que

[(f = Paor) (@) = (f - ar) W < 20L(f)(1/7)d(,y)
= 2L(f)d(z,y).

Por tanto, queda probado que L(f - ¢u,.,) < 3L(f). O

Para dar por finalizada esta seccién, probaremos una propiedad de la
suma de funciones de Lipschitz que se convertira en una herramienta funda-
mental en el resto del capitulo.

Lema 2.4.6 Sea (f,) una sucesion de funciones en Lip(X, E) con cozeros
disjuntos dos a dos y tal que L(f,) < M para todo n € N, siendo M una
constante positiva. Entonces, si f =Y~ fa pertenece a C(X, E), se tiene
que f es una funcion de Lipschitz.

Demostracion. Para probar que f es una funcion de Lipschitz, debemos
ver que existe k > 0 tal que ||f(z) — f(v)|| < kd(x,y) para todo x,y € X.
Para ello, dados =,y € X, analizaremos los posibles casos.

= Por un lado, supongamos que f(z) = f,(2) y f(y) = fn,(v) para algin
ng € N. Puesto que las funciones de la sucesion tienen cozeros disjuntos
dos a dos y L(fn,) < M, tenemos que

1) = F@ = [[fao () = foo W) < Mz, y).

= Por otro lado, asumamos que f(z) = f,(z) # 0y f(y) = fm(y) # 0
para n,m € N, n # m. De nuevo, por tratarse de funciones con cozeros
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disjuntos dos a dos y tener niimero de Lipschitz acotado por una misma
constante positiva M, se deduce que

1f(@) = FWll = Nfalz) = Fn(®)ll
LFn (I + 1 f ()]
()

<
= fn(@) = Fa()ll + [ fm(y) = Fn(@)]]
< 2Md(z,y).

» El resto de casos se estudian trivialmente y se obtiene que L(f) < M
en todos ellos.

Como consecuencia, tomando k = 2M, podemos concluir que f =Y f,
es una funcion de Lipschitz. O

2.5. X e Y son homeomorfos

A lo largo de esta seccidon vamos a suponer que X e Y son espacios métricos
completos y que E y F son espacios normados. Asi, el objetivo que nos
planteamos consiste en probar que toda aplicacion biseparadora de Lip(X, E)
en Lip(Y, F') induce un homeomorfismo entre X e Y.

El proceso que vamos a desarrollar en esta seccién fue llevado a cabo
por J. Araujo en [6] para ciertos espacios de funciones. Sin embargo, parece
indicado anadir este razonamiento en el caso particular de las funciones de
Lipschitz para enriquecer el capitulo que nos ocupa.

A partir de este momento, si no se especifica lo contrario, T" denotara
una aplicacion biseparadora de Lip(X, F) en Lip(Y, F'), lo que implica que,
obviamente, 77! : Lip(Y, F') — Lip(X, E) es también biseparadora. Ademas,
~vX serd la compactificacion de X en el caso en que A(X) = Lip(X).

La nocion de punto soporte que daremos en esta seccion es esencialmente
la misma que la que hemos utilizado en el capitulo anterior, aunque conside-
raremos una notacion distinta a la usada previamente.

Definicién 2.5.1 Diremos que x € vX es un punto soporte de y € Y si,
para todo entorno U de x en v X, existe f € Lip(X, E) con coz(f) C U tal

que Tf(y) #0.
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De manera previa a la construccion de la aplicaciéon soporte asociada
a la aplicacion biseparadora 7', debemos probar un par de lemas que nos
permitiran afirmar que el punto soporte asociado a cada y € Y existe y
ademés es 1nico.

Lema 2.5.2 Dados un punto xo en X y un entorno abierto U de xy en v.X,
existe f € Lip(X, E) tal que coz(f) C U y f(zo) # 0.

Demostracion. Consideremos una funcion k € Lip(X) tal que

k(fﬁo) =1

¥ =0enyX\ U,

lo cual es posible puesto que Lip(X) es fuertemente regular. Ahora, para
cualquier e € F, e # 0, definamos la funcion f € Lip(X, E) como

f=k-e
Es inmediato observar que coz(f) C U y zg € coz(f). O

Lema 2.5.3 Dadas f,g € Lip(X,E) con coz(f) C coz(g), se tiene que
coz(T'f) C clyy(coz(Tyg)).

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que f,g € Lip(X, F) sa-
tisfacen que coz(f) C coz(g) pero existe

Yo € coz(Tf) \ clyy (coz(Tg)).

Puesto que yo ¢ cl,y(coz(Tg)), podemos encontrar un entorno abierto U de
Yo en vY tal que
Uncoz(Tg) = 0.

Entonces, por el Lema 2.5.2, sabemos que existe k € Lip(Y, F') tal que
k(yo) # 0

y

coz(k) C U,
lo que implica que coz(k) N coz(Tg) = (. Como consecuencia, por ser T !
separadora, coz(T~'k) N coz(g) = 0. Ahora bien, como coz(f) C coz(g) y T
es separadora, podemos concluir que coz(k)Ncoz(T f) = (). Sin embargo, esto
conduce a una contradiccion puesto que yo € coz(k) Ncoz(Tf). O
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Proposicion 2.5.4 Dado y € Y, existe un unico punto soporte de y en y.X.

Demostracion. Fijemos y € Y y definamos

Cy:={f eLip(Y,F) : y € coz(f)}

H(y) == () clyx(cos(T7 ).

fFegy

Veamos, en primer lugar, que el conjunto H(y) es no vacio. Para ello, pro-
baremos que la familia

{clyx(coz(T7'f)) : f € Cy}

satisface la propiedad de la interseccion finita. Sean fi,..., f, € Cy. Puesto
que N7, coz(f;) es un entorno abierto de y en Y, sabemos que existe f € C,
tal que

coz(f) C ﬂ coz(fi)-

En particular, se tiene que coz(f) C coz(f;) para todo i € {1,...,n}. Apli-
cando el Lema 2.5.3 asociado a la aplicacion biseparadora T, podemos
concluir que

coz(T7f) C elyx(con(T7f;))

para todo ¢ € {1,...,n}. Por tanto,
coz(T1f) C ﬂ clyx(coz(T7f;)),
i=1

por lo que NIy cl,x(coz(T 71 f;)) # 0. Finalmente, por la compacidad de vX,
podemos deducir que H(y) es un conjunto no vacio.

En segundo lugar, probemos que H(y) contiene un tnico punto. Supon-
gamos que existen dos puntos diferentes z; y xo que pertenecen a H(y).
Tomemos, para cualquier f € F, f # 0, la funcion constante f € Lip(Y, F). Es
obvio que f(y) # 0, por lo que f € C,. Asi, por definicién de H(y), se tiene
que

1,9 € clyx(coz(T7H)).
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Si tomamos ahora un entorno cerrado U; de xq en v.X tal que xo ¢ Uy, puesto
que Lip(X) es fuertemente regular, podemos encontrar f € Lip(X) tal que

"™ =1 en un entorno de z,

y
X =0en U.

Resulta sencillo observar que la funcion f se puede escribir como
f=T(f- T+ T((1x — f)-T7H)

y, puesto que f(y) £ 0, se tiene que y pertenece al cozero de al menos uno de
los sumandos. Si suponemos que

y € coz(T(f - T7)),
entonces, como z; € H(y), se deduce que
1 € clyx(coz(f - T7'),
lo que nos lleva a una contradiccion por construccion de f. Por otro lado, si
y € coz(T((1x — f) - T7')),
puesto que x5 € H(y), podemos concluir que
Ty € clyx(coz((1x — f) - T7)),

lo cual es imposible de nuevo por definicion de f, lo que nos permite afirmar
que el conjunto H(y) contiene un unico punto.

Para finalizar, veamos que, si xy € H(y), entonces z, es un punto soporte
de y. Esto es, dado un entorno cualquiera U de xy en 7.X, tenemos que probar
la existencia de una funciéon f € Lip(X, E) con coz(f) C Uy Tf(y) # 0. Sea
f € F\ {0} y consideremos f € Lip(Y, F'). Es obvio que f(y) # 0. Si ademas el
conjunto COZ(T’@) esta contenido en U, entonces el resultado queda probado
tomando f := T-1f. Supongamos ahora que no es éste el caso. Por ser U un
entorno abierto de xy en vX y Lip(X) fuertemente regular (véase el Lema
2.4.4), existe una funcion g € Lip(X) tal que g7 =1 en un entorno de zy y
¥ =0en X \ U. A continuacion, definamos la funcién [ como

[(z) :==2max {g(x) — 1/2,0}
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para todo x € X. Obviamente [ € Lip(X), "X = 1 en un entorno de zj y
ademas

clyx(coz(l)) C {z € vX : g% () > 1/2} C U.

Ahora bien, esta claro que
T %=1-T %+ (1x—1)-T7',
y €omo f(y) # 0, se tiene que

T(L-T ') (y) #0

T((1x —1)-TD(y) #0.

En el caso en que y € coz(T((1x —1)-T~'1)), puesto que o € H(y), tenemos
que 29 € clyx(coz((1x — 1) - T~)), lo cual es imposible por definicion de la
funcion [. Por tanto, el problema queda resuelto tomando f :=1- T-f.

Asi, en virtud de lo probado anteriormente, es posible afirmar que, para
cada y € Y, existe un tnico punto soporte de y en v.X. U

Observacion 2.5.5 La Proposicion 2.5.4 nos permite definir una aplicacion
h:Y — ~X que envia cada y € Y a su tinico punto soporte h(y) € vX. Esta
aplicacion h recibe el nombre de aplicacion soporte asociada a la aplicacion
biseparadora T'.

Los dos proximos lemas son dos resultados clasicos de la teoria de repre-
sentacion de aplicaciones biseparadoras entre espacios de funciones.

Lema 2.5.6 Sean f € Lip(X, E) ey € Y tales que || f|"* = 0 en un entorno
abierto de h(y) en vX. Entonces Tf =0 en un entorno de y.

Demostracion. Sea U un entorno abierto de h(y) en X en el que
| f[P = 0. Por definicion de punto soporte, existe ¢ € Lip(X, E) con
coz(g) C U tal que Tg(y) # 0. Como coz(f) Ncoz(g) = 0 y T es bisepa-
radora, se tiene que coz(T f) Ncoz(Tg) = 0. Por tanto, Tf = 0 en coz(Tg),
que resulta ser un entorno de y. U

Lema 2.5.7 Para toda f € Lip(X, E), h(coz(Tf)) C clyx(coz(f)).
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Demostraciéon. Supongamos que existen f € Lip(X, E) e y € coz(T'f)
tales que h(y) ¢ cl,x(coz(f)). Entonces, podemos encontrar un entorno
abierto U de h(y) en vX tal que UNcoz(f) = 0. Ahora, por definicion de h(y),
sabemos que existe g € Lip(X, E) con coz(g) C U y Tg(y) # 0. Puesto que
coz(f)Ncoz(g) = 0 y T es biseparadora, se tiene que coz(T f) Ncoz(Tg) = 0,
de donde deducimos que T'f(y) = 0, en contra de nuestra hipotesis inicial. O

En este momento, disponemos de las herramientas suficientes para com-
probar que la aplicacion soporte h asociada a la aplicacion biseparadora
T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) es continua.

Lema 2.5.8 h:Y — ~vX es continua.

Demostraciéon. Veamos que h es continua en cada punto de Y. Para
ello, tomemos yy € Y y un entorno abierto U de h(yg) en yX. Como C(yX)
es completamente regular, existe g € C'(vX) con g(h(yy)) =1y g =0 en
vX \ U. Asi, definiendo V := {z € vX : g(x) > 1/2}, obtenemos un nuevo
entorno abierto V' de h(yp) en vX tal que cl,xV C U. Ahora, por ser h(yp)
un punto soporte, existe f € Lip(X, F) con coz(f) C V y T f(yo) # 0. Por
tanto, tenemos que coz(7T f) es un entorno abierto de yo en Y que satisface
h(coz(T'f)) C clyx(coz(f)) en virtud del Lema 2.5.7, luego h(coz(T'f)) C U,
lo que nos permite afirmar que h es continua en . U

Observaciéon 2.5.9 Puesto que h : Y — vX es una aplicacion continua y
vX es_compacto, sabemos que h puede ser extendida a una aplicacion con-
tinua h : BY — vX (véase [29, Teorema 3.6.1]).

Lo que haremos a continuaciéon sera probar dos resultados que nos per-
mitirdn ver que la extension h de h se puede definir en la compactificacion
vY de Y.

Lema 2.5.10 Sean yo € BY y U un entorno abierto de E(yo) en vX. En-
tonces eziste f € Lip(X, E) tal que coz(f) C U y |Tf”* (yo) # 0.

Demostracion. Sea g € Lip(Y, F) tal que ||g]|”" (yo) # 0. Ahora, puesto
que Lip(X) es fuertemente regular, tomemos k € Lip(X) tal que £ =0 en
vX \ U y k"X =1 en un entorno abierto V' de h(yp). Si consideramos

f:=k-T'gelip(X,E),
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resulta obvio que coz(f) C U. Por otro lado, ﬁ_l(V) es un entorno de g, por
lo que Y (V)NY # . Si tomamos y € h='(V) NY, entonces h(y) € V, vy,
como consecuencia de la definicion de la funcion k,

f-T'g=0enVNX,
lo que implica que
Hf - T_1g||7X = 0 en un entorno de h(y) en v.X.

Aplicando el Lema 2.5.6, deducimos que 7'f(y) = ¢(y). Finalmente, dado
que esto ocurre para todo y € h™1(V)NY, podemos concluir que

ITFI™ (wo) = llgl™ (vo)-

Como inicialmente hemos tomado g € Lip(Y,F) con |g||”" (yo) # 0, se
deduce que ||Tf[|”" (yo) # 0, quedando asi probado el lema. O

Lema 2.5.11 Dados y1,y2 € BY con y; ~ Yy, entonces ﬁ(yl) = /f\z(yg).

Demostraciéon. Supongamos que ?L(yl) # ﬁ(yg) y tomemos U y V en-
tornos abiertos disjuntos de h(y;) y h(y2) en v.X, respectivamente. En virtud
del resultado anterior, existen fi, fo € Lip(X, F) tales que

coz(f1) C U, |Tf|” (n) #0,

coz(fa) C V, |Tfaol|™ (y2) # 0.

Ahora, como T es biseparadora, se tiene que coz(Tf1) N coz(T f5) = 0. Por
tanto, T'f1(y) = 0 para todo y € coz(T'f3), lo que nos permite deducir que

1T A1 (y2) = 0.
Asi, teniendo en cuenta que ||Tf1]|”" (y1) # 0 y que 41 ~ y2 por hipotesis,
obtenemos una contradiccion con el hecho de que Lip(Y, F') sea compatible
con Lip(Y). O

Proposicion 2.5.12 La aplicacion soporte h puede ser extendida a una apli-
cacion continua h de vY en vX.
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Demostraciéon. Como ya hemos mencionado en la Observacion 2.5.9, la
aplicacion h puede ser extendida a una aplicacion continua h de Y en v.X.
Ahora bien, segin el Lema 2.5.11, es posible definir la imagen de cada y € 7Y
como la imagen por h de cualquier elemento de su clase de equivalencia. De
esta manera, esta claro que hemos obtenido una extension continua h de h
definida en la compactificacion 7Y (véase [29, Proposicion 2.4.2]). O

Observacion 2.5.13 Puesto que T~ es también una aplicacion biseparado-
ra, existe una aplicacion soporte continua k : X — Y asociada a T~ cuya
extension continua a yX denotaremos mediante k.

Proposicién 2.5.14 D vY — ~vX es un homeomorfismo.

Demostracién. Para probar que la aplicacion h es un homeomorfismo,
serd suficiente comprobar que k (dada en la Observacion 2.5.13) es su apli-
cacion inversa, puesto que ya hemos visto que ambas son continuas. Por
tanto, debemos ver que (h o k)(z) = x para todo x € vX y ademés que
(k O?L)(y) = y para todo y € VY.

Veamos que la primera de las igualdades es cierta. Para ello, actuaremos
en dos pasos. En primer lugar, veremos que es cierto para todo =z € X, y
finalmente, que también lo es para cada x € yX \ X. De manera analoga se
prueba la segunda igualdad. R

Supongamos que existe zy € X tal que h(k(zo)) # zo y tomemos U
y V entornos abiertos disjuntos de E(k(xo)) y o en 7X, respectivamente.
Teniendo en cuenta el Lema 2.5.2, sabemos que existe f € Lip(X, F) tal que
zo € coz(f) y coz(f) C V. Ahora, aplicando el Lema 2.5.7 asociado a la
aplicacion biseparadora 7!, deducimos que

k(zo) € clyy (coz(Tf)).

Por otro lado, como h 7Y — 74X es continua, sabemos que existe un
entorno abierto U; de k(xg) en 7Y tal que, si y € Uy, entonces h(y) € U.
Ahora, puesto que

k(zo) € Uy Nelyy (coz(T'f)),

deducimos que
Uy Neoz(Tf) # 0.

Pues bien, sea yo € UyNcoz(T f). Como yy € Uy, tenemos que E(yo) € U, pero
ademaés, puesto que yy € coz(T'f), podemos concluir que yo € Y. Por lo tanto,
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ﬁ(yo) = h(yo). Asi, por definicion de punto soporte, existe g € Lip(X, E) con
coz(g) C Uy Tg(yo) # 0. Entonces, dado que coz(f)Ncoz(g) =0y T es una
aplicacion biseparadora, coz(T f)Ncoz(Tg) = (). Sin embargo, esto contradice
que yo pertenece a los cozeros de las funciones T'f y Tg. Ello nos permite
deducir que h(k(z)) = x para todo z € X.

Para finalizar, consideremos zo € vX \ X y sea (z,) una red en X que
converge a xy. Puesto que tanto h como /k\ son continuas, tenemos que

~ o~ ~ o~

h(k(za)) — h(k(z0))-

Por otro lado, cada z, pertenece a X, por lo que aplicando el apartado
anterior podemos observar que

h(k(za)) = h(k(za)) = Ta,

lo que nos permite concluir que

~ o~

h(k(xg)) = xo.

Como este razonamiento se puede llevar a cabo para cualquier z € 7X \ X,
queda probado que h(k(z)) = x para todo x € vX \ X. O

Todo el razonamiento desarrollado a lo largo de esta seccién, junto con el
Lema 2.3.4, nos permitird deducir que X e Y son homeomorfos.

Teorema 2.5.15 Sean X e Y espacios métricos completos, E y F' espa-
cios normados y T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) una aplicacion biseparadora.
Entonces X eY son homeomorfos.

Demostraciéon. En el Lema 2.3.4, hemos caracterizado los puntos de
un espacio métrico completo X como los tnicos puntos de 7X que son un
conjunto Gs en y7.X. Por tanto, como h : 7Y — 7X es un homeomorfismo y
ademés una extension de la aplicacion h : Y — yX (véanse las Proposiciones
2.5.14 y 2.5.12), es inmediato deducir que, para cada y € Y, h(y) debe
ser un conjunto Gs en 7X, por lo que h(y) € X. El mismo razonamiento
puede llevarse a cabo para la aplicacion k vX — Y considerada en la
Observacion 2.5.13, que ademas resulta ser, como hemos visto en la prueba
de la Proposicion 2.5.14, la inversa de h. Asi, hemos obtenido que h(Y) C X
y ﬁ_l(X) = k(X) C Y, por lo que la aplicacion h = /f;‘y Y — X es un
homeomorfismo. U
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2.6. Representacion

En esta seccion continuaremos asumiendo que X e Y son espacios métricos
completos, I/ y F' espacios normados y 1" una aplicaciéon biseparadora entre
los espacios de funciones Lip(X, E) y Lip(Y, F'), salvo que se especifique lo
contrario. Finalmente, A : ¥ — X serda el homeomorfismo asociado a la
aplicacion biseparadora T’ construido en la seccion anterior.

El objetivo en este apartado es tratar de obtener una completa descripcion
de la aplicacion biseparadora T, es decir, obtener una forma general mediante
la cual se representen todas las aplicaciones biseparadoras definidas entre
espacios de funciones de Lipschitz.

Lo primero que haremos sera, puesto que ha quedado demostrado que h
es un homeomorfismo entre X e Y, adaptar los enunciados de los Lemas 2.5.6
y 2.5.7 probados en la secciéon anterior.

Lema 2.6.1 Sean f € Lip(X,E) ey € Y tales que f = 0 en un entorno
abierto U de h(y). Entonces Tf =0 en h=(U).

Lema 2.6.2 h(coz(Tf)) C cl(coz(f)) para toda f € Lip(X, E).

El siguiente resultado técnico sera de gran importancia en la demostracion
de la Proposicion 2.6.4 y en otras que veremos mas adelante.

Lema 2.6.3 Sean xq € X y (r,) una sucesion de nimeros reales positivos
que converge hacia cero tal que 2r,1 < 1, para todo n € N. Entonces, para
cada n,m € N, n # m, se tiene que

[B(0, 2ron)\B (w0, T2ns1)] N [B(20, 2r9m)\ B (w0, T2m+1)] = 0.

Demostracion. Sean n,m € N con n # m. Supongamos que existe un
punto x en X tal que

x € [B(wo, 2r2n)\B(20, r2n+1)] N [B(0, 2r2m )\ B(%0, 2m11)]-
Entonces, es sencillo observar que

Tont1 < d(z,z0) < 2ra,

Tom41 < d(,20) < 27,
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Ahora, si n,m € N satisfacen n > m, es inmediato comprobar que 2n >
2m + 1, por lo que 2ry, < rop11. Sin embargo, esto es absurdo puesto que

d(x,x0) < 2ran ¥ Tomy1 < d(z, zp).

Obtenemos una conclusion similar si suponemos que m > n. U

A continuacion, probaremos un resultado fundamental para deducir la
representacion de cualquier aplicacion biseparadora definida entre espacios
de funciones de Lipschitz.

Proposicion 2.6.4 Sean f € Lip(X,E) e yo € Y tales que f(h(yo)) = 0.
Entonces T f(yo) = 0.

Demostracion. En el caso en que h(yy) sea un punto aislado de X, es
obvio que {h(yo)} es un entorno abierto del propio punto, lo que aplicando
el Lema 2.6.1 nos permite concluir que 7' f(yo) = 0.

Asi, a partir de este momento, asumiremos que h(yp) no es aislado.
Tomemos entonces una sucesion de nimeros reales positivos (r,) que con-
verja a 0 y satisfaga

2rp1 < Th

para todo n € N. Definamos a continuacion

B, = B(h(yo)v rn)? BT2L = B<h<y0)7 2Tn),

©On 1= Phiyo)rm (Véase (2.2))

para h(yo) € X y n € N. Ahora, consideremos la funcién de g € Lip(X, E)
dada por

g:=f-e1,

y definamos

g1 = Z [ (P20 — p2n41)
n=1

92 = Z [ (p2n—1 — p2n).
n=1
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Resulta sencillo comprobar que

g =291+ 92

Por otro lado, para cada n € N, se tiene que

coz(pan — Pant1) C B3, \Bani1,

y teniendo en cuenta el Lema 2.6.3, sabemos que, siempre que n # m,
B3\ Ban+1] N [B3,,\Bom1] = 0,

lo que implica que

coz(Yan — Pant1) N €Oz(Pom — Pams1) =

para todo n,m € N con n # m. Por tanto, g; (y respectivamente g,) es una
funcion que se define como una suma infinita de funciones cuyos cozeros son
disjuntos. Ademas, puesto que

ne1Bn = {h(yo)}, (2.6)

para probar que g; (y respectivamente gs) es una funcién continua, bastara
ver que lo es en el punto h(yp). Para ello, como f(h(yy)) = 0 por hipotesis,
se tiene que

g1(h(y0)) = 0.

Ademas, teniendo en cuenta que f es continua y que ||g1(z)|| < ||f(x)| para
todo z € X, podemos asegurar que ¢; (y andlogamente go) es continua. Para
finalizar, aplicando el Lema 2.4.5, se tiene que

L(f - (pan — pant1)) < L(f - p2n) + L(f - p2011)
< 6 L(f)

para todo n € N. Por tanto, el Lema 2.4.6 nos permite concluir que g; (y de
manera analoga go) pertenece a Lip(X, E). Ahora bien, puesto que ¢; = 1
en B, tenemos que

gEfeth

y teniendo en cuenta el Lema 2.6.1,

Tg(yo) =T f(yo)-
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En consecuencia, como pretendemos probar que T f(yy) = 0, bastara ver que

Tg1(yo) =0y que T'ga(yo) = 0.
A continuacion, probaremos que, dado ng € N,

no—1

cl (coz(g1)) C ( U c (B3, \ Bgn+1)> Ucl (B3,,) - (2.7)

n=1
En primer lugar,
coz(g1) C coz (Z(%n - 902n+1)>
n=1

- U COZ(902n — 902n+1)

n=1
no—1 [e'e]
= ( U coz(pan — (;02n+1)> U ( U coz(pan — saznﬂ)) :
n=1 n=ng

Por un lado, si n < ng, por definicion de ¢,

COz (@271 - 902n+1) C Bgn \ B2n+17

y, por otro lado,

o

U COZ(SOQn - 902n+1) - Bgno

n=ng

puesto que B3, C B3, siempre que n > ng. Esto nos permite dar por
finalizada la prueba de la inclusion (2.7).
Por ultimo, consideremos, para cada n € N,

Yn € h™H(Ban_1)\cl(h™ ' (B3,)),

y veamos que h(y,) ¢ cl(coz(gr)). Para ello, fijemos ng € N, y, teniendo
en cuenta (2.7), serd suficiente ver que h(y,,) ¢ cl (B3, \ Bany1) siempre
que n < ng y que h(yy,) ¢ cl(B3,,). Si suponemos que n < ng, se tiene

que 2n + 1 < 2ny — 1, por lo que By,,—1 € Ba,41. Ahora, como By,
es abierto, se deduce que cl (B2, \ Bani1) C X \ Baoni1, ¥ asi, puesto que
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"(Yny) € Bong—1 C Bany1, tenemos que h(y,,) & cl (B3, \ Bany1). En segundo
lugar, sabemos, puesto que h es un homeomorfismo, que

h(yno) € B2n0*1 \ CZ(B22n0>7

y, en particular,
h(Yno) & cl(Ba,,).

Asi pues, h(y,) ¢ cl(coz(g1)) para todo n € N, con lo cual existe un entorno
abierto U, de cada h(y,) tal que

U, Ncoz(gy) =0,

es decir, g1 = 0 en U,. Aplicando el Lema 2.6.1, tenemos que T'¢; = 0 en
h=Y(U,) y, por tanto,

Tgi(yn) =0
para todo n € N. Ahora, por la propiedad (2.6) y dado que h es un homeo-

morfismo, se deduce que la sucesion (y,,) converge hacia yo. Finalmente, como
T'g; es continua, resulta inmediato concluir que

Tg1(yo) = 0.

De manera analoga se puede obtener que T'g2(yo) = 0, y, por tanto,

Tf(yo) = Tg(yo) = T91(y0) + T'g2(0) = 0,

quedando asi probado el resultado. Il

Puesto que T : Lip(X, F) — Lip(Y, F) es una aplicacion biseparadora,
sabemos que su inversa 7! : Lip(Y, F) — Lip(X, F) también lo es. Por
tanto, existe un homeomorfismo k : X — Y asociado a T~! que nos permite
enunciar un resultado analogo a la Proposicion 2.6.4.

Corolario 2.6.5 Sean g € Lip(Y,F) y o0 € X tales que g(k(xg)) = 0.
Entonces T~ 'g(xy) = 0.

Con la ayuda de estos resultados, es posible obtener la representacion
de las aplicaciones biseparadoras entre espacios de funciones de Lipschitz (a
partir de aqui, seguiremos un razonamiento similar al del capitulo anterior
que conviene ser mencionado de nuevo).
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Observacion 2.6.6 Tomemos f € Lip(X,FE), y € Y, y definamos la fun-

cion o
g:=f— f(h(y))
Es inmediato observar que g € Lip(X y ademds g(h(y)) = 0, por lo que,

(X, E)
aplicando la Proposicion 2.6.4, Tg(y) = 0. Como consecuencia,

e~

Tf(y)=Tf(h(y))(y)

para toda f € Lip(X,E) ey €Y.
Definicién 2.6.7 Para cada y € Y, definamos la aplicacion Jy como

Jy: E — F
e — (Jy)(e)=Te(y).

Lema 2.6.8 La aplicacion Jy es lineal y biyectiva para cada y € Y.

Demostracion. Fijemos yy € Y.

= Jyp es lineal: sean ej,es € E'y o, f € K. Entonces, por ser T lineal, se
tiene que

(Jyo)(aer + Bes) = T(aer + Bes)(yo)
= aTé1(yo) + BTeax(yo)
= a(Jyo)(e1) + B(Jyo)(e2).

= Jyo es inyectiva: tomemos e € E con (Jyp)(e) = 0. Debido a la exis-
tencia de un homeomorfismo k£ : X — Y asociado a la aplicacion
biseparadora T~ !, yo = k(zg) para algin zo € X. Por este motivo,
tenemos que

(Jk(z0))(e) = Te(k(x0)) = 0.
Considerando el Corolario 2.6.5, obtenemos que
T~ (T@) (z) = 0,

o lo que es lo mismo, é(zg) = 0, de donde deducimos que e = 0,
quedando probado que Jyg es inyectiva.
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= Jyy es suprayectiva: dado f € F', debemos encontrar e € F tal que

(Jyo)(e) = 1.

Para ello, sea f en F'. Puesto que T' es suprayectiva, existe una funcion
g € Lip(X, E) tal que T'g = f y, en particular, T'g(yo) = f. Definamos
ahora

e :=g(h(w)) € E.

Es sencillo observar que

(€ = 9)(h(y)) = 0,

por lo que aplicando la Proposicion 2.6.4 deducimos que

(&~ g)(yo) = 0.

Por tanto,
(Jyo)(e) = Te(yo) = Tg(yo) = L.
Como este razonamiento se puede aplicar para cualquier y € Y, concluimos
que la aplicaciéon Jy es lineal y biyectiva para todo y € Y. [l

Finalmente, nos encontramos en disposiciéon de enunciar un resultado
acerca de la representacion de las aplicaciones biseparadoras entre espacios
de funciones de Lipschitz.

Teorema 2.6.9 Sean X e Y espacios métricos completos, E y F' espacios
normados y supongamos que T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) es una aplicacion
biseparadora. Entonces existen un homeomorfismo h : Y — X y una apli-
cacion J Y — L'(E,F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
para toda f € Lip(X,FE) ey €Y.
Demostracién. En primer lugar, definamos la aplicaciéon J como

J:Y — L(EF)
y — Jy,

que se encuentra bien definida si tenemos en cuenta el Lema 2.6.8. Por otro
lado, en virtud de la representacion de 7' obtenida en la Observacion 2.6.6
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y de la definicion de la aplicacion Jy para cada y € Y (véase la Definicion
2.6.7), es inmediato deducir que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para cada f € Lip(X,E) e y € Y. Finalmente, en el Teorema 2.5.15, fue
probado que h es un homeomorfismo. U

Observacién 2.6.10 Si consideramos la aplicacion biseparadora T, pode-
mos definir, para cada x € X, la aplicacion Kx como

Kx: F — FE )
f — (Ko)f):=T"(x).

De manera similiar al Lema 2.6.8, se puede probar que Kx es lineal y biyec-
tiva para todo x € X. Por tanto, es posible obtener un resultado andlogo al
obtenido en el Teorema 2.6.9 asociado a T 1.

Corolario 2.6.11 Sean X eY espacios métricos completos, E y F' espacios
normados y supongamos que T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) es una aplicacion
biseparadora. Entonces existen un homeomorfismo k : X — Y y una apli-
cacion K : X — L'(F, E) tales que

T g(x) = (Kz)(g(k(x)))

para toda g € Lip(Y, F) y z € X.

2.7. Continuidad

A diferencia de las secciones anteriores, para tratar de deducir la continuidad
de las aplicaciones biseparadoras definidas entre espacios de funciones de
Lipschitz debemos suponer que los espacios normados F y F' son comple-
tos. Entre otros, emplearemos el Teorema del Grafo Cerrado, por lo que
necesitaremos que los espacios de funciones Lip(X, E) y Lip(Y, F') sean de
Banach; de ahi la necesidad de asumir la completitud de £y F'.

En estas condiciones veremos que, aunque en general no se puede de-
ducir la continuidad de tales aplicaciones de manera automaética, es posible
encontrar una aplicaciéon continua asociada a toda aplicacion biseparadora
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definida entre espacios de funciones de Lipschitz. Ello nos permitira deducir
la continuidad de ésta en algunos casos particulares.

Observando la representacion de las aplicaciones biseparadoras obteni-
da en la seccion anterior, resulta inmediato deducir que su continuidad se
encuentra estrechamente relacionada con la continuidad de las aplicaciones
Jy para cada y € Y (véase la Definicion 2.6.7). Por tanto, en los siguientes
resultados analizaremos la continuidad de dichas aplicaciones.

Asi pues, a partir de este momento, y mientras no se indique lo contrario,
vamos a suponer que X e Y son espacios métricos completos, que E y F
son espacios de Banach y que T : Lip(X, F) — Lip(Y, F') es una aplicacion
biseparadora.

En la demostracion del siguiente resultado se pone de manifiesto, por
primera vez, la necesidad de asumir que tanto £ como F' sean espacios de
Banach.

Lema 2.7.1 inf {||(Jy)(e)|| : y € Y} > 0 para cada e € E no nulo.

Demostraciéon. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces
podemos asumir la existencia de una sucesion (y,) en Y y e € E con |le|| =1
tales que

1 (Jyn) ()]l = I T&(yn)l| < 1/n® (2.8)

para cada n € N. Si suponemos que el conjunto {y, : n € N} tiene un punto
de acumulacion yp en Y, entonces sabemos que existe una subsucesion (y,,)
de (y,) que converge a . En tal caso, podemos asegurar que

I (Jyo) (e)]| = 0,

lo cual es absurdo puesto que la aplicacion Jyy es inyectiva. Por tanto, con-
cluimos que el conjunto {y, : n € N} no tiene ningin punto de acumulacion
en Y. Ahora, por ser Y completo, podemos deducir que no existen subsuce-
siones de Cauchy de (y,), lo que implica, observando el Lema 2.2.2(ii), que
existen una subsucesion de (y,) (que continuaremos denotando como (y,,)) v
una constante positiva r tales que

d<yn> ym) >r (2.9)

siempre que n # m.
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Por otro lado, para todo n € N, tenemos que
T7HT8)(h(yn)) = &(h(yn)) = e,
y ademas, aplicando el Corolario 2.6.11, obtenemos que
T=HT&)(M(yn)) = (KT(ya))(T(yn))-
Como consecuencia, para cada n € N, se tiene que
I (KR (yn)) (Te(yn)) |l = llefl = 1. (2.10)

Ahora, puesto que e # 0 y Jy, es inyectiva para cada n € N, deducimos que
(Jyn)(e) # 0, lo que nos permite definir f,, € F como

£ == Te(yn) /I Te(yn)|

para todo n € N. Es obvio que ||f,|| = 1 y ademas, teniendo en cuenta (2.8)
y (2.10), es sencillo observar que, para todo n € N,
1T (Al = (KR (ya)) (Ea(ya)]

= || (Kh(yn)) (£)]

= (/1 TeCya)l]) (K A(yn))(TE(yn)) I
> n’. (2.11)

De manera andloga a (2.1), vamos a definir, para cada n € N, la funcion

r

) = mis {01

para todo y € Y, que obviamente pertenece a Lip(Y). Finalmente, conside-
remos

n=1

Es inmediato observar que, para cada n € N,

lo que nos permite afirmar, por ser F' (y, en consecuencia C(Y, F')) un espacio
normado completo, que g es una funcién continua. Ademaés, por definicion

wn%n/fn?H S 1/77/27
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de cada 1, es sencillo comprobar que coz(,) = B(y,,7/3), por lo que,
teniendo en cuenta (2.9), podemos deducir que

coz(1n) N coz () =0

para todo n,m € N con n # m. Por otro lado, como L(1,) < 3/r para cada
n € N, se tiene que

Lt - £a/n?) = (Ifall/n*) L(sn) < 3/rn?

para todo n € N. Por tanto, acabamos de comprobar que g retine todas las
condiciones necesarias para que, aplicando el Lema 2.4.6, podamos concluir
que dicha funciéon pertenece a Lip(Y, F).

Para finalizar la demostracion, es inmediato observar que

9(Yn) = n/n2

para todo n € N, y aplicando el Corolario 2.6.5, obtenemos que

T 9(h(ya)) = (1/n*) T Eu(h(yn))-

Asi, teniendo en cuenta la desigualdad (2.11), deducimos que

[T g(h(yn))|| = (1/n%)

‘T‘Ifn(h(yn))H >n

para todo n € N, lo cual es absurdo pues T 'g es una funciéon acotada. [

Como T7' : Lip(Y, F) — Lip(X, E) es también biseparadora, podemos
enunciar un resultado analogo al anterior asociado a la aplicacion K dada en
el Corolario 2.6.11.

Corolario 2.7.2 inf {||(Kx)(f)|| : z € X} > 0 para cada f € F no nulo.

A continuacion, estudiaremos el conjunto de los puntos y en Y para los
cuales la aplicacion Jy no es continua. Veremos que se trata de un conjunto
finito formado por puntos aislados de Y.

Definiciéon 2.7.3 Se define el conjunto Yy como

Yo:={y €Y :Jy es discontinua} .
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Proposicion 2.7.4 El conjunto {||Jy|| : v € Y \ Ya} estd acotado. Ademds,
Y, es finito y cada punto de Yy es aislado en Y .

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion (y,,) en Y que satis-
face que || Jy,|| > n? para todo n € N. Como consecuencia, podemos asumir
la existencia de una sucesion (e,) en E, con |le,|| = 1 para cada n € N, tal
que

1(Tyn) (en) | = T8 (yn) | > 0 (2.12)

para todo n € N. Ahora, tenemos dos posibilidades con respecto a la sucesién
(yn). Por un lado, que converja a un punto yy € Y y, por otro lado, que no
tenga ninguna subsucesion de Cauchy. Como ya hemos visto en el Lema 2.2.2,
en el primero de los casos, existen una subsucesion de (y,,), que continuaremos
denotando como (y,), que converge a yo y una sucesion (r,,) de niimeros reales
positivos que converge a 0 tales que

B(Yn:7n) N B(Ym; m) = 0 (2.13)

siempre que n # m. En el segundo caso, existen una subsucesion de (y,,), que
también denotaremos como (y,), y una sucesion constante (r,) tales que,
siempre que n # m,

B(Yn,mn) N BYm, rm) = 0. (2.14)

A partir de este momento, cada vez que mencionemos las sucesiones (y,) y
(rn), asumiremos que estamos en uno de los dos casos mencionados anterior-
mente. Definamos ahora, para cada n € N, la funciéon

§n<y> = méX{0> T'n — d(?/a yn)}

para todo y € Y. Se tiene que, para todo n € N, &, € Lip(Y), &.(yn) = 70,
coz(&,) = BWn,7n)s I€nlloe = mn y L(&,) < 1. Finalmente, tomemos f € F'
con [[f|| = 1 y consideremos la funcion

oo

n=1

Por definicion de cada funcion &, y teniendo en cuenta (2.13) y (2.14), resulta
inmediato deducir, en cualquiera de los dos casos considerados, que

coz(&,) Neoz(&n) =0 (2.15)
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siempre que n # m. Ademas, para todo n € N,
L& 1) = [If L&) < 1.

Con todo esto, como pretendemos ver que g pertenece a Lip(Y, F'), por el
Lema 2.4.6, bastara probar que g es continua. En primer lugar, analizaremos
el caso en que la sucesion (y,) converge a yy. Observando el Lema 2.2.2(i) y
teniendo en cuenta que coz(&,) = B(y,, r,) para todo n € N, tenemos que

cl(UpZycon(n)) \ UpZicl(coz(&n)) € {yo}-

Asi, para cualquier 3y’ # yp, existe € > 0 tal que el conjunto
A:={neN:B(y,e)Ncoz&,) # 0}

es finito. Por tanto, para todo y € B(y/, ), se tiene que

gy) =Y &),

neA

con lo que g es continua en y’. Por tanto, podemos afirmar que la funcién g es
continua en cualquier punto de Y distinto de yy. Veamos ahora que también
es continua en el punto yy. Es sencillo observar que, en este caso, como (r,)
converge a 0 e (y,) converge a ¥, se tiene que g(yo) = 0. Como consecuencia,
para probar que g es continua en el punto gy, debemos ver que, para todo
e > 0, existe un entorno U de ¥ tal que ||g(y)|| < € para todo y € U. Asi,
fijemos € > 0. Por un lado, como (r,) es una sucesion que converge a 0, existe
nog € N tal que 7, < € para todo n > ng. Por otro lado, paraz = 1,...,ng,
sabemos que la funcién &; es continua en el punto gy, por lo que existen
entornos U; de yy tal que [&(y)| < ¢ para todo y € U; e i € {1,...,no}.
Finalmente, definamos el entorno U de yy como

U:=U1N...0Up,.

Sea y € U. Si g(y) = 0, ya lo tenemos. En otro caso, como sabemos que
{&: }nen es una familia de funciones con cozeros mutuamente disjuntos, exis-
te un unico n; € N tal que y € coz(&,,). Si ny < ng, puesto que y € U,,,
se tiene que ||g(y)|| = |€n, (y)| < e. Por otro lado, si ny > ng, por definicion
de la funcion &,,, [g(v)] = &, (¥)| < 7y < &, 1o que prueba la funcion g es
continua en el punto yg.



76 Capitulo 2. Aplicaciones biseparadoras sobre espacios Lip(X, F)

En el caso en que (y,) no tiene ninguna subsucesion de Cauchy, aplicando
el Lema 2.2.2(ii), deducimos la existencia de una sucesion constante (r,) tal
que B(Yn,7mn) N B(Ym,rm) = () siempre que n # m, con lo que se satisface
(2.15) y ademas

cl(UpZycoz(6n)) = UpZycl(coz(En)),
lo que permite concluir de manera sencilla que g es una funcion continua.

Por tanto, podemos asegurar que g € Lip(Y, F').
A continuacion, tomemos la funcion f € Lip(X, F) definida como

f=T1g.

Teniendo en cuenta la caracterizacion de la aplicacion T~! obtenida en el
Corolario 2.6.11, resulta sencillo deducir que

T (&),

por lo que f viene dada por la suma infinita de funciones con cozeros disjuntos
si tenemos en cuenta (2.15) y que T es biseparadora. Si consideramos ahora,
para cada n € N,

f=

NE

n=1

fula) = |77 (6-T) (@)

para todo x € X, como sabemos que las funciones f,, tienen cozeros disjuntos,
podemos concluir que

1A= fu, (2.16)
n=1

la cual pertenece a Lip(X) aplicando el Lema 2.4.1. En este momento, defi-

namos la funcion
o
fO = E fn “€n
n=1

y probemos que se trata de una funcion de Lip(X, E). Para ello, bastaréa ver
que existe una constante positiva C' tal que

L(f,) < C (2.17)

para todo n € N, puesto que, en tal caso, fp es una funciéon continua dada
por la suma infinita de funciones con cozeros disjuntos que satisfacen

L(fn - n) = llenl| L(fn) < C
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para cada n € N, lo que nos permite concluir que fy pertenece a Lip(X, F)
aplicando el Lema 2.4.6. Por tanto, probemos la desigualdad (2.17). Supon-
gamos que no es cierto. Entonces, podemos asumir que, tomando una sub-
sucesion si es necesario, para cada n € N,

L(f.) > n.

Por este motivo, tomaremos dos sucesiones (z,) v (2,) en X que satisfacen
que, para cada n € N, x,, # z,, v ademas

d(xp, 2n)

A partir de este momento, vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que
x, € coz(f,) para todo n € N, y, a continuacion, analizaremos las distintas
posibilidades que se pueden presentar para la sucesion (z,).

> n. (2.18)

1. Existe una subsucesion (z,,) de (z,) tal que z,, € coz(f,,) para cada
i € N. Entonces, atendiendo a (2.16) y (2.18), tenemos que
WA Gn,) = 1)l i (@) = fons ()

d(2p,, 2n;) N d(Tn;, Zn;) -

para todo i € N, lo que contradice que la funcion ||f|| pertenece a
Lip(X). Por tanto, se tiene que {n € N: z, € coz(f,)} es finito.

2. Existen ny € Ny una subsucesion (z,,) de (z,) tales que z,, € coz(fy,)
para todo 7 € N. Entonces, siempre que n; # ng, se tiene que

(A= Fro) (n) = U = Sro)(zn)| L ()
d(n,, Zn;) d(n,, Zn;)
d(2p,, Zn,) e

obteniendo una nueva contradiccion puesto que || f|| — fn, € Lip(X).
Esto implica que, fijado ng € N, {n € N : z,, € coz(f,,)} es finito.

3. Existe una subsucesion (z,,) de (z,) tal que z,, & |J,cycoz(fr) para

todo 7 € N. Entonces
A Gn) = 1 CGn)l i (@n)] i (@) = fui ()]
d(%w an) d(xniv an) d(znm an) '

fll € Lip(X). Asi,

para cada ¢ € N, lo cual es imposible puesto que
{neN:z, ¢ U,cycoz(fn)} es finito.



78 Capitulo 2. Aplicaciones biseparadoras sobre espacios Lip(X, F)

4. Recopilando la informacion obtenida en los tres apartados anteriores,
nos queda por analizar el siguiente caso. Supongamos que § es un sub-
conjunto de N x N en el que existen infinitos n € N distintos que
son la primera coordenada de un elemento de § y ademas (n,m) € §
para algin m > n. Como consecuencia, es posible tomar una sucesion
((n;, m;)) en § que satisface

ny<mp <ng <meg<...

Tomemos entonces una subsucesion (z,,) de (z,) tal que z,, € coz(f,)
para todo ¢ € N. Recordemos ademas que z,, € coz(f,,) para cada
i € N. Por tanto, observando (2.18),

A Cn,) = (ANl L)l | fons ()
d(Tn,;s 2n,) A(Tn;s 2n,)  A(Tny, 20;)

d(Tn,;, Zn;) d(Tn,;, Zn;)

> n;

para todo i € N, lo que contradice que || f|| € Lip(X).

Una vez analizados todos los casos posibles, queda probada la existencia
de una constante positiva C' tal que L(f,) < C para todo n € N, lo que
implica que fy pertenece a Lip(X, E). Ahora, debido a la caracterizacion de
la aplicaciéon biseparadora 7' obtenida en el Teorema 2.6.9, se tiene que

n=1

por lo que T'f; esta definida como una suma infinita de funciones de cozeros
disjuntos puesto que 7" es una aplicacion biseparadora.

Por otro lado, sabemos que, para cada n € N, 1, € coz(&,) = coz(&, - ).
Por tanto, segtin el Lema 2.6.2, podemos concluir que

h(y,) € cl(coz(T~ (&, f)))

Ahora, teniendo en cuenta la representacion de 7! obtenida en el Corolario
2.6.11, que &,(y,) = r, > 0 para todo n € N y que f # 0, observamos que

T - B)(h(yn)) = (Kh(yn)) alya)f) # 0,
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por lo que, de hecho, h(y,) € coz(T1(&, %)) para todo n € N. Por definicion
de cada f,, coz(T~(&, - ) = coz(f,), luego h(y,) € coz(f,). Ademas, en el
Corolario 2.7.2, hemos probado la existencia de una constante M > 0 tal que

(RO = ||~ (w)) | > M

para todo n € N, lo que nos permite deducir, junto con la definicion de cada
funcion &,, que

Fulbw) = |77 (6 -F) (h(wa))|
— (KA Gl

= &alyn) [[(KR(ya)) (D]
> Mr, (2.19)

para todo n € N. A continuacién, aplicando de nuevo el Lema 2.6.2 asociado
a la aplicacion biseparadora T—!, puesto que h(y,) € coz(f,) = coz(f, - &,),
se obtiene que, para cada n € N,

k(h(yn)) = yn € cl(con(T(fn - &n))).

Si tenemos en cuenta ahora la representacion de T" obtenida en el Teorema
2.6.9, que fn(h(y,)) # 0y que e, # 0 para todo n € N, podemos deducir que

T(fn - €n)(yn) = (Jyn)(fnu(h(yn))en) # 0,

por lo que y,, € coz(T(f, - €,)) para todo n € N. Por tanto, aplicando las
desigualdades (2.12) y (2.19), obtenemos que, para cada n € N,

1T foly) | = IT(fa - &) (W)l = Fulh(ya)) 1(Tya)(en)ll > Mran®. (2.20)

Para finalizar, si analizamos el caso en que la sucesion (y,) converge a
un punto yo € Y, en virtud del Lema 2.2.2(i), sabemos que la sucesion (ry,)
considerada al inicio de esta demostracion satisface

4rn = d(ynv yO)

para todo n € N. Asi, teniendo en cuenta (2.20) y fijado n € N, obtenemos
que

1T fo (yn) — Tfowo)ll _ T fo (yn) | - Mryn?® _ Mn?
d(Yn>Yo) 4r, 4r, 4 7
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lo que nos permite concluir que L(Tfy) > Mn?/4 para todo n € N, llegando
a una contradiccion puesto que T fy es una funcion de Lipschitz.
En el caso en que (y,) no posea ninguna subsucesion de Cauchy, puesto que
la sucesion (r,) considerada es constante (véase Lema 2.2.2(ii)), atendiendo
a la desigualdad (2.20), podemos deducir que 7 fj es una funciéon no acotada,
lo cual es absurdo.

Por este motivo, podemos afirmar que el conjunto {||Jy| :y € Y \ Ya}
estd acotado. De esta manera, Y; ha de ser un conjunto finito formado por
puntos aislados de Y. Il

Corolario 2.7.5 d(h(Yy), X \ h(Yy)) > 0.

Demostracién. Si tenemos en cuenta que h es un homeomorfismo, la
Proposicion 2.7.4 nos permite deducir que h(Yy) es un conjunto finito de
puntos aislados en X. Por tanto, como cada punto = € h(Yy) es aislado en
X, se tiene que

d(x, X \ h(Yy)) > 0.
Finalmente, puesto que h(Yy) es un conjunto finito, se puede concluir que
d(h(Yy), X \ h(Yy)) = min{d(x, X \ h(Yy)) : z € h(Yy)} > 0.

g

Observacion 2.7.6 Resulta trivial comprobar que, dada f € Lip(X, E), su
restriccion a X \ h(Yy) continda siendo una funcion de Lipschitz acotada,
que denotaremos por fy. Por otro lado, se tiene que el reciproco también
es cierto. Esto es, dada una funcion de Lip(X \ h(Yy), E), es posible obtener
una funcion de Lip(X, E) que sea una extension de la anterior. Precisamente,
esto es lo que probaremos en el siguiente lema.

Lema 2.7.7 Sea f € Lip(X \ h(Yy), E). Entonces, la funcion

d | flx) ifxe X\ h(Yy)
f(“")'_{o if z € h(Yy) ‘

pertenece a Lip(X, E).
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Demostracion. Puesto que h(Yj) es un conjunto finito de puntos aislados
en X, es inmediato deducir que f? es una funciéon continua. Veamos ahora que
se trata de una funcion de Lipschitz. Para ello, probemos que L (fd) < 0.
Por un lado, si tomamos z1, s € h(Yy), 1 # x2, por definiciéon tenemos que

£ (1) = f(xa) |

=0.
d(xy1, o)

Por otro lado, sean x1, 25 € X \ h(Yy), 1 # x2. Entonces

1 () = [ )l NS () = fla2)l
d(l’l,mg) d((lfl,l‘g)

< L(f).

Finalmente, si consideramos x; € h(Yy) y x2 € X \ h(Yy), se tiene que

LF* (1) = S ()]l _ | f (o) < £l
d(x1, z2) ~ d(h(Ya), X \ h(Ya)) ~ d(h(Ya), X \ h(Ya))’

expresion que estd bien definida si tenemos en cuenta el Corolario 2.7.5. Por
tanto, podemos concluir que f¢ € Lip(X, E) puesto que

1l
(V). X\ hm))} <ce (@2

L) < mix {L<f>,

g

El analisis previo del conjunto de puntos y en Y para los cuales la apli-
cacion Jy no es continua, nos permite definir una aplicacion biseparadora y
continua asociada a 7.

Definicion 2.7.8 Sean T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) una aplicacion bisepa-
radora, h :' Y — X el homeomorfismo asociado a T y J :Y — L'(E,F) la
aplicacion considerada en el Teorema 2.6.9. Entonces, definimos la aplicacion

Ty : Lip(X \ h(Yy), E) — Lip(Y \ Yy, F) como

Taf(y) = (Jy)(f(M(y)))

para cada f € Lip(X \ h(Yy), E) ey € Y \ Y.

Proposicion 2.7.9 T, es una aplicacion biseparadora.
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Demostracién. Para probar que T, es una aplicacion biseparadora, sera
suficiente ver que, puesto que 1" es una aplicacion biseparadora, para toda

feLip(X\h(Ya),E) ey €Y \Yq

Taf (y) = (T 1), (v).

Tomemos f € Lip(X \ h(Yy), E) e y € Y \ Y. Si consideramos la extension
de f a X dada en el Lema 2.7.7, tenemos que

Tf'y) = (Jy)(f*(h(y)))

por la representacion de la aplicacion T' obtenida en el Teorema 2.6.9. Ademas,
como y € Y\ Yy, se tiene que h(y) € X \ h(Yy), y, de nuevo, por la definicion
de f¢ dada en el Lema 2.7.7,

FA(h(y) = f(h(y)).

Por tanto, tomando la restriccion de la funcion Tf? a Y \ Y, (véase la Ob-
servacion 2.7.6), tenemos que

(Tf%aly) = (Jy)(f(h(y))) = Tuf (y),
con lo que el resultado queda probado. U

Teorema 2.7.10 Ty es una aplicacion continua.

Demostracién. Para probar que T} es continua, aplicaremos el Teorema
del Grafo Cerrado. Por lo tanto, debemos ver que, dada una sucesion (f,)
en Lip(X \ h(Yy), E) que converge a 0 tal que (7,f,) converge a una cierta
funcion g € Lip(Y \ Yy, F)), se tiene que g = 0.

Si consideramos, para todo n € N, la extension f¢ de cada funcion f,
dada en el Lema 2.7.7 y aplicamos la desigualdad (2.21), se tiene que

1Al = méx{{[ £, LU}

, , ol
< sl i {E00). gy S
< all i {1, 1/ (Ya), X\ ROV}

Por tanto, como estamos asumiendo que (f,,) converge a 0, esto nos permite
deducir que (f9) también converge a 0. Si fijamos ahora y € Y \ Yy, por
definicion de Yy, sabemos que Jy es continua y, por tanto, la sucesion

((Jy) (£i(h(v)))) = (Tfi(v))
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converge a 0. Ahora bien, en la prueba de la proposicién anterior, hemos visto
que

Tfiy) = Tufa(y),

por lo que (Tyf,(y)) converge a 0.
Por otro lado, para cada n € N, sabemos que

1Tafn(y) =9 < I Tafrn — 9lloe < I Tafn — 9l -

Asi, como por hipotesis tenemos que (7, f,,) converge a g, podemos concluir

que (Tyfn(y)) converge a g(y).
Combinando los dos razonamientos previos, tenemos que g(y) = 0 para
todoy € Y\ Ya. O

Los dos préximos corolarios resultan inmediatos si tenemos en cuenta la
definicion de la aplicacion Ty y sus propiedades.

Corolario 2.7.11 Si Y no tiene puntos aislados, entonces T es continua.

Demostracion. Puesto que Y no contiene puntos aislados, se tiene que
Y; =0, y por tanto T' = T,;. Entonces, por el Teorema 2.7.10, se deduce que
T es continua. Il

Corolario 2.7.12 Si E tiene dimension finita, entonces F' tiene la misma
dimension que E y ademds T es continua.

Demostraciéon. En el Lema 2.6.8 hemos visto que, para cada y € Y,
Jy : E — F' es lineal y biyectiva. Por tanto, si £ tiene dimension finita,
resulta trivial deducir que F' tiene la misma dimension que E y que Jy es
continua para todo y € Y. De esta manera, Y; = () y entonces T' = T}, por
lo que T' es continua. [l

Por tanto, acabamos de comprobar que, bajo ciertas condiciones, es posi-
ble deducir la continuidad de las aplicaciones biseparadoras definidas entre
espacios de funciones de Lipschitz. Pues bien, en el caso en que asumamos
que la aplicacién biseparadora es ademas continua, una nueva caracterizacion
de las mismas se puede obtener. A diferencia del resto de la secciéon, como
en esta ocasion la aplicacion es continua, no es necesario suponer que E y F
sean espacios normados completos.
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Teorema 2.7.13 Sean X e Y espacios métricos completos, E y F' espacios
normados y T : Lip(X, E) — Lip(Y, F') una aplicacién biseparadora y con-
tinua. Entonces existen un homeomorfismo h :' Y — X y una aplicacion de
Lipschitz J : Y — L(E, F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € Lip(X,E) ey €Y.

Demostracion. Teniendo en cuenta la representacion de las aplicaciones
biseparadoras dada en el Teorema 2.6.9, bastara probar que Jy es continua
para todo y € Y y que ademas J satisface la condicion de Lipschitz.

Fijemos yo € Y y consideremos Jyy. Entonces, como estamos suponiendo
que T’ es continua, tenemos que

I(yo)(e)ll = Te(yo)l| < ITell < 1 Tell, < NTHlell, = 1T el

para todo e € E, con lo que ||Jyo|| < ||T||. Asi, podemos asegurar que Jyq es
continua. Como este proceso se puede realizar para cualquier punto y en Y,
deducimos que cada aplicacion Jy pertenece a L(E, F').

Finalmente, veamos que J es una aplicacion de Lipschitz. Para ello, dados
Y1,y € Y, si tomamos cualquier e € E| es sencillo comprobar que

1(Jyr = Jy2) ()l = 1Te(yr) — Te(y2) || < [Tell, dlyr, y2) < IT lell d(yr, y2),

con lo que
1Jyr = Jull < TN d(yr, v2),

quedando asi probado que J es de Lipschitz. U

Para ir finalizando esta seccion, veremos que la funcién soporte h, ademas
de un homeomorfismo, es una funcién bi-Lipschitz en el caso en que los
espacios métricos X e Y sean acotados. Al igual que en el teorema anterior,
para el siguiente resultado tampoco es necesario que E y F' sean completos.

Proposicion 2.7.14 Sean X e Y espacios métricos completos y acotados,
E y F espacios normados y T : Lip(X, F) — Lip(Y, F') una aplicacion bise-
paradora. Entonces h 1Y — X es bi-Lipschitz.
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Demostracién. Para ver que h es bi-Lipschitz, debemos probar que tanto
ella como su inversa son funciones de Lipschitz. Seré suficiente probar que h
lo es, puesto que su inversa h~', que coincide con k (véase la demostracion
del Teorema 2.5.15), es la funcién soporte asociada a la aplicacion T, que
a su vez es también biseparadora.

Definamos la aplicacion Tp : Lip(X) — Lip(Y') dada por

Tof(y) := f(h(y))

para cada f € Lip(X) e y € Y. Es sencillo observar que, dada f € Lip(X),
por ser h un homeomorfismo, su imagen 7 f es una funcién continua y aco-
tada en Y. Veamos que se trata de una funcion de Lipschitz. Puesto que para

cada f € Lip(X), existen f,, f. € Lip(X,R) tales que

f:fr'f_ifca

y a su vez podemos considerar f;F, f=, fF, f. € Lip(X,R), todas ellas posi-
tivas, de manera que

f=U =) +ilf =10,

seré suficiente probar que Tyf es de Lipschitz para cualquier f € Lip(X,R)
con f > 0. Si tomamos e # 0 en E, sabemos que, aplicando el Lema 2.7.1,
existe M > 0 tal que

I(Ty)(e)ll = [[Te(y)]| = M

para todo y € Y. Por este motivo, podemos definir la funcién g como

g: Y — R
y = g(y)=1/[Te(y)ll.

En primer lugar, sabemos que ||T¢|| € Lip(Y) puesto que Té € Lip(Y, F)
(véase el Lema 2.4.1). Ademaés, ||T€(y)|| > M > 0 para todo y € Y, lo que
nos permite deducir que g pertenece a Lip(Y) aplicando [74, Proposicion
1.5.3(b)].

Por otro lado, como estamos asumiendo que f € Lip(X,R) y que ademas
es positiva, si definimos [ := Tyf - |T€|| y tomamos y;,y2 € Y, podemos
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comprobar que

(1) = Uy2)| = |Tof (o) ITe(yn)l| — Tof (y2) IT€(y2)l]

[F(hCy)) [1(Ty) ()] = F(~(y2)) [[(Jy2) ()]
= I1(Jy2) (f(aya))e) | = 1(Jy2) (f (h(ya))e) ]
< [(Jy)(f (A(yr))e) = (Jy2)(f (h(y2))e) |
= T -&)(w) = T(f - &) ()l
< L(T(f-&))d(yr, )

puesto que T(f - ¢é) € Lip(Y, F). Por tanto, la funcion [ pertenece a Lip(Y).
Finalmente, tenemos que

g-l=Q/[Tel) - Tof - [[Te|| = Tof,

y, como consecuencia del Lema 2.4.2; concluimos que Tj f pertenece a Lip(Y).
Un proceso andlogo se puede realizar para T, ' : Lip(Y) — Lip(X) dada por

Ty g(z) = g(k(x))

para cada g € Lip(Y) y = € X, lo que nos permite deducir que T es una
aplicacion biyectiva y biseparadora (inmediato por construccion). Ademas,
por ser Ty biseparadora, aplicando el Corolario 2.7.12, podemos asegurar que
Ty es continua.

Veamos finalmente que h es Lipschitz. Sean y1,y2 € Y, y1 # yo, y defi-
namos

fi(@) = d(h(y), )
para todo x € X. Puesto que estamos asumiendo que X es un espacio métrico

acotado, se tiene que f; es una funciéon de Lipschitz acotada y que ademas
satisface

/1l = méx{|| fill o , L(f1)} < max{diam(X), 1}.

Ahora, si definimos K := méx{diam(X), 1} y tenemos en cuenta que T} es
una aplicacién continua, podemos observar que

HT0f1<yl> - TOfl(yZ) H
d(y17y2)

< L(Tofr) < | Tofille < || Tollll f1llz < KTl

Por otro lado, atendiendo a las definiciones de Ty y f1, tenemos que

Tofi(yr) = fi(h(y1)) =0
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Tof1(y2) = fi(h(y2)) = d(h(y1), h(32)),

por lo que sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos que

d(h(y1), h(y2)) < K|[Tolld(y1, y2),

lo que nos permite concluir que h es una funcién de Lipschitz. U

Para finalizar, es facil ver que, uniendo el Teorema 2.6.9 y la Proposicion
2.7.14, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.7.15 Sean X e Y espacios métricos completos y acotados, E
y F espacios normados y T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) una aplicacion bisepa-
radora. Entonces existen un homeomorfismo bi-Lipschitz h :' Y — X y una
aplicacion J 1Y — L'(E, F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € Lip(X,FE) ey €Y.

2.8. Caso escalar

La ultima seccion de este capitulo esta dedicada al estudio de las aplicaciones
biyectivas y separadoras entre los espacios de funciones Lip(X) y Lip(Y)
cuando X e Y son espacios métricos completos. A diferencia de las secciones
anteriores, en esta ocasiéon no asumiremos que 7' tiene inversa separadora y
trabajaremos con funciones de Lipschitz que toman valores escalares (de ahi
el nombre que recibe la seccion).

Por tanto, el objetivo propuesto para esta seccién consiste en analizar las
condiciones bajo las cuales podemos obtener una completa descripcion de
las aplicaciones T' : Lip(X) — Lip(Y') biyectivas y separadoras, ademas de
obtener resultados relativos a su continuidad.

Empezaremos, sin embargo, con un resultado relativo a la caracterizacion
de las aplicaciones biseparadoras definidas entre los espacios de funciones
Lip(X) y Lip(Y) que se deduce facilmente utilizando algunos resultados
obtenidos en las secciones previas.



88 Capitulo 2. Aplicaciones biseparadoras sobre espacios Lip(X, F)

Teorema 2.8.1 Sean X eY espacios métricos completos y supongamos que
T : Lip(X) — Lip(Y) es una aplicacion biseparadora. Entonces existen un
homeomorfismo h :' Y — X y una funcion 7 € Lip(Y) con 7(y) # 0 para
todo y € Y tales que

Tf(y) =7(y)f(h(y))
para toda f € Lip(X) ey € Y. Ademds, T es continua.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.6.9, como F = F = K, podemos
deducir la existencia de un homeomorfismo h : Y — X y una aplicacion

J: Y — LKK)
y Jy

tales que, para toda f € Lip(X) ey € Y, se tiene que T'f(y) = (Jy)(f(h(y))).
Esto implica que, para cada y € Y, existe un escalar 7(y) con

Tf(y) =7(y)f(h(y))
para toda f € Lip(X). En particular, como 1x € Lip(X), se tiene que

T1x(y) = 7(y)1x(h(y)) = 7(y)

para todo y € Y, lo que nos permite concluir que 7 = T1lx € Lip(Y).
Ademas, 7(y) # 0 para todo y € Y puesto que cada aplicacion Jy es biyec-
tiva. Por tltimo, la continuidad de la aplicacién biseparadora 71" se deduce
directamente del Corolario 2.7.12. O

Por otro lado, puesto que todo isomorfismo de &lgebras es una aplicacion
biseparadora, podemos enunciar un resultado analogo para este tipo de apli-
caciones.

Corolario 2.8.2 Sean X e Y espacios métricos completos y supongamos
que I : Lip(X) — Lip(Y) es un isomorfismo de dlgebras. Entonces existe un
homeomorfismo h : Y — X tal que

Lf(y) = f(h(y))
para toda f € Lip(X) ey € Y. Ademds, I es continuo.

El siguiente teorema proporciona una condicion suficiente que nos permite
afirmar que toda aplicacion biyectiva y separadora T' : Lip(X) — Lip(Y)
tiene inversa separadora. Asi, junto con los resultados vistos anteriormente,
podemos obtener una completa caracterizacion de dichas aplicaciones.
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Teorema 2.8.3 Sean X e Y espacios métricos completos y supongamos que
T : Lip(X) — Lip(Y) es una aplicacion biyectiva y separadora. Entonces, si
Y es compacto, T es biseparadora.

Demostracién. Veamos que 7! es separadora. Para ello, tomemos dos
funciones cualesquiera f,g € Lip(X) con coz(f) N coz(g) # (0. Debemos
probar que coz(T'f) N coz(Tg) # 0.

Puesto que coz(f)Ncoz(g) # 0, existe xo € X que satisface que f(xg) # 0
v g(zo) # 0. Por otro lado, por ser T suprayectiva, existe ¢ € Lip(X) tal que

TQZS = 1y.
Por tanto, podemos tomar «, 3 € K tales que

(af +¢)(xo) =0

(Bg + ¢)(x0) = 0.

En el caso en que zy sea un punto aislado de X, deducimos que la funcién
X{zo} Pertenece a Lip(X). Ademas, es inmediato observar que

coz(af + ¢) N coz(Xizy) = 0

coz(Bg + ¢) N cor(Xiapy) = 0,

y como 1" es una aplicaciéon separadora,

coz(T(af + ¢)) N coz(TX{ze}) = 0

cor(T(Bg + 6)) N cos(Tx(apy) = 0.

Ahora, puesto que T es inyectiva, existe yy € coz(TX{wO}), y, por lo anterior,
T(of +¢)(yo) =0y T(Bg + ¢)(yo) = 0, 0 lo que es lo mismo,

OéTf(yo) +1=0

BTg(yo) +1=0.
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Esto nos permite concluir que yo € coz(T f)Ncoz(Tg), con lo que T~! es una
aplicacion separadora siempre que xo sea un punto aislado de X.

Como consecuencia, a partir de este momento, vamos a suponer que Ty no
es un punto aislado de X. En primer lugar, tomemos, de manera analoga a
la demostracion de la Proposicion 2.6.4, una sucesion (r,,) de nameros reales
positivos que converge a 0 y satisface

2rps1 < 7Tn
para todo n € N. Ademaés, definamos

B, := B(xo,7s), B?

n

:= B(xo, 2ry),

On 1= Quyr, (Véase (2.2))
para cada n € N. Por ultimo, para simplificar la notacién, escribamos

l:=af + ¢.

Ahora, puesto que zp no es un punto aislado en X, NyenB, = {xo} v
coz(pn — Pny1) C B2\ B,y para cada n € N, podemos asumir, toman-
do una subsucesion si es necesario, que coz(y, — ¢nt1) # 0 para todo n € N.
Asi, por ser T una aplicacion inyectiva, vamos a considerar

Yn € COZ(T(SOH - Son-‘rl))

para cada n € N. Por la compacidad de Y, el conjunto {y, : n € N} tiene un
punto de acumulacion yo en Y, y lo que veremos es que T'(yy) = 0.

Para ello, empezaremos tomando una subsucesion (y,,) de (y,) que con-
verge a 1y cuyos indices satisfagan

siempre que i # j. En segundo lugar, definamos

ll = Zl : (SOan—l - ¢n2k+2)

k=1

lg I:l—ll,
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por lo que sera suficiente probar que Tl;(yy) = 0 = Tly(yo) para ver que
Tl(yo) = 0. De nuevo, para tratar de simplificar la notacion, en lo que resta
de demostracion denotaremos, para cada k € N,

fk = (1077,2;671 - (Pngk+2-

Lo primero que debemos comprobar es que tanto [; como /5 son funciones de
Lipschitz. Para cada k € N, se tiene que

por definicion de &.. Ahora, siguiendo un razonamiento analogo al del Lema
2.6.3 y teniendo en cuenta (2.22), podemos deducir que

|:B7’212i—1 \ Bn2i+2] m |:B72LQ]'—1 \ Bn2j+2:| = @
siempre que 7, € N con i # j. Por este motivo, se tiene que
coz(&;) Ncoz(&;) =0

siempre que ¢ # j. Por tanto, [, se define como una suma infinita de funciones
cuyos cozeros son disjuntos. Ademaés, puesto que

ﬂ?LO:IBTL - {x0}7

para probar que [; es una funcién continua, es suficiente ver que lo es en el
punto z5. Como sabemos que [(xg) = 0, se tiene que [1(xg) = 0. Ademas,
teniendo en cuenta que [ es continua y que |l1(x)| < |I(z)| para todo z € X,
podemos concluir que, en efecto, l; es continua. Por otro lado, como ya vimos
en el Lema 2.4.5, sabemos que, para cada n € N,

L(l-p,) < 3L(1),
y como consecuencia
L(l- &) < L(L - ony—1) + Ll - Pnyq2) < 6L(1)

para todo k£ € N. Por tanto, podemos afirmar, aplicando el Lema 2.4.6, que
l; € Lip(X), y, por consiguiente, que /s también pertenece a Lip(X).
Fijemos ahora ky € N. Por un lado, se tiene que

2
COZ(QO”%OA - SOanO,l-s-l) - Bngko,l\Bn%oﬂ-H?
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mientras que, por otro lado, como vimos en (2.23), para cada k € N,

coz(&k) C By, 1\ Brys2-
Por tanto, teniendo en cuenta la desigualdad (2.22), se puede comprobar que
2 2
Bn2k0—1\Bn2ko—1+1i| m [Bngk—l\Bn2k+2j| = ®7
y, por consiguiente, que

COZ(SOn%O_l - (pngko_rl—l) N COZ(gk) =0

para todo k € K. Entonces

coz (cpn%ofl — gon%rﬁl) ﬂcoz (Zl . §k> =0,
k=1

y por ser 1" una aplicacion separadora, se tiene que

coz (T(gpn%rl — g0n2k071+1)> mcoz <T <§:l . §k>) = 0.

Ahora bien, por definicién de Yna, 1+ S€ tiene que

Ynokg—1 € COZ(T<907121¢071 - ¢n2k0—1+1))’

lo que nos permite concluir que

Tll(yn2k0_1) =T (Zl ) §k> <yn2k0—1) =0.
k=1

Finalmente, como esto es cierto para cualquier kg € N y T'l; es continua,
deducimos que T (yo) = 0.
Por otro lado, si fijamos k& € N y consideramos

2
LS COZ(gOan - 90n2k+1> - Bngk \ Bn2k+17
se puede comprobar que

T e B"Zlc*1 \ 32

nog+2°
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Ahora, por construccion de &, sabemos que

&k=1en By, 1\ Bfl%“,
y por tanto

Ademés, por definicion de [ y [o, se tiene que

ZZ—Z—zl—Z—Zz-gk—z.<1X—Z§k>, (2.24)
k=1 k=1

donde Y 77 & es la suma puntual de funciones con cozeros disjuntos. Por
tanto, como acabamos de ver que & (xr) = 1 siempre que x pertenece a
COZ(Prny — Prort1), €sto implica, junto con (2.24), que ly(x) = 0 para to-
do x € coz(pn,, — Pn,+1). En consecuencia,

COZ((ank o 907L2k+1> N COZ(ZQ) = 0.

Finalmente, por ser T' separadora,

oz(T(Pnyy, = Prgir1)) Ncoz(Tlz) = 0,

y por definicién del punto y,,,, tenemos que

Tl (Yn,,) = 0.

Por dltimo, como este razonamiento se puede aplicar para todo k£ € N, la
continuidad de T'ly nos permite concluir que T'l5(yo) = 0.
Asi, es sencillo observar que

0 =Tl (yo) + Tlayo) = Tl(yo) = T'(af + &)(v0) = oT f(yo) + 1,

lo que implica que T'f(yo) # 0.
Como el punto y, es independiente de f, un argumento andlogo aplicado
a la funcion Sg+ ¢ nos permite deducir que T'g(yo) # 0, con lo que obtenemos
que
Yo € coz(T'f) Ncoz(Ty),

quedando probado que 7! es una aplicacion separadora. ]

Para finalizar, resulta inmediato enunciar un resultado que caracteriza las
aplicaciones biyectivas y separadoras entre los espacios de funciones Lip(X)

y Lip(Y).
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Corolario 2.8.4 Sean X eY espacios métricos completos y supongamos que
T : Lip(X) — Lip(Y) es una aplicacion biyectiva y separadora. Entonces, si
Y es compacto, existen un homeomorfismo bi-Lipschitz h : Y — X y una
funcion T € Lip(Y) con 7(y) # 0 para todo y € Y tales que

para toda f € Lip(X) ey € Y. Ademds, T es continua.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.8.3 deducimos que 7' es una
aplicacion biseparadora. Por tanto, si tenemos en cuenta el Teorema 2.8.1,
solo necesitamos probar que h es bi-Lipschitz para concluir la demostracion.
Asi, puesto que Y es compacto y h un homeomorfismo, podemos deducir que
X e Y son espacios métricos acotados, por lo que la Proposicién 2.7.14 nos
permite asegurar que h es bi-Lipschitz. U



Capitulo 3

Isometrias sobre espacios de
funciones de Lipschitz

3.1. Introducciéon

Un resultado clasico en la teoria de isometrias lineales entre espacios de
funciones continuas es el Teorema de Banach-Stone. En el mismo se afirma
que, si X e Y son espacios compactos y Hausdorffy T': C(X) — C(Y) es una
isometria lineal suprayectiva, entonces existen un homeomorfismo i : ¥ — X
y una funcion ¢ € C(Y') con |¢(y)| = 1 para todo y € Y tales que

Tf(y) =) f(h(y)) (3.1)
para toda f € C(X)ey €Y.

Si consideramos espacios de funciones continuas que toman valores en
espacios normados arbitrarios, no es posible, en general, obtener una repre-
sentacion de las isometrias lineales definidas entre ellos andloga a la dada

n (3.1). Sin embargo, en el caso en que E sea un espacio de Banach es-
trictamente convexo, M. Jerison probd en [49| que, si X e Y son espacios
compactos y T : C(X,E) — C(Y,E) es una isometria lineal suprayectiva,
entonces existen un homeomorfismo h : ¥ — X y una aplicacién continua
J:Y — I(F) tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € C(X,F) ey € Y. Una prueba de este resultado basada en
aplicaciones biseparadoras puede consultarse en [40].
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En este capitulo, estamos interesados en obtener una generalizacién del
Teorema de Banach-Stone para espacios de funciones de Lipschitz que toman
valores en espacios normados. A este respecto, en el caso escalar, N. Weaver
demostro en 73] que, si X e Y son espacios métricos completos, 1-conexos

y cuyo didametro es a lo sumo 2, entonces toda isometria lineal suprayectiva
T : Lip(X) — Lip(Y) es de la forma

Tf(y) = af (h(y)) (3-2)

para toda f € Lip(X) ey € Y, donde « € Kcon |a| =1y h:Y — X es
una isometria. Es inmediato observar que esta descripcion de las isometrias
es mas precisa que la obtenida en (3.1), pues se prueba que la funcion ¢
debe ser constante. Ademas, la 1-conectividad de los espacios métricos es
una condicién necesaria para poder obtener tal representacién, como asi se
pone de manifiesto en el ejemplo que aparece en |74, pagina 61]. Finalmente,
debemos indicar que el resultado establecido por N. Weaver proporciona una
condicién necesaria y suficiente para describir las isometrias entre espacios de
funciones de Lipschitz. De hecho, si consideramos que A es un homeomorfismo
cualquiera, la representacion dada en (3.2) no determina una isometria entre
los espacios de funciones de Lipschitz (véase el Ejemplo 3.2.2).

Recientemente, en [53], A. Jiménez-Vargas y M. Villegas-Vallecillos han
probado que, si X e Y son espacios métricos compactos, £ es un espacio de
Banach estrictamente convexo y T : Lip(X, F) — Lip(Y, E) es una isometria
lineal suprayectiva tal que 7€ = & para algin e € E con ||e|]| = 1, entonces
existen un homeomorfismo bi-Lipschitz h : ¥ — X y una aplicacion de
Lipschitz J : Y — I(F) tales que T'f(y) = (Jy)(f(h(y))) para toda f €
Lip(X, E) e y € Y, obteniendo asi la version para el espacio de funciones
de Lipschitz del resultado de M. Jerison. Ademads, también es considerado el
caso no necesariamente suprayectivo.

Pues bien, en este capitulo caracterizaremos las isometrias lineales su-
prayectivas entre espacios de funciones de Lipschitz definidas en espacios
métricos completos que toman valores en espacios normados estrictamente
convexos. Por un lado, anadiremos condiciones acerca del comportamiento
de las propias isometrias, lo que nos permitira obtener una generalizacion del
resultado dado en [53| (véase el Teorema 3.5.1), y, por otro lado, asumiremos
la 1-conectividad de los espacios métricos en los que se definen las funciones,
obteniendo asi una completa descripcion de las isometrias lineales suprayec-
tivas en el Teorema 3.6.4 analoga a la dada por N. Weaver en [73].
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3.2. Preliminares

Nota 3.2.1 A lo largo de este capitulo sequiremos la misma notacion que
hemos utilizado en el Capitulo 2.

Para iniciar este apartado, mostraremos, con un ejemplo sencillo, que
no es suficiente considerar que la aplicacion h : Y — X dada en (3.2) es
un homeomorfismo para que la aplicacion 7' describa una isometria entre
espacios de funciones de Lipschitz.

Ejemplo 3.2.2 Sean X =[—1,1] e Y =[-1/2,1/2] espacios métricos dota-
dos con la métrica usual y sea h :' Y — X el homeomorfismo definido como
h(y) := 2y para todo y € Y. Es sencillo observar que L(h) = 2 y ademds
L(h™Y) = 1/2, por lo que h es un homeomorfismo bi-Lipschitz. Definamos
ahora la aplicacion

T : Lip(X) — Lip(Y)

Tf(y) = f(h(y))

para cada f € Lip(X) ey € Y. Si consideramos la funcion g € Lip(X)
definida como
g(x) := max{0,1 — 2d(z,0)}

para todo v € X, es inmediato comprobar que ||g||,, = 1 y L(g) = 2. Sin
embargo, se tiene que, para todo y € Y,

Tg(y) = g(h(y)) = 9(2y) = max{0,1 — 2d(2y,0)},

con lo que ||Tg||,, =1y L(Tg) = 4. Por tanto, se tiene que ||g||; # [|T9ll;,
quedando probado que T no es una tsometria.

Como consecuencia de lo anterior, introduciremos un tipo de aplicacion
definida entre espacios métricos que nos permitiré considerar isometrias entre
espacios de funciones de Lipchitz.

Definiciéon 3.2.3 Dados sendos espacios métricos X e Y, diremos que una
aplicacion h 'Y — X preserva distancias menores que 2 si es biyectiva
y ademds d(h(y1), h(y2)) = d(y1,y2) siempre que yi,ys € Y satisfacen que
min {d(y1, y2), d(h(y1), h(y2))} < 2.



98 Capitulo 3. Isometrias sobre espacios de funciones de Lipschitz

En realidad, lo que pretendemos expresar con la definiciéon anterior es que
una aplicacién biyectiva h : Y — X preserva distancias menores que 2 si
tanto ella como su inversa h~! preservan la distancia entre puntos que se
encuentran a distancia menor que 2. Esto es, dados y1,y2 € Y,

(i) sid(y1,y2) <2, entonces d(h(y1), h(y2)) = d(y1, y2),

(ii) sid(h(y1), h(y2)) < 2, entonces d(h=(h(y1)), h " (h(y2))) = d(h(11), h(y2)),
es decir, d(y1,y2) = d(h(y1), h(y2)).

Relacionado con dichas aplicaciones, surge el siguiente resultado.

Lema 3.2.4 Sean X eY espacios métricos y sea h 1Y — X una aplicacion
que preserva distancias menores que 2. Entonces h es un homeomorfismo.

Demostraciéon. Como estamos asumiendo que toda aplicacion que preser-
va distancias menores que 2 es biyectiva, para ver que h es un homeomorfismo
sera suficiente probar que tanto h como h~! son aplicaciones continuas. Para
ello, veamos que h es continua en un punto yy de Y.

1. Supongamos que 0 < € < 2. Entonces, tomando § = €, si asumimos
que d(y,yo) < 9, puesto que h preserva distancias menores que 2, se
tiene que d(h(y), h(yo)) = d(y,y0) < = .

2. En el caso en que £ > 2, basta tomar 6 = 2.

Como este razonamiento puede aplicarse para cualquier punto y € Y, queda
probado que h es una aplicacién continua. De manera anéloga se tiene que
su inversa también lo es. U

A continuacion, vamos a establecer un método para construir isometrias
lineales suprayectivas entre espacios de funciones de Lipschitz que toman
valores en espacios normados arbitrarios.

Proposicion 3.2.5 Sean X e Y espacios métricos y E y F' espacios nor-
mados. Entonces, si h :' Y — X es una aplicacion que preserva distancias
menores que 2 y J : £ — F es una isometria lineal suprayectiva, toda apli-
cacion T definida como

Tf(y) = I(f(hy)))

para toda f € Lip(X, E) ey € Y, determina una isometria lineal suprayectiva
entre Lip(X, E) y Lip(Y, F).
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Demostraciéon. En primer lugar, vamos a ver que T esta bien definida.
Para ello, probaremos que T'f € Lip(Y, F') siempre que f € Lip(X, E). Por
tanto, consideremos f € Lip(X, E) y veamos que ||Tf|, < oc.

Por un lado, puesto que toda aplicacion h : Y — X que preserva dis-
tancias menores que 2 es un homeomorfismo (ver Lema 3.2.4), y ademas
J : E — F es una isometria, resulta inmediato deducir que ||T'f|| = || fll..
por lo que T'f es una funcion acotada. Para ver que L(T'f) < oo, realizaremos
los dos pasos siguientes:

1. Supongamos que y1,y2 € Y, y1 # yo, satisfacen que d(y;,y2) < 2.
Entonces, teniendo en cuenta que J es una isometria lineal y que h
preserva distancias menores que 2, se puede comprobar que

ITf () = Tf )l _ (I (Aly))) — IS (A(y2)
d(y1,y2) d(y1,y2)
[JCf(h(y1)) — f(A(y2)))]]
d(y1,y2)
1/ (hy1)) — f(h(y2))|
d(y1,y2)
L(f)d(h(y1), h(y2))
d(yl,yz)

= L(f).

2. Sean ahora y;,y2 € Y tales que d(y1,y2) > 2. Entonces, repitiendo el
razonamiento anterior, tenemos que

ITf(y1) = Tf ()]l _ 1S (h(y1) — f(A(y2))
d(y1,v2) d(y1,v2)
- 2l
- 2
= [fll-

Por tanto, podemos concluir que

L(Tf) < m&{ L), [[fllo} = I1F1lL < 00, (3.3)

con lo que damos por probado que T'f pertenece a Lip(Y, F') y, en consecuen-
cia, que T esta bien definida.



100 Capitulo 3. Isometrias sobre espacios de funciones de Lipschitz

Es obvio que T es una aplicacion lineal. Asi, veamos ahora que se trata
de una isometria. Tomemos una funcion cualquiera fy € Lip(X, E') y probe-
mos que [|[Tfol|;, = |/fol|;- Al inicio de esta demostracion ya fue probado
que [|[Tfoll, = llfollo, v si ademés tenemos en cuenta (3.3), se deduce de
inmediato que

ITfoll, = max{[|T foll ., L(Tfo)}

< max{|[folloe - L(f0)}
= ol

Por tanto, debemos ver que || fol|;, < || T fol|,. En primer lugar, como J es una
isometria suprayectiva y h es biyectiva, es posible considerar sus aplicaciones
inversas J7': I — Ey h™! : X — Y, respectivamente, lo que nos permite
definir la aplicacion S : Lip(Y, F') — Lip(X, E) como

para toda g € Lip(Y, F) y x € X. Obviamente J~! es una isometria lineal
suprayectiva y h~! es una aplicacion que preserva distancias menores que 2,
por lo que, al igual que hicimos al comienzo de esta demostracion, es posible
probar que S esta bien definida, es decir, que Sg € Lip(X, E) siempre que
g € Lip(Y, F). Lo que vamos a comprobar a continuacion es que S es la
aplicacion inversa de T, esto es, que

(SeT)(f) =7

para toda f € Lip(X, F), y que

(ToS)(g)=9g

para toda g € Lip(Y, F'). Para probar la primera de las igualdades, tomemos
f e Lip(X,E) y x € X. Entonces

(SoT)(f)(@) =S(Tf)(x) =T [Tf(h " (2)] =TI [I(f(2)] = f(2).

Igualmente, podemos ver que (70 5)(g)(y) = g(y) para toda g € Lip(Y, F) e
y € Y. En consecuencia, T~ = S, con lo que T es suprayectiva. Por otro lado,
a tenor de la definicion de T, es sencillo comprobar que [T 'g||_. = |9/l
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para toda g € Lip(Y, F). Finalmente, aplicando la desigualdad (3.3) asociada
a la aplicacion 77!, se tiene que

Lfoll, = |71 (T fo)]|, = max{||T"X(Tfo)| LT (Tf))}
< max {||T fol| o » L(T fo) }
= Tfoll-

Como este razonamiento se puede aplicar a cualquier funciéon f de Lip(X, F),
queda probado que 7' es una isometria. Il

Observacion 3.2.6 En relacion con la proposicion anterior, debemos in-
dicar que no es posible asequrar, en general, que h sea una isometria o que
preserve la distancia entre puntos que se encuentran a distancia igual a 2.
De hecho, siguiendo las mismas ideas que en [74, Proposicion 1.7.1], se tiene
que, si (Z,d) es un espacio métrico con didmetro mayor que 2, entonces eris-
te una nueva métrica d'(-,-) := min {2,d(-,-)} en Z de modo que (Z,d’) tiene
diametro igual a 2 y tal que, si E es un espacio normado, Lip(Z, E) con
respecto a d y Lip(Z, E) con respecto a d' son linealmente isométricos.

Lema 3.2.7 Sean (X,dy) e (Y,ds) dos espacios métricos y definamos las
métricas dy(-,-) = min{2,dy(-,-)} en X y dy(-,-) := min{2,ds(-,-)} en Y.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) h:(Y,dy) — (X,dy) preserva distancias menores que 2.
(i) h:(Y,dy) — (X,d)) es una isometria.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que h : (Y, d2) — (X, d;) preser-
va distancias menores que 2 y tomemos y,y2 € Y. Si dy(y1,y2) < 2, por
definicion de d, dy(y1,y2) = do(y1,y2). Ahora, por hipotesis, do(y1,y2) =
dy(h(y1), h(y2)), y por definicion de di, di(h(y1), h(y2)) = di(h(y1), h(y2))-
Por tanto, dy(y1,y2) = d}(h(y1), h(y2)). En el caso en que dy(y1,y2) = 2, es
obvio que da(y1,y2) > 2,y como h™! : (X, dy) — (Y, dy) también preserva dis-
tancias menores que 2, dy(h(y1), h(y2)) > 2. Por tanto, d}(h(y1), h(y2)) = 2,
lo que prueba que h : (Y, d,) — (X, d}) es una isometria.

(i) = (i) Asumamos ahora que h : (Y,d,) — (X,d}) es una isometria.
Sean y1,ys € Y tales que da(y1,y2) < 2. Entonces da(y1,y2) = dy(y1,¥2),
y por hipotesis, dy(y1,v2) = di(h(y1), h(ya)). Asi, di(h(y1), h(y2)) < 2, por
lo que di(h(y1), h(y2)) = di(h(y1), h(y2)), lnego da(y1,y2) = di(h(y1), h(y2))-
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Si suponemos que dy(h(y1), h(y2)) < 2, obtenemos que dy(h(y1), h(y2)) =
d>(y1,y2), lo que implica que h : (Y, ds) — (X, d;) preserva distancias menores
que 2. Il

Para finalizar este apartado, recordaremos la definiciéon de espacio norma-
do estrictamente convexo y una de las propiedades que este tipo de espacios
satisface (véase |58, paginas 332-336]).

Definiciéon 3.2.8 Un espacio normado E se dice que es estrictamente con-
vero si, para cualesquiera ej,es € E, e; # ey con |ler] = |lea]| = 1, se
tiene que |le; + es|| < 2. De manera equivalente, diremos que E es un es-
pacio normado estrictamente convero si, dados ej,eo € E, siempre que
lle1]] = lle2ll = 1 y |lex + ea]| = 2, se tiene que e; = es.

Observacion 3.2.9 Sea E un espacio normado estrictamente convero. En-
tonces, dados e1,es € ) no nulos, se tiene que

lex]] [lez|] < max{lles +es] , fler — ea[}- (3.4)

3.3. Resultados iniciales

A'lo largo de esta seccién vamos a suponer que X e Y son espacios métricos y
que E y F' son espacios normados estrictamente convexos. Ademés, asumire-
mos que 71" : Lip(X, E) — Lip(Y, F') es una isometria lineal suprayectiva que
satisface que el conjunto A definido como

A={yeY :Te(y)=0Vec E} (3.5)

es vacio. Asi, el objetivo en esta secciéon es tratar de probar que 7' es una
aplicacion biseparadora.

Lema 3.3.1 Sean f € Lip(X,FE) y xo € X tales que f(xo) # 0. Entonces
existe una funcion g € Lip(X, E) con

L(g) < ll9llos = llg(zo)l

tal que

Lg+f) <llg+ fllos = I(g + /o)l = llg(zo)l| + [[f (zo)l
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Demostracion. Sea e := f(xy) € F y supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que ||e|]| = 1. Definamos ahora la funcion [ € Lip(X, E) como

[(z) := max{0,2 — d(z,z0)} - €

para cada © € X. Es sencillo observar que [ satisface que ||l(z¢)] = 2,
|ll(x)]] < 2 para todo x € X tal que « # xy y ademas L(l) < 1. Finalmente,
consideremos n € N con

n> £l

y definamos
g :=nl.

Resulta inmediato comprobar que g pertenece a Lip(X, F) y que satisface
que [|g(xo)|| = 2n, ||g(x)| < 2n para todo z € X \ {zo} y L(g) = nL(l) < n,
por lo que

L(g) < gl = llg(zo)]-

Por otro lado, puesto que e = f(xg), es obvio que

I(g + ) (@o)ll = llg(xo)ll + [If (o) || = 2n + 1.

Ademaés, para cada z € X \ {zo} con d(z,z¢) < 2, dado que | f(x)| <
| f(xo)|| + L(f)d(x,20) y n > L(f), se tiene que

g+ N@I < gl +[If ()]

2n — nd(z, o) + || f (wo)[| + L(f)d(x, z0)
2n + || f (o) ||

2n + 1,

ARPVAY

y en el caso en que d(z,xg) > 2, se tiene que g(x) = 0, por lo que

(g + D@ = [F @) < fllo <7

Para finalizar, como sabemos que L(g) < ny L(f) < n, tenemos que
L(g+ f) < 2n,

lo que nos permite concluir que

Lig+f) < g+ flloo = l[(g + F)(zo)ll = [lg(zo) | + 1./ (xo)]]
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Nota 3.3.2 El resultado anterior es vdlido para cualquier espacio normado,
no es mecesario asumir que sea estrictamente convezxo.

Lema 3.3.3 Sea f € Lip(X, E) tal que L(Tf) < |[Tf|l., = [ITf(yo)| para
algun yo € Y. Entonces L(f) < || fll -

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que | f||., < L(f). En-
tonces, por ser T' una isometria, se tiene que

L) = Ilfllp = 1T fll, = 11T (mo)ll - (3-6)

Por otra parte, para cualquier e € I, existe una constante positiva M tal
que Hf”oo + M |le|| < L(f), por lo que

If £ Mé[|, < L(f) = L(f £ Meg),

lo que implica que || f £ M¢é||, = L(f). Por tanto, teniendo en cuenta (3.6),
podemos concluir que

1T (f £ Me) (yo) | < |T(f £ Me)|[, = [[f £ Me|[, = L(f) = TS (yo)ll

y, por ser I estrictamente convexo, atendiendo a la desigualdad (3.4), de-
ducimos que Té(yo) = 0 para todo e € E, por lo que yo € A. Sin embargo,
esto es imposible puesto que estamos asumiendo que el conjunto A (definido
en (3.5)) es vacio. O

A continuaciéon probaremos que, si 7" es una isometria para la norma ||. ||,
entonces también lo es para la norma ||.|| .

Corolario 3.3.4 T es una isometria con respecto a la norma del supremo.

Demostraciéon. Supongamos que ||f||., < ||Tf||.. Entonces, podemos
tomar € > 0 e yg € Y tales que

1flloo +& < I1Tf (yo)l - (3.7)
Ahora, por el Lema 3.3.1, sabemos que existe g € Lip(Y, F') con
L(g) <ll9llc = llg(wo)l (3.8)

tal que

Lig+Tf) <llg+Tfl =g +THwo)ll = lgtwo)ll + ITfwo)ll - (3-9)
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Entonces, aplicando el Lema 3.3.3 en (3.8), obtenemos que
LT < 177l
y si le aplicamos en (3.9),
LT g+ ) < [T+ f.-

Finalmente, puesto que 7" es una isometria, atendiendo a (3.8) y (3.9), pode-
mos deducir, respectivamente, que

17l = Tgll, = llgll, = llg(wo)l (3.10)
y que
1T g+ fllo =T g+ fll, = llg + TAll, = (g + Ty -

Sin embargo, esto no es posible, puesto que si tenemos en cuenta (3.7) y
(3.10), se tiene que

1T+ flle < (1T 79ll + 151

<
< Mgl + I Tf (o)l — &
< g +Tf)wo)ll -

Si asumimos que |T'f|l, < I|fll., por ser T~! una isometria, aplicando un
razonamiento analogo al anterior obtenemos la misma conclusion, lo que nos
permite afirmar que 7" es una isometria para la norma ||.||__. O

En estos momentos, disponemos de las herramientas suficientes para poder
abordar el principal resultado de esta seccion. La demostracion del mismo es
una adaptacion al contexto de los espacios de funciones de Lipschitz de la
dada en [40, Corolario 4.3].

Teorema 3.3.5 Sean X e Y espacios métricos, E y F espacios normados
estrictamente convexos y T : Lip(X, E) — Lip(Y, F) una isometria lineal
suprayectiva que satisface {y € Y : Te(y) =0 Ve € E} = (). Entonces T es
biseparadora.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que 7" no es separadora.
Entonces existen dos funciones f y g en Lip(X, E') con cozeros disjuntos tales
que coz(T f)Ncoz(Tyg) # 0. Por tanto, existe yo € Y tal que T'f(yo) = f1 # 0
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vy Tg(yo) = f2 # 0. Ademas, como F' es estrictamente convexo, si tenemos
en cuenta la desigualdad (3.4), podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que

o] < [Ifil] < [Ifi + 2] -

Consideremos ahora )
A= 3 (I + 2/ = [If11])

y definamos los siguientes conjuntos:

U:={yeY Tfl <l + A}

Vi={y e Y Tg(y)ll <Ilf2ll + A}

Es inmediato observar que U NV es un entorno abierto de yq, por lo que
existe r > 0 tal que B(yo,r) C UNV. A continuacion, definamos una funcion
k € Lip(Y, F') como

k(y) := méax {07 1— d(y,yo)} f; + 1,

r A

para todo y € Y, y para finalizar, tomando n € N tal que
n > max{[|Tf[ .. [Tl }

consideremos

[ :==nk.
Resulta obvio que [ € Lip(Y, F'), coz(l) = coz(k) = B(yo,7), y ademas

10l = ECyo)ll = n [ (yo) || = n.

Ahora, por un lado, puesto que f; = T'f(yo) y f2 = T'g(vo), tenemos que

[L+Tf+Tgll, > +Tf+Tg)(yo)ll

= (i)l + [I(T'f + Tg) (o)
= n+|f+5. (3.11)

Por otro lado, como estamos asumiendo que las funciones f y g tienen cozeros
disjuntos, es sencillo observar que

72045+ gl =m0 ST 0],
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y como hemos visto en el Corolario 3.3.4 que T' es una isometria con respecto
a la norma del supremo, se tiene que

[L+Tf+Tygl =méx{[[l + Tfll. Il +Tyll}- (3.12)
Ahora bien, como coz(l) = B(y,r) C UNV, atendiendo a las definiciones de
los conjuntos U y V' dadas anteriormente, se puede deducir que, para todo
x € B(yo, ),
[+ Tf) (@) < i) + [T @) < n+ [f]+ A
y ademas, si z € X \ B(yo, 1), por definicion de n, se tiene que
[+ TH @) =ITf(@)] <ITfllo <n
De manera andloga, si x € B(yo,7), se tiene que
1+ Tg) ()| < [[l(@)]] + [ Tg(x)]] <n+ 2] + A,
mientras que si x ¢ B(yo, ),
1L+ Tg) ()| = [ Tg(2)|| < [ Tgl <n.
Por tanto, podemos concluir que

W+Tfll, <n+|fi]l + X <n+|f + £

y que
11+ Tgll, <n+ il + A <n+|f+Lf,

lo que, atendiendo a la igualdad (3.12), implica que
[L+Tf+Tgl., <n+]|f+5],
en contra de lo probado en (3.11). Asi pues, 7" es una aplicacion separadora.

Para ver que su inversa 7! tambiés lo es, se puede proceder de manera
analoga. U
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3.4. R-componentes

En este apartado, vamos a definir una relaciéon de equivalencia en los espacios
métricos de base que nos permitird obtener una completa descripcion de
las isometrias lineales suprayectivas entre espacios de funciones de Lipschitz
definidas sobre ellos.

Es sencillo comprobar que, en la siguiente definicién, ~g constituye una
relacion de equivalencia en un espacio métrico.

Definiciéon 3.4.1 Sean R > 0 y (X, d) un espacio métrico. Dados z,y € X,
se dice que x estd R-relacionado con y (v ~g y) si existen xy,...,T, € X
conxy =, Ty, =y ydx;,xi1) < Rparai=1,...,n—1.

Llamaremos R-componente a cada clase de equivalencia en X por la relacion
de equivalencia ~pr. El conjunto de todas las R-componentes de X serd de-
notado como Comp p(X).

Ejemplo 3.4.2 Si consideramos el conjunto de los nimeros naturales dotado
de la métrica usual, es trivial observar que obtenemos un espacio métrico en
el que hay infinitas 1-componentes, es decir,

Comp, (N) = {{n} : n € N},
y, sin embargo, solo hay una unica 2-componente, esto es,
Comp, (N) = {N}.

Por otro lado, si tomamos el conjunto X = (0,1)U(3,4) dotado de nuevo de
la métrica usual, tenemos que

Compl(X) = {(07 1)7 (37 4)} = Comp2<X)a

mientras que

Comp, (X) = {X}.

A lo largo de esta seccion, continuaremos con la misma notacion que en la
anterior, es decir, X e Y seran espacios métricos, E y F' espacios normados
estrictamente convexos y 7' : Lip(X, E) — Lip(Y, F') una isometria lineal
suprayectiva tal que el conjunto A = {y € Y : Té(y) = 0 Ve € E} es vacio.

Asi, a partir de este momento, lo que pretendemos es determinar el com-
portamiento, en cada una de las R-componentes del espacio métrico Y, de la
imagen por T de las funciones constantes.
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Proposicion 3.4.3 Para cualquier e € E, se tiene que Te es constante en
cada 1-componente de Y y ademds | Té(y)|| = |le|| para todo y € Y.

Demostracién. Supongamos que existe e € I no nulo tal que la funcion
Te no es constante en una 1-componente de Y. Entonces, existen dos puntos
distintos y1,y2 € Y, con y; ~ ys, tales que f; := Té(y;) y fy := T€(y2) son
diferentes. Puesto que los puntos y; e y» pertenecen a la misma l-componente
de Y, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que

D = d(yl,y2> < 1.

Supongamos ahora que f; # 0 y consideremos la funcion g € Lip(Y, F)

definida como p
g(y) := méx {O, 1-— (yl’)yl) } £y

para todo y € Y. Es sencillo observar que g(y;) = f1, g(y2) = 0 y ademaés

1]

L(g) = o > Il = llgll o »

lo que implica que ||g||; = |If1]| /D. Ademaés, si tenemos en cuenta que 7
es también una isometria y aplicamos el Corolario 3.3.4, obtenemos que

I1T7ll, > 7]l -

por lo que [|[T g, < L(T'g). De este modo, podemos tomar una constante
positiva M tal que

| T g+ Mé&|| < ||T gl + Mlel < L(T"'g) = L(T"g £+ M8),
y como consecuencia

N _ N _ ~ f
|79 £ Mé||, = L(T'g£ M&) = L(T'g) = ||T'g||, = %. (3.13)

Por otro lado, puesto que F' es estrictamente convexo, en virtud de la de-
sigualdad (3.4), es obvio que

[y + M (£ — )] > [Ify] (3.14)

[f1 — M (f, — £2)|| > [|f2]].- (3.15)
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Ahora, sin mas que sustituir por sus valores, es sencillo comprobar que

(g + MT€) (1) — (9 + MT€) (y2)|| = |fr + Mty — M|
= i+ M (f; — )|
y ademas
(g = MTe) (y1) — (9 — MT€) ()| = |fs — Mfy + Mb|
= E-M{E-H),
por lo que, gracias a (3.14) y (3.15), se tiene que
(g + MTe) (1) — (g + MTe) (o)l _ _NIEll  _ JIfu]
d(yh y?) d(yh 3/2) D
O ~
Ig — MTe) (1) — (g = MTe) ()| lIfall  _ [Ifall
d(yh yQ) d(yh yQ) D

Finalmente, esto nos permite concluir que

lg +MTe[|, > |Ifsl[ /D

lg = MTell, > |l /D,

lo cual es imposible si tenemos en cuenta la igualdad obtenida en (3.13) y
que T' es una isometria. Por tanto, queda probado que, para todo e € F, la
aplicacion T'€ es constante en cada 1-componente de Y.

Veamos ahora que, fijado e € E, ||Té(y)|| = ||le|] para todo y € Y. Supon-
gamos que Té(y) = f para todo y en B € Comp,(Y). Entonces, por un lado,
resulta obvio que

[l < 1Tello < [[Tell, = [lell, = lle]l-
Por otro lado, consideremos la funcion g € Lip(Y, F') definida como
g =XB" Té7

es decir,

]t siyeB
g(y)_{o siye Y\ B.
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Teniendo en cuenta la definicion de la relacion de equivalencia ~q, se tiene

que d(B,Y \ B) > 1, con lo que

I£1]

(9) = m < [Ifll = 9/l

y como consecuencia ||g||; = |/f||. Definamos ahora [ € Lip(Y, F') como
[ = XY\B -Te.

Es obvio que coz(g) N coz(l) = (), y como en el Teorema 3.3.5 hemos visto
que T es una aplicacion biseparadora, concluimos que

coz(T ™ g) Ncoz(T~ 1) = 0.
Ademas, es sencillo observar que g + [ = T€, por lo que
T 'g+T ' =g,

lo que nos permite deducir que T~1g toma el valor e en algiin punto de X.
Por tanto, como 7'~! es una isometria, se tiene que

lell < [|77"gll. < 1T7"gl[, = llgll, = Nl

Asi, para cualquier e € E, podemos afirmar que ||T¢(y)|| = ||e| para todo y
en una l-componente de Y, y, en consecuencia, para todo y € Y. O

El siguiente resultado proporciona una descripciéon de la imagen por 7' de
las funciones constantes en cada 1-componente de X.

Lema 3.4.4 Ezisten una aplicacion biyectiva H : Comp,(X) — Comp,(Y) v,
para cada A € Comp,(X), una isometria lineal suprayectiva J4 : E — F tales
que

T(xa-€) = Xu(a) - Jale) = xua) - T¢
para todo e € E.

Demostracion. Fijemos A € Comp,(X) y e € E no nulo, y definamos las
funciones

Ji=Xxa-e

g:=Xx\aA"¢€
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que pertenecen a Lip(X, E). Es obvio que coz(f) N coz(g) = 0, por lo que
coz(T f) Ncoz(Tg) = O en virtud del Teorema 3.3.5. Ademés, puesto que
f+g=¢,
tenemos que
Tf+Tg =T,

y por la proposicién anterior, deducimos que T'f + T'g es constante en cada
l-componente de Y. Ahora bien, teniendo en cuenta que T7'f y Tg tienen
cozeros disjuntos, se deduce que, para todo y € Y,

Tf(y) € {0,Te(y)}

Tyg(y) € {0,Te(y)} -
Veamos que 7' f es constante en cada 1-componente de Y. Supongamos que no
es asi y que existen 41, ys € Y con y; ~1 ys talesque T f(y1) # 0y T'f(y2) = 0.

Podemos asumir que d(y1,y2) < 1y ademas [|[Tf(y1)| = (|[T€(y)| = |le]l
(segtin la Proposicion 3.4.3), lo que nos permite concluir que
ITf () = Tfw)ll el

ITfll, > L(Tf) > > le]|- (3.16)

d(yla 92) d(yla 92)

Sin embargo, como d(A, X \ A) > 1 por ser A una l-componente de X,
tenemos que
el
L =
(h=-

(4, X\ 4)

lo que implica que || f||, = |||/, siendo esto imposible si tenemos en cuenta
(3.16) y que T es una isometria. De esta manera, queda probado que la
funcion T'f, es decir, T'(x 4 - €), es constante en cada 1-componente de Y.
Veamos ahora que existen una tnica 1-componente B de Y y f € F' con
Ifll = |le|| tales que Tf = xp - f. Supongamos, por el contrario, que existen
By, By € Comp,(Y), By # Bs, y f1,f5 € F con ||fi|| = |le]| = ||f2] tales que

< lell = I/l »

Tf=xp fi+xp b

En primer lugar, es obvio que coz(xg, - f1) N coz(xp, - f2) = 0, y como en el
Teorema 3.3.5 hemos visto que 7' es biseparadora, se tiene que

coz (T_I(XB1 f1)> ﬂcoz (T_I(XB2 %2)) = 0.
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Ademas, f =T (yz, E) + T (xB, -f'g), o equivalentemente,
Xa-e=T"(xp £)+T ' (xp )

Ahora, aplicando un razonamiento analogo al del inicio de esta demostracion,
podemos afirmar que las funciones T~ (xp, -f1) y T~ '(xs, - f2) son constantes
en cada 1-componente de X, y, en particular, lo son en A. Por tanto, como
hemos visto que tienen cozeros disjuntos, una de ellas debe tomar el valor
constante 0 en A, lo que implica que T~ (xp, -f;) =00 T (x5, - f») = 0,
siendo esto absurdo dado que T~! es inyectiva.

En resumen, acabamos de ver que, para cada A € Comp,(X) y e € E,
existen una tnica B € Comp,(Y) y f € F con ||f|| = ||e| tales que

T(xa-8) =xp-T (3.17)

Esto nos permite definir sendas aplicaciones H : Comp,(X) — Comp,(Y) y
J4s: F — F tales que

T(xa-€) = xm) -Jale) (3.18)

para toda A € Comp,(X) y e € E. Por tanto, debemos probar que H es
biyectiva y que, para cada A € Comp,(X), la aplicacion J 4 es una isometria
lineal suprayectiva.

En primer lugar, veamos que H es inyectiva. Sean A, B € Comp,(X) con
A # B. Es obvio entonces que coz(xa - €) Ncoz(xp - €) = 0, y, segin el
Teorema 3.3.5, coz (T'(xa - €))Ncoz (T (x5 - €)) = (. Finalmente, aplicando la
caracterizacion (3.18), tenemos que

€oz <XH(A) 'JA(G) > ﬂCOZ <XH(B) . J/B\(e/) ) =0

siendo J4(e) # 0y Jg(e) # 0, lo que implica que H(A) # H(B), quedando
probado que H es inyectiva.

Comprobemos, en segundo lugar, que H es suprayectiva. Para ello, sea B €
Comp, (Y'). Si tomamos f € F' no nulo, podemos considerar la funcion

xs - f € Lip(Y, F).

Ahora, por ser T~! una isometria lineal suprayectiva, aplicando un razo-
namiento anélogo al que nos permite obtener (3.17), podemos deducir la
existencia de A € Comp,(X) y e € F con [le|]| = ||f|| tales que

T (xp-f) = xa-8, (3.19)
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y en consecuencia T(x4 -€) = T[T (x5 - )] = x5 - f, por lo que H(A) = B.
Por tanto, H es suprayectiva.

Queda por probar que, dada A € Comp,(X), la aplicacion J4 : E — F es
una isometria lineal suprayectiva. Resulta trivial observar que J,4 es lineal.
Ademas, atendiendo a las caracterizaciones dadas en (3.17) y (3.18), se tiene
que [|[Ja(e)|| = |Ifl| = |le|| para todo e € E, por lo que J4 es una isometria.
Finalmente, veamos que es suprayectiva. Para ello, sea f € F. Tomando
B € Comp, (Y), segtn (3.19), existen A € Comp,(X) y e € E tales que

T (xs-f) =xa-8,

lo que nos permite obtener que

T(xa-€)=xgp-f
Ademas, en (3.18), hemos visto que T'(xa - €) = Xm(a) - Ja(e), con lo que
J4(e) =f, quedando asi probado que J,4 es suprayectiva.
Por ultimo, fijada A € Comp,(X) y e € E, e # 0, consideremos las
funciones f y g definidas al inicio de esta demostracion. Por la caracterizacion
(3.18) y dado que T es lineal, tenemos que

Te=T(f+g9)=Tf+Tg=xXu) - Jale) +Tg.

Para finalizar, como ya ha sido indicado, coz (XH(A) -Ja(e) ) (N coz(Tg) = 0,
lo que nos permite concluir que x4y - T€ = Xm(a) - Jal(e). O

Observacion 3.4.5 Como T es una isometria lineal suprayectiva, podemos
considerar su inversa T~ : Lip(Y, F) — Lip(X, E), que también lo es. Asi,
aplicando el lema anterior, es posible deducir la existencia de una aplicacion
biyectiva M : Comp,(Y) — Comp,(X) y, para cada B € Comp,(Y), una
wsometria lineal suprayectiva Kpg : F' — E tales que, para todo f € F,

T (x5 1) = xup) - Ks().

Ademds, es sencillo observar que M = H™' y que, para cada A € Comp,(X),
Kp) = JZI. De esta manera, tenemos que

T (xaay - ) = xa-35'(D)
para toda A € Comp,(X) yfe F.
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A continuacion, veremos que la aplicacion H descrita en el Lema 3.4.4
preserva distancias menores que 2.

Lema 3.4.6 Sean A, B € Comp,(X). Si min{d(A, B),d(H(A),H(B))} < 2,
entonces d(A, B) = d(H(A), H(B)).

Demostracién. Supongamos que A y B son dos 1-componentes de X
tales que min{d(A4, B),d(H(A),H(B))} = d(H(A),H(B)) < 2. Entonces,
para probar el lema, basta ver que d(A, B) < d(H(A), H(B)). Para simpli-
ficar la notacion, definiremos Dy := d(A, B) y Dy := d(H(A), H(B)).

En primer lugar, tomemos f € F' no nulo y definamos ¢g € Lip(Y, F) como

9= (xn) — xum) L,
es decir,
f siye H(A)
g(y) =<4 —f siy € H(B)
0 siyeY\(H(A)UH(B)).

Entonces, es obvio que ||g|| . = [If|. Ademas,

B 1] T
Lo= sw {d<H<A>,c>’d<H<B>,C>’ D, } (3.20)
CAH(A)H(B)

Ahora, puesto que d(H(A),C) > 1y d(H(B),C) > 1 para toda 1-componente
C de Y, y estamos suponiendo que Dy < 2, obtenemos que

2 |If]
Lig) = -~ > Il = llgll . (3.21)
2

lo que implica que ||g||;, = 2]|/f|| /D2. Por otro lado, teniendo en cuenta la
Observacion 3.4.5, se tiene que

T =xa-J3'(f) — x5 -I5'(6),
o lo que es lo mismo,

JMf) sizeA
Tg(x) =< -J;'(f) sizeB
0 size X\ (AUB).
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Si tenemos en cuenta ahora que 7! es también una isometria lineal suprayec-
tiva, podemos aplicar el Corolario 3.3.4, con lo que T~! es una isometria
respecto a la norma del supremo. Asi, observando (3.21), obtenemos que
|T~Yg|l, > [T 'g|l... Ademés, como J;' es una isometria para toda A €
Comp, (X), tenemos que || T 1g||, = |If]l, por lo que un razonamiento anilogo
al seguido en (3.20) nos permite concluir que

IR = (35O IR + 350
d(Av B) Dl .

IT79ll, = L(T™"9)

Finalmente, por ser 7! una isometria, tenemos que
2] _ 1950+ 35 0]
D, D, '

Ahora bien, ||J;'(E)+JI5' (6)|| /Dy < 2|f]| /D1 por ser J;' y J5' sendas
isometrias, luego

2l _ 21/f]
D, = Dy’
y como consecuencia D < D,. Esto prueba el lema en el caso en que
min{d(A, B),d(H(A), H(B))} = d(H(A), H(B)) < 2.
Para el caso en que min{d(4, B),d(H(A),H(B))} = d(A,B) < 2, se
procedera de manera anéloga. U

Para finalizar esta seccion, veremos un resultado que caracteriza la imagen
por T de las funciones constantes definidas en X.

Corolario 3.4.7 Existe una aplicacion J : Y — I(E,F) constante en cada
2-componente de Y tal que Té(y) = (Jy)(e) para todoe € E ey €Y.

Demostracion. En virtud del Lema 3.4.4, sabemos que existe una iso-
metria lineal suprayectiva J 4 asociada a cada 1-componente A de X. De esta
manera, podemos definir Jy := J4 para todo y € H(A), lo que nos permite
considerar la aplicacion

J:Y — I(E,F)
y Jy.

Veamos ahora que J es constante en cada 2-componente de Y. Por definicion
de cada Jy, sera suficiente probar que J4 = Jg siempre que A y B sean dos
1-componentes de X que satisfacen que d(H(A), H(B)) < 2.
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Para ello, tomemos A, B € Comp,(X) tales que d(H(A), H(B)) < 2. En
primer lugar, por el Lema 3.4.6, tenemos que d(A, B) = d(H(A), H(B)), por
lo que también es cierto que d(A, B) < 2. Consideremos ahora e € E no nulo
y definamos f € Lip(X, E) como

[ = (xa—xsB) &

Resulta sencillo observar que ||f]|., = |le]|. Ademés, aplicando un razona-
miento analogo al dado en (3.20), se tiene que

le = (=e)ll _ 2]l

L = d(A,B)  d(A B)

y como d(A, B) < 2, podemos asegurar que

11l = LO) > 1l - (3.22)

Ahora, en virtud del Lema 3.4.4, tenemos que

Tf = xuu-Jale) = xuws) - Is(e),

y como T es una isometria para la norma del supremo (ver Corolario 3.3.4),
teniendo en cuenta (3.22) y aplicando un razonamiento similar al seguido en
(3.20), deducimos que

[Jale) = (=Is(e)ll _ [IJale) + In(e)]]
d(H(A), H(B)) d(H(A), H(B))

ITfll, = L(Tf) =

Esto nos permite concluir, por ser 7" una isometria, que

2[lell _ [[Jale) +In(e)]]
d(A,B)  d(H(A),H(B))’

y como ademés hemos visto que d(A, B) = d(H(A), H(B)),
[Ja(e) + Ip(e)]| = 2|le]-

Si a esto ultimo le unimos que ||J4(e)|| = |le]| = ||Is(e)|| por ser J4 v Jp
sendas isometrias, podemos afirmar que J4(e) = Jp(e) puesto que F es un
espacio normado estrictamente convexo. En consecuencia, para cualesquiera

A, B € Comp,(X) con d(H(A), H(B)) < 2, queda probado que J4(e) = Jp(e)
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para todo e € E| y, por consiguiente, que la aplicacion J es constante en cada
2-componente de Y.

Por tltimo, tomemos e € F e y € Y. Si suponemos que y pertenece a una
I-componente cualquiera H(A) de Y, por definicion de Jy y el Lema 3.4.4,
se tiene que

(Jy)(e) = Jale) = Te(y),

lo que da por concluida la demostracion del resultado. U

3.5. Condiciones sobre la isometria

Como ya hemos indicado en la introduccion del capitulo que nos ocupa,
una de las maneras de abordar el problema de caracterizar las isometrias
definidas entre espacios de funciones de Lipschitz es imponiendo condiciones
sobre el comportamiento de la propia isometria. Pues bien, asumiendo que las
isometrias lineales suprayectivas satisfacen que el conjunto A (véase (3.5)) es
vacio y utilizando todos los resultados vistos previamente, vamos a tratar de
caracterizar dichas aplicaciones en el caso en que las funciones de Lipschitz
estén definidas en espacios métricos completos y tomen valores en espacios
normados estrictamente convexos. Puesto que toda isometria lineal suprayec-
tiva que satisface que el conjunto A es vacio es automaticamente biseparado-
ra (véase el Teorema 3.3.5), por ser los espacios métricos de base completos,
podemos hacer uso de los resultados obtenidos en el Capitulo 2, en los que
caracterizamos las aplicaciones biseparadoras entre espacios de funciones de
Lipschitz. Si ademéas tenemos en cuenta los resultados vistos a lo largo de
este capitulo, es posible probar el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1 Sean X e Y espacios métricos completos, E y F espacios
normados estrictamente converosyT : Lip(X, E) — Lip(Y, F) una isometria
lineal suprayectiva tal que el conjunto A = {y €Y : Té(y) =0 Ve € E} es
vacio. Entonces existen una aplicacion h :' Y — X que preserva distancias
menores que 2 y una aplicacion J Y — I(E,F) constante en cada 2-
componente de Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € Lip(X,FE) ey €Y.
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Demostracion. Segin el Corolario 3.4.7, bajo estas condiciones, esta
probada la existencia de una aplicacion J : Y — I(E, F') constante en cada
2-componente de Y que satisface

(Jy)(e) = Te(y) (3.23)

para todo e € E e y € Y. Ahora, fijemos f € Lip(X,FE) e y € Y. Como en
el Teorema 3.3.5 hemos visto que 7T’ es biseparadora, podemos considerar el
homeomorfismo h : Y — X asociado a T" obtenido en el Teorema 2.5.15 del
Capitulo 2 y definir la funcion g € Lip(X, E) como

g:=f— f(h(y)).

Es obvio que g(h(y)) = 0, por lo que aplicando la Proposicion 2.6.4 vista en
el capitulo anterior deducimos que

—_—

Tf(y) =Tf(hy))(y).

Finalmente, teniendo en cuenta la caracterizaciéon de la aplicacion Jy dada
n (3.23), podemos concluir que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))- (3.24)

Por tanto, para finalizar esta demostracion, es suficiente ver que h preser-
va distancias menores que 2. Para ello, probemos que, si 1,42 € Y satisfacen
que min{d(y1, y2), d(h(y1), h(y2))} < 2, entonces d(h(y1), h(y2)) = d(y1, y2).

Supongamos que min{d(y1,yz2),d(h(y1), h(y2))} = d(y1,y2) < 2. Entonces,
debemos probar que d(h(y1), h(y2)) < d(yi1,y2). Para simplificar la notacion,
1),

definiremos D := d(h(y1), h(y2)). Tomemos e € E con |le|| = 1 y definamos
la funcion g € Lip(X, E) como

RIS S L

para cada x € X. Es sencillo observar que

l9llo = 1, g(h(y1)) = e, g(h(y2)) = —ey L(g) =2/D.
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Ademas, teniendo en cuenta (3.24) y que Jy; = Jyz (puesto que d(y1,y2) < 2
y J es constante en cada 2-componente de Y'), se tiene que

1Tg(y1) — Tg(ya)|l

1Tgll, =
d(y1, y2)
_ Iy (g(h(y1))) = (Jy2) (g(h(y2))) ]
d(y1,92)
_ Gy)(e) = (Jy2)(—e)l
d(yl,?h)
o 2]e
d(y1,12)
2
- d(?h,yz)>17 529

lo que nos permite concluir, por ser T' una isometria, que ||g||;, > 1. Ahora
bien, como ||g||,, = 1, se tiene que

lgll, = L(g) = 2/D,

y por tanto
ITgll, = 2/D-

Como consecuencia, puesto que hemos visto en (3.25) que ||T'g||, > 2/d(y1, y2),

obtenemos que
2 2

B —
D ~ d(y1,y2)

es decir, que D < d(y1,12). Asi, queda probado que d(h(y1), h(y2)) = d(y1,y2)
siempre que min{d(y1,y2),d(h(y1), h(y2))} = d(y1,y2) < 2. Para analizar el

caso en que min{d(y1,y2),d(h(y1), h(y2))} = d(h(y1),h(y2)) < 2 se puede
desarrollar un razonamiento analogo. U

3.6. Condiciones sobre los espacios métricos

A diferencia de la seccidén anterior, en esta nos ocuparemos del estudio de
las isometrias lineales suprayectivas definidas entre espacios de funciones de
Lipschitz sin ningin tipo de condicionamiento adicional sobre las mismas.
Sin embargo, para poder obtener una completa caracterizacion de tales apli-
caciones, debemos imponer alguna condiciéon sobre los espacios métricos de
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base. En concreto, asumiremos que los espacios métricos en los que se de-
finen las funciones de Lipschitz son completos y 1-conexos, obteniendo de
esta manera una generalizacion del resultado dado por N. Weaver en [73] al
caso en que las funciones de Lipschitz toman valores en espacios normados
estrictamente convexos.

Lo primero que haremos serd definir los espacios métricos 1-conexos y
mencionar una propiedad de los mismos.

Definicién 3.6.1 Un espacio métrico se dice que es 1-conezxo si no se puede
descomponer en dos subconjuntos (no vacios) disjuntos cuya distancia sea
mayor o igual que 1.

Observacion 3.6.2 Teniendo en cuenta la definicion de R-componente de
un espacio métrico (Definicion 3.4.1) y la Definicion 3.6.1, resulta sencillo
darse cuenta de que, si X es un espacio métrico 1-conexo, entonces, para
todo R > 1, se tiene que Compp(X) = {X}.

Antes de probar el primer resultado de esta seccion, recordemos que el
conjunto A se define como A :={y €Y :Té(y) =0 Ve € E}.

Pues bien, en el siguiente resultado veremos que, siempre que los espacios
métricos de base sean 1-conexos, toda isometria lineal suprayectiva definida
entre espacios de funciones de Lipschitz satisface que el conjunto A es vacio.

Proposicién 3.6.3 Sean X eY espacios métricos 1-conexos, E y F' espacios
normados estrictamente converos yT : Lip(X, E) — Lip(Y, F') una isometria
lineal suprayectiva. Entonces el conjunto A es vacio.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que A # (). Es inmediato
observar que A€ es también no vacio, ya que al ser 1" inyectiva, para cualquier
e € E no nulo, Té(y) # 0 para algin y € Y, con lo que y ¢ A. Ahora, puesto
que Y es 1-conexo, tenemos que d(A¢, A) < 1, y como consecuencia, existen
Yo € Ay £ > 0 de modo que

d(yo, A) < 1—2e. (3.26)

A continuacion, consideremos f € F' con [[f|| = 1 y definamos la funcion
g € Lip(Y, F') como

9(y) == mdx{0,2 — d(y,y0)} - £
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para todo y € Y. Resulta sencillo comprobar que g satisface

91l = ll9lle = ll9(xo)ll = 2, (3.27)
L(g) <1,
y para todo y € Y tal que y # v, se tiene que
lg()ll < 2.

Veamos que || T g||, = [|T"g||..- Supongamos que no es cierto, por lo que
1T gl < L(T"'g). Entonces, para cualquier e € E, existe una constante
positiva M tal que

IT"gll, + Mllell < L(Tg),
lo que nos permite deducir que
|7 1g £ Me|| < L(T'g) = L(T'g = Mg).
Asi, tenemos que
|79+ Mé||, = L(T'g£ M&) = L(T'g) = | Ty, -

Ahora bien, puesto que 7" es una isometria, si observamos (3.27), obtenemos
que
lg = MTel|l, = llgll, = llg(wo)ll,

lo que implica que, en particular,

19(yo) £ MTeE(yo)ll < [lg(yo)ll -

Por tanto, como F’ es un espacio normado estrictamente convexo, atendiendo
a la desigualdad (3.4), podemos concluir que T€(yy,) = 0 para cualquier
e € F, lo que contradice que yo pertenece a A°. Queda probado entonces
que |77 g, = [T gl Como consecuencia, por ser T una isometria, si
tenemos en cuenta (3.27), obtenemos que

177l =179l = Nlgll, = 2.

por lo que existe un punto xy en X tal que

1T g(zo)|| > 2 —e. (3.28)
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Ahora, es obvio que

T~ g(z0)
1 —1
T g(zo) = ||T7 " g(z0)|| T gz
y si definimos

o= ||T_1g(x0)H
Y 1

o = T g(xo)

1Tg(zo) |’

obtenemos o € R con o > 2 — ¢ (véase (3.28)) y e; € E con [e1]] = 1 tales
que
T g(x¢) = aey.

Por tanto, es inmediato comprobar que
161+ T "g||, = ||e1(0) + T g(zo)|| = ller + cer]| = (1 + @) fles]| > 3 — ¢,
lo que nos permite deducir que
|78 +gl,>3—¢
por ser T una isometria. Ahora bien, puesto que
L(Té, +g) < L(Té&))+ L(g) <1+1=2,

podemos concluir que
HTél +gHoo >3- €,

y en consecuencia, que el conjunto
Bi={yeY |(Té+g) ()l >3-e}

es no vacio. Como |lej|| =1y T es una isometria, se tiene que ||7¢;(y)|| <1
para todo y € Y, por lo que los puntos de B deben satisfacer que

lg()]] > 2 —c¢,

o equivalentemente, por definicion de g, que

d(y7 yO) <E.
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De esta manera, para algtin y; € Y con d(yo,y1) < €, se tiene que

ITe(y1) + 9(ya)l| > 3 —¢,

lo que implica que
T8 ()] > 1 —e.

Por otro lado, teniendo en cuenta la desigualdad (3.26), existe y» € A con
d(yo,y2) < 1 —2¢e, y como consecuencia

diy1,y2) <1—2e+e=1—c¢.

Finalmente, como y € A, tenemos que 7€ (y,) = 0, lo que nos permite
observar que

1T (ys) —Te(o)ll _ ITely)ll  1—e _

= =1,
d(y1,y2) dyr,y2) ~ 1—¢
concluyendo que L(7T€;) > 1. Esto nos lleva a una contradiccién puesto que
le1]] = 1y T es una isometria, quedando asi probado que A = (). O

Por tanto, este resultado nos permite eliminar hipotesis relativas al com-
portamiento de la isometria anadiendo la condicion de 1-conectividad sobre
las espacios métricos de base.

Para finalizar, gracias a la Proposicién 3.6.3 y al Teorema 3.5.1, pode-
mos obtener una completa caracterizacion de las isometrias entre espacios de
funciones de Lipschitz que extiende la dada por N. Weaver en [73].

Teorema 3.6.4 Sean X e Y espacios métricos completos y 1-conexos, E
y F espacios normados estrictamente convexos y T una aplicacion entre
Lip(X, E) y Lip(Y, F). Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) T es una isometria lineal suprayectiva.

(i) FEzisten una aplicacion h 1Y — X que preserva distancias menores que
2 y una tsometria lineal suprayectiva J : E — F tales que

para toda f € Lip(X, E) ey €Y.
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Demostraciéon. Para probar la implicacion (ii) == (i), es suficiente
aplicar la Proposicion 3.2.5.

Veamos que (i) = (ii). Atendiendo a la Proposicion 3.6.3, observamos
que el conjunto A es vacio. Por tanto, estamos en disposicion de aplicar el
Teorema 3.5.1, el cual nos permite confirmar la existencia de una aplicacion
h 'Y — X que preserva distancias menores que 2 y de una aplicacién
J:Y — I(E, F) constante en cada 2-componente de Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))

para toda f € Lip(X,E) e y € Y. Ahora bien, como hemos visto en la
Observacion 3.6.2, puesto que Y es un espacio métrico 1-conexo, se tiene que
Comp, (Y') = {Y'}, lo que implica que la aplicacion J es constante en todo Y.
Esto nos permite definir una isometria lineal suprayectiva J : £ — F' como
J := Jy para cualquier y € Y. Finalmente, tenemos que

para toda f € Lip(X,F)ey e Y. O






Capitulo 4

Aplicaciones que preservan ceros
comunes

4.1. Introducciéon

En este capitulo pretendemos caracterizar las aplicaciones lineales y biyecti-
vas que preservan ceros comunes entre ciertos subespacios de funciones con-
tinuas. Concretamente, dados A(X,E) C C(X,E) y AY,F) C C(Y, F), se
dice que una aplicacion T : A(X, E) — A(Y, F') preserva ceros comunes si

Z(f)NZ(g) #0 <= Z(Tf) N Z(Tg) # 0

para cualesquiera f,g € A(X, E), donde Z(f) :={x € X : f(z) =0},

El estudio de estas aplicaciones viene motivado por el trabajo llevado a
cabo por D. H. Leung y W. K. Tang en [61]. En este articulo, se consideran,
para espacios de Tichonov X e Y, espacios vectoriales topologicos Hausdorff
E y F'y determinados subespacios de funciones continuas A(X, E) y A(Y, F),
aplicaciones lineales T : A(X, E) — A(Y, F') que satisfacen

Misi Z(fi) # 0 <= N Z(Tfi) # 0 (Z)

para cualquier n € N y cualquier familia de funciones (f;)?_; en A(X, E). En
particular, en el caso en que X e Y son espacios realcompactos, probaron
que todo isomorfismo T : C(X, E) — C(Y, F) que satisface la propiedad (Z)
es de la forma

Tf(y) = (Jy)(f(h(y)))
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para toda f € C(X,FE) ey € Y, siendo h : Y — X un homeomorfismo
y Jy : E — F un isomorfismo para cada y € Y. Ademas, se obtiene un
resultado andlogo para espacios de funciones diferenciables. Asimismo, los
resultados obtenidos en este trabajo resuelven una conjetura que Z. Ercan y
S. Onal propusieron en [30] y en la que afirmaban que

“Si X eY son espacios compactos y Hausdorff y E y F son reticulos com-
pletos, entonces todo isomorfismo de reticulos T : C(X,E) — C(Y, F) tal
que

Z(f) #0 = Z(Tf) #0 (P)

para cualquier [ € C(X, E) induce un homeomorfismo entre X e Y y un
wsomorfismo de reticulos entre 'y F.”

En [24], N. C. Wong y sus colaboradores también demostraron dicha con-
jetura de manera casi simultidnea. Anteriormente, ésta habia sido estudiada
tan solo en ciertos casos particulares. Por ejemplo, cuando F' = R, la con-
jetura fue probada en [23|, mientras que en [63| se prueba el caso en que F
no tiene divisores de cero. Ademas, los propios Z. Ercan y S. Onal, en [30] y
[31], obtienen dicho resultado para distintos tipos de reticulos completos.

Por otro lado, la version de Lipschitz de la conjetura anterior es obtenida
en |51]. En concreto, se proporciona una completa descripcion de los isomor-
fismos T': A(X, E) — A(Y, F) que satisfacen la propiedad (P), siendo X e Y
espacios métricos compactos, F'y F' reticulos completos y A(X, E) y A(Y, F)
sendos subreticulos de Lip(X, E) y Lip(Y, F), respectivamente, que separan
y unen puntos uniformemente.

Después de motivar el tema que abordaremos en este capitulo, debe-
mos indicar que el principal resultado obtenido en el mismo proporciona
las propiedades que deben satisfacer los subespacios de funciones continuas
A(X,E)y A(Y, F) (inicio de la Seccion 4.2) para poder determinar una ca-
racterizacion de las aplicaciones que preservan ceros comunes definidas entre
ellos en el caso en que X e Y sean espacios métricos y F y F' espacios
normados (Teorema 4.4.5). Como consecuencia de esta descripcion, compro-
baremos que dichas aplicaciones se encuentran estrechamente relacionadas
con las aplicaciones biseparadoras (Corolario 4.4.8), lo que nos permitira
aplicar resultados ya conocidos que caracterizan tales aplicaciones y deducir,
en algunos casos concretos, la continuidad automaética de las aplicaciones que
preservan ceros comunes (Teoremas 4.5.1, 4.5.2 y 4.5.5).
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4.2. Notaciéon y resultados preliminares

A partir de este momento y mientras no se especifique lo contrario, va-
mos a suponer que X e Y son espacios métricos y E y F' espacios nor-
mados. Ademéas, mediante A(X, E') representaremos cualquier subespacio de
C(X, E) (respectivamente A(Y,F) C C(Y,F)) y A(X) denotaré cualquier
subanillo de C(X) (respectivamente A(Y) C C(Y')) que satisfacen las si-
guientes propiedades:

1. A(X, E) contiene funciones que no se anulan en ningin punto de X.
2. A(X, E) es un modulo sobre A(X).

3. Para cada xy € X, existe una funcion f,, en A(X, E) tal que
Z(fao) = {@o}-

4. A(X) es completamente regular, esto es, dados un punto xzo en X y
un subconjunto cerrado C' de X tales que zg ¢ C, existe una funcion
p € A(X) tal que p(zg) =1y ¢ =0en C.

Se entiende que A(Y, F') y A(Y) también satisfacen las propiedades an-
teriormente mencionadas.

A continuacion, enunciaremos las definiciones de conjunto zero asociado
a una funcion y de aplicacién que preserva ceros comunes definida entre sub-
espacios de funciones continuas.

Definiciéon 4.2.1 Dada una funcion f : X — FE, definiremos el conjunto
zero asociado a f como

Z(f)={ze X : f(x)=0}.

Definicion 4.2.2 Una aplicacion lineal T : A(X, E) — A(Y, F) se dice que
preserva ceros comunes i

Z(NNZ(g) # 0= Z(Tf)n Z(Tg) # 0

para cualesquiera f,g € A(X, E).
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Lema 4.2.3 Si los subespacios A(X, E) y A(Y, F) satisfacen la propiedad
(3)yT:A(X,E) — A(Y, F) es una aplicacion lineal y biyectiva que preserva
ceros comunes, entonces, para toda f € A(X, E), se tiene que

Z(f) # 0= Z(Tf) # 0.

Demostraciéon. Para probar dicha propiedad, tomaremos una funciéon
f en A(X,E) tal que Z(f) # (. Si consideramos un punto zo de Z(f),
sabemos, por hipotesis, que existe f,, € A(X,E) con Z(f.,) = {xo}. Por
tanto, Z(f) N Z(fs) = {x0}, lo que implica que Z(Tf) N Z(T fu,) # 0, y, en
particular, Z(Tf) # (. El reciproco se prueba de manera anéloga. U

Observacion 4.2.4 Ellema anterior pone de manifiesto que las aplicaciones
lineales y biyectivas que preservan ceros comunes entre subespacios de fun-
ciones continuas que satisfacen la propiedad (3) estdn estrechamente rela-
cionadas con las aplicaciones consideradas en la conjetura mencionada en
la introduccion del capitulo. Ademds, el reciproco también es cierto en al-
gunos casos particulares, esto es, existen aplicaciones definidas entre subes-
pacios de funciones continuas que satisfacen la propiedad (P) y que preservan
ceros comunes. De hecho, algunas de estas aplicaciones también satisfacen la
propiedad (7). A continuacion, veremos un par de resultados que certifican
este hecho (NOTA: en los dos prozimos lemas, utilizaremos notacion propia
de reticulos y de C*-dlgebras).

Lema 4.2.5 Sean X eY espacios métricos, £y F reticulosyT : C(X, FE) —
C(Y, F) un isomorfismo de reticulos que satisface

Z(f)#£0 <= Z(Tf) # 0
para toda [ € C(X, E). Entonces T satisface la propiedad (Z).

Demostracion. Dadas fi,..., f, € C(X, E), consideremos la funcion
f € C(X, E) definida como

f=1AlV -Vl

siendo | f;| = fi V (—f;) para cada i € {1,...,n}. Puesto que T" es un isomor-
fismo de reticulos, se tiene que

Tf=|Tf|V---VI|Tf
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Por otro lado, no resulta demasiado complicado observar que
Z(f) = Nie Z(fi)-

Por tanto, a tenor de la propiedad que satisface la aplicacion T por hipotesis,
podemos concluir que

Mis Z(fi) # 0 <= N, Z(T'fi) # 0,

quedando asi probado que T satisface la propiedad (7). U

Lema 4.2.6 Sean X e Y espacios métricos, E y F sendas C*-dlgebras y
T:C(X,E)— C(Y,F) un x-isomorfismo de dlgebras que satisface

Z(f) £ 0 Z(Tf) #0

para toda [ € C(X, E). Entonces T satisface la propiedad (Z).

Demostracion. Dadas fi,..., f, € C(X, E), vamos a definir la funcion
feC(X,FE) como

F=> fi-fr,
i=1

donde f/(x) = fi(x)* para todo z € X. Es sencillo comprobar que

Z(f) = Niea Z(fi)-

Ademas, por ser T un *-isomorfismo de algebras, se tiene que
Tf=> Tf(Tf),
i=1

y si tenemos en cuenta la propiedad que satisface T, podemos deducir trivial-
mente que

M Z(fi) # 0 <= N Z(T fi) # 0.
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4.3. X e Y son homeomorfos

En esta seccion, trataremos de probar que toda aplicacion lineal y biyectiva
que preserva ceros comunes definida entre subespacios de funciones continuas
que satisfacen las propiedades mencionadas al inicio de la Seccién 4.2 induce
un homeomorfismo entre los espacios métricos X e Y.

Para simplificar la notacion, a lo largo de esta seccidén asumiremos que
T es una aplicacion lineal y biyectiva que preserva ceros comunes definida
entre A(X, E) y A(Y,F). Ademas, mediante ®x y ®y denotaremos sendas
funciones de A(X, E) y A(Y, F) que no se anulan en ningian punto de X ni
de Y, respectivamente, y cuya existencia esta garantizada por la propiedad
(1) mencionada en la seccion anterior.

Proposicion 4.3.1 Sea xq € X. Entonces, existe un unico punto yy en Y
tal que Z(Tf) = {yo} siempre que Z(f) = {xo}.

Demostracion. Sea f € A(X,F) tal que Z(f) = {xo}. Teniendo en
cuenta el Lema 4.2.3, es inmediato deducir que Z(T'f) # 0. Supongamos
ahora que existen dos puntos distintos y; e y2 en Y que pertenecen a Z(T'f).
Puesto que estamos asumiendo que A(Y') es completamente regular, sabemos
que existe una funcion ¢ € A(Y) con ¢(y1) = 1y ¢(y2) = 0. Ahora, si
consideramos la funcion ®y € A(Y, F') que no se anula en Y y definimos

g:=p- Dy

l::q)Y_ga

resulta sencillo observar que tanto g como [ pertenecen a A(Y, F) por ser
un modulo sobre A(Y'). Por definicion de g y [, se tiene que g(y2) = 0y
I(y1) =0, por lo que Z(Ttg) # 0y Z(T7') # 0 en virtud del Lema 4.2.3.
Ahora bien, como ys € Z(g) N Z(Tf), se deduce que Z(T g) N Z(f) # 0.
Ademas, por hipotesis, sabemos que Z(f) = {zo}, por lo que

Ty € Z(Tﬁlg)

De manera analoga, tenemos que Z (T ')NZ(f) # 0 pues y1 € Z(1)NZ(Tf),
y de nuevo, como Z(f) = {xo}, se tiene que

zo € Z(T7M).
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Por consiguiente, podemos concluir que
0= T_lg(l‘o) + T_ll(l‘o) == T_l(I)y(ZE()),

y como consecuencia

Z(‘by) #+ 0,

lo cual es absurdo puesto que ®y es una funcion de A(Y, F') que no se anula
en ningin punto de Y.

Para finalizar, supongamos que existe una funcion f; € A(X, E) distinta
de f que satisface que Z(f1) = {zo}. Entonces, por el razonamiento anterior,
sabemos que existe un inico punto en Z(7T'f1). Ademéas, Z(Tf)NZ(T f1) # 0
dado que xo € Z(f) N Z(f1), por lo que Z(T f1) ha de coincidir con Z(T'f).

Asi, queda probado que existe un unico yo en Y tal que Z(T'f) = {yo}
siempre que Z(f) esta formado por un tnico punto de X. U

Observacion 4.3.2 La proposicion anterior nos permite definir una apli-
cacion k : X — Y que envia cada punto x € X al unico punto y € Y que
satisface que Z(Tf) = {y} siempre que Z(f) = {x} para alguna funcion f
en A(X, F). Teniendo en cuenta la propiedad (3) mencionada en la seccion
anterior, se deduce de inmediato que el dominio de la aplicacion k es todo el
conjunto X.

Lema 4.3.3 Sean f € A(X,FE) y xy € X tales que f(xg) = 0. Entonces
T f(k(zo)) = 0.

Demostracién. En virtud de la propiedad (3) dada en la seccion anterior,
sabemos que existe f,, € A(X,E) tal que Z(f,,) = {xo}. Por tanto, se
tiene que Z (T f.,) N Z(Tf) # 0 puesto que xg € Z(f,,) N Z(f). Ademas, si
tenemos en cuenta la Proposicion 4.3.1 y la definicion de la aplicacion £ dada
en la Observacion 4.3.2, deducimos que Z(7'f,,) = {k(xo)}, por lo que k(zo)
pertenece a Z(T'f). O

Ahora bien, puesto que T es una aplicacion biyectiva, podemos conside-
rar su aplicacion inversa 771 : A(Y, F) — A(X, E), la cual también preserva
ceros comunes. Por tanto, como consecuencia de la Proposiciéon 4.3.1 y de la
Observacion 4.3.2, es posible construir una aplicaciéon h : Y — X asociada a
T—!. Finalmente, relacionado con dicha aplicacién h, podemos reenunciar el
Lema 4.3.3 en términos de 71,
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Lema 4.3.4 Sean g € A(Y,F) e yo € Y tales que g(yo) = 0. Entonces
T~'g(h(yo)) = 0.

El siguiente teorema constituye el primero de los resultados importantes
que veremos en este capitulo.

Teorema 4.3.5 h:Y — X es un homeomorfismo.

Demostracion. Lo primero que haremos serd probar que h es una apli-

cacion biyectiva. Para ello, serd suficiente ver que k es la aplicacion inversa
de h, por lo que debemos comprobar que (ko h)(y) =y para todo y € Y y
que (hok)(z) = x para todo x € X.
Supongamos que no se tiene la primera de las igualdades. Por lo tanto, existe
un punto yo en Y tal que k(h(yo)) # yo. Como estamos asumiendo que A(Y)
es completamente regular, podemos tomar ¢ € A(Y) con p(k(h(yo))) =1y
©(yo) = 0, y finalmente definir

g:=p-PDy.

Es obvio que g € A(Y, F) y que ademés g(yo) = 0, por lo que el Lema 4.3.4
nos permite concluir que

T g(h(yo)) = 0.
Ahora bien, por el Lema 4.3.3, tenemos que [T(T'g)](k(h(yo))) = 0, es decir,

g(k(h(yo))) =0,

lo que nos lleva a una contradiccion puesto que ¢(k(h(yo))) = 1y Py es una
funcion que no se anula en Y. Por tanto, queda probado que (ko h)(y) =y
para todo y € Y. La otra igualdad se prueba de manera similar.

Finalmente, debemos probar que tanto A como £ son funciones continuas.
Supongamos que h no es continua. Entonces, existe una sucesion (y,) en
Y que converge a un punto yo € Y de manera que (h(y,)) no converge
a h(yo). Por tanto, sabemos que existe un entorno abierto U de h(yy) tal
que h(y,) ¢ U para infinitos n € N. Ahora, teniendo en cuenta que A(X)
es completamente regular, existe una funcion ¢ € A(X) que satisface que
©(h(yo)) =1y ¢ =0en X\U. Por tltimo, definamos la funcion f € A(X, E)
como

fiIQO'(I)Xm
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Resulta inmediato observar, por definicion de f, que existen infinitos n €
N tales que f(h(y,)) = 0. Entonces, aplicando el Lema 4.3.3, obtenemos
que Tf(k(h(yn))) = 0, y, si tenemos en cuenta la primera parte de esta
demostracion, T f(y,) = 0 para una cantidad infinita de n € N. Ahora bien,
como (y,) converge a 3o y 1T'f es continua, podemos afirmar que 7' f(yo) = 0.
Para finalizar, por el Lema 4.3.4, obtenemos que [T(Tf)](h(yo)) = 0, o de
manera equivalente,

f(h(yo)) =0,

lo cual es absurdo segiin la definiciéon de la funcion f. Con ello, queda probado
que h es una aplicaciéon continua. Para ver que la aplicacion k& también es
continua se puede proceder de manera aniloga. [l

4.4. Representacion

El objetivo en esta seccion es obtener una completa descripcion de las aplica-
ciones que preservan ceros comunes definidas entre subespacios de funciones
continuas que satisfacen las propiedades dadas en la Secciéon 4.2. Como con-
secuencia de esta descripcion, es sencillo deducir que toda aplicaciéon que
preserva ceros comunes es biseparadora.

Al igual que en la seccion anterior, 1" representard una aplicaciéon lineal
y biyectiva que preserva ceros comunes definida entre A(X, FE)y A(Y,F), y
Oy y Py seran funciones de A(X, E) y A(Y, F) que no se anulan en ningin
punto de X nide Y, respectivamente. Ademas, h denotara el homeomorfismo
entre los espacios métricos X e Y obtenido en el Teorema 4.3.5.

Definiciéon 4.4.1 Para caday € Y, consideremos los subespacios normados

Ey = {f(h(y)): [ € A(X, E)}

Fy={g(y) : g € A(Y, F')}
de E y F, respectivamente.
Observacion 4.4.2 Como estamos asumiendo que existen funciones que no

se anulan tanto en A(X,E) como en A(Y,F), es inmediato observar que,
para cada y €Y, los subespacios normados Ey, y F, son no triviales.
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Definiciéon 4.4.3 Para cada y € Y, definimos la aplicacion
Jy: E, — E,
e = (Jy)(e)=Tf(y)
siendo f € A(X, E) tal que f(h(y)) = e.

En primer lugar, veamos que, si fijamos yo € Y, la aplicacion Jy, esta
bien definida. Para ello, tomemos e € E,, y supongamos que existen dos
funciones distintas f1, fo € A(X, E) tales que fi1(h(yo)) = e = fa(h(yo)). Es
obvio entonces que (fi — f2)(h(yo)) = 0, por lo que aplicando el Lema 4.3.3
obtenemos que T'(f1 — f2)(yo) = 0, es decir, que T f1(yo) = T f2(yo), quedando
asi probado que Jy, esta bien definida.

Lema 4.4.4 La aplicacion Jy es lineal y biyectiva para cada y € Y.

Demostracién. Fijemos un punto yy € Y y veamos que la aplicacion
Jyo 1 By, — F,, es lineal y biyectiva.

= Jyo es lineal: sean ej, ey € Fy vy o, € K. Entonces, existen fi, fo €
A(X, E) tales que fi(h(yo)) =e1y fa(h(yo)) = ea. Ademas, por ser T
lineal, se tiene que

a(Jyo)(e1) + B(Jyo)(e2) = oT fi(yo) + BT f2(yo)
= T(afi + Bf2)(v0)
= (Jyo)(cey + Bes)

puesto que (af1 + Bf2)(h(yo)) = cer + Bea.

» Jyo es inyectiva: veamos que, si (Jyp)(e) = 0 para algin e € E,,
entonces e = 0. Supongamos que existe e € £, tal que (Jyo)(e) = 0.
Por definicion de Jyo, se tiene que T f(yo) = 0 para alguna funcion
f € A(X,E) con f(h(yy)) = e. Por otro lado, puesto que T f(yo) = 0,
si aplicamos el Lema 4.3.4, deducimos que f(h(yo)) = 0, lo que nos
permite concluir que e = 0.

= Jyo es suprayectiva: tomemos f € F, y veamos que existe e € E,, tal
que (Jyo)(e) = f. Puesto que f € F,, existe una funcion g € A(Y, F)
con g(yo) = f. Ademaés, puesto que T es suprayectiva, tenemos que
g =Tf para alguna f € A(X, E). Por tanto, si definimos

e:= f(h(%)),
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es obvio que e € E,, y ademés
(Jyo)(e) = T'f(yo) = 9(yo) = 1.

Como este proceso se puede llevar a cabo para cada y € Y, el lema queda
probado. Il

En el siguiente teorema, obtenemos una caracterizacion de las aplicaciones
lineales y biyectivas que preservan ceros comunes.

Teorema 4.4.5 Sea T : A(X, E) — A(Y, F) una aplicacion lineal, biyectiva
y que preserva ceros comunes. Entonces existen un homeomorfismo h:Y —
X, subespacios normados E, C E y F, C I', y una aplicacion Jy : &, — F,
lineal y biyectiva para cada y € Y tales que

Tf(y) = (Jy)(f(h(y))) (4.1)

para toda f € A(X,E) ey € Y. Reciprocamente, si una aplicacion lineal y
biyectiva T : A(X, E) — A(Y, F) tiene la forma dada en (4.1), entonces T
Preserva ceros comunes.

Demostracion. Sean f € A(X,E) e y € Y. Es obvio que f(h(y)) € E,,
y, por definicion de Jy : E, — F, (véase la Definicion 4.4.3), resulta trivial
observar que

(Jy)(f(h(y))) = Tf(y).

Ademas, la existencia del homeomorfismo h entre Y y X fue probada en el
Teorema 4.3.5. Finalmente, en el Lema 4.4.4, hemos visto que Jy es lineal y
biyectiva para cada y € Y.

Para probar el reciproco, supongamos que f y g son funciones de A(X, F)
tales que Z(f)NZ(g) # 0. Entonces, existe ro € X tal que f(z9) = 0 = g(xo),
y por ser h : Y — X un homeomorfismo, existe yg € Y que satisface que
f(h(yo)) = 0= g(h(yo)). Ahora bien, como Jy, es inyectiva, se tiene que

(Jyo)(f (h(y0))) = 0 = (Jyo)(9(h(y0))),
y la igualdad (4.1) nos permite concluir que
yo € Z(Tf)N Z(Tg).

De manera analoga podemos ver que, si Z(Tf) N Z(Tg) # 0 para f,g €
A(X, E), entonces Z(f) N Z(g) # 0. O
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Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto que el homeomorfismo h
definido entre los espacios métricos X e Y viene en ocasiones determinado
por los subespacios normados £, de F'.

Ejemplo 4.4.6 FEste ejemplo muestra que el homeomorfismo h puede quedar
totalmente determinado por los subespacios normados de F'.

Sean X = {a,b,c}, Y ={1,2,3}, E=F =R* AX)=C(X) y A(Y) =
C(Y). Ahora, consideremos tres subespacios E(a), E(b) y E(c) de E tales
que dim(E(a)) = 1, dim(E(b)) = 2 y dim(E(c)) = 3, y finalmente definamos

AX E) ={feC(X,E): f(a) € E(a), f(b) € E(b), f(c) € E(c)}.

Por otro lado, tomemos tres subespacios normados F(1), F(2) y F(3) de F
con dim(F(1)) =1, dim(F(2)) =2 y dim(F(3)) = 3, y definamos

A(Y,F) :={ge C(Y,F): g(1) € F(1),9(2) € F(2),9(3) € F(3)}.

Resulta sencillo comprobar que A(X, E), A(Y, F), A(X) y A(Y') son subespa-
cios de funciones continuas que satisfacen las propiedades dadas en la Sec-
cion 4.2. Por tanto, si suponemos que existe una biyeccion lineal que preserva
ceros comunes entre A(X, F) y A(Y, F), atendiendo al Teorema 4.4.5 y a la
Definicion 4.4.1, sabemos que, para cada y € {1,2,3}, se tiene que

Fy={g(y): g€ A(Y,F)} = F(y).

Por otro lado, también hemos visto que, para cada y € {1,2,3}, existe una
aplicacion lineal y biyectiva

Jy: E, — F,
stendo
E,={f(h(y)): f € A(X,E)}.
Por tanto, no queda otra posibilidad que definir el homeomorfismo h como

h(1l) =a, h(2) =b y h(3) = c.

Ejemplo 4.4.7 En este otro ejemplo vamos a ver que, a diferencia del caso
anterior, el homeomorfismo h puede no ser inico.

Supongamos que X =Y =N, E=F =R3, AX) = C(X), A(Y) =
C(Y) y consideremos

AX E) ={feC(X,E): f(2n—1) € E(2n—1), f(2n) € E(2n),n € N}
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siendo E(2n — 1) y E(2n) subespacios de E tales que dim(E(2n —1)) =1y
dim(E(2n)) = 2 para todo n € N. Por otro lado, definamos

AY,F):={geCY,F):g2n—1) € F(2n—1),9(2n) € F(2n),n € N}

para F(2n — 1),F(2n) C F con dim(F(2n — 1)) = 2 y dim(F(2n)) = 1
para cada n € N. De nuevo, observamos que A(X,E), A(Y,F), A(X) y
A(Y') satisfacen las propiedades establecidas en la Seccion 4.2, por lo que si
existe una aplicacion lineal y biyectiva definida entre A(X, E) y A(Y, F) que
preserva ceros comunes, tenemos que, por un lado, para cada n € N,

Fanr = {g(2n— 1) : g € A(Y, F)} = F(2n —1)

Fon = {9(2n) : g € A(Y, F)} = F(2n).

Ahora, por definicion,

Epny = {f(h(2n — 1)) : f € A(X, E)}

Eo = {f(h(2n)) : | € A(X, E)}

para todon € N, y, ademds, es conocida la existencia de una aplicacion lineal
y biyectiva
Jn: E, - F,

para cada n € N. Como consecuencia, se tiene que la imagen por h de un
numero impar ha de ser un nimero par y la imagen de un numero par ha de
ser un numero impar, aunque no quedan univocamente determinados.

Una vez caracterizadas las biyecciones lineales que preservan ceros co-
munes en el Teorema 4.4.5, observando su representacion, resulta practica-
mente trivial deducir que tales aplicaciones son biseparadoras.

Corolario 4.4.8 T es biseparadora.

Demostraciéon. Para probar que T es biseparadora, debemos ver que
tanto ella como su inversa son aplicaciones separadoras. Supongamos que
existen f,g € A(X, F) tales que coz(T f) Ncoz(Tg) # 0. Entonces, existe un
punto yp en Y que satisface

Tf(yo) # 0y Tg(yo) # 0.
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Por la representacion de 7' dada en (4.1), se tiene que

(Jyo)(f(h(y0))) # 0y (Jyo)(g(h(m0))) # 0.

Por tanto, puesto que Jy, es inyectiva, deducimos que

h(yo) € coz(f) N coz(g),

lo que implica que T es una aplicacion separadora. Analogamente se prueba
que T~ es también separadora. O

4.5. Continuidad

En este apartado, mostraremos algunos ejemplos de subespacios de funciones
continuas para los cuales podemos aplicar los resultados obtenidos acerca de
las aplicaciones que preservan ceros comunes definidas entre ellos. Ademas
de esto, nuestro objetivo es tratar de proporcionar conclusiones acerca de la
continuidad de dichas aplicaciones en estos casos particulares.

A continuacién, analizaremos tres tipos de subespacios de funciones con-
tinuas definidas sobre espacios métricos concretos que toman valores en es-
pacios de Banach arbitrarios.

4.5.1. Espacio de funciones absolutamente continuas

El primero de los subespacios de funciones continuas en el que nos vamos a
fijar sera el espacio de las funciones absolutamente continuas. Asi, a partir
de este momento, X e Y seran subconjuntos compactos de la recta real, E'y
F espacios de Banach, A(X, F) = AC(X, E) denotara el espacio de todas las
funciones absolutamente continuas definidas en X que toman valores en E, y
A(X) = AC(X) (respectivamente A(Y, F) = AC(Y,F) y A(Y) = AC(Y)).
En este caso, como veremos a continuacion, resulta sencillo comprobar

que se satisfacen las propiedades mencionadas en la Seccion 4.2.

1. AC(X, E) contiene funciones que no se anulan en ningin punto de X.
Concretamente, las funciones constantes pertenecen a AC(X, E), por
lo que es suficiente considerar € para cualquier e € £ no nulo.

2. AC(X, E) es un modulo sobre AC(X) (véase el Lema 1.2.4).
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3. Dado z( € X, si consideramos e € E'\ {0} y definimos

Jao(@) 7= (2 = 0) - €

para cada € X, es sencillo observar que f,, € AC(X, F) y ademas

Z(fro) = {wo}-

4. AC(X) es completamente regular. Dados un punto zp € X y un sub-
conjunto cerrado C' C X tales que x¢ ¢ C, el hecho de que d(zo,C) > 0
nos permite definir, para todo x € X,

() = min {1, d(z,C) } |

d(iL’o, C)

donde d(x,C) := inf {|z — y| : y € C'}. Trivialmente se observa que ¢
es absolutamente continua en X, ¢(xg) =1y ¢ =0en C.

De esta manera, queda probado que es posible aplicar el Teorema 4.4.5
para caracterizar las aplicaciones que preservan ceros comunes definidas entre
espacios de funciones absolutamente continuas. Ademas, el Corolario 4.4.8,
nos facilita la obtencion de condiciones bajo las cuales dichas aplicaciones
son continuas.

Teorema 4.5.1 Sea T : AC(X,E) — AC(Y,F) una aplicacion lineal y
biyectiva que preserva ceros comunes. Entonces, T' es continua si una de las
siguientes condiciones se satisface:

(i) E y F tienen la misma dimension finita.

(ii) Y no tiene puntos aislados.

Demostracién. En virtud del Corolario 4.4.8, obtenemos que 7' es una
aplicacion biseparadora. Por tanto, podemos concluir el resultado atendiendo
a los Teoremas 1.4.8 y 1.5.11 vistos en el Capitulo 1. U

4.5.2. Espacio de funciones de Lipschitz

En segundo lugar, nos vamos a centrar en el estudio de la continuidad de
las aplicaciones que preservan ceros comunes definidas entre espacios de fun-
ciones de Lipschitz. Para ello, asumiremos que X e Y son espacios métricos
completos, E y F espacios de Banach, A(X, F) = Lip(X, F) representara
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el espacio de todas las funciones de Lipschitz acotadas definidas en X y
que toman valores en F, mientras que A(X) = Lip(X) (respectivamente
A(Y, F) = Lip(Y, F) y A(Y) = Lip(Y)).

De nuevo, no resulta complicado observar que el espacio de las funciones
de Lipschitz también satisface las propiedades indicadas en la Seccion 4.2.

1. Lip(X, E) contiene funciones que no se anulan en ningan punto de
X. En particular, las funciones constantes satisfacen la condicién de
Lipschitz, por lo que basta tomar la funcion é para cualquier e € E\{0}.

2. Lip(X, F) es un modulo sobre Lip(X) (véase el Lema 2.4.2).
3. Sea xy € X. Si tomamos e € E, e # 0, y definimos
fuo(z) :=min{1,d(x,x0)} - e

para cada = € X, es obvio que f,, pertenece a Lip(X, E) y ademas se
tiene que Z(f,,) = {zo}-

4. Lip(X) es completamente regular. Dados un punto zo € X y un sub-
conjunto cerrado C' de X tales que xy ¢ C, podemos definir, para todo

reX,
d(z,C)
=min< 1, ——=
el min 1.5
donde d(z,C) = inf{d(z,y) : y € C}. Es sencillo comprobar que
¢ € Lip(X) y que ademas satisface ¢(xg) =1y ¢ =0en C.

Por tanto, es posible aplicar el Teorema 4.4.5 y el Corolario 4.4.8 en este
contexto. Ademas, también podemos obtener condiciones bajo las cuales toda
aplicacion que preserva ceros comunes entre espacios de Lipschitz es continua.

Teorema 4.5.2 Sea T : Lip(X,E) — Lip(Y,F) una aplicacion lineal y
biyectiva que preserva ceros comunes. Entonces, T es continua si una de
las siguientes condiciones se satisface:
(1) Y no tiene puntos aislados.
(ii) E y F tienen la misma dimension finita.
Demostracion. Teniendo en cuenta el Corolario 4.4.8, deducimos que T'

es una aplicacion biseparadora. Por tanto, en virtud de los Corolarios 2.7.11
y 2.7.12 obtenidos en el Capitulo 2, es inmediato deducir el resultado. U
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4.5.3. Espacio de funciones diferenciables

Para finalizar, trataremos de deducir la continuidad automatica de las apli-
caciones que preservan ceros comunes definidas entre espacios de funciones
diferenciables. Por tanto, a lo largo de este apartado, vamos a suponer que
X e Y son subconjuntos abiertos de R? y R?, respectivamente, con p,q € N,
E y F seran espacios de Banach, A(X, F) = C™"(X, E) denotara el espacio
de las funciones definidas en X que toman valores en E cuyas derivadas par-
ciales hasta el orden n existen y son continuas, y A(X) = C™"(X) para algin
n € N, siendo C"(X) := C"(X,K) (respectivamente A(Y, F) = C™(Y,F)y
A(Y) = C™(Y) para algiin m € N).

A continuacion, comprobaremos que, dado n € N; se tiene que C"(X, EF)
y C™(X) satisfacen las propiedades dadas en la Seccion 4.2.

1. C"(X, E) contiene funciones que no se anulan en ningtin punto de X.

2. C"(X, E) es un modulo sobre C"(X). Para probar esto, debemos ver
que, dadas f € C"(X) y g € C"(X, E), se tiene que f-g € C"(X, E).
Sea av = (v, g, ..., a,) € (NU{0})? con |a] ;== a1 +as+---+a, < n.
Entonces, la derivada parcial

9 (f - g)

ai a2 Qp
81‘1 81'2 A aa’:p

(4.2)

se puede expresar en términos de sumas y productos de las propias
funciones f y g, y de sus derivadas parciales hasta el orden |a|. Como
estamos asumiendo que f € C"(X) y g € C"(X, E), se tiene que estas
ultimas existen y ademés son continuas. Por tanto, podemos concluir
que la derivada parcial dada en (4.2) también existe y es continua, y
como esto es cierto para cualquier « € (NU{0})? con |a| < n, se tiene
que f-g€ C"(X,E).

3. Sean X un subconjunto abierto de R” y xy un punto de X. Entonces,
si z9 = (29,29,...,2)) € X y e € E\ {0}, no resulta complicado
comprobar que la funciéon f,, : X — E definida como

fao(@) = (Jz1 = 28 + |wo — 23 + - + |z —2p)?) e

para cada ¢ = (x1,%9,...,2,) € X pertenece a C"(X, E) y ademas
satisface que Z(fy,) = {zo}.
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4. Para probar que C"(X) es completamente regular, primero recordare-
mos el Corolario 1.2 dado en [75], en el que se afirma que

“Dados un subconjunto cerrado A y otro subconjunto abierto V de X
con A C 'V, existe una funcion ¢ € C*(X) tal que:

(i) 0 < ¢(x) <1 para todo x € X.
(ii) ¢(x) =1 para todo x € A.
(iii) () =0 para todo x € X \ V.”

Supongamos ahora que z( es un punto de X y C' un subconjunto cerrado
de X tales que xy ¢ C. Entonces, puesto que C*(X) C C™(X) para
todo n € N, si atendemos al resultado anterior, basta tomar A = {z(}
y V = B(x¢,r) de manera que VN C = () para deducir la existencia de
una funcion ¢ € C™(X) tal que p(z9) =1y ¢ = 0en C, lo que implica
que C™(X) es completamente regular.

Por tanto, todos los resultados obtenidos a lo largo de este capitulo son
validos en este contexto. En particular, atendiendo al Corolario 4.4.8, pode-
mos enunciar el siguiente resultado.

Corolario 4.5.3 Toda aplicacion lineal y biyectiva T : C"(X, E) — C™(Y, F)
que preserva ceros comunes es biseparadora.

Para finalizar, dotaremos los espacios de funciones diferenciables de una
topologia que nos permita deducir que toda aplicacion que preserva ceros
comunes definida entre dichos espacios es continua.

Definicién 4.5.4 Una topologia localmente convera en C™(X,FE) se dice
que es compatible con la convergencia puntual si se satisfacen las siguientes
propiedades:

(i) C™(X, E) con dicha topologia es un espacio completo.

(ii) Si (fn) es una sucesion en C"(X, E) que converge a 0, entonces ( f,(z))
converge a 0 para todo v € X.

A continuacion, enunciaremos un resultado probado por J. Araujo en [5]
que resultard determinante para lograr nuestro proposito.
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“Supongamos que C™(X, E) y C"™(Y, F) estin dotados con topologias com-

patibles con la convergencia puntual. Entonces toda aplicacion biseparadora
T:C"(X,E)— C™Y,F) es continua.”

Como consecuencia de este resultado y del Corolario 4.5.3, es inmediato
obtener el siguiente teorema.

Teorema 4.5.5 Sea T : C*"(X,FE) — C™Y,F) una aplicacion lineal y
biyectiva que preserva ceros comunes. Entonces, si C"(X, E) y C™(Y, F) es-
tan dotados con topologias compatibles con la convergencia puntual, se tiene
que T" es continua.
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