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Resumen

En este trabajo vamos a introducir la teoria de la homologia singular y demostrar sus prin-
cipales resultados, con el fin de calcular los grupos de homologia de las esferas S” y deducir
importantes resultados como el teorema del punto de Brouwer o demostrar que, si m # n, R™
no es homeomorfo a R™. En la segunda parte del trabajo definiremos unos espacios llamados
CW-complejos e introduciremos el concepto de homologia celular para poder calcular la homo-
logia de dichos espacios. Por tltimo, estudiaremos una serie de espacios ya conocidos (como la
esfera, el toro, la botella de Klein y el espacio proyectivo), los veremos como CW-complejos y
calcularemos sus grupos de homologia singular mediante la homologia celular.

Palabras clave: homologia singular, espacio topoldgico, grupo abeliano, CW-complejo.

Abstract

In this work we introduce the singular homology theory and prove its main results, in order
to calculate the homology groups of the spheres S and also with the purpose of deducing im-
portant results such as the Brouwer fixed-point theorem or prove that, if n # m, then R™ is
not homeomorphic to R™. The second part of this work will be the definition of certain kind of
topological spaces, called CW-complex. We introduce the concept of cellular homology in order
to calculate the homology groups of this kind of spaces. Finally, we will see familiar spaces (such
as the sphere, the torus, the Klein bottle or the projective space) as CW-complexes and we
calculte its homology groups.

Key words: singular homology, topological space, abelian group, CW-complex.
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1. INTRODUCCION

La topologia algebraica es una de las ramas de la matematica que intenta resolver problemas
de ambito topoldgico mediante el uso del algebra, relacionando de cierta forma los espacios to-
polodgicos con elementos algebraicos.

En el presente trabajo se analizard una de estas relaciones entre los espacios topolédgicos y el
algebra, conocida por homologia singular. Esta teoria no es méas que un funtor entre la categoria
de espacios topoldgicos y la de grupos abelianos (se puede generalizar a R-mddulos). La ho-
mologia singular es una construccién tal que dado un espacio topoldgico le asocia una sucesién
de grupos abelianos de manera que aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos inducen
homomorfismos entre los grupos de homologia de los espacios y los homeomorfismos inducen
isomorfismos entre sus grupos de homologia singular. Esto nos ofrece una manera de comprobar
que dos espacios topoldgicos no son homeomorfos (problema topoldgico), ya que si sus grupos de
homologia no son isomorfos (problema algebraico), dichos espacios no pueden ser homeomorfos
(incluso ni tener el mismo tipo de homotopia como veremos més adelante).

El anterior hecho justifica su interés, pero esto va mas alld, pues los grupos de homologia son
una herramienta muy potente a la hora de estudiar un espacio topolégico, pues sus conceptos
son globales, es decir, dependen del espacio total a diferencia de los conceptos que se emplean
en cdlculo diferencial que la mayoria de ellos son locales.

A parte de estos hechos, podemos usar la homologia para probar fuertes resultados que a primera
vista no tienen aparente relaciéon con lo que estamos trabajando, como puede ser el teorema del
punto fijo de Brouwer, o probar que R y R™ no son homeomorfos si n # m.

El concepto de homologia surge a finales del siglo X1 X y se debe a los trabajos de reconocidos
mateméticos como E. Betti (1823-1892), H. Poincaré (1854-1912). Este tltimo presenta en su
libro “Analysis Situs” algtin resultado que involucra el concepto de homologia (como el teorema
de dualidad o de Poincaré).

Mas adelante, en el siglo X X, comienza el proceso de algebrizacion de la teoria de la mano de E.
Noether (1882-1935) quien sugiere definir el n-ésimo grupo de Betti como el grupo cociente de los
n-ciclos sobre el subgrupo de los n-ciclos homélogos a cero (es decir los n-bordes). Veremos que
es una definicién muy similar a la que se dara en el presente trabajo de los grupos de homologia.
De esta manera, Noether crea un nuevo campo a descubrir al definir la homologia en conceptos
puramente algebraicos.

Existen diferentes tipos de homologia, pero la que se estudiara aqui serd la homologia singular.
Esta teoria fue introducida en 1944 por el matematico polaco S. Eilenberg (1913-1998), quien
definié los grupos de homologia singular de forma muy parecida a como los conocemos en la
actualidad. Ademads junto al matematico N. Steenrod (1910-1971) llevaron a cabo una axiomati-
zacién de la teoria y probaron que muchos de los resultados que se habian probado anteriormente
para los diferentes tipos de homologia son consecuencia directa de los axiomas que establecen.
La segunda parte del trabajo se centra en el estudio de unos espacios topoldgicos muy concretos
denominados CW-complejos y el estudio del célculo de sus grupos de homologia. Introducire-
mos el concepto de homologia celular para este tipo de espacios y veremos que es equivalente
a calcular los grupos de homologia singular de los CW-complejos. Su principal ventaja es que,
en ocasiones, resulta mas sencillo calcular los grupos de homologia celular que los grupos de
homologia singular. Estos espacios fueron definidos por primera vez por el matematico inglés
J.H.C.Whitehead (1904-1960). Su principal ventaja es que se construyen de manera muy sencilla,
pues son el resultado de espacios cociente consistentes en discos y esferas de diferente dimension.
Se puede pensar en algo parecido a las variedades topolédgicas, ya que en cada punto se puede
pensar en un entorno homeomorfo a un abierto de R™, como puede ser un disco abierto. Otra
ventaja es que muchos espacios topoldgicos que conocemos se pueden ver como C'W-complejos.
Veremos que la esfera, el toro, la botella de Klein o el plano proyectivo se los puede dotar de
una estructura de C'W-complejo.



2. HOMOLOGIA SINGULAR.

Definiremos en primer lugar lo que es un n-simplice, que es la estructura fundamental a partir
de la cual vamos a construir la teoria. En esta vamos a seguir principalmente. En esta seccién
seguiremos principalmente [5].

Definicién 2.1. (n-simplice estdindar) El n-simplice estindar, A,, es el subespacio de R"*!
definido como sigue:

n
A, = {z = (xg,...,z,) € R*L: sz =1,2; >0,i=0,1,....,.n}
i=0
A, es el n-simplice geométrico generado por los puntos vy = (1,0,...,0),.....,v, = (0,...,0,1).
Es decir, es la envolvente convexa de dichos puntos, dicho de otra forma, el menor subconjunto
convexo de R™*! que contiene a los puntos vy, v1, ..., Un.

En general, si Py, Py, - - , P, son r+1 puntos afinmente independientes de R"*!, el r-simplice
geométrico generado por Py, Pi,--- , P es el conjunto,

T T
[P07P1,"' ,Pr]:{zxzpzszzl’szO’Z:()’l, ,T'}
=0 1=0

En particular tenemos que A,, = [vg, v1, -+, Vp].

Tenemos entonces que Ag es un punto, A; es un intervalo, Ao es un triangulo, As es un tetraedro
sélido, etc... Vamos a introducir nuestros elementos mas basicos de estudio, los n-simplices
singulares, para poder definir, a partir de ellos, los grupos de homologia de un espacio topolégico
dado.

—
-
-

F1GURA 1. Simplices de dimensién 0, 1, 2 y 3 (ver [3]).

Definicién 2.2. (n-simplice singular) Sea X un espacio topoldgico. Un n-simplice singular de
X es una aplicacién continua:
w: A, = X

Si consideramos como n-simplice singular la imagen en X de A,,, tenemos basicamente que,
un 0-simplice singular de X es un punto, un 1-simplice singular es un camino, etc...

Definicién 2.3. (Cadena singular) Sea X un espacio topoldgico. Una n-cadena singular de X
es una expresion de la forma:
> 15

jeJ
donde {p; : j € J} es la familia de todos los n-simplices singulares de X y los n; € R son
elementos de un anillo conmutativo con unidad R. Los elementos n; son todos cero salvo un
numero finito de ellos.

Observacién 2.1. No debemos considerar la definicion anterior como una suma formal, ya que
no tendria sentido sumar n-simplices como estdn definidos, luego consideramos a las cadenas
singulares como una manera de seleccionar un niumero finito de n-simplices singulares de X y
ademds anadirles un coeficiente, que es un elemento de un anillo.
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De esta manera, definimos S, (X; R) (para hacer referencia al anillo sobre el que estamos
trabajando), como el R-mddulo libre generado por todos los n-simplices singulares, respecto de

la operacidn:

Y omiei+ Y myp; =y (nj +my)e;,

jeJ jeJ jeJ
donde los elementos de S, (X; R) son combinaciones lineales formales de n-simplices singulares,
es decir, los elementos de dicho R-mddulo libre son las n-cadenas singulares. Como podemos
imaginarnos, S,(X; R) es extremadamente grande, por lo que no es viable intentar estudiar
las propiedades como tal, aunque son igualmente interesantes. Para ello, vamos a definir una
relacién de equivalencia (como se hace en la construccién del grupo fundamental), a modo de
hacerlo mas manejable.

Observacién 2.2. En nuestro caso, vamos a tomar como anillo R al anillo de los enteros,
Z, con lo que dicho R-mddulo, S,(X;Z), (que lo denotaremos a partir de ahora por S, (X))
con la operaciéon suma antes definida tendrd estructura de grupo. De ahora en adelante, si
no se dice lo contrario, consideramos a S, (X) como un grupo y trabajaremos con algunos
subgrupos representativos suyos. Asimismo, podriamos trabajar con un anillo conmutativo con
unidad cualquiera, R, y desarrollar la teoria de una manera més general, pero debido a que la
mayor parte de los calculos de grupos de homologia de espacios topolégicos estan hechos en Z
consideraremos el caso de los enteros como principal.

En primer lugar, vamos a definir una aplicacién:
3i : Sp(X) = Sp—1(X), para 0 < i <mn,
definida de la manera siguiente:
5i(Y njps) = nidi(),
jeJ jedJ
donde,
di(pj(zo, ..y Tn—1)) = pj(z0, ..., Ti=1, 0, Z4, ...2x5—1), para todo j € J.

Es claro que la aplicacion §; es un homomorfismo de grupos. De esta manera, vamos a definir

el operador borde, 9, sobre el conjunto de n-cadenas, S, (X), con el fin de definir sobre él una
relacion de equivalencia.

Definicién 2.4. (Operador Borde) El operador borde, 0, : S, (X) — S,—1(X), estd definido

como sigue:
n

On =Y (=1)d;.

i=0
Aplicando dicho operador sobre S, (X), podemos definir dos subgrupos importantes de este
grupo.
Definicién 2.5. (n-ciclos y n-bordes)

1. Un n-ciclo es una n-cadena singular ¢ € S,,(X), de tal modo que 9,(c) = 0.
2. Un n-borde es una n-cadena singular d € S,,(X), de tal modo que existe e € S, 11(X) tal
que d = Opy1(e€).
Denotaremos por Z,(X) al conjunto de n-ciclos de X, mientras que el conjunto de n-bordes lo
denotaremos por By, (X).

Con estas definiciones tenemos que:
Zn(X) = Ker(dy), donde 0y, : Sp(X) — Sp—1(X), para n > 0.
B, (X) =Im(0p+1), donde Oy y1 : Spy1(X) — Sp(X), paran > 0.
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Con lo que, tanto Z,(X) como B, (X) son subgrupos, por ser ntcleo e imagen, respectivamente,
de un homomorfismo de grupos. Ademas, si definimos Zy(X) := Sp(X), tenemos que toda 0-
cadena singular es un 0-ciclo, con lo que Zy(X) = Sp(X).

A continuacién, probaremos un resultado que relaciona a dichos subgrupos.

Teorema 2.6. Para cada n > 0, se verifica que:
8n o 8n+1 =0

Demostracion. Sea ¢ un n-simplice singular. Vamos a probar que, dado un n > 0, tenemos que
On—100, =0, con lo que concluiremos el resultado. Por cémo hemos definido el operador borde
en la definicién 2.4, y por cémo estan definidos los J;, tenemos que:

n n—1 n
anflan(@) = anfl(z Z Z H—](S ))
=0 7=0 =0

Si i < j, tenemos que:
(0;(0:0)) (0, ..., xn—2) = 8i(p)(x0, ..., xj—1,0,j, ..., Tp—2) =
o(x0, ooy i1,0, T4y oo, i1, 0, 25, oo, T—2) = (0;(0j419))(z0, ... Tn—2).

Luego, tenemos que §;0;¢0 = 0;0;41p, si ¢ < j.
Procedemos entonces a calcular 0,19, :

n—1 J
On-10np =Y > (1) 5;6:0 + Z Z 1)796;6:
Jj=0 =0 j=0i= ]+1
n—1 J .
= Z Z( 1) 685410 + Z Z 1)"6;0;
7=0 i=0 7=01i=75+1
n—1n—1 .
=Y D (=) sibje + Z Z 1)+ 6501
i=0 j=1i j=0i=35+1
n—1n—1 o — o
=> D (=1)"60i10 + Z Z (=168
J=0i=j j=0i=5+1
n—1 n o n—1 n o
= (—1)Z+j_15j5i<,0 + Z Z (—1)l+]5j5i<,0 =0
j=0i=j+1 Jj=01i=j+1

O

Es evidente que B, (X) es un subgrupo de Z,(X), ya que, dado un n-borde ¢ € B,(X),
por definicién existe un (n+1)-simplice, ¢’ € S,41(X), de modo que Op41(¢’) = ¢. Usando el
resultado anterior, tenemos que:

0 = 05,0n41() = On(c),
con lo que ¢ € Z,(X), luego B, (X) C Z,(X).
Como Z,(X) es un subgrupo abeliano, el cociente Z,,(X)/B,(X) estd bien definido y:

Definicién 2.7. (n-ésimo grupo de Homologia) El n-ésimo grupo de homologia de un espacio
topoldgico X se define como el cociente Z,(X)/B,(X), y se denota por H,(X).

Debido a la definicién, los elementos de H,(X) son las clases de equivalencia de n-ciclos tal
que difieren en un n-borde, es decir, con la relacién de equivalencia:

c~d e ce—d e By(X)

Asi, decimos que los n-ciclos ¢ y ¢’ son homdlogos.
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2.1. Algunas propiedades sobre los grupos de homologia singular. En primer lugar
vamos a calcular los grupos de homologia de un espacio lo mas sencillo posible, que es el formado
por un solo punto.

Lema 2.8. Sea X = {x¢} el espacio topolégico formado por un tnico punto, entonces Hy(X) =
Zy Hyn(X) =0, para todo n > 0.

Demostracion. Es claro que dado un n > 0, existe un unico n-simplice singular, ¢, : A, — X,
de modo que ¢, (t) = zo, para todo t € A,,. Asi, tenemos que el grupo de n-cadenas singulares
es:

Sp(X) ={kpn : k€ Z}

~

Luego es evidente que S, (X) es un grupo isomorfo a Z, S, (X) = Z.
Es también claro que, dado n > 0y dado i € {0,1,...,n}, d;pn, = @n—1. Luego:

n n
8n80n = Z<_1)i6i‘vpn = Z(_l)i‘vpn—l
i=0 i=0
0, si n es impar

¥n—1, sSinesparyn >0

En el caso de que n = 0, tenemos claramente que dypo = 0.
Tenemos de lo anterior que:

Sp(X), sinesimpar 6n=0

0, sinesparyn>0

Sn(X), sin es impar

0, sinespar 6n=20
Por lo tanto, si consideramos el cociente para hallar los grupos de homologia tenemos que:

Z,sin=0
H,(X) =
0, sin>0

A continuacién probaremos dos resultados que utilizaremos en el futuro.

Proposicion 2.9. Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos. Entonces, tenemos que
Hy(X) = Z.

Demostracion. Sea ¢ = ), n;o; un O-ciclo. Definimos la aplicacién ¢ : Ho(X) — Z, de modo

que,
"lﬂ(z nio;) = Z ;.

Veamos que estd bien definida. Sea ¢/ =) ;m;o; otro 0-ciclo homoélogo a ¢, es decir ¢ ~ c, con
lo que existe d = ), prpy una l-cadena, de modo que,

Cc = C/ + al(d)
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Por otra parte, tenemos que 01(d) = >, pr01(vr) = > Pk(d0(wk) — 61(¢k)). De esta manera,

anal = Zmﬂg +Zpk (do(k) — 01(px))
—ZmﬂLZpk—Zpk—ZmJ
=( ZmJUJ

Luego, ¢ esta bien definida. Es claro que 1 es un homomorfismo de grupos y que 1 es sobre-
yectiva. Probemos que 1 es inyectiva. Si tomamos un 0-ciclo, ¢ =), n;0;, un punto cualquiera
zo € X y un 0-simplice o,,, de modo que 0,,(Ag) = xo, tenemos que,

c= (Z ni)0g + Z(nm — NiOgy) = (Z Ni)Ozy + 81(2 NiPizo ),

donde ¢; 4, es una l-cadena (un camino) con extremos o;(Ag) = z; y xo. Esto implica que ¢
y (D_;ni)os, son homdlogos. Entonces, si ¥(c) = 0, implica que, como 9 esta bien definida,
Y((D2;ni)ow,) =0, con lo que ), n; = 0, con lo que,

> nioi ~ (O ni)ow, ~ 0,
i i
luego ¢ ~ 0 y 1 es inyectiva. Luego 1 es un isomorfismo de grupos y Ho(X) = Z. g

Proposicién 2.10. Sea X un espacio topoldgico y sean (X )gex sus componentes conexas por
caminos. Entonces existe un isomorfismo canénico,

X) @ H,(Xk), para todo n > 0,
keK

(donde € denota la suma directa de grupos, que se define como el grupo producto cartesiano
de los X}, consistente en la familia de elementos (zj) de modo que solo una cantidad finita de
ellos es distinta de 0).

Demostracion. Tenemos el hecho de que hay un isomorfismo de grupos,

Sp(X) = @ Sn(Xk), para todo n > 0,
keK

donde el operador borde, d,, opera componente a componente. Esto es claro, ya que la imagen
de A, por cada n-simplice singular o de S, (X) estd contenida en alguna de las componentes
conexas por caminos X}, debido a que A,, es conexo por caminos y o : A,, — X es una aplicacién
continua. Con este hecho, tenemos que cada n-cadena ¢ de S, (X) se puede expresar, de manera

Unica, como,
c= E Ck,

donde cada ¢ es un n-simplice singular de modo que ci(4A,,) esté contenida en una componente
conexa por caminos Xj. Asi, obtenemos el resultado que queriamos, pues existe un isomorfismo
canodnico:
H,(X) =~ @ H,(X}), para todo n > 0.
keK
0

A continuacién vamos a introducir una pequefia variacion a la hora de definir los grupos de
homologia que nos resultara 1til para resultados posteriores. A dichos grupos se los conoce como
grupos de homologia reducida.
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Definicién 2.11. (Grupos de homologia reducida) Sea X un espacio topolégicoy ¢ : So(X) — Z
la aplicacién definida en la prueba de la proposicién 2.9, es decir, dado ¢ = ), n;0; una 0-cadena
de Sp(X), definimos (>, nijo;) = >, n;. Tenenemos asi el complejo de cadenas aumentado,

e (X)) B 5 (X) D Sy(X) Lz

En la prueba de la proposicién 2.9 probamos que ¥ o d; = 0, con lo que podemos definir
Zy(X) := Ker(1), con lo que, definimos el 0-ésimo grupo de homologia reducida como,

Ho(X) = Zo(X)/Bo(X).

Claramente para dimensiones superiores es como definimos los grupos de homologia singular
anteriormente, es decir,

H,(X) = H,(X), para todon > 1.

Como hemos visto, los grupos de homologia reducida inicamente se diferencian con los grupos
de homologia singular en el 0-ésimo grupo.
Por iltimo veremos que Ho(X) = Hy(X)@ Z. Por lo anterior, tenemos que ¢ : So(X) — Z
induce un homomorfismo,

(W), : Ho(X) — Z.

De esta manera, las clases de equivalencia de ﬁO(X ) estén representadas por los elementos que
se anulan por 1, luego, tenemos que,

Ker((¢):) = Ho(X),

con lo que Hy(X) es un subgrupo de Ho(X). Més atin, por los teoremas de isomorffa, empledndo-
los en el homomorfismo (v). : Hy(X) — Z, teniendo en cuenta que es sobreyectivo, concluimos
que,

Ho(X)/Ker((4),) 2 Z = Ho(X) = Hy(X) P Z.

Se deduce rapidamente que si X = {z¢} es un espacio unipuntual, tenemos que H,(X) = 0,
para todo n € N.

2.2. Invarianza homotépica de los grupos de homologia singular. A continuacién
vamos a introducir el homomorfismo de grupos de homologia que induce una aplicacién continua
entre espacios topolégicos, con el fin de calcular facilmente grupos de homologia de algunos
espacios.

En primer lugar, sean X e Y dos espacios topolégicos y sea f : X — Y una aplicacion continua.
Para cada n > 0, dicha aplicacién induce un homomorfismo entre los grupos de n-cadenas
singulares de X e Y:

(f#)n = Sn(X) = Sn(Y)
definida por:
Fn(Q_miei) =D _ni(f o),
Jj€J JjeJ
donde fop;: A, =Y es un n-simplice singular de Y, para todo j € J.

Veremos un resultado que nos permita probar que (fx), aplica n-ciclos en n-ciclos y n-bordes
en n-bordes.

Lema 2.12. Con las notaciones precedentes se tiene que,

an o (f#)n = (f#)n—l o 877,
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Demostracion. Incluimos el siguiente diagrama para visualizar mejor lo que queremos probar,

Sn(X) Sp(Y)

On On

S )n—
S (X) L g (v

Debido a la definicion de operador borde, probaremos el resultado para cada ¢; y a partir de ahi
se concluye facilmente el resultado. Asi, dado un n-simplice singular ¢ de X, tenemos que:

((di o (fa)n)(©)) (@0, .., Tn—1) = 6:i(f 0 @) (w0, ..., Tp—1)
= (foe)(xoy..., xi—1,0,Tj, ., Tp_1)
= f(e(0, ey Ti—1,0, 4y ooy Tn—1))
= f((6i(9)) (20, -, Tn—1))
= (foip) (w0, -, Tn—1)
= (((fg£)n-108:)(¥)) (@0, ..., Tn-1)
Con lo que tenemos el resultado que queriamos. ]

Asi pues, con dicho resultado concluimos facilmente que la aplicacién inducida por f aplica
ciclos en ciclos y bordes en bordes, como muestra el siguiente resultado:

Corolario 2.13. Con las notaciones precedentes, tenemos que:
(f#)n(Zn(X)) - Zn(Y)

Demostracion. En primer lugar, probemos la primera contencién. Sea ¢ un n-ciclo de X, quere-
mos probar que (fx)n(c) es un n-ciclo de Y, esto es, 0,,((f#)n)(c) = 0. Por definicién de n-ciclo,
On(c) =0, con lo que, por el lema anterior tenemos que:

On((f)n(€) = (f#)n-1(n(c)) = (f)n-1(0) =0,

con lo que (f#)n(c) es un n-ciclo de Y y tenemos probada la primera contencién.
Para la segunda, sea d un n-borde de X, debemos probar que (f)n(d) es un n-borde de Y. Por
definicién de n-borde, existe un (n+1)-simplice singular, e, de X, de modo que 0,41(e) = d. De

esta manera,
(f)n(d) = (f£)n(Ont1(e)) = On1 (f)n+1(e)),

luego (fx)n(d) es un n-borde de Y, con lo que tenemos probada la segunda inclusién y hemos
concluido la prueba. O

De esta manera, el resultado anterior implica la existencia de un homomorfismo entre los
grupos de homologia de los espacios X e Y, el cual denotamos por:

(f)n + Hn(X) = Ho(Y),
definido como hemos hecho anteriormente:
(Fn(Q_njes) =Y nj(f o)),
JjeJ Jje€J
donde > jeg Mjej es un n-ciclo de X. Dicho homomorfismo se denomina homomorfismo inducido
por la aplicacion f.
Los dos siguientes resultados que enunciaremos sirven para probar que la homologia, al igual

que el grupo fundamental, es un funtor de la categoria de espacios topoldgicos en la categoria
de grupos abelianos.

Teorema 2.14. Dados tres espacios topologicos X, Y vy Z se tiene que,



1.Si f: X Y yg:Y — Z son dos aplicaciones continuas, entonces, ((g o f)«)n =
(ge)n o (fi)n : Ho(X) — H,(Z), para todo n > 0.

2. Si Id: X — X es la aplicacién identidad, (Idy), : Hy(X) — Hp(X) es el homomorfismo
identidad, para todo n > 0.

Demostracion. Comenzaremos probando el primer punto. Vamos a escribir las expresiones de
((go f)e)n y de (gi)n o (fs)n y veremos que coinciden. Asf pues, sea ). ;njp; un n-ciclo de X,

entonces:

((go HInd_njes) => njlgo fow;)

jeJ jeJ
Por otra parte:
(g*)n © (f*)n(znjwj) = (g*)n(znj(f o @j)) = an(g ofo Soj)'

JjeJ JjeJ Jj€J

Luego tenemos el resultado que queriamos probar:
((gof)e)n = (ge)n o (fo)n

Probemos ahora la segunda propiedad, que es trivial, ya que, dado un n-simplice singular, ¢, es
claro que Id o p = . Asi pues, sea ) .. ;njp; un n-ciclo de X, entonces:

Jj€J
(Id)n () _njej) =Y niIdogp)) =Y njp;.
jeJ jedJ jeJ
Luego tenemos probado el segundo resultado y, por tanto, el teorema. [l

Con dicho teorema se concluye de manera sencilla:

Corolario 2.15. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y sea f : X — Y un homeomorfismo,
entonces (f)n : Hn(X) = Hp(Y) es un isomorfismo de grupos, para todo n > 0.

Observacion 2.3. Con los resultados anteriores, podemos concluir que la homologia es un
funtor de la topologia al dlgebra (en particular a los grupos abelianos). De hecho, si dos espacios
topoldgicos son homotopicamente equivalentes, entonces sus grupos de homologia son isomorfos,
lo cual se deduce del resultado que enunciaremos a continuacion.

A continuacién vamos a probar que dos aplicaciones homdtopas inducen el mismo homomor-
fismo entre los grupos de homologia.

Definicién 2.16. (Aplicaciones homdtopas) Sean X e Y dos espacios topoldgicos y sean f, g :
X — Y dos aplicaciones continuas. Se dice que f y g son aplicaciones homdtopas si existe una
aplicacién continua F' : X x I — Y que cumple:

F(z,0) = f(z), para todo = € X.
F(x,1) = g(z), para todo x € X.
Cuando dos aplicaciones sean hométopas lo denotaremos por f = g.

Teorema 2.17. Sean X e Y dos espacios topolédgicos y sean f,g : X — Y dos aplicaciones
continuas. Si f y g son apliaciones hométopas, entonces (f«)n = (g« )n, para todo n > 0.

Demostracion. Como las aplicaciones f y g son homdtopas, entonces existird una aplicacion
continua F' : X x I — Y, de modo que:

F(z,0) = f(z), para todo = € X.

F(z,1) = g(z), para todo = € X.
Sean ademds i : X — X x Iy j: X — X x [ las aplicaciones dadas por i(x) = (z,0) y
j(x) = (z,1), para todo € X. En términos de ¢ y j, las condiciones de la homotopia se pueden
expresar Como:

Foi=f
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Foj=yg
Supongamos que (ix), = (j«)n, entonces tenedriamos que:
(f*)n = ((F 0 @)*)n = (F*)n © (Z*>n = (F*)n © (]*)n = ((F Oj)*)n = (9*)n

Con lo que para demostrar este resultado necesitamos probar tunicamente que (ix)n = (J«)n
H,(X)— H,(X x I). En particular, vamos a probar que para los homomorfismos:

(i)ms (G = Sn(X) = Sp(X x 1),
existe un homomorfismo (el llamado operador prisma, P):
P:Sp(X)—= Spt1(X x 1),
de modo que:
Onp10 P+ Pody = (ju)n — (is)n-

Cuando existe tal P cumpliendo la anterior condicién se dice que los homomorfismos (i), y
(J«)n son cadena homdtopos. A P se le llama homotopia de cadenas.
Veamoslo mas claro con este diagrama:

On n On,
e S (X)) T s (x) — s, (X)) 2

oS (X X I) —— S (X I)T>Sn (X X T)——---
n+1 n

Si (ix)n ¥ (J«)n son cadena hométopos y ¢ es un n-ciclo de X, entonces tenemos que:

(G#)n(c) = (ig)n(c) = ((Gg)n — (ig)n)(¢) = (Ont1 P + POn)(c) = Ons1(P(c))

con lo que (j4)n(c) = (ix)n(c) es un n-borde, luego (j4)n(c) y (i4)n(c) son homdlogos y entonces:

Asi, para la demostracion de dicho teorema basta demostrar que (j«)n v (ix)n son cadena hométo-
pos, con lo que necesitamos definir P.

Sea ¢ : A, — X un n-simplice singular de X. Para ¢ € {0,1,...,n}, definimos P;(¢) como el
elemento de S, 11(X x I) dado por:

R(@)(‘TOa "'7xn+l) - (SD(‘TOa ey Li—1, T4 + Ti+1, Li42, "'5'1"77,4*1)7 1-—- Zl‘k‘)

De esta manera, definimos P(¢) € Sy41(X x I) como:

=0

Luego P definido de esta forma es un homomorfimo de grupos.
Ahora escribimos 9,41 P(¢) como:

n+1 n+l n

(2.1) On1P(p) =D (=1)75;P() = > Y (~1)"5;P,()

j=0 j=0 i=0
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Trabajamos ahora con la expresion de 6;P;(¢).
Sii < j—1, tenemos:

0 Pi(¢)(zo, ..., zn) = Pi(p)(x0, ..., xj-1,0, 2, ..., Tp)
7
= ((p(ajo, s Lim 1, T+ T 1, Tt 2y +evy Tj—1, 0, zj, $n), 1-— Z[Ek)
k=0

i
= (0j—19(x0, -, i1, i + Ti1, Tig2,s o0y Tn)y 1 — fok)
k=0

= Pidj_1(p)(z0, ..., Tn)
Si ¢ > j, entonces:
6]]32(80)(1130, ey .'Ifn) = ‘F)Z(SD)(‘T(M vy Lj—1, 07 Ljyeens xn)
i—1
= ((p(ﬂ?o, vy Tj—1, 0, Tjyeolj—2, Tim1 + Ty L1y ooey $n), 1-— Z:ck)
k=0

i—1
= (6390('1"07 ey Lj—2, Tj—1 + iy LTi41, "'71‘71)’ 1- Zxk)
k=0

= i—15j(<,0)($0, vy Tp)
Para finalizar la distincién de casos, si ¢ = j, entonces:

3;Pj(p)(x0, ... xn) = Pj()(x0, ..., xj—1,0, 2}, ..., Tp)

j—1
= (p(x0, ..., zp), 1 — Zxk)
k=0

= j_l(QO)(fE(),...,I’j_l,o,xj,...,wn)

=0 0 Pj—1(p) (w0, ..., )

Asi pues, tenemos que:

0;Pj = 0;Pj—1
0;P; = Pi_16j, sii>j,

5P =Pib; 1, sii<j—1
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Utilizando lo anterior y usando la expresién de 0,11 P, dada en la ecuacién (2.1) tenemos que:

n+l n
Ony10P = Z Z(—l)iﬂ(sjpi
§=0i=0
n n+1 n+1
=00Po+ Y Y (DTGP ()G R+ Y Y (~1) P,
j=1i=j j=0 j<i<n j=10<i<j
n+1 n+1
_50P0+Z<SP FY 0D (=D)TEP+ Y Y (-1)T6R
7=0 j<i<n j=1li=j5—-1
n+1
LY S s
7=10<i<yj—1
n n n+1
=00Po+ Y 0P =Y 5P =0 Pat > Y ()P,
j=1 j=1 §j=0 j<i<n
n+1
+> > (—)TeP
j=10<i<j—1
n+1 n+1
250P0*5n+1pn+z Z (=1 Pi_y6; +Z Z ~1)" PS4
7=0j<i<n J=10<i<j—1
n+ln—1 n j—1
=00P0 — dp1 P + Z Z(—l)”jﬂpﬁj + Z Z(—l)iﬂﬂpﬂ%
j=0 i=j j=0 i=0

7=0
n n—1 o
= 00FPy — o1 P + Z (=)t ps;
0

=0 <
1

SRS

= 60Py — Ops1 Py — (—1)" P55

(]
-

i

= 60Py — 6ps1 Py — P

7=0
On,

Il
O o

Pero resulta:
60 F0(9) (w0, -, Tn) = Po(9)(0, 20, .., Tn)
= (o(x0, ey Tpn), 1)
= (J#)ne(0; - Tn)

On+1Pn(©) (0, oy Tn) = Pp(@)(x0, ..., Tpn, 0)
= (¢(x0, ..., Tpn),0)
= (ig)np(T0; -, Tn)

Luego tenemos finalmente que la aplicaciéon P asi definida verifica:
Ont1P + POp = (jg)n — (ig)n

Lo que demuestra, como ya hemos dicho, que (j4), € (i4)n son cadena hométopos, luego (j)n =
(15)n, con lo que (fi)n = (gx)n : Ho(X) = Hy(Y). O



13

A continuacion, usando el teorema anterior, calcularemos los grupos de homologia de algunos
espacios muy caracteristicos, como son los espacios contractiles.
En primer lugar, vamos a dar la definicién de equivalencia homotopica.

Definicién 2.18. (Equivalencia homotdpica) Sean X e Y dos espacios topolégicosy f: X — Y
una aplicacion continua. Se dice que f es una equivalencia homotdpica si existe una aplicacién
continua g : Y — X, de modo que:

go f=lIdx
fog=Idy
Los espacios X e Y se dice que son homotdpicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo
de homotopia.
Con esta definiciéon y usando el teorema anterior es ficil concluir el siguiente resultado:

Corolario 2.19. Sean X e Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una equivalencia homotopi-
ca. Entonces (fi)n : Ho(X) — Hp(Y) es un isomorfismo de grupos para todo n > 0.

Demostracion. Como f es una equivalencia homotoépica, existe una aplicacién continua g : ¥ —
X de modo que go f = Idx y fog = Idy. De este modo, haciendo uso de las resultados
anteriores, tenemos que:

(g)n © (fe)n = ((g 0 f)e)n = ((Tdx)s)n = Idp,,(x)

(fdn © (ge)n = ((f 0 9)x)n = ((Ldy)u)n = Idp,(v)

Luego, tenemos que ( f)n es un homomorfismo inyectivo (de la primera expresion) y sobreyectivo
(de la segunda expresién), con lo que (fi), : Hy(X) — H,(Y) es un isomorfismo, para todo
n > 0, como queriamos probar. [l

A continuacion daremos la definicién de espacio contrdctil y calcularemos sus grupos de
homologia.

Definicién 2.20. (Espacio Contrdctil) Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es un espacio
contrdctil si existe xg € X de modo que Idx = e;,, donde Idx es la aplicacién identidad sobre
X y ez, : X = X es la aplicacién constante a xg.

Probemos antes un resultado que nos facilitara los calculos y poder aplicar nuestros resultados.

Proposiciéon 2.21. Sea X un espacio topolégico. El espacio X es contréctil si, y sélo si, X es
homotépicamente equivalente a un conjunto unipuntual, {zo}, con g € X.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio contractil, entonces Idx = e,,, paraun xg € X.
Definimos las aplicaciones f: X — {xo} y g: {z0} — X de la siguiente forma:
f(z) = xg, para todo z € X,
g(xo) = xo.
De esta forma, fog = Id, vy go f = ey = Idx, esto ultimo era nuestra hipétesis.

De igual forma, supongamos que X tiene el mismo tipo de homotopia que un conjunto unipuntual
{z¢} con lo que existirdn aplicaciones continuas f: X — {zo} y g : {zo} — X, de modo que:

go f=ldx
fog=ldyy

Pero resulta que go f = ey, con g(zp) € X. Por lo tanto, X es un espacio contréctil y hemos
probado la equivalencia. O

Con todo esto, podemos calcular los grupos de homologia de un espacio contractil.

Corolario 2.22. (Grupos de Homologia de un Espacio Contrdctil) Sea X un espacio topoldgico
contractil. Entonces tenemos que Hy,(X) = 0 para todon > 0,y Hy(X) = Z.
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Demostracion. Claramente, como X es un espacio contractil, por el ultimo resultado, X es
homotdpicamente equivalente a un conjunto unipuntual {xo}, con z¢g € X, un elemento de X.
Por lo tanto, si f : X — {xo} es la unica aplicacién posible entre dichos conjuntos, tenemos que
(fi)n : Ho(X) — H,({x0}) es un isomorfismo, para todo n > 0. Como ya vimos, Hy,({zo}) =0,
para todo n > 0, y Ho({zo}) = Z, con lo que se tiene el resultado que se queria probar. O

Definicién 2.23. (Retracto) Sean X un espacio topoldgico y A C X un subespacio. Se dice que
A es un retracto de X si existe una aplicacién continua r : X — A, de modo que roi = Idy,
donde 7 : A < X es la inclusién. A la aplicacién r se la llama retraccion.

Definicién 2.24. (Retracto de Deformacion) Sea X un espacio topoldgico y A C X un subes-
pacio. Se dice que A es un retracto de deformacion de X si existe una retraccién r : X — A de
modo que ior = Idx, donde Idyx : X — X es la identidad e i : A < X es la inclusion.

Corolario 2.25. (Grupos de Homologia de un Retracto de Deformacion) Sean X un espacio
topoldgico y A C X un retracto de deformacién de X. Entonces, tenemos que H,(X) es un
grupo isomorfo a H,(A), para todo n > 0.

Demostracion. El resultado se obtiene directamente del corolario 2.19, ya que si A es un retracto
de deformacién de X, entonces A tiene el mismo tipo de homotopia que X, es decir, A y X son
espacios homotdépicamente equivalentes, luego,

H,(A) = H,(X) , para todo n > 0.

3. HOMOLOGIA RELATIVA.

En esta seccién vamos a definir los grupos de homologia relativa, que vienen a generalizar los

grupos de homologia definidos en las anteriores secciones. Definiremos los grupos de homologia
relativa para un par (X, A), donde X es un espacio topolégico y A C X es un subespacio, y les
denotaremos por H, (X, A). Como veremos, dichos grupos guardan una estrecha relacién con el
homomorfismo de grupos (i, )y : Hy(A) — Hy(X).
Ademsds estos grupos generalizan a los grupos de homologia, ya que si A es el conjunto vacio,
entonces resultard que H, (X, A) = H,(X). Aunque el objetivo primordial de la topologia al-
gebraica es calcular los grupos de homologia, H,(X), los grupos de homologia relativa que
introduciremos nos serviran para poder computar o calcular los grupos de homologia, aunque
tienen en si mismo interés estudiarlos. Para esta seccién se ha seguido [8].

Sean X un espacio topolégico y A un subespacio del mismo. Consideramos la aplicacién
inclusion, i : A — X y el homomorfismo que induce en los grupos de cadenas singulares:

(i )n = Sn(A) = Sp(X)

Como dicho homomorfismo es inyectivo, pues la inclusién i lo es, tenemos que S,,(A) es un sub-
grupo del grupo de cadenas singulares S, (X ). Asi, consideramos el grupo cociente S, (X)/S,(A).
Este grupo se llama grupo de n-cadenas singulares del par (X,A) y lo denotamos por S, (X, A).
Por otra parte, si consideramos el operador borde 0, : Sp(X) — Sp—1(X), como lo hemos
definido, verifica que:

On(Sn(A)) C Sp—1(4),

ya que, si ¢ : A, — X es un n-simplice de S, (A), tenemos que cada d;(¢) es un (n-1)-simplice de
A. De esta manera, tenemos que 9y, induce un homomorfismo en los respectivos grupos cociente,
esto es:

8l Sn(X,A) = Sp_1(X, A)
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De la misma forma que hicimos anteriormente, vamos a definir el subgrupo de S, (X, A) de
n-ciclos, para n > 0 como:

Zn(X, A) = Ker(9,) = {c € Su(X, 4) : 9,(c) = 0}
Y para n > 0, definimos el subgrupo de S, (X, A) de n-bordes como:

Bu(X, A) = Im(3,,) = 9,,(Sn11(X, A))
De la manera que hemos definido 87/1 como el homomorfismo borde inducido por 0,, tenemos
que se cumple también la propiedad 8, o ;L 11, de esta manera:

B,(X,A) C Z,(X,A)
Con lo que definimos los grupos de homologia relativa del par (X,A) como:

Definicién 3.1. (Grupos de Homologia Relativa) Con las notaciones precedentes, definimos los
grupos de homologia relativa respecto del par (X, A) como el grupo cociente:

H,(X,A):=27,(X,A)/B,(X,A), paran >0

En el caso de n = 0, definimos Zy(X,A) = So(X,A) y entonces
Ho(X,A) :=So(X,A)/By(X, A).

De esta manera, hemos definido los grupos de homologia relativa respecto al par (X, A) de
manera andloga a los grupos de homologia, con la diferencia de que ‘colapsamos’ todo lo que
se encuentre en el subespacio A, esto es, dado un n-simplice ¢ € S, (X, A), diremos que ¢ es un
n-ciclo médulo A si, y sélo si, 9, (c) € Sp—1(A).

3.1. Algunas propiedades de la homologia relativa. Muchos de los resultados que ex-
pondremos a continuacién son analogos a los ya vistos para grupos de homologia, con lo que no
haremos las demostraciones con todo detalle para no repetirnos en los mismos argumentos.

A modo de explicar claramente lo que haremos a continuacién, presentemos el siguiente diagra-
ma sobre los grupos de cadenas singulares, donde (i), : Sp(A) — S, (X) es el homomorfismo
de grupos inducio por la inclusién y (74 )y : Sp(X) — S, (X, A) es la proyeccién canénica. Con
ello, tenemos que:

+1
4,0

(3.1) 0 —— Su(4) —2 s 5,(X) W(X, A

a,

On On

l
s o lan
N

. Y
0 — S,_1(A) (g)n—1 n—1(X) (T )n1 Sp—1(X,A) —

| i i

Para no considerar el caso n = 0 como excepcional, definimos para todo entero n < 0:

Sn(A) = Sn(X) = Sn(X7 A) = {0}
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Como vimos anteriormente, el homomorfimsmo (i), induce un homorfismo en los grupos de
homologia:

(i) : Hy(A) = Hp(X), para todon =0,1,2, ...

De igual manera, la proyeccién canénica (74 ), también induce un homomorfismo:

(Ti)n : Hp(X) — Hp(X, A), para todon=0,1,2, ...

Por tltimo, nos gustaria definir un homomorfismo entre H, (X, A) y H,_1(A), para poder
obtener una sucesién infinita de homomorfismos entre grupos. Definimos asi:

(Os)n : Ho(X, A) — H,—1(A)
de la manera siguiente. Sea ¢ € H, (X, A). Queremos definir un n-ciclo (0s),(¢) € Hp—_1(A).
Tomamos un n-ciclo ¢ € Z,(X, A) representante de la clase de homologia ¢. Debido a que
(m4)n es un epimorfismo (ver diagrama (3.1)), tenemos que existe ¢’ € S,(X), de modo que
(m4)n (") = . Consideramos ahora la cadena 0,(c”) € S,—1(X). Por la conmutatividad del
diagrama y teniendo en cuenta que ¢ es un n-ciclo, tenemos que:

(T4 )n—1 0 On(c") = 07, © (4 )n(c") = D (') = 0,
con lo que 9, (") € S,_1(A). Definimos, por tanto:
(0:)n(€) = On(c").

Comprobemos que dicha aplicacién estd bien definida, es decir, que no depende del represen-
tante escogido. Sea ¢ € H, (X, A). Tomamos ,a’ € Z,(X, A) dos n-ciclos representativos de la
clase de homologia relativa ¢. Entonces, por definicién tenemos:

d —ad € B,(X,A)
Tomamos ¢, a” € S, (X), de manera que (74)n(c”) =y (74)n(a”) = a’. Como hemos visto
antes, tenemos que:

(") € Sp—1(A)
8n(a”) S Sn_l(A)
Queremos probar que la clase de homologia de 9,,(¢”) coincide con la clase 9y, (a”) en Hy,—1(A).
Para ello, probemos que 9, (c”) — d,(a") € By—1(A).
Tenemos que existe d € Sy,11(X, A) de modo que 9, (d) = ¢ —a’ € S,(X,A), yaque ¢ —a’ €
B, (X, A). Ademas existird d’ € S,11(X), de modo que (m4)n+1(d’) = d. Por lo tanto, se tiene
que,

(3)n © Ong1(d) = 011 © (g )nga(d) = Opyy(d) = ' = d
Luego las cadenas d,41(d') y ¢’ — a” tienen la misma imagen por (74 )n, luego serdn cadenas
equivalentes en el grupo conciente S, (X, A), con lo que (¢’ — a”) — Op41(d') € S, (A). Ademés,
tenemos que:

(" = a") = dpy1(d)) = On((" = a")) = 0y 0 Ony1(d) = D ((¢" — a")) = Dp(c”) — Dn(a”)

Por lo tanto 9, (c") — 9p(a”) € Bp_1(A).
Ahora, probemos que dicha definicién no depende del representante escogido ¢’ € S,(X).
Es decir, con las notaciones anteriores, tomemos dos n-ciclos ¢/, € S,(X) de modo que
(g )n(c]) = (g )n(cy) = ¢ € Sp(X, A). Debido a esto, tenemos que:

(g )n(cf = c5) =0,
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con lo que, tenemos que ¢ — ¢ = a € S,(A), donde a es una n-cadena de S, (A). Para ver que
nuestra aplicacién (0 ), estd bien definida basta probar que 9, (cf) = 9, (c%).
Tenemos, por tanto, que c’l’ = 6’2' + a, entonces:

8n(0,1/) = 8n(cl2, +a)= an(cg) + On(a).

Como vimos antes, 9y,(c]), 0n(cy) € Sp—1(A). Para ver que que estd bien definida la aplicacién,
basta ver que los dos elementos generan la misma clase de equivalencia en el grupo H,,_1(A), esto
es, que la diferencia, 9, (c]) —0,(c}), sea un (n-1)-borde de S,,_1(A), pero 9y, () —0n(c5) = I (a)
y On(a), que es un (n-1)-borde, luego tenemos que la aplicacién (0 ), estd bien definida.

Se concluye de manera muy sencilla (es una mera comprobacién) que es un homomorfismo

de grupos, con lo que ya tendriamos definida la que llamaremos sucesion larga de homologia del
par (X,A).

A continuacién enunciaremos un resultado sobre dicha sucesién que nos ayudaré a calcular
grupos de homologia de ciertos espacios posteriormente. Primero daremos unas definiciones
previas.

Definicién 3.2. (Complejo de Cadenas) Un complejo de cadenas, C, consiste en un conjunto
de grupos abelianos C,, con n € Z, junto con un conjunto de morfismos, d, : C,, — C,_1, de
modo que d, o dy4+1 = 0.

Observacion 3.1. Con dicha definicion, vemos que el conjunto de cadenas singulares S, (X) de
un espacio topoldgico, X, junto con los operadores borde, On, forman un complejo de cadenas.

Definicién 3.3. (Sucesion Ezacta) Un complejo de cadenas C' se dice que forma un sucesion
exacta si Im(d, 1) = Ker(d,), para todo n € Z.

d+1 d d—l
e Oy L0y 0 L

En particular, tenemos que:
63 . , . . . , . . .
1. 0 — A —— B es exacta si, y sélo si, Kera = 0, es decir, si, y sélo si, a es inyectivo.
(63 N , . . . ’ . .
. A—— B —— 0 es exacta si, y sblo si, Ima = B, es decir, si, y sélo si, a es sobreyectivo.

a B - . P . .
.0—— A——+ B —— (' —— 0 es una sucesion exacta si, y sélo si, « es inyectivo, g es

sobreyectivo y Kerf3 = Ima. Por lo tanto, 8 induce un isomorfismo C' = B/Ima (este
ultimo resultado se debe a los teoremas de isomorfia de grupos).

2

« . , . .
3.0 — A —— B —— 0 es exacta si, y solo si, a es un isomorfismo.
4

Una sucesién como la del ultimo apartado se denomina sucesion exacta corta.

Teorema 3.4. La sucesion larga de homologia relativa:

(/L*)n (8*)77,

e Hy () U g (x) T o, a) O () St

es una sucesion exacta.

Demostracion. Debemos probar entonces que Im((ix),) = Ker((my)n), Im((me)n) = Ker((9x)n)
y Im((9:)n) = Ker((ix)n—1)-

Asi pues, tinicamente probaremos que Im(m,) = Ker(0,), debido a que las otras dos igualdades
son similares. Dicha demostracién la haremos por doble contenido.

Im(my), C Ker(0)n :
Tomamos z € Im(my), C H,(X, A). Por definicién de imagen, existe z € H,(X), de modo que
(74 )n(z) = Z. Como z es un n-ciclo, tenemos que 9,,(z) = 0, con lo que, por cémo hemos definido
(Ox)n, tenemos que (04)n(Z) = On(z) = 0, luego z € Ker(dy)n.
Ker(0)n) € Tm((m)a)
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Tomamos z € H, (X, A), de modo que (9x),(Z) = 0. Esto implica que, dado 2’ un representante

de la clase de equivalencia z y z” un elmento de Sy, (X) de modo que (m4)n(2") = 2/, 0,(2") = 0,

luego z” es un n-ciclo de S, (X). Ademds sabemos que (m4)n(2") = 2/, luego tenemos que, si

consideramos a z” € H,(X) como la clase de equivalencia cuyo representante es z” y 2/ =z,
(e )n(2") = 2 = Z,

luego tenemos que zZ € Im((m)y), con lo que termina la prueba. O

Observaciéon 3.2. Esta construccion que hemos hecho de la sucesion exacta larga de homologia

se puede hacer de un modo maés general como explicaremos a continuacién. Supongamos que
tenemos los complejos de cadenas siguientes, (A, '), (B,9") y (C,9"), y ademas homomorfismos,

o, A, — B,

Bn i B — Chy,

para todo n € Z, de manera que,
/B'VL

0—— A, B, "+ C,——0

es una sucesion exacta corta para todo n € Z. Si consideramos el siguiente diagrama, que es
conmutativo,

an+1 ‘9;{-5-1 lagfu
Y
0 A, — B, ., 0
o, o la{;/
! Qn—1 Bn-1

Entonces, el llamamo ZigZag Lemma (se puede encontrar una demostracién en [9], pdgs:136-138),
afirma que existen un conjunto de aplicaciones,

Uy : Hp(C) — Hp—1(A),

de manera que la sucesion,

e () % g, 8) P m,0) Yl (A)

es exacta.

En esta observacién estamos trabajando con los grupos de homologia de complejos de cadenas,
que se definen de manera andloga a la construccién que hemos hecho a partir de espacios to-
polégicos, ya que, dado un espacio X, trabajdbamos con los grupos S, (X) y el operador borde
que definfamos, con lo que estamos en la misma situacién que la anterior. Dado un complejo de
cadenas (A, ), entonces se definen los grupos de homologia del complejo de cadenas como,

Hy(A) = Ker(0,)/Im(0n41),
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donde,
6n+1 871

> App— Ay — Ay —
Antes de utilizar el anterior resultado para calcular algunos grupos de homologia, daremos

un resultado que nos serd de gran utilidad para saber cémo es el grupo de homologia relativa
Hy(X, A).

Proposiciéon 3.5. Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos y sea A C X un conjunto
no vacio. Entonces,

Ho(X, A) = 0.

Demostracion. Sea yo € A. Consideremos una 0-cadena ¢ = ), n;o; en X, donde 0; : Ag — X
es el O-simplice dado por ¢;(Ag) = z;. Como X es conexo por caminos, podemos considerar
un camino «; : [0,1] — X tal que ;(0) = yo vy a;(1) = z;. A partir de «; podemos definir
el 1-simplice singular &; : Ay — X dado por &;(xg, 1) = ai(zo) que verifica &;(0,1) = yo y
@;(1,0) = x4, es decir, do(q) = 0y,, 01(0) = 04, donde oy, : Ag = X es el 0-simplice definido
por oy, (Ap) = yo. Luego,

81(2 niG;) = an‘@o(@i)) - Zm(&(di)) = (Z ni)oy, — C.

Esto implica que cualquier 0-cadena en X es homdloga a una 0O-cadena en A y por lo tanto
Hy(X,A)=0. O

A continuacién calcularemos, utilizando la sucesién exacta larga de homologia, la homologia
de algunos espacios.

Ejemplo 3.1. Veamos algunos ejemplos que pueden ser interesantes en el futuro, para el calculo
de la homologia de las esferas.
Definimos primeramente,
D"={x eR":|z| <1}
Sl = {z e R": ||z|| = 1},
2

donde |.|| es la norma euclidea, es decir, dado x = (z1,--- ,z,) € R™, entonces | z|| = /2] + -+ + 22.

1. Para todo ¢ > 1, tenemos que H,(D",S" 1) y H,_1(S"!) son isomorfos.
Esto es claro, teniendo en cuenta de que D™ es un espacio contréactil, con lo que H,(D") =
0, para todo ¢ > 1. Con lo que, si ¢ > 1, tenemos la sucesion:

f—— 0 — Hy(D",S") = Hy (8" — 0 —— -

Tenemos pues que la aplicacién «, debido a que la sucesién es exacta, es un isomorfismo,
con lo que obtenemos el resultado.

2. Para n > 1, tenemos que H;(D",S"1) = 0.
Antes que nada, observamos que H;(D™) = 0, ya que D" es contrictil. Ademads, como
hemos probado anteriormente, tenemos que Ho(D", S"~!) = 0, pues D" es conexo por
caminos y S"! es un conjunto no vacio. Con esto, escribimos la sucesién:

S 0 — Hy(D", ") S Hy (5" ) D Hy(D") —+ 0 —— -

Debido a que, como ya hemos dicho, la sucesiéon es exacta, o es monomorfismo y (5 es
epimorfismo. Por los teoremas de isomorfia de grupos y teniendo en cuenta que Ker(a) = 0
y Im(B) = Ho(D"), tenemos que:

H, (D", S" Y /Ker(a) = H (D", S" 1) = Im(a) = Ker ()
Asi, tenemos que:

Ho(S"™)/H1(D",S"™") = Im(B) = Ho(D")
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Luego, como Hy(S" 1) = Z = Hy(D"), tenemos que:
Hy(D™,s" 1) =0,
como queriamos probar.
3. Hi(D',S%) =7
En primer lugar, tenemos que Ho(S%) 2 Z @ Z y Ho(D') = Z. Si escribimos la sucesién,
obtenemos que:

00— DL % zaez vz — 0
Es claro, como dijimos antes, que Ker(a) =0y que Im(3) = Ho(D') = Z. Con lo que:
Z&®Z/Ker(8) 2XZ = Ker(B) & Z.
Tenemos pues, que:
H, (D', 8% /Ker(a) = Im(a) = Ker(8) = Z = H(D',S%) = Z

Ejemplo 3.2. Ahora consideraremos los grupos de homologfa relativa cuando el subespacio A es
s6lo un punto. Sea X un espacio topoldgico y sea xg € X un punto. Utilizando la sucesién larga
de homologfa vamos a probar que H,(X) = H, (X, zo), para todo n. Si utilizamos la sucesién
exacta larga sobre los grupos de homologia reducida, tenemos que,

- — Ha({wo}) — Ha(X) — Ho(X,20) — Hoo1({20}) —

Teniendo en cuenta que H,({z¢}) = 0, para todo n € N, tenemos que la sucesién nos queda,

i 0 —— Hy(X) — Hp(X,z0) —> 0 —— - -

Con lo que, tenemos que H,, (X) = H,(X,xz0), lo que querfamos probar.

Ejemplo 3.3. Si A es un retracto por deformacién de X, entonces H, (X, A) = 0, para todo
n > 0.

Esto es claro, ya que existird una aplicacién r: X — A,demodo quesii: A— X eslainclusion,
tenemos que roi = Idg e ior =2 Idx, con lo que,

(ts)n : Hp(A) — Hp(X),

es un isomorfismo para todo n > 0. Utilizando la sucesién exacta larga de homologia, tenemos
que,

— Ho(A) S o) T x,4) O ) B g, 4) —

Asi pues, tenemos que Ker(my), = Im(is), = Hp(X), con lo que (m), es el homomorfismo
nulo. Ademas, Im(0y)n = Ker(is)n—1 = 0 e Im(ny), = Ker(ds), = 0, con lo que (0«)n
es un homomorfismo inyectivo y cuya imagen es el 0 en H,_1(A), con lo que tenemos que
H,(X,A) =0, para todo n > 0.

3.2. Homomorfismo inducido por una aplicaciéon continua en los grupos de homo-
logia relativa. Ahora, de la misma manera que hicimos con los grupos de homologia, veremos
cuando una aplicacién continua entre dos espacios topoldgicos induce homomorfismos entre los
grupos de homologia relativa.

Consideremos dos pares (X, A) e (Y, B), donde X y Y son espacios topolégicos y A y B subes-
pacios de ellos. Si f: X — Y es una aplicacién continua de modo que f(A) C B diremos que
f es una aplicacidn entre pares y la representaremos por f:(X,A) — (Y, B). Como vimos an-
teriormente, f induce un homomorfismo, (f4), : Sp(X) — Sp(Y), en los grupos de cadenas de
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X e Y. Debido a que f(A) C B, tenemos que el subgrupo S,,(A) de S, (X) lo lleva al subgrupo
Sp(B) de S,,(Y), con lo que f induce un homomorfismo:
(fg)n : Sn(X, A) — Sp(Y, B), para todo n > 0,

que también denotaremos por (fu)n.
Este homomorfismo inducido resulta que también conmuta con el operador borde, 9),, definido
anteriormente. Si consideramos el diagrama:

(f#)n

Sn(X, A) Sn(Y, B)
o on
(f#)nfl
Sn—l(Xa A) Sn—l(}/a B)

Tenemos que ver que es conmutativo. Procedemos de la misma manera que hicimos con los
grupos de homologia.

Tomamos un n-simplice singular, g € S,(X, A). Debido a cémo hemos definido 9, y a los
calculos que hicimos para definir el homomorfismo inducido por una aplicacién entre grupos de
homologia (ver lema 2.12) tenemos que:

(07, © (f)n) (@) = O, ((f)n(@)) = O (F o ©)

n

Z 5i(fop)=> (=1)if(6iop)

= =0
= (f#)n-10n(#)) = (f#)n-10 0, ()

De esta manera, al igual que con los grupos de homologfa, tenemos que (fx)n(Zn(X,A)) C
Zn(Y,B) y (f4#)n(Bn(X,A)) C By(Y, B), con lo que, existe un homomorfismo:

(fidn : Hn(X, A) — H, (Y, B),

al que llamaremos homomorfismo inducido por la aplicaciéon continua de pares f.

3.3. Equivalencia homotépica de los grupos de homologia relativa. Usaremos gran
parte de la demostracion hecha para grupos de homologia. Comenzaremos por enunciar el teo-
rema, pero primero daremos dos definiciones que utilizaremos.

Definicién 3.6. (Aplicaciones homdtopas entre pares) Sean dos espacios topoldgicos X e Yy
dos subespacios A C X y B C Y. Dadas dos aplicaciones entre pares f,g : (X, A) — (Y, B),
decimos que f y g son aplicaciones homdtopas entre pares si f y g son homdtopas a través de
una homotopia,

F:(XxI,AxI)— (Y,B),
de modo que, F(z,0) = f(x) y F(z,1) = g(z) para todo x € X.

Definicién 3.7. (Equivalencia homotdpica de aplicaciones entre pares) Sean X e Y dos espacios
topolégicos y A C X y B C Y dos subespacios. Dada un aplicacién continua entre pares
f (X, A) — (Y, B) diremos que f es una equivalencia homotdpica entre pares si existe otra
aplicacién continua entre pares g : (Y, B) — (X, A) de manera que f o g es una aplicacién entre
pares homoétopa a Idy,gy y g o f es una aplicacion entre pares hométopa a Id x 4).

Teorema 3.8. Sean X e Y dos espacios topolégicos y A C X y B C Y dos subespacios.
Sean f,g : (X,A) — (Y,B) aplicaciones continuas y homdtopas. Entonces (fi)n = (g«)n
H,(X,A) — H,(Y,B).

Demostracion. Como ya probamos en el teorema 2.17, existe un homomorfismo de grupos:

Py 1 Su(X) — Snp1(X x I).
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Por cémo lo hemos definido, tenemos que, dada una aplicacién continua f : X — Y, el siguiente
diagrama:

Su(X) 25 01 (X x 1)
(f#)nl l((ijdl)#)n
Su(Y) 2% Spin (Y x 1)

es conmutativo. Si escribimos Px = Y"1 ((=1)'PX y Py = Y1 ((—1)!PY, tenemos que,
((f x IdD)g)n © B (9) (20, -y 1)
i
= (f 0 P(L0, ey Tim1, Ti + Tig1, Tig 2, ooy Tng1), L — D 2%
k=0

= sz(f © (,0)(130, ---aanrl) = P,‘Y o (f#)n(w)(xo, ...,{L‘nJrl).

De esta manera, tenemos que la restriccién de Px a S, (A) es, concretamente, P4. Veamoslo,
teniendo en cuenta que el anterior diagrama es conmutativo, donde la aplicacién ¢ : A — X
denota la inclusion.

P
Sn(A) = Spp1 (A x T)
(i#)nl l((indI)#)n
Px

Sp(X) = Sp41(X x 1)

Ast, como Px o (iy)n = ((i X Idr)#)n © Pa, tenemos que Px|g,4) = Pa, como querfamos ver.
Entonces, Px lleva S, (A) en S,4+1(A x I), con lo que induce una homotopia de cadenas:

PX,A : Sn(X,A) — Sn_H(X X I,A X I)
Como dicha aplicacién la induce Px, tenemos que verifica:

Ont1© Px,a+ Px,a 00, = (jg)n — (ig)n,
donde i : X — X X I esta definida por i(x) = (z,0) y j : X — X X [ estd definida por
j(@) = (z,1).
Definimos la aplicacién P’ : S, (X, A) = Sp4+1(Y, B) como la composicién de Px 4 y el homo-
morfismo inducido por la homotopia:

(F#)nJrl : Sn+1(X X I, A x I) — SnJrl(}/a B)

Veamos que con el siguiente diagrama queda mas claro lo que vamos a hacer.

4 o, %,
e S (X, A) L S (X,A) s S (X, A) s
e (1#)"J(J#)n e
o S 1 (X X TLAXT) —— S (X x ILAXT) —= S, (X x [,AXI)——---
l(F#)nH J(F#)n J(F#)n
9, a
8V, B) —— 5 5, (V,B) ————— S (Y, B) ——— - -
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Veamos que P’ es una homotopia de cadenas entre {S,(X, A)}, v {Sn(Y, B) }».

i1 (P') = On1 (Fg)nt1 0 Px,a) = (Fg)n 0 9541 (Px,a)
= (F#)n((j#)n - (l#)n — Px a0 81,1)
= ((Foj)g)n— (Foi)g)n — (Fg)noPxa00,
= (fg)n — (gg)n — P 00,

De esta manera, como hemos razonado en el teorema analogo para grupos de homologia, las apli-
caciones f y g son cadena hométopas, luego, los homomorfismos entre los grupos de homologia
relativa de ambas coinciden:

(fi)n = (gs)n : Ho(X,A) — Hy(Y, B), para todo n > 0.
O

Como hicimos anteriormente, enunciaremos un corolario, cuya demostracion es analoga al caso
de grupos de homologia, y que posteriormente nos servird para demostrar algunos resultados
para CW-complejos.

Corolario 3.9. Sea f : (X, A) — (Y, B) una aplicacién continua. Entonces, si f es una equi-
valencia homotopica, entonces dicha aplicacion induce isomorfismos en los grupos de homologia
relativa, H,(X, A) y H,(Y, B) para todo n > 0.

4. TEOREMA DE ESCISION.

En esta seccién vamos a enunciar y demostrar un teorema muy importante sobre la homo-
logia relativa, que nos permitird demostrar resultados posteriores, como por ejemplo calcular los
grupos de homologia de las esferas, o de algunos CW-complejos. Para esta seccion seguiremos
2]y [4].

En primer lugar, vamos a introducir la notacién que usaremos y a enunciar el teorema. Sean X
un espacio topolégico, A C X un subespacio topoldgico y U C A otro subespacio. Asi, podemos
considerar la aplicacion inclusién:

i (X —UA-U) — (X, A)

Entonces, diremos que i es una escision si el homomorfismo inducido en los grupos de homologia
relativa,

(i)n : Ho(X = U, A—U) — Hn(X, A),

es un isomorfismo. Diremos entonces que U se puede escindirse.
Asi pues, enunciamos el teorema de escision.

Teorema 4.1. (de Escision) Con las notaciones precedentes, si la clausura de U estd contenida
en el interior de A, entonces U se puede escindir, es decir, la aplicacién inclusién, ¢, induce un
isomorfismo entre los grupos de homologia relativa:

(ts)n : Ho(X —U,A—U) — Hp(X, A), para todo n.

Para realizar la prueba de este teorema introduciremos conceptos nuevos y probaremos varios
resultados que nos ayudaran a demostrar este teorema.
En primer lugar, sea V = {V;};c; una familia de abiertos que cubren a X, es decir, X = J;; Vi.
Entonces, diremos que un n-simplice, o, es un n-simplice singular de orden V, si o(A,) C Vi,
para algin ¢ € I. Para conseguir esto utilizaremos la subdivisién baricéntrica que nos permitira
hacer las imagenes de los simplices tan pequenias como queramos. Ademads, en la prueba del
teorema utilizaremos el recubrimiento de X, dado por {X — U, Int(A)}.
El siguiente resultado sera clave en la demostracion de la escisién.
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Teorema 4.2. Con las notaciones precedentes, tenemos que en cada clase de homologia del
grupo H, (X, A) puede elegirse como representante un n-ciclo relativo, que es la combinacién
lineal de simplices de orden V.

Para realizar dicha demostracion y obtener dichos simplices de orden V utilizaremos la sub-
division baricéntrica.

v v

F1GuRrA 2. Subdivisiones baricéntricas

Para esto construiremos dos operadores de subdivisién que nos serviran para este propdsito.
El primero:
Sd: Sp(X) — Sp(X),
que lo definiremos para que conmute con el operador borde. Ademads, para poder comparar las
cadenas singulares ¢ y Sd(c) construiremos también el operador:

T : Sp(X) — Spi1(X).

Para llevar a cabo esto, trabajaremos primeramente en un espacio afin cualquiera, X, tipica-
mente RP para algin p € N. En general, dados n 4+ 1 puntos P, ..., P, € RP, definiremos por
[P, ..., P,] C RP como su envolvente convexa (es decir, el menor subconjunto convexo de R? que
contiene a los puntos Py, ..., P,), donde vy = (1,0,---,0),v; = (0,1,0,---,0),--- (ver seccién
2). Representaremos por,
(P(), ,Pn) A, — [F’o7 ...,Pn},

a la restriccién de la aplicacién afin que verifica que v; — P;. A los simplices de esta forma los
llamaremos simplices singulares afines.

Observacién 4.1. Si o = (P, -, P,), entonces,
n
(41) 8”(0) = (_1)Z(P07 7Pi>"' 7PTL)7
i=0
donde (Pp, - - - Py, P esel (n-1)-sfmplice singular ¢’ que verifica,
U/(UO) = PO) T ,UI(’Ui_l) = Pi—la J/(’Ui) = P71+17 T aUI(Un—l) = B,.
Observemos que si 0 = (P, -+, P,) entonces o(zo, 1, ,&n) = 2 1 ZiPi.
Como,

n

(o) = Z(—1)"5,~(a),
donde, =

di(o)(xo, 1, ,xpn—1) = 0(z0, -+, Ti—1,0, T4, -+, Tp—1)

N

i—1 n—1
= ZxJPJ +inpi+1 = (P07"' 7Pia"' aPn)($0)"' 7xn71)7
j=0 j=1

obtenemos la expresién de 0, (o) dada en la ecuacién (4.1).
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Sea 0 = (P, ..., P;) un n-simplice singular afin. Sea también B un punto afin. Definimos asi
Bo el (n+1)-simplice singular afin:

Bo = (B, Py, ..., Py),
donde Bo : Ap11 — X es un simplice tal que:
o(vg) = B,o(v1) = Py, ...,0(Unt1) = Py.

Vamos a ampliar esta definicion, linealmente, para una n-cadena singular afin cualquiera. Sea
¢ =), n;o; una combinacién lineal de n-simplices singulares afines, entonces, definimos:

Be = Z nZ(BUl)

Entonces, tenemos:

Lema 4.3. Con las notaciones anteriores,
On+1(Bc) = ¢ — B0Oy(c), sin>0
0 (Bc) =c— (Z n;)B, si n=0.
i

Demostracion. La demostracién tnicamente consiste en escribir las definiciones de cada término
y ver que efectivamente son iguales. Comencemos con el primer caso, sea n > 0. Basta hacerlo
para un n-simplice singular afin, o, ya que la operacion de adjuntar un punto afin lo hemos
construido linealmente y el operador borde también. Ademads, tenemos que (P, ..., 131-, o Pp) =
(Poy ..., Pi—1, Pit1, .., P,,). Con esta notacion,

n
Oni1(Bo) = (Po,.s Pa) + Y _(=1)""N(B, Ry, ..., Py, .., P)
1=0

= (P, ..., P,) — BOy(0)

Veremos ahora el caso n = 0. Entonces, sea ¢ = ) |, n;0; una 0-cadena singular. Entonces:

O (Be) = 81(2 ni(Bo;)) = Zna - Zn,-(B)
=c— (Z n;)B.

O

Ahora, construiremos los operadores Sd : S, (X) — Sp(X) y T : Sp(X) — Sp+1(X). El
proposito de esto es que mediante el operador Sd, dado un n-ciclo, ¢, podemos subdividirle
en n-simplices tan pequenos como queramos. Ademds, con el operador T veremos que Sd es
cadena homdétopo con la identidad, con lo que los n-ciclos ¢ y Sd(c) estardn en la misma clase
de equivalencia en los grupos de homologia. Asi, como ¢ lo podemos hacer tan pequeno como
queramos, utilizando un recubrimiento apropiado, estaremos en condiciones de probar el teorema
de escision.

Dichos operadores los contruiremos de manera que, dada una aplicacién continua, f : X — Y,
los siguientes diagramas sean conmutativos:

S(X) 2% 5, (X)

(4.2) <f#>nl l(f#n

Su(Y) 22 5,(Y)
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Sn(X) =+ Spy1(X)

(4.3) (f#)nl l(f#)n

Su(Y) > Spir(Y)

Observacién 4.2. Dado un espacio topoldgico X y un n-simplice singular o : A, — X, podemos
considerar el homomorfismo inducido por la aplicacién o:

(04 )n : Sn(Ap) = Sp(X),

definida como (o4)n(p) = 0 0 . Si consideramos a &, : A, = A, la identidad, tenemos que:

o = (o4)n(&n)

Como vamos a construir Sd y T para que los diagramas (4.2) y (4.3) sean conmutativos para
cualquier funcién continua f, en particular, para o : A,, — X tenemos que,

Sn(An) 2% S,(A)

(U#)nl l(ﬂ#)n

Sp(X) 24 5,(X)

es conmutativo. Entonces, tenemos que:
Sd(0) = Sd((o4)n(En)) = (Sdo (o04)n)(En) =
= ((o4)n 0 5d)(&n)

Entonces, dado cualquier n-simplice singular, o : A,, — X, si determino Sd(¢,,), entonces Sd(o)
queda univocamente determinado. Ademads, es suficiente considerar el caso de que X = A,,, pues
En i A — A

Si consideramos una n-cadena singular, ¢ = ), n;o;, la operacién Sd la extenderemos por
linealidad.

Dicha observaciéon nos simplifica bastante la tarea de definir los operadores Sd y T, como
veremos a continuacién.
Definiremos dichos operadores por induccién. Para n = 0, definimos Sd(&p) := & y T'(&o) := 0.
Supuesto definido para dimensién menor que n, definimos:

T(gn) = Bn(fn - Sd(gn) - T(&l(&n)))
donde consideramos a B, el baricentro de A, es decir:

1
B, = Z . Vi
i=0

Probaremos a continuacion un lema que dice que Sd es cadena hométopo a la identidad, Id,, :

Sn(X) = Sp(X).
Lema 4.4. Tenemos las siguientes ecuaciones entre operadores para cada n > 0,
OpoSd=Sdo 0,
Opy10T =1d,—Sd—T o0,

Demostracion. Procederemos por induccién. Si n = 0, es claro para Sd, pues 9y(§y) = 0. Para
la segunda ecuacién, tenemos que:

O (T'(o)) = 01(0) = 0 = Ido(&o) — Sd(&o)-
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De esta manera, supuesto cierto para dimensién menor que n, probémoslo para n. Asi, la primera
ecuacién, aplicando el lema 4.3:

Dy 0 Sd(&p) —8n(BnSd I (§n)))

(
Sd( n(fn)) B Sd( n— 108 (&)
= 5d(9n(&n))

Similarmente para 7', usando el lema 4.3, tenemos que:
Ont1(Tn(&n)) = Ons1(Bn(&n — Sd(&n) — Tn-1(9n(&n))))
= On+1(Bn&n) — On+1(BnSd(&n)) — Ont1(BpTn-1(9nén))
=&, — Bron&n — Sd(&n) + BrSd(0n6n) — Tn—1(0n&n) + BrOn(Th—1(0nén))
=&, — Bron&n — Sd(&n) + BrSd(0n6n) — Th—1(0n&n) + Br(0n&n — Sd(0nén)
n—Q(an—l © 871{71))
=& — Bron&n — Sd(&n) + BrSd(0n8n) — Trn—1(0n&n) + Bnoné&n — BpSd(0n,)
=&n — Sd(fn) - Tn—l(anfn)
O
Hemos probado, por lo tanto, que el operador Sd : S,,(X) — S, (X) es cadena hométopo a la
identidad, Id, : Sp(X) — Sp(X).
Tipicamente tomaremos X = RP, para un p adecuado, con lo que consideramos la distancia
euclidea. Asi pues, dado un n-simplice singular afin, o : A,, — X, con o0 = (P,..., P,), en-
tonces o(A,) es compacto, con lo que podemos considerar el didmetro de dicho conjunto en X
(consideramos X = RP ya que queremos trabajar con los didmetros de los simplices, con lo que

necesitamos una distancia). Entonces, dados dos puntos, u,v, de o(A,) = [Py, - , Py], tenemos
que:

n n
U = ZaiPZ-,con Zai =1, y a; > 0, para todo i.
=0 1=0

n n
v = ZbiPi,con Zbi =1, y b; > 0, para todo i.
1=0 i=0
Si consideramos la distancia entre ambos, tenemos que:

n
E a; P — v E a; P; a;)v
=0

z:O
n
> ai(P—v)| < Zai |17 — v
1=0

=0
< Zal max ||P —v| = H<1ax |12 — |

3

[ =l =

Repitiendo el proceso llegamos a que:

— || < méx ||P— P
u=ol < mix P~ P

Luego, tenemos que:

d(o) = P, — P
(0) = méx [|Pi —F5,

donde d(o) es el didmetro del conjunto o(A,,).
Antes de probar un lema que es crucial para la demostracién del teorema 4.2, hagamos una
observacion sobre el baricéntro de un n-simplice.
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Observacién 4.3. Si B, =>."" n+1P es el baricéntro de o(4,,), entonces:

LI |

Z n+ 1(Pj — )
=0
n

1
< Z ni_HHPj—Pz‘H

|1Pj = Bull =

i=0,i#]
1
<(1- ) 1P; — B
n+1 0<z,]<n z;éj
n
= 175 — B
n+1 0<z,]<n 175
Asi, fijado un vértice, P;, de o(A,,), tenemos que:
| = Bull < ——d(0),

n+1
con lo que, dado un punto u de o(A,) cualesquiera, tenemos que:

n
(4.4) lu — Byl - 1d(o)

Con esta observacién, estamos en condiciones de probar el siguiente lema.

Lema 4.5. Cada n-simplice singular afin que aparece en la n-cadena Sd(c) tiene didmetro
acotado superiormente por,

nL_Hd(a) = nT—l max HP Pl

Demostracion. Procedamos por induccion.
Sin =0, es evidente que se cumple, pues todas las distancias son 0.
Supuesto cierto para n— 1, probémoslo para n. Sea un n-simplice singular afin o. Entonces, como
ya vimos, Sd, (o) = B,Sd,—1(0,0), donde B, es el baricéntro de o(A,,). Asi, cada simplice de
Sd, (o) serd de la forma 7 = B,7’, con 7" un n-simplice de Sd(d,0). Més atin, 7" es un de los
simplices de Sd,—1(p), donde p es uno de los simplices de 9,(o).
Es evidente que la imagen de p estd contenida en la imagen de o, luego d(p) < d(c). Por la
hipétesis de induccidn:

n—1 n—1 n

d(r') < “—d(p) < “—d(o) <

n n n—+1

d(o)

n
Asf pues, como 7 = B,7’ y d(7') < ?d(a), tomemos dos vértices de 7 (ya vimos que el
n

didmetro de un simplice es el mdximo de las distancias entre sus vértices), puede ocurrir:

1. Los vértices estdn en 7' y, como ya hemos visto, est4d demostrada la desigualdad.
2. Un vértice P de 7 y otro es By, pero ya vimos que (4.4),

n
P—B,| <——-d
1P = Ball < —d(o),

luego también tenemos la desigualdad para este caso

Con esto, d(1) < ;25d(0), con 7 un n-simplice singular afin cualquiera de Sd, (o). O

A continuacién, vamos a enunciar un resultado clasico de topologia general que utilizaremos
para probar el teorema 4.2. La demostracion se puede encontrar en [10].

Teorema 4.6. (Teorema del Numero de Lebesgue) Dado un recubrimiento abierto de un espacio
métrico compacto M, existe € > 0 tal que todo subconjunto de M de didmetro menor que € esta
contenido en uno de los abiertos del recubrimiento abierto de M.
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Con todo lo dicho probemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.7. Dados o un n-simplice singular y un espacio topolégico X y dado V = {V;},
un recubrimiento abierto de X. Existe un r > 0 de modo que Sd"(c) = Sd(c) o ---") o Sd(o) es
una combinacién lineal de n-simplices singulares de orden V.

Demostracion. La idea es subdividirlo en RP y después, mediante o, pasar los resultados al
espacio topolégico X.
Tenemos que o : A,, — X es una aplicacién continua y X = J; Vi. De esta manera, tenemos
que:

{o7'(Vi)}
es un recubrimiento abierto de A,,. Como dicho conjunto es compacto, por el teorema del niimero
de Lebesgue existe un € > 0 de modo que todo subconjunto de A, de didmetro menor que €

est4 contenido en un abierto de la forma o~1(V;), para algin i.

Tenemos que:
k

n
< _af : k
d(t) < <n n 1> d(o), con 7 un n-simplice de Sd”(&,),

k
n
11'm( > =0,
k—oo \m+1

entonces existe un r € N de modo que Sd"(&,) es combinacién lineal de n-simplices afines
singulares de didmetro menor que €. Ademas:

Sd" (o) = (o4 )n(Sd"(&n))

Asi, la imagen de cada n-simplice singular de Sd" (o) estd contenida en Vj, para algin 4, con lo
que, Sd" (o) serd una n-cadena singular de orden V. O

y como:

Observacién 4.4. En la proposicién anterior podemos sustituir el n-simplice ¢ por una n-
cadena singular cualquiera, ¢, ya que el operador Sd lo hemos definido para cadenas de un
modo lineal a partir de la definicién del operador para n-simplices, con lo que dicha proposicién
también es cierta para un n-cadena cualquiera.

Con los resultados probados estamos en condiciones de probar el teorema 4.2:

Demostracion del Teorema 4.2. Sea z un n-ciclo relativo de H, (X, A) (es decir, un n-ciclo de
manera que J,(z) € S,—1(A)). Entonces, como el operador Sd es cadena hométopo a la identi-
dad, por el lema 4.4 tenemos que,

2= 8d(2) = On1(T(2)) + T(9n(2))

Como z es un n-ciclo relativo médulo A, tenemos que 0y, (z) € Sp—1(A), luego también 77, (0, (2)) €
Sn(A), y:

2z~ Sd(z), méd A,
ya que Op+1(T(2)) es un n-borde relativo y T'(0y(2)) € Sp(A) como ya vimos (es decir, z y Sd(z)
son representantes de la misma clase de equivalencia en el grupo H, (X, A)). De esta manera,
repitiendo el proceso, tenemos que:

z ~ Sd"(z), méd A, para todo r.

Por la proposicion anterior, tenemos probado el resultado, pues, para un cierto r € N, tendremos
que Sd"(z) es de orden V = {V;};, donde V es un recubrimiento abierto de X. O

Con todo esto, somos capaces de demostrar el teorema de escicion.
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Demostracion del Teorema 4.1. Hemos de probar que el homomorfismo inducido por la inclusién
i:(X-UA-U) = (X,A),

(is)n : Ho(X — U, A—U) — Hy(X, A),

es un isomorfismo.
Probemos primero que es una homomorfismo sobreyectivo. Sea z un elemento de H, (X, A), cuyo
representante sea un n-ciclo relativo:
z = E n;o;
i

Consideremos el recubrimiento de X dado por {X — U, Int(A)}. Sabemos, por el teorema an-
terior, que podemos suponer que cada o; es de orden {X — U, Int(A)}. Cada o; que no esté
completamente contenido en X — U (X — U C X — U), debe estar contenido en Int(A) C A.
Con lo que podemos eliminar, médulo A, todos los n-simplices de z que estén contenidos en
Int(A) C A.

De esta manera, z lo podemos ver como un n-ciclo relativo en X — U, méd A — U, luego el
homomorfismo (i), es sobreyectivo.

Veamos ahora la inyectividad de dicho homomorfismo. Sea ahora z un n-ciclo relativo en X — U,
modulo A — U, de modo que:

z~0,en Hy(X,A)

De esta manera, podemos considerar que z se puede expresar como:
_ 8/
2 =240, (w),

donde 2’ es una n-cadena en A y w una (n+1)-cadena en X. Como vimos antes, si subdividimos
r veces el n-ciclo z esto no modifica en qué clase de equivalencia estd Sd"(z) en H, (X, A):

Sd'(2) = S (') + Sd" (D1 (w)) = SA"(2') + B (S (w)),

donde 7 es un niimero natural de modo que Sd"(z) es una combinacién lineal de n-sfmplices de
orden {X — U, Int(A)}.
Asi, podemos escribir entonces:

Sd"(w) = wy + we,

donde todos los simplices de w; estan en X — U y todos los simplices de ws estdn contenidos en
A. De esta manera:

Sdr(z) — 8n+1(w1) = Sdr(zl) + 8n+1(w2)7

donde el término de la izquierda es una cadena en X — U y el término de la derecha es una
cadena en A — U. Entonces:

Sd"(z) — Opy1(w1) ~ 0 médA — U.

Entonces, Sd"(z) ~ 0 en H,(X — U, A—U). Luego el homomorfismo (i), es inyectivo y, por lo
tanto,

(ix)n : Ho(X —U,A—U) — H, (X, A)

es un isomorfismo, como queriamos ver. ]

Con este resultado, veremos algunos ejemplos, como el célculo de los grupos de homologia de
las esferas.
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4.1. Grupos de homologia de las esferas. Comencemos por calcular los grupos de homo-
logia de las esferas, S” = {x € R"*! : ||z|| = 1}. Definamos ademas:
Ef = {(zo,...,7,) €S" : 2, >0}
E, ={(z0,...,zn) € S" : x, <0}
S*! = {(xg, ..., zn) € S™ : 2, = 0}

Es claro que S~ ! = Ef N E,, y representa el ecuador de la esfera S™.
Probemos primero que H,(S", E;;) es isomorfo a Hy(E,",S""!). Esto es debido al teorema de
escision visto en la anterior seccién. Consideramos el conjunto

W = {(zo,....,zn) €S" 1 zp < —3}.
Consideremos la aplicaciones de inclusion,
i:(S"-W,E; —W)— (S",E,)
3 (B ST — (ST =W By W)
Como W C Int(E,), por el teorema de escisién tenemos que:
(ix)g : Hy(S" = W, E, = W) — Hy(S", E,),

es un isomorfismo, para todo ¢ > 0 y para todo n > 1.
Por otro lado, (E;},S"™!) es un retracto de deformacién de (S® — W, E;; — W), con lo que por
el corolario 3.9 también:

(Js)g : HQ(E;_a Sn_l) — Hy(S" =W, E, —W)

es un isomorfismo, para todo ¢ > 0 y para todo n > 1.
De esta manera, tenemos que:

Hy (B Y8 m s - wEB; - w) S m s By

Con lo que, el homomorfismo dado por la composicion,
(kg : Hy(E,S™Y) — Hy(S", ;)

es un isomorfismo, para todo ¢ > 0 y para todon > 1.
Por otra parte, veamos que H,(E;",S"1) es isomorfo a H,_1(S""1), para todo ¢ > 2 y para
todo n > 1. Para ello utilizaremos la sucesién exacta larga para (E;",S"~1). Asi, pues, tenemos
que:

> Hy(E) — Hq(E;aSn_l) - q—l(Sn_l) — Hy1(E7) — -
Sabemos que, como E; es contractil, luego Hy(E,") = 0, para todo ¢ > 1. Consideremos ¢ > 1
en lo anterior. Entonces se tiene que:

0 — Hy(Ef, ") 2 Hyq (S — 0,
con lo que el homomorfismo « es isomorfismo, luego:
(4.5) H(E,S" Y~ H, 1(S"!),conq>2yconn>1.

Veamos ahora que Hy(S") es un grupo isomorfo a Hy(S", E;,), para todo ¢ > 1 y para todo
n > 1. Por la sucesion exacta larga, si ¢ > 1:

e Hy(By) — Hy(S") — Hy(S",Ey) — Hy1(Ey) — ---
Como E, es un espacio contractil, tenemos que:
0 —— Hy(S") > Hy(S", Ey) — 0
Con lo que § es un isomorfismo, con lo que:

(4.6) Hy(S",E,) = HyS"),conq>1yn>1.
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Para el caso ¢ = 1, tenemos que:

0 —— Hy(S") % Hy(s" E;) 2wz 2

7 >0
Asf pues, tenemos que:
Ker(a) =0= Hi(S") = Im(a) = Ker(p)

Hy(S", E,)/Ker(8) = Im(8) = Ker(y)

Z/Ker(vy) =Im(vy) =Z = Ker(y) =0
Como Ker(y) =0, tenemos que:

H(S", E,) = Ker(8) = Hi(S"),

con lo que,

Hi(S", E;) = Hi(S") = Hi(E,; ")
Asi, llegamos a que,

H,(S") = H,(S",E, ), para todo q > 1 y para todo n > 1.
De esta manera, tenemos que, para ¢ > 2y n > 2:
Hy(S") = Hy(S", B;) = Hy(B;,S"™) = Hy-1(S")
Entonces, tenemos que, si ¢ > 2y n > 2:
Hy(S") = Hy-1(S"™)

Ademds, sabemos que Hi(D",S"!) = 0 cuando n > 1y Hy(D',SY) = Z (ver ejemplo 3.1).
Como E;" es homeomorfo a D" tenemos el mismo resultado para el grupo Hy(E;", S 1).
Por el lema 2.8 y la proposicién 2.10, tenemos que,

ZEPZ, siq=0.

Hq(SO) =
0, siq>0
Veamos que,
Z, siq=0,1.
Hq(Sl) =
0, siqg>1

El hecho de que Hq(Sl) =0 si g > 2 se deduce de que, si ¢ > 2 tenemos que,
Hy(S") = Hy(S', Ey) = Hy(E{,S°) = Hy(D',S°) = 0.

La tltima igualdad (H,(D!,S°) = 0) se deduce aplicando la sucesién exacta larga de homologfa
al par (D!, S°), ya que tenemos que Hy(D') = 0, para todo ¢ > 1y H,(S%) = 0, para todo ¢ > 1.
Entonces Hy(S') = 0 para ¢ > 2. El caso H;(S!) se hace de manera similar. Por lo dicho
anteriormente, tenemos que,

Hy(SY) = Hy(SY Ey) =2 Hy(Ef,SY) = Hy(D,S0) = 7,

luego, H1(S') = Z y hemos terminado el caso de las esferas de dimensién cero y uno.
Para calcular los grupos de homologia de orden superior procedemos por induccién en n. Su-
pongamos que que n > 3y que,

Z, siq=0,n—1.
Hq(Sn_l) =

0, en otro caso.
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Vamos a calcular H,(S™) sabiendo que H,(S") = H, 1(S"™1), para todo ¢ > 2 y para todo
n > 2. Tenemos que,

Z, siq=n.
Hy(S") = Hy-a (S"71) =
0, en otro caso.

Nos queda ver el caso ¢ = 1, ya que Hy(S™) = Z, pues S™ es conexo por caminos, al ser n > 2.
Veamos también que H;(S™) = 0. Pero esto es claro, ya que,

H(S") = H\(S",E,) = H\(E,;,S" Y = g (D", s" 1)

Entonces, si n > 2,
Hy(S™) = Hy(D",S" 1) =0,
(ver ejemplo 3.1). Luego concluimos que, los grupos de homologia de las esferas seran,

YASYA siq=0.
Hq(SO) =

0, en otro caso.

Z, siq=mn,0.
Hq(S") =

0, en otro caso.

A continuacion, daremos unos cuantos resultados que se deducen inmediatamente de este hecho.

Corolario 4.8. Para n > 1, la esfera S"! no es retracto por deformacién de D". De hecho
tampoco es retracto.

Demostracién. Procedemos por reduccién al absurdo. Si S*~! fuera retracto de deformacién de
D" tendriamos que H,(S"1) = H,(D"), para todo ¢ > 0. Pero, con lo que acabamos de probar,

H, (S" Y=z
y
H, 1(D")=0
Veamos que S"~! tampoco puede ser retracto de D™, para todo n > 1. Razonamos de la misma
manera que anteriormente. Si fuera retracto, existiria una retraccién,

r:D? — SPL
de manera, que el homomorfismo entre los grupos de homologia que induciria seria sobreyectivo,
es decir,

(ri)q : Hg(D") — Hq(Sn_l)

serfa sobreyectivo, para todo ¢ > 0. Pero, como n > 1, si ¢ = n—1, tendrfamos que H,,_1(S""!) =
Zy Hp,—1(D")=0,y,

(ri)n—1:0—Z
serfa sobreyectivo, lo cual es imposible. Luego concluimos que si n > 1, S*~! tampoco puede ser
retracto de D". O

Teorema 4.9. (del Punto Fijo de Brouwer) Toda aplicacién continua f : D™ — D" posee un
punto fijo, para todo n > 0.

Demostracion. No daremos un prueba precisa, pero si una idea que se puede utilizar. Si supone-
mos que dada una aplicaciéon continua f : D™ — D™ no tiene puntos fijos, al igual que se puede
hacer para el caso D?, podremos construir una aplicacién entre D" y S*~1 que, ademés, serd una
retraccién, lo que es imposible, por el resultado anterior. O

Corolario 4.10. Si m # n, entonces S™ y S™ no son homeomorfas. Ni siquiera tienen el mismo
tipo de homotopia (es decir, no son homotdpicamente equivalentes).



34

Demostracion. SiS™ y S™ fueran homeomorfas o tuvieran el mismo tipo de homotopia, tendriamos
que los grupos de homologia serian isomorfos, es decir,

H,(S™) = H,(S"), para todo q > 0.
Pero, como ya hemos visto, H,,(S™) = Z, pero H,,(S") = 0. O
Corolario 4.11. Sea n > 0. Entonces, S no es contractil.

Demostracion. Diferenciaremos dos casos, n =0y n > 0.
Si n = 0,es claro, ya que SY es un espacio formado por dos puntos, que no es contractil.
Si n > 0, supongamos, por reduccion al absurdo, que S™ es contractil. Entonces, por la proposi-
cion 2.21 tendriamos que,

Hy(S™) 2 Z,

Hy(S™) =0, para todo q > 0.
Por otro lado sabemos que H,,(S") = Z, con lo que 0 = H,,(S™) = Z, luego S™ no es contractil. O
Corolario 4.12. Si m # n, entonces R™ y R™ no son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que existe un homeomorfismo f : R™ — R™. Entonces f|gm_go} :
R™ — {0} - R™ —{f(0)} es un homemorfismo.
Sin=1ym > 2, tenemos que R — {f(0)} no es conexo y R™ — {0} si lo es, por lo tanto no
pueden ser homeomorfos.
Supongamos que m,n > 2. Podemos considerar la retraccion,
rm: R™—{0} — S™
x —

llzl

De hecho, se tiene que S™ es un retracto por deformacién de R —{0}. De forma similar podemos
probar que R™ — {f(0)} tiene el mismo tipo de homotopia que S™. Por lo tanto,

Hy(R™ —{0}) = H,(S™) para todo ¢ > 0,

Hy(R"™ — {f(0}) = Hy(S"™) para todo g > 0.
Luego, H,,(R™ — {0}) = Z, mientras que Hp,(R" —{f(0)}) = 0, lo que implica que R™ y R™ no
pueden ser homeomorfos. O

Por tdltimo calcularemos los grupos de homologia H,(D", S"=1), para todo ¢ > 0 y para todo
n > 1. Como D" es conexo por caminos y S”~! es no vacio para todo n > 1, entonces por la
proposicién 3.5 tenemos que,
Hy(D",S"1) = 0.
Luego podemos suponer g > 0. Haremos el caso n = 1 por separado, porque S° tiene dos
componentes conexas. Asi,

1. Supongamos que n = 1. Entonces si ¢ = 1, tenemos la sucesion exacta larga,
e Hy (DY) — Hy(D',S%) % Hy(S®) 2 Ho(D') — 0
Con lo que,
0 LS S zZxz ez 0
Por razonamientos similares a los dados anteriormente en esta seccién, tenemos que
Hy(D,S%) = Z.

Si ahora suponemos ¢ > 1, tenemos que Hq(]D)l) =(0= Hq_l(SO), con lo que tenemos que
la sucesién exacta larga,

e 0% H, DS g

Y

con lo que tenemos que Im(a) = Ker(f) = 0. Por los teoremas de isomorfia tenemos que,
Hy(D',S%)/Ker(B) = Im(B) = 0,
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con lo que tenemos que H,(D!,S%) 220, para todo g > 1.
2. Supongamos que n > 1. Supongamos que ¢ = 1, entonces tenemos la sucesién exacta
larga,

e Hy (DY) — H (D", S"Y) % Ho(S" ) Lo Ho(D?) —— 0

Con lo que,

5,7 - 0

0 — Hy(D" s 1) 2 7

Por un argumento andlogo a los anteriores, deducimos que Hy(D",S"~1) = 0.
Ahora supongamos que g > 1. Entonces, si escribimos la sucesién exacta larga, teniendo
en cuenta que H,(D") = H,_;(D") =0,

0 — H,(D",S" 1) — H, ;(S"!) — 0,
con lo que tenemos que,

Z,siq=n
Hy(D",§"Y) & Hy_y(S") =
0, en otro caso.

Con lo que tenemos que, para todo n > 1 y para todo g > 0, tenemos que,

Z,siq=n
Hq(]D)n, Snfl) —
0, en otro caso.

5. HOMOLOGIA CELULAR. CW-COMPLEJOS.

En primer lugar, antes de definir formalmente los espacios CW-complejos, vamos a definir las
nociones de adjuncién de espacios y adjuncién de celdas con las que trabajaremos a partir de
ahora. En esta seccién se seguird [8] y [3].

Definicién 5.1. (Adjuncion de un espacio) Sean (X,7x),(Y,7y) dos espacios topolégicos,
A C X un subespacio cerrado y f : A — Y una aplicacién continua. Consideramos el espa-
cio topoldgico X UY, junto con la topologia suma,

m={UCXUuY:UnXerx,UNY €1y}
En X UY definimos la relacién de equivalencia siguiente,
a ~yysi, ysélosi, y = f(a), para todo a € A.

Entonces, si cocientamos el espacio X UY con la relacion definida, tenemos el espacio cociente
(X Uy Y, 75), que se llama espacio de adjuncion de (X, 7x) y de (Y,7y) por f, la aplicacion de
adjuncion.

Observacion 5.1. A partir de ahora, usaremos las notaciones siguientes para n > 1,
D" ={x e R": ||z|| < 1}
U ={zeR": |jz|| < 1}
st = {z e R": ||z|| = 1},

donde ||z|| = /2% + -+ x2, para & = (x1,- -+ ,z,) € R
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5.1. Espacios obtenidos adjuntando celdas.

Definicién 5.2. (n-celda) Sea n € N. Llamamos n-celda o n-celda abierta a cualquier espacio
topolégico homeomorfo a U™.

Si tenemos un espacio Y y una aplicacién g : S*! — Y continua, podemos considerar el
espacio X =Y Uy D". Tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

sn—1 ¢ Y

|,

D Lo X =y U, D

donde i : S*™! — D" es la inclusién del borde del disco. Es decir, X se construye tomando la
unién disjunta de Y y D" e identificando los puntos del borde del disco con su imagen en Y.
Decimos que el espacio X se obtiene del espacio Y adjuntando una n-celda.

La aplicacion g se denomina aplicacion de adjuncion de la celda. La celda es la imagen del disco
en X y la denotamos €” = f(ID") y la aplicacién f se llama aplicacion caracteristica de la celda.
Observemos que la restriccion de la aplicacién caracteristica al interior de D™ es un homeomor-
fismo en su imagen que denotaremos e™. Observemos que f(S"~!) =&" — e, ya que f(S"7!) es
disjunta de e", pero tiene que estar contenida en e".

A partir de ahora, dado un n € N, supondremos que X* es un espacio topolégico Hausdorff, y
que X es un subconjunto cerrado de X*, de modo que X* — X es una unién disjunta de n-celdas
abiertas, ey, con A € A. Por 1iltimo, supondremos que cada €Y} estd adjuntado a X mediante una
aplicacion caracteristica, esto es, para cada A € A, existe una aplicaciéon continua,

f,\:]D)n —>é§,

tal que f) manda a U™ de manera homeomorfa a €Y y A c X.

De esta manera, podemos ver a X* como el espacio cociente del espacio de adjuncion de X y
Uxea X por fi, respecto de la relacién de equivalencia antes descrita.

Con esto, procedemos a estudiar los grupos de homologia relativa del par (X*, X), pero antes
de nada, enunciaremos un resultado que tendremos que utilizar en demostraciones posteriores.
No demostraremos dicho resultado, pero una prueba se puede encontrar en [3].

Lema 5.3. (Lema de los Cinco) Sea el siguiente diagrama conmutativo en la categoria de grupos
abelianos,

A-f.p 9. c " . p I.F

Lol

A - B’ c’ D’ £
r t u

S

Entonces, si las filas son sucesiones exactas, los homorfismos m y p son isomorfismos, [ es un
epimorfismo y ¢ un monomorfismo, entonces n es un isomorfismo.

Teorema 5.4. Sea X* un espacio obtenido adjuntando una coleccién de n-celdas (n > 0)
{eX : A € A} a X como hemos descrito anteriormente. Entonces,

Hy(X*,X) =0, para todo q # n.

y H,(X*, X) es un grupo abeliano libre con base en correspondencia biyectiva con el conjunto
de n-celdas {e} : A € A}.

Demostracion. Consideramos la bola cerrada de centro 0 y radio %,

Qn={z € R": ||z]| < 3}
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Para cada A € A definimos:

Q/\ :f)\(Qn)
ax = f(0)
2=Jax
AEA
A= {a>\ AE A}
X' =X*—A

Como fi|y, : Un — €} es un homeomorfismo y f\(Qn) C €%, la aplicacién f lleva de manera
homeomorfa (Qy, @, — {0}) a (Qx, @ — a)). Ademads, recordemos que los @y son disjuntos dos
a dos, ya que las n-celdas {e} : A € A} lo son.

Tenemos el siguiente diagrama,

Hy(Q,Q— A) 2 Hy(X*, X) 2 H,(X*, X)

Tanto o como 8 son homomorfismos de grupos inducidos por las inclusiones. Vamos a probar
que ambos homomorfismos son, de hecho, isomorfismos para todo ¢. Probemos primero que [
es un isomorfismo.

Tenemos que X es un retracto de deformacién de X’. Sabemos que S~ ! es retracto de defor-
macién de D™ — {0}. Como X* se obtiene adjuntando n-celdas a X y X’ = X — A, ademds
(S 1) c X, se deduce que X es un retracto de deformacién de X’. Si denotamos por
Jj: (X5, X) = (X* X') la inclusién de los pares tenemos el siguiente diagrama, donde la fi-
la superior es la sucesién exacta larga de homologia del par (X*,X) y la fila inferior es la
sucesion exacta larga de homologfa del par (X*, X'), asi,

Hq(X) - Hq(X*) - Hq(X*vX) - qfl(X) - qfl(X*)

(i*)ql Iqu(x*)l 5l (i*)q—ll Iqul(X*)l

Hy(X') — Hy(X™) — Hy(X™, X') — Hyq—1(X') — Hg1(X")
Como ya hemos dicho, X es un retracto de deformacién de X', con lo que (i4)4 es un isomorfismo,
para todo ¢. Ademads, como ya probamos en el teorema 2.14, la homologia es un funtor, con lo
que el homomorfismo inducido por la identidad, Id : X* — X*, es la identidad de los grupos de

homologfa, (Id.)gy = Idp,(x=) : Hy(X™) — Hg(X™), luego es un isomorfismo. De esta manera,
por el lema 5.3 tenemos que el homomorfismo,

B:Hy(X*,X) — Hy(X*, X

es un isomorfismo, para todo g, como queriamos probar.
Probemos ahora que el homomorfismo « es un isomorfismo. Definamos, en primer lugar, para
todo A € A,
_ n . 1
Vi={zeD":|[z] >3}

V)\ = f)\(Vn)

V= A0
AEA

U=XUV

Tenemos que U C Int(X’), pues X' = X* — A. De esta manera, si aplicamos el teorema de
escisién tendremos que, para todo ¢, existe un isomorfismo,

(in)g: Hy(X* = U, X' —U) — Hy(X*, X"),
pero es claro ver que Hy(X*—U, X'—U) = Hy(Q, Q—A), luego tenemos que « es un isomorfismo,

para todo q.
Por otra parte, es claro que @), es homeomorfo al n-disco D”. Como f) : D® — X* restringida
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a Int(D™) es un homeomorfismo y @, C Int(D"), tenemos que @y es un espacio homeomorfo a
D". Como S™! es un retracto por deformacién de D™ — {0}, tendremos también que fy(S7 1)

2
serd un retracto por deformacién de @y — {a}, donde S77! = {z € R* ™ : ||z]| = 1} asf pues,
2
por el corolario 3.9 tenemos que para todo g,

Hqy(Qx,Qx — {ar}) = Hy(D",S™ 1),

con lo que, por la seccién anterior,

0, si q # n.
Hy(Qx, Qx — {ar}) =
Z, siq=n.

Entonces, como hemos probado que « y 8 son isomorfismo, entonces,

H,(Q,Q—A)= H, (X", X) , para todo q,

luego, Hy(X*, X) = 0, para todo ¢ # n y H,(X*, X) serd un grupo abeliano libre con base en
correspondencia biyectiva con el conjunto de n-celdas {e} : A € A}, por la proposicién 2.10. [

Corolario 5.5. Con las notaciones anteriores, tenemos que Hy(X) y Hy(X*) son isomorfos
excepto posiblemente para g=ny ¢=n— 1.

Tenemos pues que si, por ejemplo, X* se obtiene de X adjuntando k n-celdas (con k finito),
entonces H,(X*, X) es isomorfo a Z*.

5.2. CW-Complejos. A continuacién vamos a definir unos espacios introducidos por J.H.C.
Whitehead en 1949 que son los llamados C'W-complejos. Dichos espacios se definen como una
sucesion de subespacios, los cuales se obtienen como adjunciones de celdas de los anteriores.
Nuestro propésito es definirles y poder calcular, en algunos casos, los grupos de homologia.
Ademads, como veremos, podemos dotar de estructura de CW-complejo a espacios como las
esferas, la botella de Klein, el toro 6 los espacios proyectivos.

El nombre proviene de lo siguiente: C se refiere a la clausura finita (Clousure-Finite), mientras
que W se refiere a la topologia débil ( Weak Topology).

Definicién 5.6. (CW-complejo) Una estructura de CW-Complejo en un espacio topolégico
Hausdorff X es una sucesion ascendente de subespacios cerrados,

Xcxtcx?c..
que satisface las siguientes condiciones:

1. XY tiene la topologia discreta.

2. Para cada n > 0, X" se obtiene a partir de X"~ ! adjuntando una coleccién de n-celdas,
{eX}x(de la manera que hemos visto anteriormente).

3. X =, X"

4. A C X es un subespacio cerrado si, y sélo si, AN éY} es cerrado en €Y, para todas las
n-celdas, con n =0,1, 2, ....

Observacion 5.2. Ezplicaremos un poco mds de donde provienen las letras CW del nombre de
CW-complejo.
= Clausura finita. La clausura de cada n-celda interseca a un numero finito de celdas del
espacio. Esto se deduce de una proposicion que se puede ver en [3] (pdgina 520).
= Topologia débil. Esto se explica por la propiedad 4 de la definicion de CW-complejo. Se
tiene que un conjunto es cerrado si, y solo si, la interseccion de dicho conjunto con la
clausura de cada celda es un conjunto cerrado.
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Ejemplo 5.1. 1. La circunferencia S! tiene una estructura de CW-complejo con una 0-celda
y una 1-celda. Ademads, también podemos dotarla de otra estructura de CW-complejo con
dos 0-celdas y dos 1-celdas.

2. Més en general, si identificamos el borde Je™ de la n-celda con un punto, tenemos que
espacio cociente sera homeomorfo a la n-esfera. Luego, a S” podemos dotarla de una
estructura de CW-complejo consistente en una 0-celda y una n-celda. Ademads de esta
descomposicién, podemos dar otra. Comenzamos con dos 0-celdas, luego dos 1-celdas que
forman S!, seguidamente dos 2-celdas y forman S?, y asf hasta construir S™.

e

Ficura 3. Esferas como CW complejos.

3. El espacio proyectivo real de dimensién n, P,(R) también posee una estructura de CW-
complejo de la manera siguiente. El espacio proyectivo (conjunto de todas la rectas vecto-
riales que pasan por el origen de R"*1) puede construirse como el cociente S*/Zs, donde
Zo = 7/2Z actia sobre S™ mediante la aplicacién antipodal, asi, cada punto de la esfera
lo identificamos con su antipoda, es decir, identificamos = con —z, para todo x € S™. De
esta manera, si definimos,

63— = {(l‘o, "'7xi307 70) esS": x; > O}
L= {(Jfo, ey 3, 0,...,0) € S" rxy < 0}7
+

entonces identificamos e;” con e; , para todo i = 0,...,n. Luego la estructura de CW-
complejo de P,,(R) consta de exactamente una i-celda, para todo i =0, ..., n.

(&

Definicién 5.7. (Esqueleto de un CW-complejo) Dado un CW-complejo X, definimos a X"
como el n-esqueleto de X.

Si utilizamos el teorema 5.4, obtenemos que si X es un espacio topoldgico en el que se ha defi-
nido una estructura de CW-complejo y tiene k n-celdas (con k finito), entonces H,, (X", X"~ 1) =
ZF. De esta manera, llegamos al siguiente corolario de este teorema.

Corolario 5.8. Sea X es un CW-complejo. Entonces Hy (X", X"~ 1) = 0, para todo k # n y
H,,(X™) =0, para todo m > n.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia directa del teorema 5.4, ya que, por defi-
nicién, si X es un CW-complejo, entonces X™ se obtiene de X! adjuntando n-celdas, con lo
que Hyp(X™, X" 1) =0, para todo k # n.

Para probar la segunda afirmacién procedemos por inducciéon en n. Para n = 0 es claro, ya
que X% es un conjunto discreto, luego H,,(X?) = 0, para todo m > 0, por el lema 2.8 y la
proposicién 2.10

Suponemos cierto para n — 1, es decir, H,,,(X"!) = 0, para todo m > n — 1. Asi pues, vamos
a probarlo para X™ utilizando la sucesién exacta larga de homologia del par (X", X" !). Sea
m > n, entonces:

> Hyp (X" — Hpn(X") — Hyp (X", X7 — Hpp g (X771 —
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Como m > n entones m — 1 > n — 1, luego por hipétesis de induccién Hy, (X" 1) = 0 =
H, (X" 1), Asf,

0 — Hp(X") — Hp(X" X" — 0
Luego, H,,(X™) = H,,(X™, X" 1), para todo m > n. Por el teorema 5.4, H,,(X", X"™1)

para todo m > n, con lo que H,,(X™) = 0, para todo m > n. 0

A continuacién, con el fin de calcular los grupos de homologia de un CW-complejo, definiremos
un complejo de cadenas, Cp,(X), paran = 0,1, ... y comprobaremos que cada C,,(X) es isomorfo
a H,(X). Definimos los esqueletos de orden negativo como K™ = () para todo n < 0. Asi pues,
determinamos,

Co(X) = Hy(X™, X™7h),
y la aplicacién,
dp : Cp(X) — Cpo1(X),

es la composicién de los homomorfismos,
n yn—1y Gsn n—1y (M)n-1 n—1 n—2
H, (X", X" ) —5 Hp (X" ) ——— Hp (X", X" 9),

donde (0y), es el operador borde definido anteriormente del par (X", X" 1) y (m4)n_1 es el
homomorfismo inducido por la aplicacién, (m4), : Sp(X™"1) — S, (X", X"™2), para todo n
(ver diagrama 3.1).

A continuacién veremos que d,_1 o d, = 0, para todo n. Tenemos que, dado un n,

dp—10d, = (W*)n—Q o (8*)n—1 o (W*)n—l o (8*)7’“
entonces, como tenemos la sucesion exacta larga,

) (8*)77,71

C— n—l(Xn> M Hn_l(ananl Hn_Q(Xn—l) —

tenemos que (Oy)p—1 © (T«)n—1 = 0, con lo que tenemos que d,,—1 o d,, = 0, como queriamos
probar, luego los grupos C,,(X) con las aplicaciones d,, forma un complejo de cadenas. Decimos
que esta sucesién,

dn, dn dp—

S Ou(X) B G (X)) 25

es la cadena de complejos celulares de X. Antes que nada veremos un lema que nos servira para
calcular los grupos de homologia de los CW-complejos.

Lema 5.9. El homomorfismo Hy(X") — Hy(X) inducido por la inclusién, i : X™ — X es un
isomorfismo para k < n y sobreyectivo para k = n.

Una demostracién de dicho lema se puede ver en [3](paginas 137-139).
5.2.1.  Equivalencia entre homologia celular y homologia singular. Ahora, estamos en condicio-
nes de probar un resultado clave a la hora de calcular grupos de homologia de CW-complejos.

Proposicién 5.10. Con las notaciones anteriores tenemos,

Ker(dy)/Im(dn+1) = Hy(X) , para todo n.
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Demostracion. Lo primero que haremos es considerar el siguiente diagrama, para ver mas cla-
ramente lo que vamos a hacer.

/ 0
W (XY 2 Ho(X)
y N
dp+1 dn

"'*)Hn+1 Xn+1 Xn) Xn Xn 1) Hnil(anl’Xn72)‘>‘“

Hn,1 (anl)

/

Tenemos en primer lugar, que por el teorema 5.4, H,(X""! X") = 0, el homomorfismo
(i)n @ Hpy(X™) — H,(X™1) es sobreyectivo, ya que estd dentro de la sucesién exacta larga
de (X", X™). De esta manera, usando la sucesién exacta larga y los teoremas de isomorfia,
tenemos que,

0

Ho(X) 2 H(X™)/Tn(0,) 1.
Como tenemos que H, (X" ') = 0, si consideramos la sucesién exacta larga de (X", X" 1),
llegamos a que el homomorfismo,

() 2 Hp(X™) — H,y(X™, X"
es inyectivo, con lo que tenemos un isomorfismo,
(@ )ns1 2 Im(m)n 0 (0)ns1) = Imldns).
Ademads, de que (7y),, sea inyectivo se deduce también que,
H,(X") = Im(my)n = Ker(0s)n.

Tenemos también que la aplicacion (my)p_1 : Hyp 1(X™1) — H,_1(X" 1, X"2) es inyectiva,
ya que si usamos la sucesion exacta larga de (X"~ X"2), tenemos que H,_1(X"2) = 0. Asf
pues, si razonamos de la misma forma tenemos que,

Ker(0s)n = Ker(d,).

En resumen, hemos demostrado lo siguiente,
1. Ho(X) =2 Hy(X™)/Im(0s)pt1-
2. Im(c‘)*)nﬂ = Im(dn+1)
3. Hy(X") = Ker(04)n = Ker(dy).
Con lo que concluimos que,
H,(X) = Ker(d,)/Im(dp4+1)-
O

A continuacién probaremos unos resultados que se obtienen de este teorema. Antes que nada
introduzcamos la definicién de CW-complejo n-dimensional.

Definicién 5.11. (CW-complejo n-dimensional) Sea X un CW-complejo. Se dice que X es un
CW-complejo n-dimensional si X = X", es decir, si solo se adjuntan k-celdas, con 0 < k < n.
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Corolario 5.12. Sea X un CW-complejo. Entonces,
1. Si X es n-dimensional, Hi(X) = 0, para todo k > n.
2. Si X tiene un numero finito de n-celdas, H,(X) es un grupo abeliano finitamente generado

(suma directa de grupos ciclicos).
3. Si X no tiene n-celdas, H,(X) = 0.

Demostracion. 1. Supongamos que X es un CW-complejo n-dimensional, es decir, X" = X,
con lo que X* = X™, para todo k > n. Esto quiere decir que, si k > n, entonces a X* no
se le adjunta ninguna k — celda a partir de X*~1. Por el teorema 5.4,

Hk(Xk,kal) =0, para todo k > n.
Tenemos entonces que, si consideramos los homomorfimos,
di : Hy(XF, XPY) — Hp o (XFL XE=2)
dpy1 : Hyp (XFPE XPY — |1 (XF, xXEL),
como Ker(dy), Im(dyy1) € Hp(X*, X*~1) =0, tenemos que,
Ker(dg)/Im(dky+1) = 0= Hi(X), para todo k > n.

2. Razonamos de la misma manera. Que X tiene un ntmero finito de n-celdas quiere decir
que X" se obtiene a partir de X" ! adjuntando un nimero finito de n-celdas. Por el
teorema 5.4, tenemos que H,(X™ X" 1) es un grupo libre abeliano con base en corres-
pondencia biyectiva con el conjunto de n-celdas, que como es un conjunto finito, el grupo
H,(X™ X"1) es finitamente generado. Adem4s, como tanto Ker(d,) como Im(d,1)
son subgrupos de H, (X", X"~ 1), tenemos que Ker(d,)/Im(d,.1) = H,(X) también es
un grupo abeliano libre y finitamente generado.

3. Es una demostracion andloga a la primera. Como X no tiene n-celdas, tenemos que
X" = X" con lo que,

H,(X™, X" 1 =o.
Como Ker(dy,), Im(d,i1) € Hy(X™, X" 1) = 0, tenemos que,
H,(X) = Ker(d,)/Im(dp+1) = 0.
O

A continuacion, como objetivo tenemos estudiar como se comportan los homomorfismos d,,
que hemos definido, para poder calcular los grupos de homologia de algunos CW-complejos.
Motivados por esto, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 5.13. (Buen par) Un par (X, A) se dice que es un par bueno si X es Hausdorff,
A C X es cerrado y existe un abierto U tal que A C U y A es un retracto por deformacién de
U.

Por ejemplo, el par (D", S"~!) es un par bueno tomando U = D" — {0}.
Ahora, si consideramos un espacio topolégico X y subespacios A, B, de modo que A C B C X, al
igual que definimos la sucesién exacta larga de un par, podemos considerar, como generalizacion,
la sucesi6n exacta larga de la tripleta (X, B, A), como,

-— Hy(B,A) — H,(X,A) — H,(X,B) — H,_1(B,A) — ---
Esta es la sucesiéon exacta de grupos de homologia asociada a la sucesién exacta corta de com-
plejos de cadenas formada por las sucesiones exactas cortas:
0 — Sp(B,A) — Sp(X,A) — S, (X,B) — 0
Esto es una generalizacién de la sucesion exacta larga de pares que definimos anteriormente (ver

la observacién 3.2), ya que si tomamos el conjunto A como el conjunto vacio, tenemos que la
sucesién anterior es exactamente la sucesién exacta larga de homologia del par (X, B).
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A continuacién, probaremos un lema sobre buenos pares que utilizaremos para describir el com-
portamiento del homomorfismo d,, en CW-complejos.

Lema 5.14. Sea (X, A) un buen par, entonces la aplicacién cociente 7 : (X, A) — (X/A, A/A)
induce isomorfismos en los grupos de homologia, (7). : Hy (X, A) — H,(X/A, AJA) =2 H,(X/A),
para todo n.

Demostracién. En primer lugar, H,(X/A, AJ/A) = H,(X/A) para todo n ya lo demostramos en
el ejemplo 3.2, ya que A/A es un punto.

Como (X, A) es un buen par, existe un V' C X abierto, con A C V, para el cual A es retracto
de deformacién. Si consideramos el siguiente diagrama conmutativo,

Ho(X, A) — s g vy 22 g (x - AV - A)
(5.1) (7)1 (T4 )n,2 (T )n,3
Ho (X4, AJA) S22 1, (XA, V/A) 255 H (X - A) /A, (V — 4)/4)

Tanto (ix)p,2 como (iy)n4 son isomorfismos, por el teorema de escisién (teorema 4.1). Ademds
(ix)n,1 también es un isomorfismo debido a que si consideramos la sucesién exacta larga de
(X,V, A), tenemos que, como A es un retracto de deformacién de V', H,(V, A) = 0, para todo n
(ver ejemplo 3.3), con lo que,

e Hy(V,A) =0 — Hy(X, A) Y (X, V) e Hy ((V,A) =0 — -
Con lo que (ix)n,1 @ Hy(X,A) = Hy,(X,V) es un isomorfismo, para todo n. Por un argumento
similar, también es isomorfismo (ix)p3 : H,(X/A, A/A) = Hp—1(X/A,V/A), con lo que tenemos
que todos los homomorfismos horizontales son isomorfismos, para todo n.
El homomorfismo (), 3 es un isomorfismo, ya que si consideramos la aplicacién cociente,

7T3:X—>X/A,

tenemos que, si x,y € X, las clases de equivalencia [z] = [y] si, y sblo si, z —y € A. Con lo que,
la restriccién de m a X — A es un homeomorfismo, es decir,

7T3|X,AIX—A—> (X—A)/A,

con lo que (my)p3: Hy(X — AV —A) — H,((X — A)/A, (V — A)/A) es un isomorfismo para

todo n. De esta manera, por la conmutatividad del diagrama (5.2.1), tenemos que (my)p,1 :

H,(X,A) = H,(X/A, AJA) = H,(X/A) es un isomorfismo para todo n. O
A continuacién probaremos un ultimo resultado acerca de los CW-complejos, que nos dard

una idea de como se comporta el operador d,, que hemos definido para los grupos de homologia

celular.

Primeramente, como ya hemos calculado los grupos de homologia de las esferas en la seccién

4.1, vamos a introducir la nocién de grado de una aplicacion entre esferas.

Sea f : S — S" una aplicacién continua, para n € N. Si consideramos el homomorfismo inducido

por f entre los grupos de homologia,

(Fo)n : Ha(S™) 2 Z — H,(S") = Z,

tenemos que, (fi)n(m) = d-m, para un cierto d € Z y para todo m € Z. A dicho d le llamamos
grado de la aplicacién f y lo denotamos por deg(f) := d.

Por otra parte, tenemos en cuenta que por el teorema 5.4, dado un CW-complejo X, tenemos que
H,(X™, X" 1) es un grupo abeliano libre con base en correspondencia biyectiva con el conjunto
de n-celdas de X, {€"}qea. Como Cp(X) = H, (X", X" 1) vy d, : Cp(X) — Cp_1(X), para
trabajar con este operador denotaremos por {el},ca los generadores del grupo C,(X) y por
{6271}563 los generadores del grupo C,,_;(X), donde {6271}663 son las (n — 1)—celdas de X.
De esta manera, estamos en condiciones de enunciar y probar el siguiente teorema.
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Por cada n-celda e denotaremos por D al disco de dimensién n de manera que, si f, es la
aplicacién caracteristica de la n-celda e, entonces f, (D) = €. Asi, el borde de D? lo denotamos

por S2~! y tenemos que f,(S?"1) =€? — e”. Consideramos la aplicacién entre esferas,

T3 oqo fa |SZ—1: SZ_I — Sgil,

donde, fijada una n-celda e de X, f, \ngl es la aplicacién caracteristica restringida al borde
de D”. La aplicacién ¢ : X"~ ! — X"~1/X"2 eg la aplicacién cociente. Y la aplicacién g -
xn-l/xn=2 Sg_l es la aplicacién que colapsa el complementario de eg_l a un punto. De
esta manera, identificamos ngl con ng /ng2 (podemos pensarlo en dimensién 2, ya que
si cocientamos el disco D? con S', obtenemos una esfera de dimensién una mayor, es decir,
S? >~ D?/Sh).

Teorema 5.15. Con las notaciones precedentes, entonces,

dn(en) = D dagel™",
BeB

donde dng es el grado de la aplicacién anteriormente descrita,
T30 qO fo |ng1: Sg_l — Sg_l.

Demostracion. Vamos a considerar el siguiente diagrama,

O )n ~ -
H, (D7, S5 — 2, (so ) Hor (ST

(fa*)nJ{ (Soa*)nJ( T(qﬁ*)nl

8* n ~ *)n—1 ~
Hn(Xn,Xn_l) D) Hn_l(Xn—l) (g+) lHn_l(Xn—l/Xn—Q)

dn =
\ l(ﬂ'*)n_/

Hn—l(Xn_ly Xn—2)
Para cada n-celda e} de X, f, es la aplicacién caracteristica de dicha n-celda y denotamos ¢,
la restriccién de f, al borde del disco D2, es decir, ¢, = fa|5371.
En primer lugar, el tridngulo inferior izquierdo es conmutativo, por cémo hemos definido la
aplicacién d,,. El diagrama superior izquierdo también es conmutativo, pues la aplicacién carac-
terfstica f, es igual, sobre S?~! a la aplicacién ¢,. Por tltimo vamos a explicar las aplicaciones
que salen en el diagrama superior derecho.

~—

(Aaﬁ*)n—l

R

1. El homomorfismo (g« ),_1 es el que induce la aplicacién cociente g : X"t — X1/ xn=2,
2. El homomorfismo (gg.)n—1 es el que induce la aplicacién gg : X"~ 1/X""2 — Sg_l, donde

ngl lo identificamos con ng / Sgd. Dicha aplicacién colapsa el complementario de egfl,

es decir, X"~ — egfl a un solo punto, con lo que el resultado sera ngl a la que se ha

identificado el borde en un punto, con lo que el resultado serd lo que hemos identificado
-1

por Sg .

3. El homomorfismo (Aag«)n—1 €s el que induce la aplicacién A,p : ST — Sg_l, que es la
composicién de aplicaciones, gg © ¢ © pq, es decir, (Ayg«)n—1 €s el homomorfimsmo que
hace conmutativo al diagrama superior derecho.

4. El isomorfismo H,_1(X" 1, X" 2) — H, (X" /X" 2) es el que nos da el lema 5.14,
ya que como X es un CW-complejo, (X™, X"~1) forman un buen par, para todo n.
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Asf pues, fijamos un generador e” del grupo H, (X", X"~ 1). Veamos cuanto vale d,(e?). Apli-
cando la definicién de d,,, tenemos que,

dn(eq) = (Me)n-10 (O)n(eq)-

Ahora, teniendo en cuenta que la aplicacion (fax)n lleva un generador [D?] € H,(D?,S"~1) en
el generador e? € H, (X", X" 1), con lo que,

dn(eq) = (M)n-10 (O)n © (far)n (Do),

y usando la conmutatividad del diagrama superior izquierdo, tenemos,

dn () = (Tx)n—1 0 (Pax)n © (O)n([D])-

Si consideramos el grupo H,,_1(X"~ 1, X"~2), su base la forman las (n-1)-celdas {eg_l}geB de X.
Asi pues, por c6mo hemos definido gg, tenemos que (ggs«)n—1 es la proyeccién de Hy,_1 (X", X"~2)
en el sumando de Z correspondiente al generador egfl, dicho en otras palabras, cada elemento
de H, 1(X"!,X"2) es una combinacién lineal de las (n-1)-celdas, 2.8 056271, con cg € Z.
Entonces dicha aplicacién lo que hace es proyectar H, _1(X" !, X"~2) sobre el sumando corres-
pondiente a egfl, es decir, al coeficiente de egfl, es decir, (gg«)n-1(2_5 c/geg*l) = cg.
De esta forma, el valor de d,,(e}}) serd la suma de las proyecciones de (gg«)n—1 en las (n-1)-celdas
egfl.
Asi, teniendo en cuenta lo anterior, y el isomorfismo H,, (X", X"~2) — H, (X"1/X"2),
tenemos,

dn(eq) = Z(QB*)nfl 0 (@)n—1° (Pas)n((On)n([Da]))-

BEB

Si definimos a d,3 como el grado de la aplicacion A,g : st — Sg_l, tenemos que, como,
Aup =qpoqo pa,
entonces,

dn(eq) = Z daﬁegilv
BeB

donde hemos hecho la identificacién del generador egfl de H,_1(X" 1, X"2) con (9:),([D2]),

esto se explica mediante el homomorfismo (Aygs)n_1, que lleva generadores de H,,_1(SP!) a

las proyecciones de H,,_1(X"~!, X"~2) sobre cada sumando Z correspondiente a cada generador

en—l . O
B

5.2.2.  Homologia Celular de algunos CW-complejos. Ahora vamos a utilizar la férmula de d,
para calcular los grupos de homologia de algunos CW-complejos. En estos ejemplos tomaremos
como referencia [1] y [8].

Ejemplo 5.2. 1. La n-esfera S* = {z € R""! : ||z|| = 1} se la puede dotar de una estruc-
tura de CW-complejo, utilizando tinicamente una 0-celda y una n-celda.
Como S™ es un CW-complejo n-dimensional, sabemos que H,,(S™) = 0, para todo m > n.
Ademis, como S™ tinicamente tiene celdas de dimensién 0 y n, entonces H,y, ((S")™, (S*)™~ 1) =
0, para todo m # 0,n. Ademas, H,((S)", (S")"~ 1) = Z = Hy((S™)?). Asf pues, tenemos
la siguiente sucesién,

-0 7 - 0 0 —— 7 -0

Asi pues, por el corolario 5.12, tenemos que H,,(S") = 0, para todo m # 0,n y, por la
proposicion 5.10, tenemos, que,

Ho(S™) & Ker(dy)/Im(dns1) = Z)0 = Z
Ho(S™) 2 Ker(do)/Im(dy) = )0 = Z
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Luego si definimos en la esfera una estructura de CW-complejo, tenemos una manera
diferente de calcular sus grupos de homologia singular.

. Consideramos ahora el 2-toro, es decir, T = S! x S!. Podemos dotarle de una estruc-

tura de CW-complejo con una 0-celda, vy, dos 1-celdas, A, B y una 2-celda, e2. Por lo
tanto tenemos que, Ho(T?) = Z, ya que s6lo hay una 0-celda. Como hay dos 1-celdas,
Hy(T!, TV =2 Z x Z. Por 1ltimo, como T tiene una 2-celda y ninguna celda de dimensién
superior, tenemos que, Hy(T?, T!) = Z y H,(T) = 0, para todo n > 2, por el corolario
5.12.

FIGURA 4. Diagrama del 2-toro (ver [1]).

Como podemos observar en la anterior imagen, los vértices del cuadrado son todos el
mismo punto, vg, ya que se identifican, mientras que la parte interior es la 2-celda, €2,
cuyo borde lo identificamos sobre el borde del cuadrado del diagrama. De esta manera,
tenemos la siguiente cadena,

7% 75747 0

Vamos a estudiar como se comportan los homomorfismos d; y do mediante la férmula
probada en el teorema 5.15. Primeramente, para estudiar ds hace falta ver tinicamente
cudl es la imdgen de €2, es decir, calcular da(e?), que serd por lo anterior,

dy(e) = dez A+ de2 pB,

con lo que tenemos que calcular unicamente los grados dez2 4 y de2 p-
El grado d.2 4 es el de la aplicacién que se obtiene componiendo la aplicacién adjuncion
2,
2
de ez,

R |

Qo = fals : Sq — T,
y la aplicacién cociente,
qa: T — S, = (4/04).

Nos damos cuenta que en la figura 4 los lados correspondientes a A tienen direcciones

1 . .y
opuestas, con lo que, ¢, manda S, en A+ B — A — B. Con lo que, por la aplicacién ga
(que colapsa todo a A), tendremos que dez 4 serd el grado de la aplicacion que manda
St~la A— A =0, con lo que dez 4 = 0. Andlogamente, se puede hacer con la 1-celda B,
con lo que da(e2) =0-A+0- B = 0. De esta manera, tendremos que,

Ker(dy) =Z

I'm(dy) = {0}
En segundo lugar, veamos cémo se comporta d;. Entonces, tendremos que ver cudnto vale
di(A) y di(B). Por el teorema 5.15, sabemos que di(A) = daw,v0 y di(B) = dp v, V0, pero

como T® = {vg} es un punto, tenemos que los grados d Avo Y dBy, serdn 0, con lo que
di(A) =0 = dy(B), con lo que tendremos que,

Ker(dy)=Z xZ
I'm(dy) = {0}
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Finalmente, como dy es la tnica aplicacién que se puede definir entre Z y {0}, tenemos
que Ker(dy) = Z, con lo que, los grupos de homologia del 2-toro, T = S! x S!, serén,

Hy(T) = Ker(dy)/Im(da) =7Z x Z/{0} 2 Z x Z
H,(T) =0, para todo n > 2.

12

Luego, tenemos que,

. Procedemos a calcular ahora los grupos de homologia de la botella de Klein, K, que tiene
el siguiente diagrama,

F1GURA 5. Diagrama de la botella de Klein (ver [1]).

Como en el ejemplo anterior, consideramos los lados vérticales como el 1-simplice B y
los horizontales como el 1-simplice A. De esta manera, al igual que el 2-toro, tenemos que
podemos dotar a K de una estructura de CW-complejo con una 0-celda, vy, dos 1-celdas,
Ay By una 2-celda, €2, como se ve en el la figura 5.

Con lo dicho anteriormente, tenemos la siguiente sucesién,

0— -7 -Zgxz%.72 .9

Como hemos razonado anteriomente, tenemos que el homomorfismo d; es el homomorfismo
0, luego tenemos que Ker(d;) = Z x Z e Im(d;) = 0. Ahora vamos a estudiar como se
comporta el homomorfismo dg, es decir, vamos a calcular da(e?). Por el teorema 5.15,
tenemos que,

dy(e3) = dez 4 A+ de2 pB.

Luego solo tenemos que calcular los grados dez 4 y dez -

En primer lugar calcularemos d,z 4. Como los lados de A en la figura 5 tienen las mismas
direcciones que en el caso del 2-toro, tenemos que, andlogamente al caso anterior, de2 4 =
0. Ahora vamos a calcular de2 B, que en este caso es diferente a lo anterior.

Tenemos que d2 p es el grado de la composicion de la aplicacién de adjuncion,

1 1
Spoc:fa|Sg‘:Sa » K,
y la aplicacién cociente,

qp : K — SEL(= B/0B).
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La primera aplicacién manda d(e2) a B+A+B— A, con lo que, por la segunda aplicacion,
tendremos que d2 p es el grado de la aplicacion que manda St a B+ B = 2B, con lo
que, dea B =2 De esta manera, tenemos que,

dy(e2)=0-A+2-B=2-B.
Asi, tenemos que Ker(ds) =0 e Im(dy) = {(0,22) : z € Z} = {0} x 2Z. Con lo que,
Ho(K) = 7
H(K)2ZxZ/({0} xZ)=(Z/{0}) x (Z/27Z) =7 x (Z/27)

(K)
Hy(K) = {0}/{0} = {0}
H,(K) = {0}, para todo n > 3.

. Vamos a calcular ahora los grupos de homologia de los espacios proyectivos reales, P, (R),

para los cuales, primeramente, daremos una definicién formal y tendremos en cuenta al-
gunas consideraciones.

Definicién 5.16. (Espacio Proyectivo Real) Consideremos la relacién de equivalencia
sobre la esfera S, z ~ —x, para todo x € S”, es decir, identificamos cada punto con su
antipoda. Definimos al n-espacio proyectivo real como el cociente,

P, (R) :=S"/ ~ .

Si consideramos en S™ una estructura de CW-complejo como la de la figura 3, tenemos
que S™ tiene 2 k-celdas, para cada k < n, con lo que si consideramos el n-espacio proyectivo
como la n-esfera cocientada con dicha relacién, tenemos que P, (R) tiene una k-celda, para
todo k < n. Es decir, podemos expresar a P, (R) como,

P,(R)=e’U---Uem,

donde cada e* es una k-celda (como vimos en el ejemplo 5.1).
Otra consideracién a tener en cuenta de lo anterior es que el k-esqueleto de P, (R) es el
k-espacio proyectivo real, es decir,

(P (R))F =Pr(R) = e’ U--- Uer.
Con todo lo dicho, dado el n-espacio proyectivo real P, (R), tenemos la siguiente sucesién,

d

0 ez gl

do

e/ /A

La aplicacién de adjuncién de e* es el recubrimiento de dos hojas ¢y : S~ — Pp_1(R).
Para calcular dj(e*) tenemos que calcular el grado de la composicién ¢ o ¢y, donde
q: Pp_1(R) = Pp_1(R)/P_2(R).

La contraimagen de Py_s(R) por ¢ es S¥=2  S¥~1. Ademds tenemos que SF~! —SF=2 =
]DD’f_l U ]D)’;_l (considérese, por ejemplo, S? — S!, es decir, si a S? le quitamos el ecuador,
el espacio resultante serd la unién de dos discos de dimensién dos, los dos hemisferios).
Tenemos ademés que ¢y, restringido a cada una de las componentes de S¥~1 — S¥~2 es un
homeomorfismo.

Uno de los homeomorfismos se obtiene del otro haciendo actuar en primer lugar la apli-
cacién antipodal de S¥=1, que tiene grado (—1)*.

Utilizando las propiedades del grado de una aplicacién (ver [3], pigina 136), tenemos que
el grado de qo @y es 1+ (—1).

De esta manera, tenemos que dy(e¥) = 2¢¥~1 si k es par y di(eF) = 0 si k es impar. Luego
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Ker(dy) =0e Im(dy) =2Z si k es par y Ker(dy) =Z e Im(dy,) = 0 si k es impar.
Asi, con todo lo anterior, tenemos que,

7)27, sik esimpar y 0 < k < n.
Hi(P,(R)) =< {0}, si k es par.
Z, si k=0.

El otro caso es que n sea impar, con lo que Ker(d,) = Z ¢ Im(d,+1) = 0, con lo que
H, (P,(R)) = Z, con lo que, por todo lo anterior tenemos que,

727, sik es impar y 0 < k < n.
Hi(P,(R)) =< {0}, si k es par.

Z, si k=0, n.



50

REFERENCIAS

DEGIORGI, P., Cellular Homology and the Cellular Boundary Formula, disponible en
http://math.uchicago.edu/ may/REU2016/REUPapers/Degiorgi.pdf.

HARPER, J.R., GREENBERG, M.J., Algebraic Topology. A first course. The Benjamin/Cummings Pu-
blishing Company, Inc. 1981.

HATCHER, A., Algebraic Topology. Cambridge University Press, Cambridge 2002.

IVORRA CASTILLO, C., Topologia Algebraica, con Aplicaciones a la Geometria Diferencial, disponible
en hitp://www.uv.es.

KOSNIOWSKI, C., Topologia Algebraica. Editorial Reverte, S.A., 1992.

MACHO-STADLER, M., Topologia General, 2002, disponible en hitp://www.ehu.eus/ miw-
mastm,/Topologial415.pdf.

MACHO-STADLER, M., Topologia, Apuntes curso 2014-2015 disponibles en http://www.ehu.eus/ mtw-
mastm,/ TopoGralMana.pdyf.

MASSEY, W.S., A Basic Course in Algebraic Topology. Springer-Verlag, 1991.

MUNKRES, J.R., Elements of Algebraic Topology. Addison-Wesley Publishing Company, 1984.
MUNKRES, J.R., Topology, a first course. Englewood Cliffs, New Jersey : Prentice-Hall, 1975.



