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Resumen

Se hace en este trabajo un estudio de la Conjetura Casas-Alvero organizando su
andlisis con el tratamiento de los polinomios con un nimero fijo de raices distintas. Se
introducen tanto casos generales en donde esta conjetura se cumple como se descartan
casos particulares en grado 20, primer caso donde no se conoce aun si la conjetura
es cierta.

En el primer capitulo de este trabajo damos algunos resultados generales encon-
trados en [4], [8], [6] y [3]. En particular, se corrige el enunciado (y la demostracién)
de uno de los teoremas en [6].

En el segundo capitulo se demuestra que para todos los polinomios con coeficien-
tes en un cuerpo de caracteristica 0 con dos y tres raices distintas, la conjetura es
cierta. Para los polinomios con cuatro y cinco raices distintas se introduce una nueva
estrategia que permite, para grado fijo, el comprobar si la conjetura es cierta. Asi-
mismo, y motivado por lo anterior, se introducen nuevas restricciones a los posibles
contraejemplos de la conjetura mostrando que estos no pueden existir, por ejemplo,
si las ultimas derivadas, hasta cierto orden, tienen una misma raiz en comun. Fi-
nalmente se demuestra que la Conjetura de Casas-Alvero es cierta para todos los
polinomios de grado 20 con cuatro, cinco y seis raices distintas, usando la estrategia
antes mencionada y calculando las bases de Grobner de las Ultimas k derivadas, don-
de k es el nimero de raices diferentes del polinomio considerado. En resumen, de los
627 casos posibles en grado 20, se ha demostrado que, en 302 de ellos, la Conjetura
de Casas-Alvero es cierta.

Viendo la imposibilidad de resolver este problema mediante este método, se utiliza
la Geometria Tropical para estudiar un ejemplo concreto de polinomios en donde la
conjetura es cierta para las definiciones clasicas, pero con las definiciones tropicales
resulta falsa.

En el anexo se muestran los conceptos y resultados que se han usado a lo largo de
la memoria: Teoria de la Eliminacion, Bases de Grobner y las Identidades de Newton.

Palabras clave:
Conjetura de Casas-Alvero, Polinomios, Raices, Bases de Grobner, Resultantes,
Polinomios Tropicales.

Abstract

A study of the Casas-Alvero Conjecture is made in this work, organizing its
analysis with the treatment of polynomials with a fixed number of different roots. We
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introduce both general cases where this conjecture is true and we discard particular
cases in degree 20, first case where it is not known yet if the conjecture is true.

In the first chapter of this paper we give some general results found in [4], [8],
[6] and [3]. In particular, the statement (and proof) of one of the theorems in [6] is
corrected.

The second chapter shows that for all polynomials with coefficients in a field
of characteristic 0 with two and three different roots, the conjecture is true. For
polynomials with four and five different roots, a new strategy is introduced that
allows, for a fixed degree, to proof if the conjecture is true. Also, and motivated
by the above, new restrictions are introduced to the possible counterexamples of
the conjecture showing that these can not exist, for example, if the last derivatives,
up to a certain order, have the same root in common. Finally, it is shown that the
Casas-Alvero Conjecture is true for all 20 polynomials with four, five and six different
roots, using the aforementioned strategy and calculating Grobner’s bases of the last
k derivatives, where k is the number of different roots of the polynomial considered.
In summary, of the 627 possible cases in grade 20, it has been demonstrated that, in
302 of them, the Casas-Alvero Conjecture is true.

Seeing the impossibility of solving this problem using this method, Tropical Geo-
metry is used to study a concrete example of polynomials where the conjecture is
true for classical definitions, but with tropical definitions it is false.

In the annexe the concepts and results that have been used throughout the me-
mory are shown: Elimination Theory, Grobner Basis and Newton’s Identities.

Key words: Casas-Alvero Conjecture, Polynomials, Roots, Grobner Bases,
Resultants, Tropical Polynomials.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo busca hacer un estudio de la conjetura Casas-Alvero, dando
algunos casos generales en donde ésta se cumple. Esta conjetura surge en [2] como
resultado del estudio de curvas planas, dando, si resultara cierta, un criterio de
irreducibilidad para las curvas planas definidas cerca del origen por una serie de
potencias convergentes en dos variables.

Conjetura. Sea K un cuerpo de caracteristica 0, f(z) un polindmio en K|zx|,
ménico y de grado d > 0. Si para cada j = 1,....d — 1 fU)(x) denota la derivada
j-ésima de f(z) y existe a; € K tal que f(a;) = f9(a;) = 0 entonces eviste « € K
tal que f(x) = (z — a)?.

A pesar de que el planteamiento solo utiliza nociones matemaéticas elementales, es
un problema abierto, incluso bajo las restricciones de que f € R[z] y todas sus raices
sean reales. Es facil ver que si f(z) = (z — )¢ es un polinomio en K[z] de grado d
entonces f(a) = f9¥(a) = 0 para cada j = 1,...,d — 1. Sin embargo, demostrar el
reciproco es donde se encuentra la dificultad de este problema.

El propésito general de este trabajo es analizar la Conjetura de Casas-Alvero y
la busqueda de su resolucién mediante una orientacion diferente a la usual, sabiendo
que, en general, se analiza a través del grado de los polinomios y no por el niimero de
raices diferentes que éstos tienen. En este trabajo nos centramos en demostrar que el
conjunto de polinomios que cumplen con las condiciones de la conjetura pero tienen
un numero especifico de raices diferentes es vacio para los cuerpos de caracteristica
0. Se explora también la conjetura en el caso de la Geometria Tropical para ver si es
una via factible para la resolucion de la conjetura.

En el primer capitulo de este trabajo damos algunos resultados generales conoci-
dos. En [4] se demuestra, mediante un estudio de casos por grados, que los posibles
contraejemplos a la conjetura deberan tener a lo méas grado d > 7. En [8] se demues-
tra que la conjetura se cumple para los polinomios de grados 2p® y p® para cualquier
primo p, demostrando asi, que la conjetura es cierta para un ntmero infinito de
grados, siendo los primeros posibles casos de contraejemplo los polinomios de grado
d = 12,15 y 20. Més tarde en [6] se reescribe la demostracién y se agregan casos,
donde la conjetura es cierta para los polinomios con grado d'p® con d' € {1,2,3,4}
y pun primo p > d', e € Z>o, y p # 7 si d = 4. Para este resultado, se reescribié la

1



2 1. INTRODUCCION

demostracién en esta memoria para el caso d’ = 4 siguiendo los comentarios de [3].
En este caso corregimos la demostraciéon en [6] mostrando que si d =4y p > 11
entonces la conjetura es cierta. Por tltimo, en [3], desde un enfoque geométrico, se
analizan los posibles polinomios que no cumplen la conjetura y sus raices, demostran-
do que para todo polinomio con 4 o menos raices distintas, la conjetura es cierta. En
[3] también se demuestra que los polinomios de grado 12 cumplen con la conjetura:
esta prueba se hizo mediante un estudio de casos y el computo de estos, por lo que
los polinomios de grado 20 son los polinomios de menor grado donde podria haber
algiun posible contraejemplo a la conjetura.

En el segundo capitulo se busca cambiar el enfoque con el cual se ataca la con-
jetura en [4], [6] y [3]. Durante el desarrollo de este trabajo se recurren a diversos
tipos de andlisis, pero siempre utilizando un polinomio genérico con un ntmero fijo
de raices distintas y cada una de éstas con multiplicidad propia. Tras suponer que
las ultimas derivadas tienen alguna raiz en comun con el polinomio se busca concluir
que todas las raices deben ser la misma. Desde este andlisis se empieza a presentar la
explosién combinatoria que implicaba un aumento de casos a analizar al aumentar
el nimero de raices distintas del polinomio, por lo que solo se logra resolver los casos
de dos y tres raices distintas con esta metodologia para grado arbitrario.

Para los polinomios con cuatro raices distintas se calcula la resultante de las
ultimas derivadas, en donde el andlisis por multiplicidad de las raices solo permite
eliminar un caso en general, cuando las tltimas tres derivadas comparten una mis-
ma raiz con el polinomio. Para el caso de polinomios con exactamente cinco raices
distintas se hace uso de las bases de Grobner, que nos permiten eliminar otro caso
general y simplificar el computo de las bases, cuando las ultimas cuatro derivadas
comparten una misma raiz con el polinomio. Un resultado general, para cualquier
polinomio con k£ + 1 raices que comparte una misma raiz con sus ultimas k derivadas,
o bien, que tiene k raices distintas distribuidas en las ultimas k derivadas, se da al
final de este capitulo.

Debido a la complejidad de los calculos con grado arbitrario se estudia el caso
concreto de los polinomios de grado 20, caso en el que se concluye que los polinomios
con exactamente cuatro, cinco y seis raices distintas cumplen con la conjetura. La
demostracion se hace mediante el cdlculo de las bases de Grobner de todos los posibles
casos con estas caracteristicas. Para los polinomios de grado 20 y 7 raices distintas
se muestra como, desde el punto de vista computacional se deberia abordar.

Al encontrarnos con la explosién combinatoria que implica seguir con este analisis,
y al eliminar casi la mitad de los casos para los polinomios de grado 20, se busca
también atacar el problema con ayuda de la Geometria Tropical, por lo que se dan
nociones tropicales tanto de los polinomios, como de las raices comunes y lo que
implica que estos polinomios cumplan con la conjetura. En este caso se da un ejemplo
en donde la conjetura clasica es cierta pero bajo la nocion tropical resulta falsa. Esto
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sucede debido a que la definicién de polinomio tropical de Casas-Alvero tropical no
es lo suficientemente fuerte.

Por 1ltimo, en el anexo se dan conceptos tedricos claves, los cuales forman parte
de la Teorfa de la Eliminacién (cuando se utiliza resultantes para encontrar raices
comunes en las ultimas derivadas), de la Teoria de las Bases de Grébner (cuando se
busca la compatibilidad de diversos sistemas de ecuaciones algebraicas) y las iden-
tidades de Newton (para encontrar igualdades entre los coeficientes de las tltimas
derivadas cuando se conocen las raices y sus multiplicidades).



Capitulo 2

La conjetura de Casas-Alvero

La conjetura de Casas-Alvero es un problema abierto, propuesto en 2001 ([2]),
por Eduardo Casas-Alvero, que relaciona las raices de un polinomio f con las de sus
derivadas sucesivas. Si f(r) € K|[x] entonces fU)(z) denota su derivada j-ésima

Conjetura Casas-Alvero. Sea f(x) € K[z] un polinomio mdnico de grado
d > 0 con K un cuerpo de caracteristica 0, tal que para cada j = 1,...,d — 1 existe
a; € K con f(a;) = fU)(a;) = 0. Entonces existe a« € K tal que f(z) = (v — a)?.

La hipétesis de que K es un cuerpo de caracteristica 0 es necesaria ya que, como
se verda en el siguiente ejemplo, existen cuerpos de caracteristica positiva donde la
conjetura es falsa. Ademas se puede demostrar que si la conjetura es cierta para C
entonces es cierta para todo cuerpo de caracteristica 0, por lo que, a lo largo de este
trabajo, la mayoria de los resultados se daran sobre el cuerpo C.

Ejemplo 1. Sea f(z) = x(x — 3)(z — 4)? € Z5. Entonces,
f(z) =2* — 112° 4+ 402* — 482 = 2* + 42° + 22 mdd 5
fY(z) =42% — 332% + 80x — 48 = 42° +22° +2 mébd 5
fP(x) =122% — 662 + 80 = 22> + 42 méd 5
fO(z) =242 — 66 = 4x +4 mbd 5

Ya que fM(4) = f@(0) = f®(4) =0 mdd 5, f tiene una raiz en comiin con £ (z)
para cada j = 1,2, 3. Por ello, Z5 es un cuerpo de caracteristica 5 donde la conjetura
no se cumple.

Definamos los polinomios que no cumplen la conjetura como sigue.

Definicién 2. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Se dice que un polinomio
f € K[z] ménico de grado d > 0 es un polinomio de Casas-Alvero o C'A sobre K si

f no es una potencia de un polinomio lineal y si para cada j =1,...,d — 1 existe un
a; € K tal que f(a;) = fU(a;) = 0.

Como se menciona en el Teorema 43 en el Apéndice A, si K es algebraicamente
cerrado, f v fUY tienen ceros en comin si, y solo s,
Res(f, f9) = 0.
4



2. LA CONJETURA DE CASAS-ALVERO 5

Considerando un subconjunto F' C K{zy,...,z4| definamos
Zer(F,K") = {x € K*| f(x) =0Vf € F}.
Si representamos un polinomio
fl@)=2%+ag 127+ +ag
por su vector de coeficientes

(CLO; ar, Cld—1);
podemos expresar la conjetura como:

Conjetura Casas-Alvero.
Zer({Res(f, fO) j=1,...,d=1}, K% = {(z—a)? : a € K} = {(a?,da®7", ... da)}

Los siguientes resultados sobre los polinomio de Casas-Alvero son importantes
para el desarrollo de este trabajo y haremos uso de ellos en distintas ocasiones.

Empezamos con unos resultados, relacionados con la geometria de las raices de
estos polinomios, que pueden encontrarse en [3].

Lema 3. Sea f un polinomio de Casas-Alvero sobre K de grado d > 0, aq,as €
C*y 8 € C. Entonces g(x) = a3 f(agz+ ) también es un polinomio de Casas-Alvero.

Este resultado lo utilizaremos principalmente para trasladar dos raices distintas
de un polinomio a los enteros 0 y 1.

Teorema 4 (Gauss-Lucas). Sea f € C[z] un polinomio de grado d > 0. Entonces
las raices de su derivada f' se encuentran dentro de la envolvente convexa en C
que forman las raices de f. Si o es raiz de f' entonces o, o es una raiz de [ de
multiplicidad al menos 2, o se encuentra en el interior de la envolvente convexa de
las raices de f.

A esta envolvente convexa se le conoce también como la envolvente convexa de
Gauss-Lucas.

Proposicién 5. Sea f € Clz| un polinomio de grado d cuyas raices se encuen-
tran todas sobre una linea, es decir la envolvente de Gauss-Lucas es un segmento.
Entonces, para todo 7 =0, ...,d — 2, se tiene:

fOe) #0, f7(e) = 0= fUF2(c) £ 0.
Por lo tanto, si un polinomio tiene todas sus raices reales, a partir de cierta

derivada, las raices de las siguientes derivadas serdn siempre raices simples.

Proposicién 6. Sea f € Clx] un polinomio de Casas-Alvero. Entonces f tiene
al menos dos raices distintas en el interior de la envolvente convexra de Gauss-Lucas.
En particular f tiene al menos cuatro raices.
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Los casos mas exitosos se basan en demostrar la conjetura en un cuerpo de carac-
teristica p, donde hemos visto que la conjetura es falsa para estos casos en general.
Se pueden refinar los resultados (aunque la conjetura siga siendo falsa) usando la
derivada de Hasse en vez de la usual.

Definicién 7. Sea

d
7=3 s
1=0

un polinomio de grado d. Se define la j-ésima derivada de Hasse de f, H;f, como

d .
ij = E (;) aixi_j.
i=j

L @) . )
Para los cuerpos de caracteristica 0, H; f = L2 por lo que f tiene una raiz en
J:

comun con fU) siy solo si la tiene con Hf.

Definicién 8. Sea K cuerpo de caracteristica positiva. Se dice que un polinomio
f € K[z] de grado d > 0 es un polinomio Casas-Alvero si f no es potencia de un
polinomio lineal y si para cada j = 1,...,d — 1 existe un a; € K tal que f(a;) =
H; f(a;) = 0.

El resultado principal es la siguiente proposicién, demostrada originalmente en
[8] v de la que se da una demostracién alternativa en [6].

Nosotros enunciamos el resultado de manera andloga a [6] con algunas modifica-
ciones debido a que usamos definiciones ligeramente diferentes.

Proposicién 9 (Reducciéon mod — p). Sea d = d'p® con p un primo, p > d y K
un cuerpo de caracteristica p. Si para todo polinomio de Klz| de grado d se cumple
la conjetura de Casas-Alvero (con las derivadas de Hasse) entonces la conjetura se
cumple también para los polinomios de grado d en C|x].

Usando esta proposicion, en [8] se demostraron los casos d = p¢ y d = 2p°. En
[6] estos casos se extendieron a los grados de la forma 3p® y 4p° con una cantidad
finita de excepciones. En el articulo [4] los casos d < 7 fueron demostrados. De
esta manera, en [6] se menciona que los primeros grados de polinomios donde la
conjetura continua abierta son d = 12,24, 28 y 30. De todas formas reescribimos la
demostracién en el caso d’ = 4 siguiendo los comentarios de [3] y corrigiendo [6], ya
que el teorema en esa referencia no cubrirfa el caso d = 20. El siguiente enunciado
se encuentra en [6], y como se verd a continuacién, no es correcto.

Teorema 10. Sea d = d'p° con p un primo, d € {1,2,3,4}, p > d', e € Z>y.
Ademas supongamos que p # 7, si d = 4. Entonces la Conjetura se cumple para
todos los polinomios de grado d.
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DEMOSTRACION. Solo consideramos el caso donde d’ = 4 para mostrar que este
enunciado para este caso no es correcto.

Por la Proposicién 9, para el caso d’ = 4, debemos calcular los primos p para los
cuales la conjetura es falsa en caracteristica p y grado 4.

Sea h un polinomio de grado 4, el cual se supone es de Casas-Alvero, por lo que h
tiene una raiz en comtin « con su derivada h®, definimos g(z) = h(z+a), entonces g
es de Casas-Alvero en K[z] y debe ser de la forma g = z* + az? + bz. Las resultantes
de g con Hig = 423 4+ 2ax + b y con Hog = 62% + a son los determinantes de las
matrices de Sylvester

0 a

1 b 0 0 O

1 0a b 00O
01 0 a b 0 O

01 0ad 0O
00 1 0 a b 0

6 0a 00 0O
40 22 b 0 0 0]y .

06 0a0O00O0
04 0 2« b 0 0

006 0a 00
00 4 0 2¢ b 0 00060 a0
00 0 4 0 2a b

Entonces, por ser g de Casas-Alvero,
—b*(4a® + 270*) =0 y a(25a® + 216b*) = 0,

respectivamente.

Buscamos ahora los primos para los cuales el anterior sistema de ecuaciones tiene
una solucién distinta de a = b = 0.

Tenemos varios casos, si a = 0,b # 0, entonces 27b* = 0, es decir que p = 3, lo
cual no estd en las hipétesis de la Proposicién 9, ya que p > d'.

De igual forma, si a # 0 # b, entonces 4a® + 27b* = 0 = 25a> + 216b*. Operando
obtenemos que a®(4-216 —25-27) = a®-189 = a3(3%-7) = 0, lo cual tampoco sucede
ya que p # 7.

Es el caso a # 0, b = 0 el que no es considerado en la demostracién de [6]. En
este caso se tiene que 25a* = 0, lo cual se cumplird trivialmente con p =5y p > d'.
Una sencilla comprobaciéon de que la conjetura no se cumple para los polinomios de
grado 4 en un cuerpo K de caracteristica 5 es el Ejemplo 1. Entonces, para p = 5,
no podemos asegurar que los polinomios de grado d la conjetura sea cierta. ¢

Por lo tanto, el enunciado correcto del Teorema 10 es el siguiente.

Teorema 11. [Pequerios maltiplos de una potencia de primos| Sea d = d'p® con
p un primo, d € {1,2,3,4}, p > d' y e € Z>¢. Ademds supongamos que p > 11 si
d' = 4. Entonces la Conjetura de Casas- Alvero se cumple para todos los polinomios
de grado d.
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En [3] se descarta el caso de grado 12, el cual llevo cerca de 3 semanas de computo,
usando la version 2.18-2 de Magma, con Ubuntu 11.10 en un procesador 6-core Intel
Xeon 2.53 GHz con 96 GB de memoria RAM.

Entonces, 20, 24, 28, 30, 35 y 36 son los primeros grados donde la conjetura
continia abierta. Se analizara el caso de los polinomios de grado 20 en la Seccién 3.5
del Capitulo 3.



Capitulo 3

La Conjetura de Casas-Alvero para polinomios con un
numero fijo de raices

En este capitulo se demuestran algunos casos particulares de la conjetura de
Casas-Alvero. Mas concretamente, fijamos el nimero de raices distintas que puede
tener un polinomio en lugar de fijar el grado de éste.

Sabiendo que un polinomio de Casas-Alvero deberia tener al menos cuatro raices
(Proposicién 6), en [3], se demuestra lo siguiente.

Teorema 12. Sea f un polinomio de Casas-Alvero sobre C, entonces f tiene al
menos 5 raices distintas

Buscamos dar una demostracién alternativa a la presentada en [3], en donde en
lugar de analizar resultados geométricos de las raices de un polinomio de Casas-
Alvero, se fija el nimero de éstas y se hacen calculos explicitos.

3.1. Polinomios con dos y tres raices

Teorema 13. Sea f € Clz] de grado d un polinomio con exactamente dos raices
diferentes. Entonces f no es un polinomio de Casas-Alvero.

DEMOSTRACION. Sea f(x) un polinomio de grado d = m + n con exactamente
dos raices distintas o y 5. f es de la forma

f(x) = (x —a)"(x = )"

con n,m € Zg.
Entonces, usando los resultados de la Seccién A.3 del Apéndice A

4 Y(z) = (d — 1)!(dz — na —mp).
Si f fuera un polinomio de Casas-Alvero entonces f y f@ 1 tendrfan una raiz en
comtn. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que « es raiz de (1 de donde

(d—1)(do —nf —ma) = (d—1)n(a—p) =0,

lo que implica que o = 3.
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Vamos a analizar ahora el caso de un polinomio con tres raices distintas y grado
d. En este caso se requiere analizar las derivadas f(¢~D y f@=2) A diferencia de los
polinomios con dos raices, este analisis involucra un estudio por casos y un analisis
de los grados implicados.

Teorema 14. Sea f € C[z] un polinomio de grado d con exactamente tres raices
distintas. Entonces f no es un polinomio de Casas-Alvero.

DEMOSTRACION. Sea f(x) un polinomio con tres raices distintas y grado d,
f2) = (z —a)™(z = B)"(z —7)",

donde n,m,p € Z~g ,d=m+n+py a#p, a#~yy B #~. Supongamos que f(z)
es un polinomio de Casas-Alvero.
En este caso, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que « es raiz de,

F4D () = (d — 1)!(dz — ma — nfS — py).

Esto implica

ma +nB + py npB + py
o = >0 = —.
m-+n-+p n+p

Por ser f de Casas-Alvero entonces f@2)(z) tiene también una raiz en comiin con
f(z). Debemos distinguir dos casos, segin esta raiz sea « o distinta de a.

Como
(d—2) d(d — 2
j;d_é“;) _d 2”“” — (d—1)(ma + nB + py)z
G Lma? 4 (n — 1)nf? + (p — 1)py? + 2(mnaf + mpay + mppy)

2
si £V (a) = 0 entonces

—np(B —v)*(d—2)! _
2n +2p N

0,

es decir, 8 = . Obsérvese que d — 2 > 0.
Si a no fuese raiz de f(2)(z), sin pérdida de generalidad, supongamos que lo es
B. Sustituyendo
_nB+py
 on+ P

en f@2)(3) obtenemos:

p(B —7)2(m*p + 2mnp + 2mp? + n’p + 2np? + p> — mp — n? — 2np — p?)

— 0.
2(n +p)?
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Como
n2p >n?
2np® >2np
2nmp >mp
p* >p’
m2p >0
2mp?* >0

entonces
2 2 2 2 3 2 2
m-p + 2mnp + 2mp” + n°p + 2np” + p° —mp —n” — 2np — p° # 0,

lo que implica que § = 7.
Por lo tanto, todo polinomio con tres raices distintas no es un polinomio de
Casas-Alvero. ¢

3.2. Polinomios con cuatro raices

Continuando el anélisis de polinomios con un nimero fijo de raices, para el caso de
4 raices diferentes, haremos uso de las resultantes, que nos daran una condicion para
que las ultimas tres derivadas tengan alguna raiz comun con el polinomio considerado.

Teorema 15. Sea f € Clz] un polinomio de grado d con exactamente cuatro
raices distintas. St

fla) = f4 0 (a) = 4D (a) = 4D (a) = 0
entonces f no es un polinomio de Casas-Alvero.

DEMOSTRACION. Consideremos

f(@) = (z—a)"(z = §)"(z —7)(x—0),
con n,m,p,q € Z~o. En este caso el gradode fesd=m+n+p-+q.
Como en casos anteriores, al ser f(~(a) = 0, entonces

ma +nf + qd + py nB 4+ py + qd

(1) o= = a=

m+n+p+q n+p+gq

Al sustituir 2 por a y luego a por la expresién en (1) en f4=2)(z) y fl4=3)(x),
obtenemos dos polinomios en las variables 3, v y 0 y en los parametros m, n, py
q. Si calculamos la resultante de f(4=2)(a) y f3)(a) respecto a 3 se obtiene

—4m?p*¢*(p + ) (m + q)(m + p)(y = 0)° _
(m+p+q)*

0
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ya que tienen una raiz comun (. Se concluye entonces que v = 9. ¢

Se deberian considerar ahora los casos:

F (@) = f72(8) (@) =0
F 0 a) = f () = FI(8) = 0,
F (@) = f12(B) = (8)=0
F(a) = fF2(B) (v) =0

Si tratamos de hacer esto mismo para

f (@) = F(B) = f T (a) = 0

obtendriamos una expresion de la forma

4p*¢*(p+ q) (v — 6)°S(m, n,p, q)
(n+p+q)°

donde S es un polinomio en los parametros m, n,py ¢, de grado 9 y con 438 términos.
Para este polinomio, deberiamos ver que no tiene raices enteras positivas. No es este
un caso tan sencillo como el anterior.

El resto de casos son similares por lo que esta aproximaciéon no nos deja ir més
lejos.

Gracias a la Proposicion 6 se tiene que la envolvente convexa de f es un segmento,
entonces la Proposiciéon 5 nos dice que los tinicos casos posibles para cuatro raices
son:

(2)

I

F @) = fB(B) = f 9 a) =0,
f(dfl)(Ot) _ f(d—Q)(ﬁ) _ f(d—S) (7) = 0.

Se fijara ahora el grado del polinomio a 20 (primer caso atin abierto) y en lugar
de calcular la resultante de las tultimas derivadas se calculara la base de Grébner del
ideal generado por éstas.

3.3. Polinomios con cinco raices

Por los resultados vistos en el Capitulo 2, si f es un polinomio de Casas-Alvero
con 5 raices diferentes y grado d,

f=(@—a)"(z—=pF)"(z—-7)"(z—-0)"(z—¢
entonces, por la Proposicion 6, existen dos casos: todas las raices se encuentran en
un segmento o tres de ellas forman un tridangulo y las otras dos se encuentran en el
interior de la envolvente convexa.
En cualquiera de los dos casos tendriamos que si m; es la multiplicidad maximal
de las raices de f, my < d — 4, entonces sabemos que, en la envolvente convexa de
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Gauss-Lucas de f@ %, ya no estardn las raices que eran vértices de la envolvente
convexa de f.

En el primer caso, por el Lema 3, podemos trasladar cualquier pareja de raices
al 0 y al 1, trasladando asi el resto de las raices también a la recta real, es decir,
podemos considerar que f tiene todas sus raices reales, y si «, Sy 7y son las raices que
se encuentran en el interior de la envolvente convexa de f y 0 y € son sus vértices,
por la Proposicién 5, tendriamos que los tinicos casos posibles para las raices de
fW, d—4<j<d—1son:

" f D (a) = [ (B) = [P (a) = fD(B) =0
D(a) = f(B) = fD(a) = [T (1) =0
TD(a) = f(B) = f17D(7) = [ D(a) =0

" f(d a) = f49(B) = [ 2 (y) = fD(B) =0

En el segundo caso, si @ y [ son las raices que se encuentran en el interior de
la envolvente convexa de f y 7,0 v €, los vértices, tendriamos que los unicos casos
posibles para f¥), d —4 < j <d—1, son:

= Solo una raiz que aparecera en las tltimas 4 derivadas.

. f(d—4)(a) _ f(d_:a)(a) _ f(d—2)(a) — f(d—l)(a) = 0.

= Dos raices, una que se presentara 3 veces y otra solamente una.

o [0 (0) = [U-D(0) = f0D(a) = D (5) = 0.
o [40(a) = 09(a) = f42(5) = 0D (a) =0,
o [D(a) = [4I(8) = [42(a) = [ D(a) =D,
o J4D(8) = [149)(a) = F(a) = 4D {a) = 0
= Dos raices, ambas presentes exactamente dos veces.
o [V (a) = ¥ (a) = fl2)(5) = fU=D(B) = 0.
o [T (a) = fU=3(p) = fU=2(g) = flD(a) =0,
o [ (a) = fII(B) = 12 (a) = fD(B) = 0.

De todos estos casos, podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 16. Sea f € Clz] un polinomio de grado d con exactamente cinco
raices distintas. St

fla) = f V(@) = f97(a) = [V (a) = f4 () =0,
entonces f no es un polinomio de Casas-Alvero.

DEMOSTRACION. Sea [ = (z — a)™(x — 3)"(z — 7)P(x — §)%(xz — €)". Se calcula
la base de Grobner del ideal generado por

F (@), f7 (@), f (@), [ (a),
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respecto del orden lex(m,n, p, q,r, a, 3,7, 0, €). Esta tiene 27 elementos y uno de ellos
es precisamente

—r(0—€)(f —e)la—e)(y =)
¢

No fue posible calcular las Bases de Grobner del resto de los casos las debido a
su complejidad y al tiempo de computo que éstas precisan.

De igual forma que con los polinomios con cuatro raices distintas se fijara el grado
a 20 (primer caso aun abierto) y se continuara calculando las bases de Grébner para
cada uno de estos casos.

3.4. Resultados generales sobre la distribucion de raices en las ultimas
derivadas

Generalizamos algunos casos extremos de distribucion de las raices en las tltimas
k derivadas para los polinomios con exactamente k+ 1 raices distintas. En particular
generalizamos los Teoremas 15 y 16 a grado y niimero de raices arbitrario, y cuando
tenemos k y k — 1 raices distintas distribuidas en las ultimas k derivadas. .

Teorema 17. Sea f € C[z] un polinomio de grado d con exactamente k+1 raices
distintas. Entonces, no puede ocurrir que

f(a) = f(dil)(oo fd f(d72)(06> — .. = f(dik)(oé) = 0
DEMOSTRACION. Sea
k+1

flz) = H(a: — )i =2+ g2t e o,
i=1

ci = (=1%o, i(aq,...,auy1) donde o4 ; es la funcién simétrica elemental de grado
d — i (véase la seccion A.3).

Razonemos por reduccién al absurdo. Suponemos, sin pérdida de generalidad,
que agy1 = 0 y que es una raiz en comtn con las iltimas derivadas,

F0) = F170(0) = f2(0) = - = FP(0) = 0.

Entonces considerando la derivada de Hasse tenemos

d d—1 d
dekf: <d—]{;>xk+ (d—]{j)Cdlxkl_'—”.—i_Cdk = (d_k)xk

Por lo que ¢; = 0 parad —k < i < d— 1. Entonces o; = 0 para 1 <17 < k. Esto
implica que las sumas de las potencias de las raices (Seccién A.3) son m; = 0 para



3.4. RESULTADOS GENERALES SOBRE LA DISTRIBUCION DE RAICES 15

1 <i <k, es decir,

T = prog + o+ prog + prpiagr = 0,
_ 2 2 2 _
Ty = p10g + -+ PROg + De1 Qg = 0,
Ty = p10g + -+ POy + Pe10gy; = U
Como a1 = 0 entonces:
aq e (a3
3 5 h 0
0 I e .
o o k 0

Por lo que el de terminante de la matriz de la izquierda es

k
(H ;) - H(Oéi — o) |,
i=1 i<j
por lo que existen ¢ # j con a; = o o existe ¢ con a; = 0 = a1, en contradiccion
con las hipotesis. ¢

Usando el siguiente lema, el otro caso extremo en donde £ raices se encuentran
distribuidas en las ultimas k derivadas.

Lema 18 ([3]). Sea f € C[x] y o una raiz de f que sea vértice de la envolvente
convexa de las raices de f. Entonces si m es la multiplicidad de o en f, f®(a) # 0
para toda k > m.

DEMOSTRACION. Sabemos, por ser m la multiplicidad de a, que a no es raiz de
f™ . Sean C'y C,, las envolventes convexas de las raices de f y f"™ respectivamente.
Sabemos por 4 que C,, C C, como « es vértice de C' y no es raiz de f™ entonces
a ¢ C,,. Como las raices de f*) se encuentran en C,, para todo k > m, entonces a
no puede ser raiz de f*), ¢

Teorema 19. Sea f € Clz] un polinomio con exactamente k+ 1 raices distintas,
a1,Qa,...,0511 Y de grado d. Entonces no puede ocurrir que

1D ) = FO ) = - = FO o) =0,

DEMOSTRACION. Consideremos la envolvente convexa de las raices de f. Enton-
ces existen por lo menos a; y «a; vértices de ésta. Sabemos que la méxima multipli-
cidad posible de una raiz de f es d — k, por el lema anterior, «; y o; no son raices

de f(d71)7 f(d72)7 R f(dik)' ’
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Por tltimo, veamos que si el conjunto de raices en comtin que tienen las tltimas
k derivadas con f es exactamente k — 1, las raices en éstas derivadas deberan ser
simples.

Lema 20. Sea f € C[z] un polinomio con exactamente k + 1 raices distintas de
grado d. Sea

F={a| f(a) = fY(a) =0 paraalgin d —k < j < d—1}.
Si |F| = k — 1, entonces la componente convexa de f es un segmento.

DEMOSTRACION. Supongamos que la envolvente convexa de f, C', no es un seg-
mento. Entonces C' tiene por lo menos tres vértices, sin pérdida de generalidad supon-
gamos que aq,as y ag son tales. Consideremos m el maximo de las multiplicidades
de ay,a0 v a3 en f, sabemos que m es a lo mas d — k. Como se vio en el Lema 18,
aj, g, 03 ¢ Cjcond—k < j<d-—1donde C; es la componente convexa de f(j).
Entonces

Qq, G, (3 ¢ f

Por ello, k — 2 = |F| < k — 3. Lo cual es una contradiccién. ¢

Teorema 21. Sea f € Clz]| un polinomio con exactamente k + 1 raices distintas
de grado d. Si |F| =k — 1 entonces no puede ocurrir que

f(a) = f9(a) = f07(a) =0
cond—k<j<d-1.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, sabemos que la envolvente convexa de
f es un segmento de linea. Entonces por la Proposicién 5, si f(a) = fU)(a) = 0
entonces fIT(a) # 0.

3.5. Polinomios de grado 20

Estudiamos en esta seccién el caso de grado 20, que es grado méas bajo para el
cual la conjetura permanece abierta.

Sea f un polinomio de grado 20. Entonces f es producto de 20 polinomios linea-
les y tendrd a lo sumo 20 raices distintas. Considerando las diferentes particiones
de multiplicidades que las raices de f puedan tener debemos considerar 627 casos
posibles para descartar la existencia de los polinomios de Casas-Alvero de este grado.
De todos éstos, separandolos por el niimero de raices distintas tendremos la Tabla 1

Es facil ver que cuando f tiene todas sus raices de multiplicidad 1 entonces f no
puede ser de Casas-Alvero, ya que en particular f’ no tendria ninguna raiz en comun
con f. Por lo tanto, de los 627 casos posibles tenemos ya resueltos 45: los que se
corresponden con 1, 2, 3 y 20 raices distintas.
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| Ntmero de raices | Casos || Nimero de raices | Casos |

1 1 11 30
2 10 12 22
3 33 13 15
4 64 14 11
5 84 15 7
6 90 16 5
7 82 17 3
8 70 18 2
9 o4 19 1
10 42 20 1

TABLA 1. Distribucion de multiplicidades para un polinomio de grado 20

Para el caso de 4, 5 y 6 raices distintas se procede de la siguiente manera: se
consideran todas las diferentes multiplicidades del producto de 20 polinomios lineales
con 4, 5 y 6 raices distintas respectivamente, de igual manera que en las Secciones
3.1, 3.2 y 3.3. Consideraremos solamente las k — 1 tltimas derivadas, donde k es el
nimero de raices distintas del polinomio, es decir, k = 4,5 y 6.

Teorema 22. Sea f € Clx] un polinomio de grado 20 con eractamente cuatro,
cinco o seis raices diferentes. Entonces f no es un polinomio de Casas-Alvero

A modo de demostracion utilizaremos los siguientes ejemplos para ilustrar el
método utilizado.

En todos los casos, se considera cada una de las posibles distribucién de las
raices de f en sus ultimas derivadas. Ya que en cada caso se fijan las raices de estas
derivadas, entonces se deben considerar también todas las posibles permutaciones de
los arreglos de multiplicidades de sus raices.

Es decir, para 4 raices, en cada uno de los arreglos en (2, pagina 12) se evaliian las
64 posibles multiplicidades de las 4 raices, junto con sus respectivas permutaciones,
que nos daran la multiplicidad de cada raiz en f: 1 938casos en total. Teniendo
cada uno de estos casos especificos se calcula la Base de Grobner para los ideales
generados por estas tres ultimas derivadas evaluadas cada una en su respectiva raiz.
Esta base resulta {1} en todos los casos, es decir, ninguno de ellos es un polinomio
de Casas-Alvero.

Ejemplo 23. Consideramos f € C[z], de grado 20, con cuatro raices distintas:

fl@) = (z —a)"(x = B)"(z —7)"(z — 0)".
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Sea (1,1,2,16) una de las particiones de 20 en 4 elementos. Entonces existen 12

permutaciones distintas de esta particion:
(1,1,2,16),(1,1,16,2),(1,2,1,16), (1, 2,16, 1)
(1,16,1,2),(1,16,2,1),(2,1,1,16), (2,1, 16, 1),
(2,16,1,1),(16,1,1,2),(16,1,2,1), (16,2,1,1).

Si tomamos (16,1, 1,2) entonces m = 16, n =1, p =1y g = 2. Si suponemos que

F (@) = F(B) = FI(8) =0,

por el Lema 3 podemos suponer que a« =0y 8 =1y podemos decir que

FUAD(0) = f-2(1) = FU-3)(1) = 0.

En este caso:

fla) =2"(z - 1)} (z =)} (z = 9)%,

fO )

1—9!_201;—25—7—1

fO¥ (@)
= =1902% + (—19y — 19 — 388)x + 25 + v + 0% + 276
(17)

fl—;x) =11402% + (=171y — 171 — 3420)a?

+(368 + 187 + 1852 + 365)x
—6% — 276 — 752

La base de Grobner del ideal generado por fU7(z), f18)(x) v f19(z) respecto del
orden lex(vy,60) es {1} y por ello se descarta la permutacién (16,1,1,2) para esa
distribucién de las raices en las derivadas.

El computo de todas estas bases de Grobner requirié 5.511 segundos.

Para 5 raices, como vimos en la Seccién 3.3, solo tenemos 10 posibles maneras en
las que las raices de f podrian ser también raices de sus tltimas 4 derivadas.

Para cada uno de estos arreglos de raices se evaliian las 84 posibles multiplicidades
de las 5 raices, junto con sus respectivas permutaciones, que nos daran la multipli-
cidad de cada raiz en f: en total 38 760 casos. Una vez mas, en cada uno de estos
casos se calcula la Base de Grobner del ideal generado por estas derivadas evaluadas
en su respectiva rafz. La base resulta ser {1} en todos los casos. El computo requiri6
168.670 segundos.

Los siguientes ejemplos se muestran para hacer notar que, aunque los polinomios
tengan un grado fijo (20 en este caso), al aumentar el nimero de raices distintas, se
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produce una explosién combinatoria en el nimero de casos a considerar y el célculo
de cada caso se vuelve mas costoso.

Ejemplo 24. Una de las particiones de 20 en 5 elementos es (1,2,4,4,9). Esto
supone m =1,n=2,p=4,q=4yr =29, es decir,

f@) =z —a)(@ = B)*(z =) (z = 0)*(z — ¢)”,

(19)
/ 19@ — — 202 + 28 + 4y + 9¢ + a + 45,
S (x)
= =1902% — 19(cv + 2 4 40 + 9e + 47)x + 366> + 9(a + 23 + 45 + 47)e

+(28 + 40 + A7) + 602 + 4(28 + 47)8 + 69 + 8By + B,

f17(a)
17!

=11402" — 171(a + B + & + 16¢ + v)2*

+18(a3 + ad + 16ae + ary + 6 + 168¢ + By + 166€ + 6y + 120€ + 16¢v)x
—560€® — 120(a + B+ 6 +7)e* = 8((B 4 0 + )20 + (B 4 7)20 + 267)e

+7)28 + 287)a
((B+) ’ By)a 86,
fU9(x)
16! =48452" — 969(av + B + & + 16€ + v)a®

+306(aﬁ +ad + ay + B6 + By + 0y + 120€2 + 16(de + Be + ey + ae))a?
2

(36 + 16afe 4+ affy + 16ade + ady + 1200 + 16aey

102
6

+1636€ + oy + 1208€® + 165ey + 1200¢? + 166ey + 560€® + €2y)z

+1820€* + 560(c + 34 & + 7)e® +60((8+ 0 +7)2a + (B + 7)26 + 287)€

N (B +7)20 + 2537)24@ + 48867)e + Bya

Luego, si
' a) = fU9(B) = fU7(@) = f19(8) = 0,
por el lema 3, asumiendo que
£19(0) = F19(1) = 47 (0) = 091) =0,

es decir « = 0y =1, se calcula la base de Grobner respecto del orden lez (7, d, €),
la cual resulta ser {1}, descartando la permutacién considerada.
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Se procede de igual forma para 6 raices, solo que en este caso, gracias a los
resultados de la Seccién 3.4 se consideran 50 formas en las que las tltimas 5 derivadas
tendran raices en comun con f: con dos raices (una presente 4 veces y otra solo una
vez) 5y (una presente tres y otra dos veces) 10, con tres raices (una tres veces y las
otras dos solo una vez) 10 y (dos presentes dos veces y la tercera solo una vez) 15, y
cuatro raices (una presente dos veces y las otras tres solamente una vez) 10. El caso
en donde cinco raices distintas estan distribuidas en las iltimas 5 derivadas no se
toma en cuenta gracias al Teorema 19.

Se calculan las bases de Grobner con las tultimas 5 derivadas en cada uno de los
50 casos anteriores y en los 90 casos de multiplicidad de cada raiz con sus respectivas
permutaciones: 581 400casos. Una vez mas, todas las bases de Grobner resultan ser
igual a {1}, requiriendo un total de 10 125.138 segundos.

Ejemplo 25. Consideremos un polinomio de 6 raices

fla) = (@ =)@ =1 (o = 1) @ = v (o = 1) (o = o)

y ahora consideremos una de las particiones de 20 en 6 elementos: (1,1,2,3,3,10).
Entonces p; = 1, py = 1, py =2, ps =3, ps = 3 y ps = 10, con

f(x) =(z —m)(x —ra2)(z - 7“3)2(95 - 7“4)3(95 - 7“5)3(91j - 7“6)10

(19)
fl—ggx) =200 —r9 — 2r3 — 3ry — 3r5 — 10rg — 11
ARIC))
18! =(z —13)> +3(x —14)* + 3(x — 15)> + 45(x — 16)> + (x — 1) (z — 79)

+30(z — 14)(x — 16) + (T — 74) (T — 75)

)

) (@ — (
x—ry) +6(x—r3)(x—ry) 4+ 10(x — ) (x — 16)

)z — )

)

+3(z — ro)(x —15) + 3(x — 719 ry) + 3(x — 1) (x — 175)

+3(z —r)(

+2(x —ro)(x — 1r3) + 2(x — 11 r3) + 30(x — r5)(x — rg)
)

+20(z — r3)(z — r6) + 6(z — r3) (2 — 15) + 10(x — ro)(z — 7%6)
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fU7(2) es un polinomio de grado 3 y 43 términos

A C))

T =(x —r4)® + (x —15)*> + 120(z — 16)* + 30(x — r4)* (2 — 76)

+30(x — 75)%(x — 16) + 10(x — r3)* (2 — 16) + U@ — 74)* (T — 75)
+45(x — 1) (x — 16)* +45(x — o) (2 — 16)* + (2 — 74) (2 — 75)?

+30(x — ra)(x —1y)(x — 1r6) + 3(x — 11) (T — 79) (T — 75)
+3(x — 1) (x — o) (x — ry) + 6(x — 7o) (x — 13) (T — 15)
+6(z — 1) (x —r3)(x —1r5) + 2(x — 1) (T — 10) (T — 73)

f16)(2) es un polinomio de grado 4 y 77 términos

1)
16!

=210(x — r¢)* + 135(x — r4)*(x — 76) + 10(z — r4)*(x — 7¢)
+135(x — 1r5)*(x — 16)? + 10(x — r5)3(x — r¢) + 45(x — r3)* (2 — 16)?
+9(z — ry)* (@ —1r5)* + 3(x — 14)3 (2 — 15) + 3(x — r3)* (2 — 1y)?
+3(x —13)2(x —715)> + (2 — 7o) (2 —75)° + (. — 1) (z — 75)°

+(180(z — r3)(x — r4)(x — r5) (2 — 1r6) + 60(T — 12) (2 — 7r3) (T — 74) (T — 76)
+60(z — 7o) (x — r3)(x — r5) (2 — 1r6) + 60( — 11) (T — 7r3) (T — 75) (T — 7T6)

+30(x — 1) (2 — r4)* (2 — 76) + 30(x — 19)(x — 75)* (2 — 76)

f19)(2) es un polinomio de grado 5 y 115 términos
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f19(x)

15! =252(x — 16)° 4+ 360(x — r4)*(x — 16)* + 45(x — r4)*(z — 76)?

+360(x — 15)* (2 — 16)° + 45(x — 1r5)* (2 — r6)* + 120(x — 13)* (2 — 76)*
+3(z —ry)*(x —75)> + 3(x —14) (2 — 15)* + (v —1r3)* (v — 14)°

+18(z — r1)(z —1r3)(z — ra)(x —715)> + 9z — 1) (2 — 73)* (2 — r4) (T — 75)

+(10(z — o) (z — 14)*(x — 76) + 6(x — 73)(x — 74)* (2 — 75)
+3(x — o) (x — 1) (x — 15) + 45(x — 1) (2 — r3)* (2 — 76)?
+2(z — ) (x —13) (2 — 7r4)* + B(x — 1) (7 — 7r3)* (v — 75)*
+405(x — r4)(x — 75)* (2 — 76)°
Considerando
FU () = fO9(ry) = f00(ry) = 1O (ry) = fU(r) = 0,
trasladando estas raices una vez mas al 0 y 1, se tiene
FU9(0) = FU9(1) = f47(0) = f19(1) = F19(0) = 0

De nuevo la base de Grobner es {1} respecto del orden lex(rs, 74,75, 76).

Viendo el problema combinatorio que supone continuar con esta metodologia
para los polinomios con 7,...,19 raices se busca seguir eliminando casos, lo que nos
lleva a la siguiente proposicion.

Proposicién 26. Si f es un polinomio de Casas-Alvero con todas sus raices de
multiplicidad al menos 2 entonces f' también es un polinomio de Casas-Alvero

DEMOSTRACION. Sea '
j
flo)=1]— )
=1
al que p; > 2, 1 <i < jydegrado d. Entonces

j k
f/(x):Hx—al 1Hl‘—ﬁl
i=1 1=1

pi > 1y 1<i<j. Esdecir, en f’ todas las raices de f también son sus raices (junto
con otras nuevas).
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Ademés, para cada n = 1,...,d — 1 existe un a € K tal que f(a) = f™(a) = 0,
por ser f CA , pero f™ = (f')"=Y por lo que para cada n = 1,...,d — 2 existe un
a € K tal que f'(a) = (f')™(a) = 0, por lo que f’ también es de Casas-Alvero. ¢

Corolario 27. Si f es un polinomio de Casas-Alvero de grado 20 entonces debe
tener al menos una raiz simple en su factorizacién.

DEMOSTRACION. Si f es de Casas-Alvero de grado 20 con

j
f(x) = [[@ =)
i=1
y tal que p; > 2y 1 <i < j, entonces f’ seria de Casas-Alvero. Pero el grado de f’
es 19, lo cual sabemos que no es posible por el Teorema 11. ¢

Por ello eliminamos también todas las particiones de 20 en donde no haya al
menos una raiz simple. Es decir, 11 casos de las 82 particiones de 20 para 7 raices,
para 8 raices se eliminan 5 casos de 70, para 9 raices se eliminan 2 casos de 54 y para
10 raices se elimina 1 caso de 42. A partir de 11 raices se tendra siempre una raiz
simple. Por lo que los casos restantes para grado 20 se muestran en la Tabla 2.

’ Numero de raices \ Casos H No. de raices \ Casos ‘

7 71 14 11
8 65 15 7
9 52 16 )
10 41 17 3
11 30 18 2
12 22 19 1
13 15

TABLA 2. 325 casos restantes

La Tabla 3 muestra los tiempos y ntimero de bases calculadas para cada uno de
los polinomios de 4, 5 y 6 raices de grado 20. El céalculo se realizé en el programa
Maple 2017 en un computador con sistema operativo MacOs 10.13.4 con 2.3 GHz
Intel Core i5 y 8 GB de memoria RAM.

Analizando el caso de los polinomios de grado 20 con exactamente 7 raices dis-
tintas, como ya sabemos, solo se tienen 71 posibles multiplicidades de las 7 raices
del polinomio. Por otro lado, se tienen 203 posibles distribuciones de las raices en las
ultimas 6 derivadas.

Haciendo uso del Corolario 27 y los Teoremas 17, 19 y 21, se descartan 6 casos
éstas 203 distribuciones, por lo que para cada una de las 71 posibles multiplicidades
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| Ntmero de raices | Bases de Grobner | Casos | Tiempo (s) | Tiempo (h) |

4 1 938 64 5.511 0.00153
> 38 760 84 168.670 0.04685
6 581 400 90 | 10 125.138 2.81254

TABLA 3. Tiempos y nimero de bases calculadas

y sus permutaciones se deben calcular las bases de Grébner en cada una de las 197
posibles distribuciones de las raices en las tiltimas 6 derivadas: un total de 5 162 976
bases de Grobner. Calculando algunos casos concretos de distribuciones de raices
en todas las posibles multiplicidades se estima que el tiempo calculo de todas estas
bases de Grobner es de 62 horas aproximadamente.

De no ser por los resultados anteriores, el nimero de bases de Grébner que se
deberian calcular es de 5 507 796, y suponiendo que cada una se calcula en el mismo
tiempo promedio que en el otro caso, todas éstas llevarian 67 horas aproximadamente.



Capitulo 4

La version tropical de la Conjetura de Casas-Alvero: el caso
p-adico

En este capitulo exploramos si la geometria tropical p-adica nos arroja algin
resultado 1til para atacar la resolucion de la Conjetura de Casas-Alvero.

Partimos de el cuerpo de nimeros p-ddicos, Q,, con la valoracién p-adica. Esta
valoracion se puede extender a la clausura algebraica K = @p de Q,

v: K — Q.

Un polinomio de grado d,

d
E a;x",
i=0

donde ningtin coeficiente es 0, lo podemos identificar con la tupla (ag, a1, .., aq) €
(K*)4*1. Si aplicamos la valoracién v coordenada a coordenada, obtendremos un
punto (v(ag),v(ay),...,v(aq)) en QL.

Vamos a calcular la imagen por v de todos los polinomios de la forma b(x — a)?
donde a,b # 0 con la valoracién 3-adica.

Proposicién 28. Sea A = {b(x — a)® € K[z]la,b # 0} (K = Q). Entonces,
v(A) C Q' es un plano.

DEMOSTRACION. Sea b(z — a)® € A. Entonces
b(z —a)® = b(2® + 32%a + 3za® + a®)

se corresponde a la tupla (ba®, 3ba?, 3ba, b). Si s = v(a) y t = v(b) entonces al aplicar
v obtenemos (3s +t,2s +t+ 1,5+t + 1,t), la parametrizacién de un plano. ¢

Queremos ver si estudiando las hipétesis de la Conjetura de Casas-Alvero, desde
el lado de la valoracién, obtenemos el mismo plano. Si esto fuera asi, se podria
aprovechar la geometria tropical para demostrar la conjetura.

Veremos que no es el caso. Para ello tenemos que dar la definicion tropical de un
polinomio de Casas-Alvero.

Definicién 29. Un polinomio tropical en n variables es una expresion:
flz) = I_Ill;{l{(li +i1x + .. iz}
1€

25
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donde a; € Q y A C N” es el soporte de f.

Nétese que si a; = 0 esto no elimina el monomio ¢ del polinomio.

Definiciéon 30. Sea

f(z) = rl%{il{ai +i121 + . Fipxn}
un polinomio tropical. w € R™ es una raiz de f(x) si existen j, k € A tales que:
fw) =a; + 1w + ... + jow, = ag + kywy + ... + kyw,.

Esto es, el minimo se alcanza dos veces.

Veremos a continuacion qué significa que un polinomio tropical f tenga una raiz
en comtun con una de sus derivadas fU).

Teorema 31. [7] Sea
g= Zaixi € Klzy, ...,z
icA
Llamamos
T(g) = I_Iélgl{v(ai) + i@+ . F iy}
la tropicalizacion de g. Entonces
v(Zer(g, (K7)")) € Q"

es exactamente el conjunto de las raices del polinomio tropical T(g).

Para estudiar las condiciones de Casas-Alvero en polinomios tropicales, no basta
con afirmar que f y fU) tienen una raiz en comin.

Queremos estudiar los polinomios T'(g) donde g es un polinomio de grado d que
tiene una raiz en comun con su derivada j-ésima. En el caso clasico, estos son los ceros
de Res(g,g"). Por ello, lo que queremos estudiar es la valoracién de este conjunto.

Definicién 32. Sead >0y 1 < j <d— 1. Denotamos por
TRes(d, j) = v(Zer(Res(g, g¥), (K*)*)) € Q™.

Noétese que si f es un polinomio tropical de grado d entonces sus coeficientes estan
en TRes(d, j) si y solo si f es la tropicalizacién de un polinomio g que tiene una raiz
en comtn con gV,

Definicién 33. Un polinomio tropical f de grado d es un polinomio tropical de
Casas-Alvero si, para todo j =1,...,d— 1, f € TRes(d, j).
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Una definicién mas natural de polinomio tropical de Casas-Alvero seria el hecho
de que f fuera la valoraciéon de un polinomio clasico de Casas-Alvero, pero al no
conocer los polinomios de Casas-Alvero, esta definicién no es 1til. Notese que no
son equivalentes ya que, en nuestra definicién, para cada j el polinomio g; que nos
muestra que f € TRes(d, j) depende de j.

Ahora veremos una caracterizacion de TRes(d, j) sin calcular la resultante. Apli-
camos los resultados en [5] para este problema.

Definicién 34. Sea M una matriz r X s con coeficientes en K. Un circuito de
M es una combinacién de filas de M no nula cuyo soporte (coordenadas no nulas)
es minimal.

Observemos que si ¢; y ¢y son circuitos con el mismo soporte entonces c¢; es
multiplo de c¢o. Entonces, por cada soporte minimal, existe esencialmente un tnico
circuito. Por tanto, existe un nimero finito de circuitos.

Los circuitos nos permiten calcular la valoracion del nicleo de una matriz.

Teorema 35. [5] Sea M una matriz v X s con coeficientes en K. Sea W =
ker(M) N (K*)®. Sean cy, ..., ¢ los circuitos de M. Cada circuito ¢; = (ay,. .., as)
determina un polinomio tropical de la forma

Cj = min{v(a;) + s}

a;

Entonces v(W) C QF es exactamente el conjunto de raices tropicales comunes de

Cy,...,C

Fijemos un primo p y un grado d. Estudiemos primero el conjunto de polinomios
g(x) de grado d que verifican g(1) = (27g¥))(1) = 0. Estos polinomios forman un
espacio vectorial y son el nicleo de la matriz,

11 ..1 1 1 .. 1
00 .. jg& Utbt G+2) PR

1 2 d=j)!

Usando el Teorema 35 podemos calcular la valoracién del nicleo de esta matriz.
Para ello tenemos que calcular los circuitos.

Las columnas de la matriz estdn indexadas del 0 a d. Ahora, para cada columna
J, ..., d hacemos una operacion por filas para obtener un cero en la columna j. Esto
nos proporciona un circuito que se corresponde con el polinomio (lj—']), g —17gY). De
esta manera, calculamos todos los circuitos de la matriz y definimos la matriz M

como sigue
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1 1 1 1 1 1
[ G+t (j+2)! _d
J: o 2 @
M = J! gt 0 j!—% j!—% j!—ﬁ
cé! d! d a  g+n! d  (+2)! 0
@5 @ v @ 1 @y 1 (d—j)! 2t
Si
d
i=0
entonces: ( )
g(l
Qo TN
. (@) ()
M-|la| = (jlg — 27gP)(1)
aq <(dglj)|g - mjg(j)> (1)
La valoracién de la matriz M sera:
0 0 0 0
. |
00 00 v, (g1 vp(ﬁ)
. . . |
M, = v (") vp(g) 00 Up<j!—ﬁ)
vp((di!j)!) vp((di!j)!) UP((di_!j)! —j‘) o0

El Teorema 35 nos asegura lo siguiente

Corolario 36. Con la notacién anterior, el nicleo de M, (las raices tropicales
del sistema lineal dado por las filas de M,) son todos los polinomios tropicales de
TRes(n, j) que tienen al 0 como raiz en comun con su derivada.

Teorema 37. Sean d un grado, p un primo y 1 < j <d—1 fijos. Sea
f= i:r{)l,l..r.l,d{ai +ix}

un polinomio tropical. Si definimos

A
U) = min {wv - +a; + iz
/ i:j,..,,d{ (1 — )

szmfﬂ{v( k!. - .i!. )+ai+z’x}
ik (k=5)! (@@=t




4. LA VERSION TROPICAL DE LA CONJETURA DE CASAS-ALVERO: EL CASO p-ADICO 29

para k = j,...,d (con (lj—'j), = 0 cuando i < j) entonces f estd en TRes(d,j) si

f, f9), fjs- -, fa tienen una raiz en comin.

DEMOSTRACION. Primeramente observemos que si g € K|x], f = T(g), entonces,
para todo a € K*, T'(g(az)) = f(v(a) + z). Ademéds se tiene que

(fla+2) = fD(a+ 1)

(fla+)): = fila+ )

con 5 <1 <d.

Si f € TRes(d, j) entonces f = T(g) con g(a) = g¥)(a) = 0. Por lo tanto f, fU)y
los f; con j < i < d tienen a v(a) como raiz comuin.

Sea H = {f, fV, fjs--., fa}. Los polinomios en H tienen una raiz en comun « si
y solo si el conjunto de polinomios {f(a + z), f9(a +2), fj(a+2),..., fala + )}
tienen a 0 como raiz en comun si y solo si los coeficientes de f(a + z) estdn en el
ntucleo de la matriz tropical M, y, por tanto, podemos encontrar g en el ntcleo de
M cuyo valoracién sea f(a -+ ). Esto significa que g(1) = ¢@)(1) = 0. Consideremos
a tal que v(a) = a y sea h = g(a~'z). Entonces h(a) = kU (a) =0y

T(h)=T(9)(v(a") +2) =T(9)(~a +2) = f.
Y por tanto f € TRes(d, j). ¢

Usamos este teorema para determinar los polinomios tropicales de grado 3 de
Casas-Alvero para p = 3.

Teorema 38. La Conjetura de Casas-Alvero tropical es falsa para K = Q3.
DEMOSTRACION. Sea f nuestro polinomio genérico de grado 3:
f =min{ag, a1 + x,as + 2x,3z}.

Veamos ahora las condiciones necesarias para que f esté en TRes(3,1). Conside-

rando los circuitos correspondientes a los polinomios (Z_Z—'l),g — 2g™" donde g son los

polinomios de grado 3 tales que g(1) = (z¢g™")(1) = 0. Entonces la matriz M serd

11 1 1
01 2 3
M=110 -1 -2
21 0 -1
32 1 0
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A partir de ésta matriz definiremos M, con p = 3 y la valoracién p-adica de las
entradas diferentes de 0:

0O 0 0 O
o 0 0 1
M;=10 oo 0 O
0 0 oo O
1 0 0 o

Por lo que f € TRes(3,1) solo si los siguientes polinomios tropicales tienen una
misma raiz en comuin

f =min{ag, a1 + x, as + 2x, 32}
fY =mi{a, + z,ay + 22,1 + 3z}
fi =min{ao, ay + 2z, 3z}
fo =min{ag, a; + x,3x}
fs =min{ao + 1, a; + x, as + 2z}.
Si suponemos que f tiene tres raices distintas es facil ver que no podria tener una
raiz en comtn con fU), fi, fo v fs. Por ello f tiene, a lo més, dos raices distintas.
Sea w la raiz comun de todos los polinomios y supongamos que f tiene dos raices
distintas. Entonces f tiene que tener el mismo grafo que f; 6 fs.
Si el grafo de f es igual al de f;, f, tendria una raiz w de éstas dos. No hay otra
opcion mas que
Ao+ 2w =a; + w = qg < 3w.

Por tanto
as +2w < 3w =ay, < w
y
a1 +w=ay) = wW=ayg — ay.
Entonces
az < ag—a; = az —a; < aop
Ademsés

ag = asg + 2(@0 — al) = ag = 2a; — as.
Por lo que se deberia cumplir lo siguiente
ag — 2@1 — Q2
(3) {
ap = az — ay

En el segundo caso
as + 2w = a1 + w = 3w < ay,



4. LA VERSION TROPICAL DE LA CONJETURA DE CASAS-ALVERO: EL CASO p—ADICO 31
es decir, w = ay = a1 — ag y por ello 2a; = a;. Entonces
a1 + as < ayp.
Por lo que el siguiente sistema se deberia cumplir

(@) {2a2 = a

ap > as + aq

En cualquiera de los dos casos w serfa también raiz tanto de f) como de fs.

Suponiendo que f tiene una unica raiz w, sabemos que 3w = ag y que a; +w 'y
as 4+ 2w son mayores iguales que ag, por lo que w siempre es una raiz en comun de
fi v fo. Como w tiene que ser también raiz de ) entonces tenemos tres casos en
donde el minimo se alcanzaria,

pa+w=3w+1<ay+ 2w
m s +2w=3w+1<a+w
A+ w=as+ 2w < 3w+ 1.

1. Cuando a; +w = 3w + 1 < ay + 2w con 3w = ag. Entonces

3a1 = 2a9+1
3a; < ag+ag

2. Sias+2w=3w+1<a;+wydw=aqayentonces w=ay — 1 = %0 Por ello
se deberia cumplir lo siguiente

{ao = 3(@2 — 1)

ap < aptag—2

3. Siayt+w=ay+2w<3w—+1con3w=agy ag < a; +w entonces

3&1 = 3&2 + ap
(7) 3(1,1 S 20,0 + 3
2@0 S 3@1

En éste y los otros dos casos donde w es raiz de f(, w también serd raiz de fs.

Por lo tanto, para que f € TRes(3,1) se debe cumplir uno de los sistemas de
ecuaciones y desigualdades correspondiente a alguno de los cinco casos que ya hemos
mencionado.

Ahora veamos las condiciones necesarias para que f esté en TRes(3,2). Conside-
rando ahora los circuitos correspondientes a los polinomios (Z_Z—'Q),g — 229 donde ¢



32 4. LA VERSION TROPICAL DE LA CONJETURA DE CASAS-ALVERO: EL CASO p-ADICO

es un polinomio de grado 3 tal que g(1) = (22¢®)(1) = 0, tendremos la matriz
1 11 1
00 2 6
M=195 90 4|
6 6 4 0
Entonces,
0O 0 0 O
oo oo 0 1
Ms=10 0 o o0
1 1 0 o

Por lo que f tendra una raiz en comin con su segunda derivada solo si los
siguientes polinomios tropicales tienen una misma raiz en comun:

f =min{ag, a1 + x,as + 2x, 32},
f® =min{ay + 22,1 + 3z},
fo =min{ag, a; + z, 3z},
fs =min{ao +1,a; + 1+ 2, as + 22}.
Ya que f® tiene una tnica raiz w, con 3w 4+ 1 = ay + 2w, entonces w = ay — 1.

Por ello w tendria que ser raiz de todos los polinomios anteriores.
En f; tenemos tres opciones en donde se alcanzaria el minimo:

s tw=3w=2a0+wt+l=ag+1<3w+1=ay+ 2w
s tw=3w<ag=>a+wt+1=3w+1l=a+2w<aqy+1
g =3w<aytw=>a+1=3w+l=a+2w<a+w+1

En el primer caso nos queda:

ag = &1+CL2—1
CL()S 3(&2—1)

(8)

En el segundo caso:

(9)

a;+ay—1 =3(az—1)
3(@2—1) §CLO .

Dea0+1:3w+1:a2+2w§a1+w+1podemosverquew:ag—lz%oy

a0+1§a1+a2—1~|—1,
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por lo que se deberia cumplir lo siguiente:

(1()) {CLO = 3(@2 — 1)

ap < a;+ag—1°

En cualquiera de los tres casos w también serd raiz de f5 y f.

Asi que f € TRes(3,2) si se cumple alguno de los sistemas de ecuaciones y
desigualdades correspondientes a los tres casos anteriores.

Entonces TRes(3,1) N TRes(3,2) consiste en los polinomios que cumplen uno de
los sistemas (3), (4), (5), (6) y (7) y uno de los sistemas (8), (9) y (10). Si resolvemos
todas las posibles combinaciones tendremos cuatro sistemas con solucién.

3 1 2a a
- (3>y(10){§§a07 a1=§+70; a2=§0+1
2a 1 a
" (5)Y(10){CL0§07 alz?o—l—g, a2:§0+1
2
. (6>Y(10>{a0:a0, 1—|—%§a1’ aQZ%_{_l
2
" (7)}’(10){@0:@0, 6L1=1—l-%7 a2=%+1

El caso (7)-(10) es la frontera del caso (6)-(10). Ademaés, este caso (7)-(10) es exacta-
mente la tropicalizacién del conjunto de Casas-Alvero descrito en la Proposicién 28
con polinomios ménicos. Los otros tres casos nos proporcionan tres tipos de contra-
ejemplos a la conjetura. ¢

Ejemplo 39. Sea f(z) = min{0,2 + z,1 + 2z,3x}. Es facil ver que f, al igual
que f1 y f2, tiene una tnica raiz en w = 0, cumpliendo el sistema (4). Por ello w
también es raiz de f(), al igual que de f3. Por lo tanto f € TRes(3,1).

De igual forma se puede ver que f cumple con el sistema (10), es decir f €
TRes(3,2).

Como ya vimos en la Proposicion 28, la tupla

(Bs+t,2s+t+1,s+t+1,t)
con la que se corresponderia f es precisamente (ag, a1, as,as), es decir,
ag =35+t ay=2s+1t+1, as=s+t+1, ag=1+.

Pero en este caso t = s = 0 y tendriamos que a; = as = 1, lo cual es falso.

Esto quiere decir que existen dos polinomios clasicos, g; y g2, cuya valoraciéon en
ambos casos es precisamente f, donde g; tiene una raiz en comun con su primera
derivada y g con su segunda derivada, pero no viceversa.

Por ejemplo

g =(x—-1*(r—4)=2>—62>+92 — 4
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y
Gg=@-1)(2*-20+7) =232 +91r 7.



Apéndice A

Conceptos y resultados utilizados

En este capitulo, recopilamos algunos de los conceptos y resultados que hemos
usado a lo largo de este trabajo. La primera seccién es parte de la Teoria de la Elimi-
nacién, donde vemos algunos resultados basicos sobre las resultantes. La segunda es
un breve resumen de la teoria de las Bases de Grobner que usamos para comprobar
si diversos sistemas son compatibles o no. Por tltimo, se dan férmulas generales para
las derivadas de los polinomios con un numero fijo de raices distintas usando las
identidades de Newton.

A.1. Resultantes

Definicién 40. Sean P y () dos polinomios diferentes de cero en D[z] con D un
dominio y K su cuerpo de fracciones. Sean p = deg(P), ¢ = deg(Q). Escribamos

P =a,x? + ap_lxp_l + ...+ ag
Q =byx? + by 177 + ...+ by

La matriz de Sylvester de p y @, denotada por Syl(P,Q), es la matriz

ap oo oon oo ... a9 0 ... 0
0

0
0O ... 0 a ... ... ... ... a
b, bp 0 0
0
: .. .. .0
0O ... ... 0 by ... ... ... b

Esta matriz tiene p + g columnas y p + ¢ filas. Ademas, cada fila, contiene las
coordenadas de

2P, .., P 2P Q, ..., Q
35
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como vectores del espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo p+¢q — 1
en la base {zPT7 1 . w1}

Definicién 41. La Resultante de Py @, denotada por Res(P, @), es el determi-
nante de la matriz de Sylvester de P y Q.

Si consideremos la transformacion lineal

R: Kzl x Klzlpor — Klz]prg
(U, V) = UP+VQ

es facil ver que la matriz Syl(P, Q) es la matriz asociada a la transformacién lineal
R donde en el espacio K|[z],—1 X K|[z],—1 consideramos la base

(R B N i §)

y en K[z|,1,-1 la base
(Tt .z, 1),

De aqui se deduce el siguiente lema.

Lema 42. Sea D un dominio. Entonces Res(P, Q) = 0 si y solo si existen dos
polinomios diferentes de cero U,V € K|z] con deg(U) < ¢, deg(V) < p, y tales que
UP+VQ=0.

DEMOSTRACION. UP + V@ = 0 si y solo si (U,V) € ker(Syl(P,Q)) y el niicleo
es no nulo si y solo si Res(P, Q) = 0. ¢

A partir de este lema se tiene el siguiente teorema.

Teorema 43. Sea D un dominio. Sean P,Q € D|x] polinomios no nulos. Son
equivalentes:

» Res(P,Q) =0.
s Py @ tienen un factor comin en K[ﬁ].

= Py Q tienen una raiz en comun en K.

Donde K es la cerradura algebraica de K.

DEMOSTRACION. Es claro que P y @ tienen una rafz en comtn en K si y solo
si tienen un factor comin en K[z]. Por el lema anterior, Res(P,Q) = 0 si y solo si
existen U,V € Klz] no nulos con deg(U) < ¢, deg(V) < py tales que UP = =V Q.
Entonces P divide a V@ y por ser deg(V) < py Py @ tienen que tener algin factor
comun.

Sea F' = ged(P,Q): si Py @ tienen un factor comtun entonces deg(F) > 1,
P=FV y@Q=—FU. De donde se tiene que PU + QV = 0. ¢
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Ejemplo 44. Sean P = 2% — 3z + 1y Q = 22° — 2? + 1. Entonces
1 -3 1 0 0

01 -3 1 0
SylP,Q)=10 0 1 -3 1
2 -1 0 1 0
0 2 -1 0 1

y Res(P,Q) =29. Py @ no tienen raices comunes.
A.2. Bases de Grobner

Definicién 45. Un orden total, >, sobre el conjunto M; de monomios en k
variables, es un orden monomial si se cumplen las siguientes propiedades:

I. X® > 1 para todo a € N¥, o # (0, ...,0),
. X*> X8 = X > XA+ para todo a, 3, v € NF,
III. > es un buen orden en M.

Al monomio X méas grande de P € K|xy,...,x%] con respecto al orden > se
denominara monomio principal de P.

Ejemplo 46. Sea M, el conjunto de monomios en k variables, para o € N¥,
con a = (oq,...,04) y X = a2 € My. El orden lexicogrdfico, >e,, con
1 >jew T2 >lex - - >lex Tk, denotado por lex(xy, ..., z), es el orden monomial tal que
para todo a, 3 € N¥ con a = (ay,...,a1), 8= (B1,...,B) se tiene

(0517"'70516) >lex (617"'7/8]6) = (Oél > 61)\/<CK1 = BIA(@Qa"'a&k) >lex (5277519))

Definicién 47. Una Base de Grobner de un ideal I C K[z, ..., zx] respecto
del orden monomial > sobre M} es un conjunto finito G C I tal que el monomio
principal de cualquier elemento de I es un multiplo de un monomio principal de
algiun elemento en G.

Los siguientes resultados son demostrados en [1] y muestran propiedades impor-
tantes de estas bases.

Proposicién 48. 5i G es una Base de Grobner de I respecto del orden monomial
> sobre My, entonces P € I si y solo si P es reducible a 0 modulo G

Proposiciéon 49. Toda Base de Grobner de I respecto del orden monomial >
sobre My, es un conjunto de generadores de I.

Proposicién 50. Para todo ideal de K[xy,...,xy| existe una Base de Grébner
respecto de cualquier orden monomial > sobre M.

El siguiente teorema da una propiedad importante de los conjuntos de polinomios
que no comparten ceros en comun.
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Teorema 51 (Teorema de los ceros de Hilbert: versién débil). Sea K un cuerpo
algebraicamente cerrado y sea P = { P, ..., Ps} un subconjunto finito de K[y, ..., zg].
Entonces, Zer(P, K*) =0 si y sélo si existen Ay, ..., Ay € K|xy,..., 1] tales que

AP+ .. 4+ AP, =1,
Fquivalentemente, si I C Klz1,...,x;] es un ideal entonces
Zer(I,KF) =0 & I=(1)

De los resultados anteriores, dado un ideal I C K{z1,...,z¢], I = (1) si y solo si
para cualquier base de Grobner G respecto de cualquier orden monomial, 1 € G.

A.3. Derivadas n-ésimas del producto de polinomios lineales

Sea

con o; # o para todo ¢ # j con

deg(p) =d = sz‘-

Queremos dar una expresion general de la (d —7)-ésima derivada de un polinomio
para un ¢ fijo. Para esto podemos usar la Regla General de Leibniz, la cual afirma
que si h y ¢ son funciones diferenciables n-veces entonces la n-ésima derivada del
producto f = hg esta dada por

F (@) = (hg)™(x)

I
ol
3
()
N\
> 3
~_
=
i
=
o
S—
N
=
&

Se obtuvieron asi expresiones generales para las siguientes derivadas de un poli-
nomio f de grado d.

f(d 1)

(d — _dx - Z Q;P;
(d-2)(, _ i &

i#]
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FO@) (@d-2)d—1)d , (d—2)(d—1) (Z ajpj) e

(d—3) 31 v 2l
_o (L
— (ZPi(Pi — 1) + QZpiaipjaj) x
i=1
WA
3 <ZP2’(P¢ = (pi = 2)ey; ‘1‘321% pi — aZpa; + 3! Z plalp]a]plal>
" \i=1

i#] i#j#

F9 () (d—3)(d—2)(d— 1)dx (d — 3)(d <Z om)

(d—4)! 4!

d—3)(
+(— <sz Pi — ]_)OZZ2 + 22]%0@]?]‘01]') fL‘2

i£]
—3) (e — 1)y —
sz(pl D(p: —2)al +3>_ pi(pi — Daipja;
=1

i#j
+3! Z piaipjajplal) T

i£j#l
1 k
+E ( Zpl(pl — 1) 2) Oé + 42]7@ Di 2)06?]?]'()(]-
TN i=1 i#j
+31) pi(pi — Dadpi(p; — D +12 > pipi)adpjapon
i#] i#j#l
Z @ipjoéjpzazpmoém)
i#jF#l#m

Estas expresiones pueden ser deducidas también a partir de las identidades de
Newton([9]). Sea
d

f(@) =@~ a).

i=1
con q; sus raices (no necesariamente diferentes). Sean oy (cv, g, ..., ag) los polinomios
simétricos elementales definidos por

oo(aq, g, ..., aq) =1

0'1(@1,062, ...,Oéd) =1+ Qg+ ... + Qg
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02(061,0427 ---704d) = Z o707
1<i<j<d

03(0417 Qg ..ny Oéd) = E e71ev1e7
1<i<j<k<d

oa(an, g, ..., aq) =10s...04
or(aq, g, ...,aq) =0, para k > n,

y las sumas de potencias de las raices , denominadas sumas de Newton

d
(o, ag, .y ag) = Zaf.
=1

Entonces
k
]{JO'k(Oél, RN ,l’d) = Z(—l)iilO'k,i(Oél, RN ,ad)m(al, RN ,Oéd),
i=1
conl <k <d.
O bien,
k—1
T = (=1 kop + ) (1) Fopim,
i=1
para 1 < k <d.
Ya que
d
f(z) = Z<_1)dik0d7k$k7
k=0

entonces los coeficientes de f se pueden describir en términos de las sumas de poten-
cias de las raices.
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