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Caṕıtulo 1

Introducción

En el colegio, al inicio de la clase de gimnasia, la profesora soĺıa pedirnos
que nos repartiéramos ocupando todo el espacio posible en el patio. Después
de tener que insistir en ello dos o tres veces, todos comenzábamos a mover-
nos mirando a nuestro alrededor, tratando de no estar demasiado cerca de
nuestros vecinos ni de los ĺımites del patio. No sabŕıa decir con precisión cuál
era la estrategia exacta que segúıa cada uno de nosotros, pero el caso es que
al final siempre terminábamos más o menos bien distribuidos.

Todos tenemos una noción intuitiva aproximada de lo que es un conjunto
de objetos bien distribuidos en el espacio. Al menos, en muchos casos, somos
capaces de decidir que tales objetos están bien distribuidos, mientras que
tales otros no lo están. Observemos, por ejemplo, el siguiente dibujo:
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Caṕıtulo 1. Introducción

Aqúı se representan dos esferas, cada una de ellas con 500 puntos azules
en su superficie. Todo el mundo entiende que los puntos en la esfera de la
izquierda están, más o menos, bien distribuidos, pero los puntos en la esfera
de la derecha no. El porqué de que esto sea aśı, la formalización –o, más bien,
las formalizaciones– de la idea de “puntos bien distribuidos”, es uno de los
temas centrales en esta memoria.

1.1. El problema de Tammes

Una posible aproximación a la definición de “puntos bien distribuidos” en
una esfera –o en cualquier otro espacio métrico compacto– consiste en pedir
que nunca haya dos puntos demasiado cercanos. Es decir, que si {x1, ..., xN} es
una colección de N ≥ 2 puntos distintos, entonces la distancia ‖xi−xj‖ entre
dos puntos distintos xi y xj cualesquiera sea siempre grande. Por ejemplo,
podemos querer maximizar la cantidad

dsep(x1, ..., xN) = mı́n
i 6=j
‖xi − xj‖. (1.1)

Este problema se conoce como problema de Tammes en honor al botánico
holandés P. M. L. Tammes, quien lo describió en [76].

En el año 1930 Tammes se encontraba estudiando las part́ıculas de polen
de distintas especies de plantas. Muchas part́ıculas de polen tienen una forma
esférica con un diámetro que oscila entre los 4.5 y los 200 µm –por tener una
referencia, el diámetro de un cabello humano está entre los 70 y los 80 µm–.
En la superficie de estas esferas se pueden apreciar una serie de agujeros
por los que se expulsa el material genético de la planta, que se encuentra
protegido dentro del grano de polen (ver Figura 1.1).

Tammes comenzó a contar los agujeros que pod́ıa encontrar en los granos
de polen de distintas especies y halló un curioso patrón: hab́ıa muchos granos
con 4, 6, 8 ó 12 agujeros; no tantos con 7, 9 ó 10; muy pocos granos con 11
agujeros y ningún grano con 5 agujeros. Ante este dato, Tammes propuso la
siguiente hipótesis: los agujeros necesitan un cierto espacio para desarrollarse
y es adecuado modelarlos como capas esféricas de un cierto radio, digamos R.
Este valor de R es fijo para cada especie de planta, ya que depende sólo de la
forma particular del agujero en cada especie. Durante la gestación del grano
de polen, los agujeros –ahora capas esféricas– van apareciendo uno detrás
de otro, haciendo sitio cada vez para que salga el siguiente, hasta que ya no
caben más agujeros y el proceso se detiene.
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Figura 1.1: Granos de polen de Halothamnus glaucus al microscopio electróni-
co. En la superficie se distribuyen los agujeros por los que se expulsa el ma-
terial genético. La imagen puede encontrarse en [46].

Sabemos –es un teorema no muy dif́ıcil de demostrar– que si en una esfera
hay espacio para colocar 5 capas esféricas de un cierto radio R fijo, entonces
también hay espacio para colocar 6 capas esféricas del mismo radio R. Esto
es consistente con la hipótesis de Tammes: no hay granos de polen con 5
agujeros porque, por el mismo precio, es posible tener 6 agujeros. Lo mismo
ocurre con 11 y 12 capas esféricas: si caben 11 capas esféricas de radio R,
entonces también caben 12.

Se conocen las soluciones exactas para el problema de Tammes en la
esfera de dimensión 2 sólo para una cantidad finita del número de puntos N ,
a saber, N = 2, 3, ..., 14 y N = 24. Las soluciones para N = 3, 4, 6 y 12 fueron
encontradas por Fejes Tóth en 1943 [37], para N = 5, 7, 8 y 9 por Schütte y
van der Waerden en 1951 [70], para N = 24 por Robinson en 1961 [67], para
N = 10 y 11 por Danzer en 1961 [28] (ver también [17] para N = 11) y, más
recientemente, para N = 13 y 14 por Musin y Tarasov [58, 59].

1.2. Puntos de enerǵıa mı́nima

Otra manera de definir “puntos bien distribuidos” es pensar que los pun-
tos representan part́ıculas cargadas que se repelen las unas a las otras. Ponga-
mos que dos part́ıculas x e y se repelen con “intensidad” K(x, y). Definimos
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Caṕıtulo 1. Introducción

entonces la K–enerǵıa de un sistema de N part́ıculas x1, ..., xN como la suma
de las interacciones dos a dos de part́ıculas distintas. Esto es,

EK(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

K(xi, xj). (1.2)

Un ejemplo clásico consiste en tomar K(x, y) = 1
‖x−y‖ para puntos x, y en

la esfera S2, donde ‖·‖ es la norma eucĺıdea en R3. Es decir, para cada N ≥ 2,
buscamos N puntos x1, ..., xN ∈ S2 que minimicen la enerǵıa

∑
i 6=j

1
‖xi−xj‖ .

Este problema se conoce como problema de Thomson en honor al descubridor
del electrón J. J. Thomson, quien en 1904 planteó el problema –que aqúı
parafraseamos–

¿En qué posición –dentro de un cierto conjunto, como una bola
o una esfera– deben colocarse N electrones para minimizar su
potencial electrostático? [77]

Thomson teńıa en mente un cierto modelo atómico –el conocido como plum
pudding model– que tuvo un corto recorrido debido a los espectaculares avan-
ces en la F́ısica producidos a principios del siglo XX. No obstante, el problema
matemático permaneció abierto y fue ganando importancia con el tiempo.

La función de enerǵıa del problema de Thomson es un caso particular de
toda una familia de funciones de enerǵıa conocidas como s–enerǵıas de Riesz,
las cuales se definen a partir del núcleo de Riesz K(x, y) = 1

‖x−y‖s , donde s
es un cierto número real positivo. Denotamos la s–enerǵıa de Riesz por

Es(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

1

‖xi − xj‖s
. (1.3)

Naturalmente, esta enerǵıa puede definirse no sólo en la esfera S2, sino en
cualquier subconjunto de Rn. Debido a que la enerǵıa de Riesz es una función
semicontinua inferior, siempre que el conjunto en el que se defina sea com-
pacto e infinito, para cualquier número de puntos N existirá –por lo menos–
una colección de puntos x∗1, ..., x

∗
N que minimiza Es.

El parámetro s controla, de alguna manera, el “rango de acción” del
núcleo de Riesz. Cuando s es muy grande, la suma en (1.3) está dominada
por el sumando correspondiente a la distancia ‖xi − xj‖ más pequeña. Por
simplicidad, supongamos que existe un único par de puntos que realiza la
mı́nima distancia. Entonces,

ĺım
s→∞

Es(x1, ..., xN)1/s = máx
i 6=j

1

‖xi − xj‖
=

1

mı́ni 6=j ‖xi − xj‖
.
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1.3. Distribución asintótica de los óptimos

Si ahora echamos un vistazo a la definición de dsep (1.1), veremos que mini-
mizar la enerǵıa de Riesz para valores de s muy grandes es aproximadamente
equivalente a maximizar dsep, es decir, resolver el problema de Tammes. Por
otra parte, de la observación de que d

ds
|s=0

1
as

= log a−1 se sigue que

ĺım
s→0+

Es(x1, ..., xN)−N(N − 1)

s
=
∑
i 6=j

log ‖xi − xj‖−1.

Consecuentemente, si s es muy cercano a 0, entonces minimizar la enerǵıa de
Riesz es aproximadamente equivalente a minimizar la enerǵıa logaŕıtmica

Elog(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

log ‖xi − xj‖−1. (1.4)

La idea que debemos extraer de estas observaciones es que los valores pe-
queños del parámetro s provocan que las interacciones a larga distancia “pe-
sen mucho” para el cómputo total de la enerǵıa, mientras que los valores
grandes de s hacen que prácticamente sólo importen las interacciones a muy
corta distancia.

1.3. Distribución asintótica de los óptimos

Cabŕıa esperar que, cuando N es muy grande, las colecciones de N puntos
óptimos –minimizantes– para la s–enerǵıa de Riesz, el problema de Tammes
o la enerǵıa logaŕıtmica estuvieran bien distribuidos. Una manera posible
de formalizar esta idea es considerar, para cada colección óptima ω∗N =
{x∗1, ..., x∗N}, la medida de probabilidad asociada νN = 1

N

∑
x∈ω∗N

δx, donde

δx es la distribución delta de Dirac concentrada en el punto x. Si, cuando
N →∞, las medidas νN convergen –en el sentido ∗–débil– a la distribución
de probabilidad uniforme σ, entonces decimos que las colecciones de óptimos
están asintóticamente uniformemente distribuidas. Según esta definición, las
colecciones de óptimos asintóticamente uniformemente distribuidas están ra-
zonablemente bien distribuidas desde el punto de vista, por ejemplo, de la
integración numérica, ya que en este caso para toda función continua f se
cumplirá que ∫

fdσ = ĺım
N→∞

1

N

∑
x∈ω∗N

f(x).
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Caṕıtulo 1. Introducción

La teoŕıa general de la distribución asintótica de las familias de minimi-
zadores para la enerǵıa discreta ha sido objeto de estudio desde mediados
del siglo XX por parte de autores clásicos de Teoŕıa del Potencial, tales co-
mo [24, 60, 39]. El llamado Poppy–seed Bagel Theorem –en inglés, Teorema
de la rosquilla con semillas de amapola– de Hardin y Saff [43] muestra que
la distribución asintótica de las colecciones minimizantes para la enerǵıa de
Riesz no es automáticamente uniforme, sino que depende fuertemente de la
relación entre el parámetro s y la dimensión de Hausdorff del subconjunto
de Rn en el que se define la enerǵıa. Más precisamente, el teorema afirma
que si s es estrictamente mayor que la dimensión de Hausdorff, entonces las
colecciones óptimas están asintóticamente uniformemente distribuidas, pe-
ro que en otro caso no tendŕıa por qué ser aśı. La Figura 1.2 muestra tres
configuraciones aproximadamente óptimas de 1000 puntos para la enerǵıa de
Riesz en un toro –dimensión de Hausdorff 2– para los valores de s = 0.1
(izquierda), 0.8 (centro) y 2 (derecha). A medida que incrementamos el valor
del parámetro s, las colecciones óptimas se parecen más a una muestra de la
distribución uniforme. Un corolario es, por ejemplo, que los óptimos para la
enerǵıa logaŕıtmica en el toro no son adecuados para integración numérica
por métodos cuasi–Monte Carlo.

Figura 1.2: 1000 puntos con s–enerǵıa de Riesz casi mı́nima en un to-
ro con s = 0.1 (izquierda), s = 0.8 (centro) y s = 2 (derecha). Tal
y como afirma el Poppy–seed Bagel Theorem, cuando s sobrepasa la di-
mensión de Hausdorff del toro, que es 2, los puntos de s–enerǵıa mı́ni-
ma pasan a estar asintóticamente uniformemente distribuidos. Estos di-
bujos son corteśıa de Rob Womersley. Se puede visitar su sitio web en
http://web.maths.unsw.edu.au/∼rsw/Torus/ para ver más experimentos
numéricos relativos al Poppy–seed Bagel Theorem.

El resultado de Hardin y Saff no impide, sin embargo, que los óptimos
de la enerǵıa logaŕıtmica o la enerǵıa de Riesz con valores pequeños de s
estén asintóticamente uniformemente distribuidos en algunos subconjuntos
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1.3. Distribución asintótica de los óptimos

de Rn. Se sabe, por ejemplo, que para la esfera Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}
los óptimos de la s–enerǵıa de Riesz están asintóticamente uniformemente
distribuidos para todo valor de s > 0 (ver [52, Cap. 3, pp. 160–162], y también
[27, Teorema 3] y [43, Teorema 1.1] para s ∈ (0, n), [27, Teorema 1] para
s = n, y [43, Teorema 2.2] para s > n). Los óptimos de la enerǵıa logaŕıtmica
también están asintóticamente uniformemente distribuidos [19, Teorema 1.6].
Otras colecciones de puntos asintóticamente uniformemente distribuidos son,
por ejemplo, los llamados puntos de Fekete, que son puntos que maximizan
un determinante que involucra bases de armónicos esféricos (ver [56]).

Los puntos de enerǵıa logaŕıtmica mı́nima en la esfera S2 –a veces llamados
puntos eĺıpticos de Fekete por [38], pero que no deben ser confundidos con los
puntos de Fekete que acabamos de mencionar– tendrán un interés especial
para nosotros. Estos puntos son el objeto del séptimo problema en la lista de
problemas de Smale [74]. Si denotamos

Elog(N) = mı́n
x1,...,xN∈S2

Elog(x1, ..., xN)

la mı́nima enerǵıa logaŕıtmica para N puntos en S2, el Problema 7 reza:

Can one find {x1, ..., xN} ⊂ S2 such that

Elog(x1, ..., xN)− Elog(N) ≤ C logN, (1.5)

C a universal constant?

Smale pide un algoritmo –en el sentido del modelo de computación BSS– que
en tiempo polinómico enN produzcaN puntos en S2 cuya enerǵıa logaŕıtmica
sea pequeña.

El motivo de que no se exija encontrar una colección óptima tiene que ver
con un resultado que se encuentra dentro de la serie de art́ıculos de Shub y
Smale Complexity of Bezout’s Theorem. En [72] se muestra que si x1, ..., xN
son puntos en S2 satisfaciendo (1.5), y consideramos z1, ..., zN las imágenes
de x1, ..., xN por la proyección estereográfica S2 → C, entonces la sucesión de
polinomios {fN}N≥2 dada por fN(z) =

∏N
i=1(z − zi) está bien condicionada

en el sentido de que la sucesión de los números de condición de los polinomios
fN está acotado superiormente por un polinomio en N . Shub y Smale estaban
entonces interesados en encontrar una sucesión con estas caracteŕısticas para
obtener buenos puntos de inicio para los métodos de homotoṕıa, algo de lo
que hablaremos más adelante, en la Sección 1.6.
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Caṕıtulo 1. Introducción

1.4. Distancia de separación

Otra de las medidas que indican si los puntos x1, ..., xN están bien dis-
tribuidos es la distancia de separación (1.1): la mı́nima distancia entre cada
par de puntos distintos. Lógicamente, las colecciones con mayor distancia de
separación son las soluciones del problema de Tammes. Un sencillo argumen-
to del propio Tammes [76, Teorema 30] muestra que la máxima distancia de
separación posible para N puntos en la esfera Sn es O(N−1/n). En efecto, si
{x1, ..., xN} son N puntos tales que d(xi, xj) ≥ δ para todo i 6= j, entonces
las capas esféricas centradas en los puntos xi y de radio δ/2 no se intersecan,
luego la suma de sus volúmenes, un número de la forma CNδn para una
cierta constante C > 0, está superiormente acotada por el volumen V de
la esfera, de donde δ ≤ C−1/nV 1/nN−1/n. Es por esto que decimos que una
sucesión (ωN)N≥2 de colecciones de puntos ωN = {x1, ..., xN} en la esfera Sn
está bien separada si la correspondiente sucesión de distancias de separación
es Ω(N−1/n).

Una técnica que ha proporcionado cotas inferiores precisas para la distan-
cia de separación de puntos de enerǵıa mı́nima es el análisis de una instancia
particular del problema de enerǵıa continua con campo externo. Un campo
externo en la esfera es una función Q : Sn → R ∪ {+∞} que representa un
campo f́ısico con el que interactúa cada part́ıcula, independientemente de su
interacción con el resto de part́ıculas. En concordancia con esta interpreta-
ción, se define la enerǵıa discreta con campo externo Q como

EK,Q(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

K(xi, xj) +Q(xi) +Q(xj). (1.6)

La enerǵıa discreta (1.2) es, entonces, el caso correspondiente a Q = 0. En
paralelo a la definición de enerǵıa discreta, tenemos la definición de enerǵıa
continua con campo externo Q de una medida µ con soporte en Sn, dada por

EK,Q(µ) =

∫
x,y∈Sn

K(x, y)dµ(x)dµ(y) + 2

∫
x∈Sn

Q(x)dµ(x). (1.7)

Bajo ciertas condiciones, se puede asegurar que existe una única medida de
probabilidad µ∗K,Q, llamada medida de equilibrio, que minimiza la enerǵıa
continua, y tal que si ω∗N es una configuración que minimiza la enerǵıa dis-
creta con campo externo (1.6), entonces ω∗N está necesariamente contenida
en el soporte suppµ∗K,Q de µ∗K,Q. La importancia de este hecho viene de la
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1.4. Distancia de separación

observación de que si p ∈ Sn es un punto cualquiera, y consideramos el cam-
po externo Qp,N(x) = 1

N−2
K(p, x) para cualquier N > 2, un cálculo sencillo

muestra que

EK,Qp,N (x1, ..., xN−1) = EK(x1, ..., xN−1, p).

Si x∗1, ..., x
∗
N es una configuración óptima para EK y tomamos como punto p

cualquiera de los puntos de la colección, por ejemplo, p = x∗N , entonces los
puntos x∗1, ..., x

∗
N−1 minimizan EK,Qx∗

N
,N

, luego –bajo ciertas hipótesis– todos

ellos están contenidos en el soporte de la medida de equilibrio SK,Qx∗
N
,N

=

suppµK,Qx∗
N
,N

. Si resulta que el conjunto complementario Sn \ SK,Qx∗
N
,N

con-

tiene una bola –una capa esférica– centrada en x∗N de un cierto radio rN , la
conclusión es que dsep(x∗1, ..., x

∗
N) ≥ rN .

Calcular el soporte SK,Q de la medida de equilibrio no es una tarea sen-
cilla. En algunos art́ıculos como [20, 21] los autores combinan el uso del
funcional de Mhaskar–Saff con la técnica del balayage clásico para calcu-
lar SK,Q. El funcional de Mhaskar–Saff F, introducido originalmente en [57]
(véase también [69]), es una función que asigna a cada subconjunto com-
pacto S ⊂ Sn que no sea demasiado pequeño –técnicamente, con capacidad
positiva– un número real F(S). Lo que hace útil a esta función es que alcanza
su mı́nimo valor en S = SK,Q, de modo que si tenemos una colección {St}t
de candidatos para el soporte de la medida de equilibrio, sólo tenemos que
minimizar la función Φ(t) = F(St). Para evaluar el funcional de Mhaskar–Saff
de un compacto S, los autores necesitan calcular una determinada medida
con signo ηS conocida como medida de equilibrio con signo, y para calcular
ηS recurren a la técnica del balayage clásico.

El balayage clásico –del francés balayage, limpiar, barrer– es un proceso
ideado por Poincaré que consiste, grosso modo, en eliminar o limpiar toda la
masa de una medida ν en el interior de un conjunto compacto K para obtener
otra medida ν̂ = Bal(ν,K), de modo que los potenciales newtonianos de ν y
ν̂ coincidan fuera de K. Por ejemplo, si δp es una unidad de masa –en sentido

f́ısico– centrada en un punto p del espacio tridimensional, y K = B(p, r) es
una bola cerrada, entonces la medida δp y la medida de probabilidad uniforme

σr en la esfera S(p, r) = ∂B(p, r) generan el mismo potencial gravitatorio en
el exterior de la bola R3 \B(p, r). Por lo tanto, Bal(δp, B(p, r)) = σr.

Mediante el uso de estas ideas, los autores son capaces de producir cotas
expĺıcitas para la distancia de separación de los puntos óptimos para la s–
enerǵıa de Riesz en Sn, n ≥ 2, con parámetro n − 2 ≤ s < n –entendiendo
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que, si n = 2 y s = 0, entonces se considera la enerǵıa logaŕıtmica– (ver [20,
Teorema 14 y Proposición 15]).

Los óptimos en la esfera Sn para las enerǵıas de Riesz y, cuando n = 2
y s = 0, para la enerǵıa logaŕıtmica, se sab́ıan ya colecciones de puntos bien
separados para valores de s en el intervalo [n− 2, n) (ver [65, 66] y [34] para
la enerǵıa logaŕıtmica en S2, [48] para s ∈ (n−1, n), [35] para s ∈ (n−2, n)).
También se probó en [48] que cuando s > n –el llamado caso hipersingular–
los óptimos para la enerǵıa de Riesz en Sn están bien separados. Se desconoce
–aunque se espera que aśı sea– si los óptimos para la enerǵıa de Riesz en las
esferas de dimensiones altas cuando 0 < s < n − 2 están bien separados
o no. No se conocen muchos resultados sobre distancia de separación en
subvariedades del espacio eucĺıdeo más generales. En [26] se estudia el caso
de una hipersuperficie de Rn con la enerǵıa de Riesz de parámetro s = n− 2,
demostrando que, bajo ciertas hipótesis, los óptimos están bien separados.

1.5. Enerǵıa de Green

Tanto la enerǵıa de Riesz (1.3) como la enerǵıa logaŕıtmica (1.4) están
definidas en términos de la distancia eucĺıdea ambiente ‖x− y‖, que es una
cantidad muy conveniente cuando se trabaja con subconjuntos del espacio
eucĺıdeo. No obstante, es concebible que alguien quisiera obtener puntos bien
distribuidos en una variedad diferenciable compacta abstracta –sin usar una
inmersión particular en Rn– como pueden ser los grupos de Lie clásicos, los
espacios proyectivos, las grassmannianas, las variedades de Stiefel, etcétera.

Para tener un marco de trabajo común que englobe todos estos casos,
buscamos una buena función de enerǵıa que se pueda definir en cualquier va-
riedad riemanniana compacta M. Una posibilidad es imitar las definiciones
de las enerǵıas de Riesz o la enerǵıa logaŕıtmica sustituyendo la distancia
eucĺıdea por la distancia geodésica intŕınseca d(x, y). No obstante, las fun-
ciones de enerǵıa resultantes,

∑
i 6=j d(xi, xj)

−s o
∑

i 6=j log d(xi, xj)
−1, no son

diferenciables en todo punto, ya que la función distancia y 7→ d(x, y) no es
diferenciable cuando y pertenece al cut locus de x. El análisis de estas fun-
ciones de enerǵıa no podŕıa beneficiarse, por tanto, de todas las herramientas
que ofrece la Geometŕıa Diferencial.

En [6] se demuestran una serie de propiedades de los puntos de enerǵıa
logaŕıtmica mı́nima en S2 usando el hecho de que para cualquier punto x ∈ S2,
la función y 7→ log ‖x− y‖−1 tiene laplaciano constante independiente de x.
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Esto se debe a que el núcleo logaŕıtmico es, salvo producto por una constante
positiva, una solución fundamental de la ecuación de Poisson en S2. Es decir,
que si f : S2 → R es una función continua tal que

∫
S2 f = 0, entonces la

función

u(x) =

∫
S2

1

2π
log ‖x− y‖−1f(y)dvol(y)

cumple ∆u = f . Tomando esta propiedad como la fundamental de la enerǵıa
logaŕıtmica, definimos la enerǵıa de Green de N puntos x1, ..., xN en una
variedad compacta M cualquiera como

E(x1, ..., xN) = EG(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

G(xi, xj), (1.8)

donde G es una solución fundamental de la ecuación de Poisson en M. Es
decir, G :M×M→ R cumple que

∆xG(x, y) = δy − V −1dvol,

donde V = vol(M) es el volumen deM y dvol es la forma de volumen –o la
densidad– riemanniana. Para que G sea única, imponemos que

∫
y
G(x, y) = 0

para todo x ∈ M (ver Teorema 3.1.1) y llamamos a G la función de Green
de M. Podemos interpretar x 7→ G(x, y) como una solución estacionaria de
la ecuación del calor cuando introducimos calor de forma constante a través
del punto y, y al mismo ritmo dicho calor se pierde uniformemente en todo
M.

Algunas de las principales aportaciones originales de esta memoria tratan
sobre propiedades de los conjuntos de minimizadores de la enerǵıa de Green.

1.6. Métricas de condicionamiento

Dećıamos al final de la Sección 1.3 que Shub y Smale estaban interesados
en obtener puntos de enerǵıa logaŕıtmica casi mı́nima en S2 porque con ellos
eran capaces de construir una sucesión de polinomios bien condicionados.
Estos polinomios serviŕıan, entonces, como buenos puntos iniciales para los
“métodos de homotoṕıa”.

Los métodos de homotoṕıa son una serie de métodos diseñados para re-
solver una amplia variedad de problemas en análisis numérico, desde la apro-
ximación de ceros de polinomios o de soluciones de sistemas de ecuaciones
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polinomiales hasta el problema de autovalores (puede consultarse, por ejem-
plo, el texto de Blum, Cucker, Shub y Smale [15]).

A grandes rasgos, la idea detrás de los métodos de homotoṕıa es la si-
guiente (ver Figura 1.3): dado un problema o input f1, buscamos una solución
aproximada o output ζ1 de f1. Consideramos otro problema f0 para el que
ya conozcamos una solución ζ0, aśı como un camino dentro del espacio de
inputs ft, con t ∈ [0, 1], uniendo f0 con f1. Bajo ciertas hipótesis, existe un
camino asociado ζt en el espacio de outputs que une ζ0 con ζ1 y tal que ζt es
una solución de ft para cada t ∈ [0, 1]. Es decir, el camino γ(t) = (ft, ζt) es
una curva en la llamada variedad solución

V = {(f, ζ) : ζ es una solución de f} ⊂ Inputs×Outputs. (1.9)

f1

f0
ζ0

ft

ζ1
z1

Figura 1.3: En la parte izquierda, un problema objetivo f1 y un problema
inicial f0 unidos por un camino –continuo– ft. En la parte derecha, el corres-
pondiente camino ζt en el espacio de soluciones. A partir de una discretización
del camino ft se puede obtener una aproximación discreta zt de ζt.

Si consideramos una discretización 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 del inter-
valo [0, 1], entonces podemos tratar de hallar, para cada problema fti , una
solución aproximada zti . Una posible manera de hacerlo es usar, en cada pa-
so i, la aproximación anterior zti−1

como punto inicial para una iteración del
método de Newton –cuando tal cosa tenga sentido–. Si la discretización es
suficientemente fina –esto es, si k es suficientemente grande–, a veces pode-
mos asegurar que la última de las soluciones aproximadas ztk = z1 es, de
hecho, una solución aproximada para f1. El entero positivo k es el número
de problemas intermedios que hay que resolver, o el número de iteraciones
del método de Newton que hay que realizar, para continuar una solución ζ0
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1.6. Métricas de condicionamiento

de f0 a una solución aproximada z1 de f1. Por lo tanto, podemos interpretar
k como la “complejidad” del método de homotoṕıa.

Uno de los aspectos más interesantes de los métodos de homotoṕıa es
que, en muchos casos, es posible obtener cotas teóricas precisas para su com-
plejidad. Por ejemplo, en [71, Teorema 3], Shub demuestra el siguiente re-
sultado: supongamos que el espacio de inputs es el espacio de n sistemas
de ecuaciones polinomiales homogéneas –complejas– de grados (d1, ..., dn). Si
γ = (f, ζ) : [0, 1] → V es una curva en la variedad solución (1.9), entonces
el número de pasos k necesarios para continuar una solución ζ0 de f0 a una
solución aproximada z1 de f1 está acotado como

k ≤ CD3/2

∫ 1

0

µ(γ(t))‖γ̇(t)‖dt+ 1, (1.10)

donde C es una constante, D es el máximo de los grados di, µ(γ(t)) = µ(ft, ζt)
es el condicionamiento de (ft, zt) y γ̇ es el vector tangente a γ.

Esta cota superior para el número de pasos del método de homotoṕıa, aśı
como su antecesora, obtenida por Shub y Smale en [73], fueron el germen de
la solución del problema número 17 de Smale, propuesta por Beltrán y Pardo
en [10, 11, 12], aśı como de sus versiones deterministas [22] –con tiempo casi
polinómico– y [50]. Todos los estudios posteriores sobre la complejidad de los
métodos de homotoṕıa han seguido esta misma filosof́ıa (véase [4, 3, 51]).

En [2, Teorema 3] Armentano demuestra una desigualdad muy similar a
(1.10) para el problema de autovalores. Si γ(t) = (At, λt, vt) es una curva en
la variedad solución –es decir, Atvt = λtvt–, entonces

k ≤ C

∫ 1

0

µ(γ(t))‖γ̇(t)‖dt+ 1,

donde C es una constante.
A la integral

∫ 1

0
µ(γ(t))‖γ̇(t)‖dt se la conoce a veces como la longitud de

condicionamiento de γ, denotada `κ(γ). El motivo es que si llamamos g a
la métrica riemanniana de la variedad solución V –con la que se calcula la
norma del vector tangente ‖γ̇(t)‖–, entonces `κ(γ) es la longitud de γ en la
métrica µ2g. Por lo tanto, las curvas para las que la cota de la complejidad
k es más pequeña son, precisamente, las geodésicas de (V , µ2g).

El condicionamiento µ suele ser una función complicada, pero muchas
veces se puede acotar por –o aproximar como– el inverso de la distancia al
conjunto de problemas mal condicionados, que denotamos Σ′ siguiendo la
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tradición en la literatura. Estos resultados de acotación se conocen genérica-
mente con el nombre de Teoremas del Número de Condición (ver [15, p. 234,
Teorema 3] para sistemas de ecuaciones polinomiales, [2, Teorema 4] para
el problema de autovalores, [30, Teorema 5.1] para el problema de autova-
lores generalizado y [31, 23] para la teoŕıa general). Por este motivo, si g es
la métrica de la variedad solución, se define la métrica de condicionamiento
como

gκ(x) = d(x,Σ′)−2g(x), x ∈ V \ Σ′,

y estudiamos entonces las geodésicas de gκ.
El conjunto Σ′ ⊂ V , llamado a veces variedad cŕıtica, tendrá una expre-

sión u otra dependiendo del problema. Por ejemplo, en el caso de polinomios
univariados, Σ′ es el conjunto de los (f, ζ) ∈ V tales que ζ es una ráız múlti-
ple de f . En el caso del problema de autovalores, Σ′ es el conjunto de los
(A, λ, v) ∈ V tales que λ es un autovalor múltiple de A. Para poder cubrir
todos estos casos, nosotros estudiamos la métrica de condicionamiento en el
caso general en el que M = V es una variedad riemanniana cualquiera y
N = Σ′ es una subvariedad de M.

Como la función distancia d(x,N ) no es diferenciable en todo punto de
M \ N , la métrica gκ no es una métrica riemanniana en sentido estricto.
Sin embargo, (M\N , gκ) es siempre una variedad localmente Lipschitz con
la distancia riemanniana y se pueden definir las geodésicas como las curvas
localmente minimizantes. En efecto, si γ : (a, b) → M \ N es una curva
localmente Lipschitz, por el Teorema de Rademacher (ver [64, §6.9, Corolario
41]) el vector tangente γ̇ existe en casi todo punto y, por el Teorema Principal
de Lebesgue (ver [64, §6.8, Teorema 38]), es integrable. Se define entonces la
longitud de γ en la métrica de condicionamiento como

`κ(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖
d(γ(t),N )

dt.

Una geodésica minimizante del condicionamiento es, entonces, una curva lo-
calmente Lipschitz γ : [a, b]→M\N tal que `κ(γ) ≤ `κ(c) para toda curva
localmente Lipschitz c : [a, b] →M\N con c(a) = γ(a) y c(b) = γ(b). Una
geodésica –a secas– es una curva localmente Lipschitz que es localmente una
geodésica minimizante. La versión de Gromov del Teorema de Hopf–Rinow
(ver [49, Teorema 1.10]) asegura que todo par de puntos en M\N pueden
ser unidos por –al menos– una geodésica minimizante del condicionamiento.
Alĺı donde la función distancia sea diferenciable, esta definición de geodésica
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coincide con la definición usual –riemanniana– de geodésica como una curva
que satisface las ecuaciones de Euler–Lagrange.

Una de las preguntas que más interés ha despertado en relación a la métri-
ca de condicionamiento es si “lo peor está en los extremos”. Es decir, si dado
un segmento geodésico γ : [a, b]→M\N en la métrica de condicionamien-
to, el punto γ(t) más cercano a N –con respecto de la métrica original de
M– es alguno de los extremos γ(a) o γ(b). En términos de los métodos de
homotoṕıa, esta propiedad se traduce en que el problema más dif́ıcil –peor
condicionado– en una curva (ft, ζt) es siempre el problema objetivo (f1, ζ1)
o el problema inicial (f0, ζ0). De esta manera podemos estar seguros de que
el método de homotoṕıa nunca tendrá que resolver un problema intermedio
peor condicionado que el problema objetivo.

Si para toda geodésica γ en la métrica de condicionamiento la función
t 7→ d(γ(t),N )−2 es convexa, entonces, en efecto, lo peor está en los extremos.
A menudo sucede que esta función no sólo es convexa, sino que es log–convexa
–en particular, es convexa– en los puntos en los que la función distancia
x 7→ d(x,N ) es diferenciable. Es decir, que la función t 7→ log d(γ(t),N )−2

es convexa. Por ello, introducimos la siguiente definición:

Definición 1.6.1. Sea U ⊂ M \ N un abierto. Decimos que la función
d(x,N )−2 es autoconvexa en U si la función log d(x,N )−2 es convexa en U
en la métrica de condicionamiento. Es decir, si la hessiana Hessκ log d(x,N )−2

en la métrica de condicionamiento es semidefinida positiva en U .

Observación 1.6.2. Más generalmente, si (M, g) es una variedad rieman-
niana posiblemente no completa, y α :M→ R es una función diferenciable
que toma valores estrictamente positivos, podemos decir que α es autocon-
vexa si es convexa en la métrica gκ = α g.

Ahora y en adelante denotaremos siempre por UN el mayor abierto en el
que la función distancia d(x,N ) es diferenciable. En [8] los autores demues-
tran el siguiente teorema.

Teorema 1.6.3. [8, Teorema 2] Supongamos que la variedad ambiente M
es el espacio eucĺıdeo Rn. Entonces, para cualquier subvariedad N ⊂ Rn de
clase C2, la función d(x,N )−2 es autoconvexa en UN .

Una de nuestras contribuciones en esta memoria consiste en una genera-
lización de este resultado.
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Por su parte, en [71, 13] se considera el caso de los sistemas de ecuacio-
nes polinomiales. Para analizar la autoconvexidad en este caso, los autores
comenzaron estudiando el problema lineal en el que

M =Mlin = {(M, ζ) ∈ Cn×(n+1) × Pn(C) : Mζ = 0}

y

N = Nlin = {(M, ζ) ∈Mlin : dim kerM > 1}.

En [9] consiguieron demostrar que la función log d(x,Nlin)−2 es convexa en la
métrica de condicionamiento enMlin \Nlin –incluso en aquellos puntos en los
que d(x,Nlin) no es diferenciable–. El argumento considera una estratificación
del espacio de matrices Cn×(n+1) basada en la descomposición en valores
singulares. Para cada m–upla α = (α1, ..., αm) de enteros tales que α1 + · · ·+
αm = n, se considera el conjunto P(α) de matrices enMlin \Nlin tales que sus
α1 primeros valores singulares son iguales, sus α2 segundos valores singulares
son iguales, etcétera. Esto es,

P(α) = {M ∈ Cn×(n+1) : svd(M) = (σ1, ..., σ1, σ2, ..., σ2, ..., σm, ..., σm)}.

donde σi se repite αi veces, y σ1 > · · · > σm > 0. Consideramos, también, el
conjunto

N(α) = {M ∈ Cn×(n+1) : svd(M) = (σ1, ..., σ1, ..., σm−1, ..., σm−1, 0, ..., 0)},

donde en la parte final hay αm ceros. Se prueba que P(α) es una variedad dife-
renciable y se define la métrica de condicionamiento para el par (P(α),N(α)).
La función distancia d(x,N(α)) es diferenciable en P(α) y resulta que la función
d(x,N(α))

−2 es autoconvexa en UN(α)
= P(α). Los autores entonces encuen-

tran la manera de pegar todas las piezas en la estratificación y probar la
autoconvexidad de d(x,Nlin)−2.

Dado que la propiedad de autoconvexidad en UN se cumple cuando N
es cualquier subvariedad de Rn, y también en casos algo “exóticos” como
(Mlin,Nlin) y (P(α),N(α)), tal vez uno podŕıa esperar un argumento general
que demostrara la autoconvexidad en UN para (M,N ) cualesquiera. Uno de
los casos de estudio más interesantes es el caso en el que la variedad solución
es la correspondiente al problema de resolución de sistemas de ecuaciones
polinomiales y N = Σ′, un problema que todav́ıa permanece abierto.
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1.7. Principales aportaciones de la memoria

En esta sección presentaré los principales resultados originales aportados
en la memoria. Una primera parte tratará sobre los conjuntos de óptimos de
la enerǵıa de Green en una variedad riemanniana compacta. A continuación
veremos algunos resultados relativos a la autoconvexidad de las métricas de
condicionamiento.

1.7.1. Configuraciones óptimas para la enerǵıa de Green

Si M es una variedad compacta de dimensión n ≥ 2, entonces, para
cada N ≥ 2, existe al menos una configuración óptima ω∗N = {x∗1, ..., x∗N}
para la enerǵıa de Green (1.8), ya que la función de Green es semicontinua
inferior. La función G(x, y) tiene una singularidad en la diagonal comparable
a log d(x, y)−1 si n = 2 y a d(x, y)2−n si n > 2, de modo que para dos
puntos x e y próximos, la enerǵıa de Green se comporta de manera similar
a la s–enerǵıa de Riesz con parámetro s = n − 2. El Poppy–seed Bagel
Theorem, mencionado en la Sección 1.3, implica que siM es una subvariedad
n–dimensional de Rm, entonces los óptimos de la s–enerǵıa de Riesz están
asintóticamente uniformemente distribuidos siempre que s > n. Sin embargo,
si s ≤ n, entonces es posible que la distribución asintótica de los óptimos no
sea uniforme –como en el caso del toro y la enerǵıa logaŕıtmica en la Figura
1.2–. El primer resultado que veremos –fruto de un trabajo conjunto con C.
Beltrán y N. Corral, y que figura en [7]– dice que, a pesar de lo anterior, los
óptimos para la enerǵıa de Green śı que están asintóticamente uniformemente
distribuidos. Denotemos como V = vol(M) el volumen de M.

Teorema 1.7.1. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensión
n ≥ 2. Entonces la medida de probabilidad uniforme V −1dvol es la única
medida de probabilidad en M que minimiza la enerǵıa de Green continua

E(µ) =

∫
x,y∈M

G(x, y)dµ(x)dµ(y).

Es más, si (ω∗N)N≥2 es una sucesión de óptimos para la enerǵıa de Green,
entonces

1

N

∑
x∈ω∗N

δx
∗
⇀ V −1dvol

cuando N →∞.
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Demostraremos el Teorema 1.7.1 en la Sección 3.4. En esta memoria nos
ocuparemos también de la distancia de separación o, más generalmente, de
lo que llamaremos a veces “áreas de influencia” de los puntos óptimos para la
enerǵıa de Green. En la Sección 1.4 dećıamos que, para valores del parámetro
s con n−2 ≤ s ≤ n, alrededor de cada punto x∗i en una configuración óptima
{x∗1, ..., x∗N} para la s–enerǵıa en Sn existe una bola geodésica B(x∗i , rN) en la
que ningún otro punto de la configuración puede entrar. SiM es una variedad
no tan simétrica como la esfera, entonces el área de influencia natural de
cada punto en una configuración óptima no es una bola geodésica, sino un
conjunto llamado bola armónica. La bola armónica Bh(p, a) centrada en un
punto p ∈M y con radio –o volumen– un número real a, con 0 < a < V , es
un abierto en el que se cumple la propiedad del valor medio para funciones
armónicas. Es decir, que si h es una función integrable y armónica en Bh(p, a),
entonces

1

vol(Bh(p, a))

∫
Bh(p,a)

h dvol = h(p).

Técnicamente, la bola armónica se define en términos de un cierto problema
del obstáculo (ver Definición 4.1.4).

Teorema 1.7.2. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensión
n ≥ 2, y sea {x∗1, ..., x∗N}, con N > 2, una configuración óptima para la
enerǵıa de Green discreta. Entonces, para cada i, j = 1, ..., N con i 6= j, se
tiene que

x∗j /∈ Bh

(
x∗i ,

V

N − 1

)
.

Demostraremos el Teorema 1.7.2 en la Sección 4.2. En algunos casos las
bolas armónicas y las bolas geodésicas coinciden como familias. En [42], por
ejemplo, los autores prueban que las bolas armónicas y las bolas geodési-
cas coinciden como familias cuando M es una variedad de dimensión 2 con
curvatura de Gauss constante (ver también [45]). En esta memoria genera-
lizaremos estos resultados demostrando que las bolas armónicas son bolas
geodésicas cuando la densidad de volumen es radialmente simétrica. Para un
punto p ∈ M, la densidad de volumen es una función ωp(x) cuya expresión
en coordenadas normales alrededor de p es

ωp(x) =
√

det gij(x)
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(ver Definición 2.4.5). Que la densidad de volumen sea radialmente simétrica
en torno a p, o sea, que ωp(x) sólo dependa de la distancia d(p, x), es equi-
valente a que las esferas geodésicas centradas en p tengan curvatura media
constante a lo largo de toda la esfera geodésica.

Existe una clase particular de variedades riemannianas, llamadas varie-
dades localmente armónicas –a veces variedades LH en la literatura por sus
siglas en inglés–, en las que la densidad de volumen es una función radial-
mente simétrica alrededor de cada punto. Si añadimos la condición de queM
sea compacta, y que el radio de inyectividad de la variedad –el ı́nfimo de las
distancias al cut locus de los puntos deM– coincida con el diámetro –lo que
se conoce como propiedad de Blaschke–, entonces el núcleo de Green G(x, y)
depende únicamente de la distancia d(x, y) para todo par de puntos de M,
y además el volumen de las bolas geodésicas –y de las esferas geodésicas–
no depende del punto base. En la Sección 5.3 demostraremos el siguiente
resultado:

Teorema 1.7.3. Sea M una variedad localmente armónica y Blaschke de
dimensión n ≥ 2 y diámetro D. Entonces, para todo 0 < r < D, se tiene que

B(p, r) = Bh(p, V (r)),

donde V (r) = vol(B(p, r)) es el volumen de la bola geodésica.

Además, los teoremas 1.7.2 y 1.7.3 se combinan para producir un resul-
tado sobre la distancia de separación.

Teorema 1.7.4. Sea M una variedad localmente armónica y Blaschke de
dimensión n ≥ 2. Si {x∗1, ..., x∗N}, con N > 2, es una configuración óptima
para la enerǵıa de Green discreta, entonces

dsep(x∗1, ..., x
∗
N) ≥ rN ,

donde rN es el radio de la bola geodésica tal que

V (rN) =
V

N − 1
. (1.11)

En particular, como V (r) ∼ Crn para una cierta constante C, la distancia
de separación es Ω(N−1/n) y los óptimos para la enerǵıa de Green en estas
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variedades están bien separados. Esta cota generaliza la cota 2/
√
N − 1 obte-

nida en [34, Teorema 2] para la enerǵıa logaŕıtmica en S2, ya que la ecuación
(1.11) para ese caso se lee, en términos de la distancia eucĺıdea d, como

πd2 =
4π

N − 1
.

La demostración del Teorema 1.7.4 puede encontrarse en la Sección 5.3.

1.7.2. Autoconvexidad y curvatura

Los dos últimos resultados presentados en esta memoria, publicados en
[25], relacionan la curvatura con la autoconvexidad en las métricas de condi-
cionamiento, de la que se habló en la Sección 1.6.

Recordemos, informalmente, el concepto de curvatura seccional –puede
consultarse el Caṕıtulo 2 para ver una definición formal–. Si p es un punto
de una superficie S sumergida en R3, decimos que la curvatura de Gauss en
p es no negativa si, en un entorno de p suficientemente pequeño, todos los
puntos de la superficie quedan en uno de los lados del plano tangente TpS.
Es decir, la superficie se parece localmente a una esfera, un elipsoide o un
cilindro. En caso contrario, decimos que la curvatura es negativa. Para una
variedadM de dimensión mayor, tomamos un punto p ∈M y un subespacio
2–dimensional Π del espacio tangente TpM. Formamos una pequeña subva-
riedad S de dimensión 2 –una superficie– alrededor de p considerando todas
las geodésicas que parten de p con velocidades iniciales en Π. La curvatura
seccional K(Π) se define, entonces, como la curvatura de Gauss de S en p.

El primero de los teoremas sobre la autoconvexidad que presentamos aqúı
es una generalización del Teorema 1.6.3, en el queM = Rn. Recordemos que
denotábamos por UN el mayor abierto deM\N en el que la función distancia
d(x,N ) es diferenciable.

Teorema 1.7.5. Sea M una variedad riemanniana con curvaturas seccio-
nales no negativas. Entonces, para cualquier subvariedad N de clase C2 la
función d(x,N )−2 es autoconvexa en UN .

El segundo resultado sobre autoconvexidad dice que si existe un punto de
la variedad ambiente en el que todas las curvaturas seccionales son negativas,
entonces la conclusión del Teorema 1.7.5 es falsa.
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Teorema 1.7.6. Sea M una variedad riemanniana. Si existe un punto p ∈
M en el que todas las curvaturas seccionales son negativas, entonces existe
una subvariedad N deM tal que la función x 7→ d(x,N )−1 es estrictamente
cóncava alrededor de p en la métrica de condicionamiento.

La variedad solución correspondiente a los sistemas de ecuaciones poli-
nomiales tiene curvaturas de distinto signo en distintos puntos y distintas
direcciones, de modo que los teoremas 1.7.5 y 1.7.6 no permiten demostrar ni
descartar la autoconvexidad en este caso. Sin embargo, representan el primer
paso hacia su resolución desde los art́ıculos originales [8, 9].
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Los problemas de los que nos ocupamos en esta memoria requieren del
uso de técnicas procedentes de distintas áreas de las Matemáticas. Con el
objetivo de hacer el texto más accesible, hemos decidido incluir una pequeña
recopilación de algunos resultados en Geometŕıa Riemanniana y en Teoŕıa
del Potencial, que son las dos grandes áreas a las que acudiremos con más
frecuencia.

2.1. Elementos de geometŕıa riemanniana

Comenzaremos estableciendo la notación que vamos a utilizar y recor-
dando algunos de los resultados más básicos de Geometŕıa Riemanniana. Las
principales referencias que utilizaremos son [55, 54, 62, 33, 29].

2.1.1. Notaciones y definiciones básicas

Sea M una variedad diferenciable –de clase C∞– de dimensión n. Deno-
tamos por TM el fibrado tangente de M y por TpM el espacio tangente
a un punto p ∈ M. Si (U,x) es una carta de M, donde U ⊂ M es un
abierto y x : U → Rn, denotamos por x1, ..., xn las funciones coordenadas,
de tal modo que x(p) = (x1(p), ..., xn(p)) ∈ x(U) ⊂ Rn para p ∈ U . Deno-
tamos por ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
o, simplemente, ∂1, ..., ∂n, los campos coordenados, y

por dx1, ..., dxn, las 1–formas coordenadas, de tal modo que dxi(∂j) = δij.

Todas las variedades riemannianas en esta memoria se suponen conexas
y completas salvo que se especifique lo contrario –algo que ocurre, en ocasio-
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nes, en el Caṕıtulo 6–. Si g es una métrica riemanniana en M, denotamos
las funciones coordenadas de la métrica por gij = g(∂i, ∂j). Se definen las
funciones gij : U → R por la relación gikgkj = δij, i, j = 1, ..., n, donde hemos
usado el convenio de sumación de Einstein.

Denotamos por C∞(M) el espacio de funciones diferenciables sobre M,
y por X(M) el espacio de campos de vectores diferenciables en M. Asimis-
mo, denotamos por ΩkM el espacio de k–formas diferenciales de M, esto
es, el espacio de secciones diferenciables del fibrado de tensores covariantes
alternados de rango k en M, al cual denotamos ΛkM.

Denotamos por d la diferencial en k–formas, de modo que si ω ∈ ΩkM se
escribe en coordenadas como

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1,...,ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik ,

entonces

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

dωi1,...,ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

El gradiente de una función diferenciable f ∈ C∞(M) es el campo de
vectores métricamente equivalente a la diferencial. Es decir, es el único campo
de vectores ∇f que satisface

g(∇f,X) = df(X), X ∈ X(M).

En coordenadas, el gradiente tiene la expresión

∇f = gij∂if∂j.

Dado un campo de vectores X ∈ X(M), denotamos por ∇X la derivada
covariante con respecto de X, donde siempre consideramos enM la conexión
de Levi–Civita. Si Y ∈ X(M), la diferencial covariante es la aplicación lineal
∇Y : X(M) → X(M) dada por ∇Y (X) = ∇XY . La divergencia divX de
un campo de vectores X ∈ M es la traza de su diferencial covariante. Si
E1, ..., En es un sistema de referencia ortonormal definido en un abierto U de
M, entonces

divX =
n∑
i=1

g(∇EiX,Ei) en U.
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El laplaciano de una función f ∈ C∞(M) es la función ∆f = −div∇f 1. En
un sistema coordenado,

∆f = − 1√
|g|
∂i

(√
|g| gij∂j

)
, (2.1)

donde |g| = det(gij).
Dados dos campos de vectores X, Y ∈ X(M), el operador de curvatura

es la aplicación C∞(M)–lineal R(X, Y ) : X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

donde [X, Y ] es el corchete de Lie. El tensor de curvatura es la aplicación
C∞(M)–multilineal R : X(M)×4 → R dada por

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).

La curvatura seccional de un subespacio 2–dimensional Π ⊂ TpM, generado
por dos vectores linealmente independientes X e Y es

K(Π) = K(X, Y ) =
R(X, Y, Y,X)

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2
.

2.1.2. Integración de densidades y n–formas

En algunos de los teoremas que veremos en esta memoria vamos a ne-
cesitar usar las Identidades de Green para variedades no orientables. Estos
resultados aparentemente no son tan bien conocidos como sus versiones orien-
tables porque la formalización de la integración en variedades no orientables
requiere un poco más de trabajo. Esta formalización se hace, en la mayoŕıa
de los casos, a través del concepto de “densidad”, un objeto que recibe dife-
rentes nombres en la literatura –density para [55], odd form para [29], twisted
form para [1], etcétera–. Nosotros intentaremos introducir las densidades de
manera que podamos enunciar las identidades de Green lo antes posible.

Recordemos que un fibrado vectorial real (E, π,M) de rango k queda
completamente determinado, salvo isomorfismo de fibrados, por un recubri-
miento abierto {Uα}α∈A de M y unas funciones de transición diferenciables
ταβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R) satisfaciendo la condición de cociclo

ταβ(p)τβγ(p) = ταγ(p), ∀p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ.
1Algunos autores definen el laplaciano con el signo opuesto.

39
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Las trivializaciones locales ϕα : π−1(Uα)→ Uα × Rk satisfacen, entonces,

ϕβ ◦ ϕ−1
α (p, v) = (p, ταβ(p)v).

(Véase, por ejemplo, [55] o [44]). Desde este punto de vista, el fibrado ΛnM
es el fibrado lineal con aplicaciones de transición

ραβ(p) = det d(xβ ◦ x−1
α )(xα(p)),

donde {(Uα,xα)}α es un atlas de M.

Observación 2.1.1. La manera de recuperar la definición clásica del fibrado
vectorial en términos de las trivializaciones locales a partir de la definición
por aplicaciones de transición es la siguiente: se considera la unión disjunta
Ẽ =

∐
α Uα×Rk junto con la relación de equivalencia (α, p, v) ∼ (β, q, w) si,

y sólo si, p = q y w = ταβ(p)v. Entonces E = Ẽ/ ∼, π : E →M está dada
por π[α, p, v] = p, y las trivializaciones locales son ϕα : π−1(Uα) → Uα × Rk

dadas por ϕα[β, p, v] = (p, τβα(p)v).

Definición 2.1.2. El fibrado de volumen Vol(M) de M es el fibrado lineal
con aplicaciones de transición

ναβ = | det d(xβ ◦ x−1
α )(xα(p))|.

Una sección µ ∈ ΓVol(M) se llama densidad.

En vista de las definiciones de ΛnM y de Vol(M), cobra sentido la si-
guiente definición:

Definición 2.1.3. El fibrado de orientaciones Or(M) de M es el fibrado
lineal con aplicaciones de transición

σαβ(p) = sgn(det d(xβ ◦ x−1
α )(xα(p))).

La relación entre las funciones de transición ραβ, ναβ y σαβ se traduce en
una relación entre los fibrados correspondientes mediante la siguiente defini-
ción.

Definición 2.1.4. Sean (E, πE,M) y (F, πF ,M) dos fibrados vectoriales
sobre M de rangos kE y kF , respectivamente. Sea {Uα}α un recubrimiento
abierto de M tal que ambos E y F trivializan sobre los abiertos Uα. Sean
{ταβ}αβ y {θαβ}αβ las funciones de transición de E y de F , respectivamente.
El producto tensorial de los fibrados E y F , denotado E⊗F , es el fibrado de
rango kEkF con funciones de transición ταβ ⊗ θαβ : Uα ∩Uβ → GL(kEkF ,R).
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Observación 2.1.5. Si F es un fibrado lineal trivial, entonces F es isomorfo
al fibrado M× R, cuyas funciones de transición son θαβ ≡ 1. En este caso
E ⊗ F = E.

Corolario 2.1.6. Se tiene que

ΛnM = Or(M)⊗ Vol(M), Vol(M) = Or(M)⊗ ΛnM.

El corolario anterior nos dice que, en la práctica, una densidad µ siempre
se puede escribir en un entorno coordenado Uα como

µ = µαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα,

donde µα = π2 ◦ϕα ◦ µ ∈ C∞(Uα) y {ϕα}α∈A son trivializaciones de Or(M),
con la precaución de que el cambio de cartas se realiza con el valor absoluto
del determinante del jacobiano:

µβdx
1
β ∧ · · · ∧ dxnβ = σβανβαµαdx

1
α ∧ · · · ∧ dxnα

= µα| det d(xα ◦ x−1
β )|dx1

α ∧ · · · ∧ dxnα.

SiM es orientable, entonces admite un atlas con cambios de carta positivos
y podemos quitar el valor absoluto para obtener

µβdx
1
β ∧ · · · ∧ dxnβ = µα det d(xα ◦ x−1

β )dx1
α ∧ · · · ∧ dxnα,

de modo que µ se identifica con una n–forma.
Las densidades son los objetos que se transforman de la manera correcta

por cambio de coordenadas para poder ser integrados.

Definición 2.1.7. Sea µ ∈ ΓVol(M) una densidad con soporte compacto.
Se define la integral de µ como∫

M
µ =

∑
α∈A

∫
xα(Uα)

ηα(x−1
α (x))µα(x−1

α (x))dx,

donde {ηα}α∈A es una partición de la unidad subordinada al recubrimiento
{Uα}α∈A, µα = π2 ◦ ϕα ◦ µ : Uα → R, {ϕα : π−1(Uα) → Uα × R}α∈A son las
trivializaciones locales y π2 : Uα × R→ R es la segunda proyección.

Lema 2.1.8. La integral de una densidad está bien definida.
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Demostración. Supongamos que {(Vα,yα)}α∈B es otro atlas de M, y sea
{ξα}α∈B una partición de la unidad subordinada al recubrimiento {Vα}α∈B.
Sean {ψα}α∈B las trivializaciones locales del fibrado de volumen asociadas al
atlas {(Vα,yα)}α∈B. Entonces∫

M
µ =

∑
α∈A

∫
xα(Uα)

ηα(x−1
α (x))µα(x−1

α (x))dx

=
∑
α∈A

∫
xα(Uα)

∑
β∈B

ξβ(x−1
α (x))ηα(x−1

α (x))µα(x−1
α (x))dx

=
∑

α∈A,β∈B

∫
xα(Uα∩Vβ)

ξβ(x−1
α (x))ηα(x−1

α (x))µα(x−1
α (x))dx

=
∑

α∈A,β∈B

∫
yβ(Uα∩Vβ)

ξβ(y−1
β (y))ηα(y−1

β (y))

· π2(ϕα(µ(y−1
β (y))))| det d(xα ◦ y−1

β )|dy

=
∑

α∈A,β∈B

∫
yβ(Uα∩Vβ)

ξβ(y−1
β (y))ηα(y−1

β (y))

· π2(ψβ(µ(y−1
β (y))))dy

=
∑
β∈B

∫
yβ(Vβ)

∑
α∈A

ηα(y−1
α (y))ξβ(y−1

β (y))µβ(y−1
β (y))dy

=
∑
β∈B

∫
yβ(Vβ)

ξβ(y−1
β (y))µβ(y−1

β (y))dy.

Observación 2.1.9. Si ω ∈ ΩnM es una n–forma, entonces podemos defi-
nir una densidad |ω| ∈ ΓVol(M) de la siguiente manera: sean {ϕα}α∈A las
trivializaciones locales de Vol(M) y sea {ηα}α∈A una partición de la uni-
dad subordinada al recubrimiento {Uα}α∈A. Supongamos que ω se escribe en
coordenadas en Uα como

ω = ωαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα.

Entonces
|ω|(p) =

∑
α∈A

ηα(p)ϕ−1
α (p, |ωα(p)|).
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Para ver que |ω| está bien definida, supongamos que p ∈ Uα ∩ Uβ. Entonces

ϕ−1
β (p, |ωβ(p)|) = ϕ−1

α ◦ ϕα ◦ ϕ−1
β (p, |ωβ(p)|)

= ϕ−1
α ◦ ϕα ◦ ϕ−1

β (p, | det d(xβ ◦ x−1
α )(xα(p))||ωα(p)|)

= ϕ−1
α (p, |ωα(p)|).

Definición 2.1.10. SeaM una variedad diferenciable, y sea ω ∈ ΩnM una
n–forma con soporte compacto. Se define la integral de ω como∫

M
ω =

∫
M
|ω|.

En el caso de una variedad riemanniana, podemos integrar funciones a
través de la densidad riemanniana.

Definición 2.1.11. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Se define la den-
sidad riemanniana como

dvol(p) =
∑
α∈A

ηα(p)ϕ−1
α

(
p,
√
|g|(p)

)
.

Definición 2.1.12. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y f ∈ C∞(M)
es una función con soporte compacto, se define∫

M
f =

∫
M
fdvol.

2.1.3. Formas pares e impares

Siguiendo [29], en ocasiones nos referiremos a las k–formas como formas
pares para distinguirlas de las formas impares que definimos a continuación.

Definición 2.1.13. Llamamos k–forma impar a una sección del fibrado vec-
torial Or(M)⊗ ΛkM.

Observación 2.1.14. De acuerdo con el Corolario 2.1.6, una n–forma impar
es una densidad.

De forma similar a lo ya mencionado anteriormente para las densidades,
podemos representar localmente una k–forma impar ω como

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1,...,ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik ,
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teniendo en cuenta que en el cambio de carta se introduce el signo del deter-
minante del jacobiano. De nuevo, siM está orientada, entonces las k–formas
impares se identifican con las k–formas pares.

La derivada exterior y el producto de formas impares –y de pares con
impares– se define en coordenadas de forma totalmente análoga al caso de
formas pares. La derivada exterior preserva la paridad, el producto de dos
formas de la misma paridad es una forma par y el producto de dos formas
de distinta paridad es una forma impar.

Es posible también definir un operador dual ∗ para formas impares com-
pletamente análogo al dual de Hodge clásico. Este operador nos permitirá,
por fin, establecer un producto escalar en ΩkM para variedades riemannia-
nas cualesquiera, independientemente de que estén orientadas o no, además
del operador codiferencial y el laplaciano.

Definición 2.1.15. Sea ω una k–forma (par o impar). Definimos la forma
dual ∗ω como la (n− k)–forma de paridad opuesta a la paridad de ω que, en
coordenadas, tiene la expresión

∗ω =
∑

1≤j1<···<jn−k≤n

(∗ω)j1,...,jn−kdx
j1 ∧ · · · ∧ dxjn−k ,

donde

(∗ω)j1,...,jn−k =
∑

1≤i1<···<ik≤n

δ1,...,n
i1,...,ik,j1,...,jn−k

√
|g| gi1`1 · · · gik`kω`1,...,`k

y δa1,...,anb1,...,bn
es la delta de Kronecker.

Es decir,
∗ : ΓΛkM→ Γ(Or(M)⊗ Λn−kM),

y
∗ : Γ(Or(M)⊗ ΛkM)→ ΓΛn−kM.

En particular, ∗1 = dvol y ∗dvol = 1. Además, el operador ∗ es C∞(M)–
lineal y ∗ ∗ ω = (−1)k(n+1)ω, por lo que ∗−1 = (−1)k(n+1)∗.

Definición 2.1.16. Sea M una variedad riemanniana compacta. Si ω y ν
son dos k–formas pares, entonces ω ∧ ∗ν es una densidad, y se define

(ω, ν) =

∫
M
ω ∧ ∗ν.
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Definición 2.1.17. La codiferencial exterior δ es el operador adjunto a la
diferencial exterior. Es decir,

δ = (−1)n(k+1)+1 ∗ d ∗ .

Definición 2.1.18. El laplaciano es el operador

∆ = δd+ dδ.

Un cálculo sencillo muestra que si ω es una k–forma, entonces δω es una
(k−1)–forma con la misma paridad que ω. Por su parte, ∆ω es una k–forma
con la misma paridad que ω.

2.1.4. Variaciones y campos de Jacobi

Los campos de Jacobi son campos de vectores a lo largo de una curva di-
ferenciable –normalmente una geodésica– que sirven para medir la dispersión
de una familia de curvas próximas. En particular, sirven para formalizar la
idea de que las geodésicas próximas convergen cuando la curvatura ambiente
es positiva, y divergen cuando es negativa.

Comenzaremos recordando brevemente la definición de derivada cova-
riante a lo largo de una curva. Para ver una demostración del siguiente lema
puede consultarse, por ejemplo, [54, Lema 4.9] o [61, Proposición 18]. Si
γ : [a, b] →M es una curva diferenciable, denotamos por X(γ) el C∞(M)–
módulo de campos de vectores a lo largo de γ. Esto es, el conjunto de apli-
caciones diferenciables V : [a, b] → TM tales que V (t) ∈ Tγ(t)M para todo
t ∈ [a, b].

Lema 2.1.19. Sea γ : [a, b]→M una curva diferenciable. Existe una única
aplicación

Dt : X(γ)→ X(γ)

satisfaciendo las siguientes propiedades:

a) R–linealidad:

Dt(αX + βY ) = αDtX + βDtY, α, β ∈ R.

b) Regla del producto:

Dt(fX) = df(X) + fDtX, f ∈ C∞([a, b]).
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c) Si X ∈ X(γ) admite una extensión a un campo de vectores definido en
todo M, entonces para cualquier extensión X̃ de X se tiene que

DtX = ∇γ̇X̃.

Observación 2.1.20. En la propiedad c) del Lema 2.1.19 hemos escrito la
derivada covariante con respecto de un único vector tangente γ̇ porque la
derivación covariante ∇X es C∞(M)–lineal en X.

Llamamos a Dt la derivada covariante a lo largo de γ. Con esta termino-
loǵıa, una geodésica es una curva γ tal que Dtγ̇ ≡ 0 a lo largo de γ.

Una variación de una curva diferencible γ : [a, b]→M es una aplicación
diferenciable Γ : (−ε, ε)× [a, b]→M, para un cierto ε > 0, satisfaciendo que
Γ(0, t) = γ(t) para todo t ∈ [a, b]. Para cada s fijo, llamamos a las curvas
t 7→ Γs(t) = Γ(s, t) curvas principales y, análogamente, para cada t fijo,
llamamos a las curvas s 7→ Γ(t)(s) = Γ(s, t) curvas transversales. Decimos
que Γ es una variación por geodésicas si todas las curvas principales son
geodésicas –en particular, γ debe ser también una geodésica–.

De forma análoga a la definición de campos de vectores a lo largo de
curvas, un campo de vectores a lo largo de Γ es una aplicación diferen-
ciable V : (−ε, ε) × [a, b] → TM tal que V (s, t) ∈ TΓ(s,t)M para todo
(s, t) ∈ (−ε, ε) × [a, b]. Los campos tangentes a las curvas principales y a
las curvas transversales son ejemplos de campos de vectores a lo largo de Γ.
Los denotamos, respectivamente,

∂tΓ(s, t) =
d

dt
Γs(t) y ∂sΓ(s, t) =

d

ds
Γ(t)(s).

Si V es un campo de vectores a lo largo de Γ, podemos calcular su derivada
covariante a lo largo de las curvas principales, denotada DtV , o a lo largo de
las curvas transversales, denotada DsV .

El campo de vectores ∂sΓ(0, t) es un campo de vectores a lo largo de γ que
mide la rapidez con la que se separan de γ las curvas principales cercanas.
Por ello, este campo recibe el nombre de campo de variaciones de Γ. Si Γ es
una variación por geodésicas, entonces el campo de variaciones satisface la
llamada ecuación de Jacobi

D2
tV +R(V, γ̇)γ̇ = 0. (2.2)

Puede verse [54, Teorema 10.2] para una demostración de este hecho.
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Definición 2.1.21. Sea γ : [a, b] → M una geodésica, y sea V ∈ X(γ).
Decimos que V es un campo de Jacobi si V satisface la ecuación (2.2).

El campo de variaciones de una variación por geodésicas es, como hemos
dicho ya, un campo de Jacobi. Rećıprocamente, todo campo de Jacobi se
puede obtener como el campo de variaciones de una variación por geodésicas
(véase [54, Lema 10.3]). Por ello, podemos pensar en los campos de Jacobi
como aproximaciones lineales de geodésicas próximas.

Definición 2.1.22. Supongamos que γ : [a, b] → M es una geodésica, y
pongamos p = γ(a) y q = γ(b). Decimos que p y q son conjugados a lo
largo de γ si existe un campo de Jacobi no nulo J a lo largo de γ tal que
J(a) = J(b) = 0.

Intuitivamente, q es conjugado a p cuando las geodésicas que parten de p
con velocidades iniciales próximas al vector γ̇(a) terminan por converger en q.
Por ejemplo, el polo norte y el polo sur de una esfera son puntos conjugados
a lo largo de cualquier meridiano.

La existencia de puntos conjugados es algo propio de la curvatura positiva,
tal y como muestra el siguiente resultado.

Lema 2.1.23. Supongamos que todas las curvaturas seccionales de M son
no positivas. Entonces M no tiene puntos conjugados.

Demostración. Sea γ : [a, b]→M una geodésica y sea J un campo de Jacobi
tal que J(a) = J(b) = 0. Calculamos

d

dt
g(DtJ, J) = g(D2

t J, J) + ‖DtJ‖2 (2.2)
= −g(R(J, γ̇)γ̇, J) + ‖DtJ‖2

= −K(J, γ̇)(‖J‖2‖γ̇‖2 − g(J, γ̇)2) + ‖DtJ‖2 ≥ 0,

luego g(DtJ, J) es creciente con t. Como J(a) = J(b) = 0, necesariamente
g(DtJ, J) ≡ 0. Pero g(DtJ, J) = 1

2
d
dt
g(J, J), es decir, que ‖J‖ es constante, y

como J(a) = 0, se sigue que J ≡ 0.

2.2. Comparación de triángulos

En esta sección repasaremos dos teoremas clásicos de comparación de
triángulos en variedades cuando tenemos cotas sobre la curvatura seccional:
el Teorema de Toponogov y el Teorema de comparación de Rauch. Estos
resultados nos serán de gran utilidad más adelante para analizar la propiedad
de autoconvexidad.
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2.2.1. Teorema de Toponogov

En la Sección 2.1.4 hemos podido entrever que existe una relación entre la
dispersión de las geodésicas próximas y la curvatura seccional de la variedad
que se concreta en la ecuación de Jacobi. El Teorema de Toponogov, que
veremos a continuación, y el Teorema de comparación de Rauch, que veremos
en la sección siguiente, son dos resultados que permiten acotar la longitud
de los lados de los triángulos en una variedad si tenemos una cota de la
curvatura seccional.

Comencemos con algo de terminoloǵıa siguiendo [62, Cap. 8.2]. Una bi-
sagra es un par de segmentos geodésicos (σ1, σ2) que emanan de un punto
común x en el que forman un ángulo ](σ1, σ2). Llamamos vértices de la
bisagra al punto x y a los otros dos extremos de σ1 y σ2, respectivamente.

x

y z

x̂

ẑŷ

θ θ

Figura 2.1: Una bisagra en una cierta variedad riemanniana (izquierda) y
una bisagra de comparación en el espacio eucĺıdeo M2

0 (derecha).

Denotemos por Mn
k la forma espacial de curvatura k. Es decir, la úni-

ca variedad riemanniana n–dimensional completa y simplemente conexa de
curvatura seccional constante k. Dada una bisagra (σ1, σ2) en una variedad
riemanniana cualquiera (M, g) de dimensión n, siempre podemos encontrar
una bisagra de comparación en Mn

k , es decir, una bisagra (σ̂1, σ̂2) en Mn
k

tal que las longitudes de σ1 y σ̂1, y las longitudes de σ2 y σ̂2 coinciden, y
](σ1, σ2) = ](σ̂1, σ̂2) (ver [62, Lema 56] y la Figura 2.1).

El Teorema de Toponogov es un teorema clásico que nos permite compa-
rar distancias en una variedad n–dimensional M con distancias en Mn

k en
términos de bisagras. No incluiremos aqúı una demostración de este resulta-
do, que puede consultarse en [62, Teorema 79]. Si x, y ∈ M son dos puntos
distintos, denotemos por d(x, y) la distancia (geodésica) entre x e y.
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Teorema 2.2.1 (Toponogov). Sea (M, g) una variedad riemanniana de di-
mensión n con todas sus curvaturas seccionales inferiormente acotadas por
una constante k. Para cualquier bisagra en M con vértices y, x, z, y para
cualquier bisagra de comparación en Mn

k con vértices ŷ, x̂, ẑ, se tiene que

d(y, z) ≤ d(ŷ, ẑ).

Este resultado se puede interpretar como “cuanto mayor es la curvatura
seccional, más rápido convergen las geodésicas”.

2.2.2. Teorema de comparación de Rauch

El Teorema de comparación de Rauch puede interpretarse como una suer-
te de rećıproco del Teorema de Toponogov. Su formulación clásica, tal y como
suele aparecer en la literatura, es en términos de campos de Jacobi, lo que
lo hace parecer más complicado que el Teorema de Toponogov. Se puede
encontrar una demostración del Teorema de Rauch en [54, Teorema 11.9].

γ(t)
γ̂(t)

J(t) Ĵ(t)

M M̂

Figura 2.2: Dos geodésicas, γ y γ̂, y dos campos de Jacobi, J y Ĵ , a lo largo de
γ y γ̂, respectivamente. La variedadM (izquierda) tiene curvatura negativa,
mientras que la variedad M̂ (derecha) es plana. Aplicando el Teorema de
comparación de Rauch, J(t) debe ser siempre más largo que Ĵ(t).

Teorema 2.2.2 (Teorema de comparación de Rauch). Sean (M, g) y (M̂, ĝ)
variedades riemannianas. Sean γ : [0, T ] → M y γ̂ : [0, T ] → M̂ segmen-
tos geodésicos tales que ‖γ̇(0)‖ = ‖ ˙̂γ(0)‖, y tales que γ̂(0) no tiene puntos
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conjugados a lo largo de γ̂. Sean J y Ĵ campos de Jacobi a lo largo de γ
y γ̂, respectivamente, tales que J(0) = Ĵ(0) = 0, ‖DtJ(0)‖ = ‖D̂tĴ(0)‖ y
g(DtJ(0), γ̇(0)) = ĝ(D̂tĴ(0), ˙̂γ(0)). Supongamos que las curvaturas seccio-
nales de M y M̂ satisfacen K(Π) ≤ K̂(Π̂) cada vez que Π ⊂ Tγ(t)M y

Π̂ ⊂ Tγ̂(t)M̂ son subespacios 2–dimensionales conteniendo a γ̇(t) y a ˙̂γ(t),

respectivamente. Entonces ‖J(t)‖ ≥ ‖Ĵ(t)‖ para todo t ∈ [0, T ].

2.3. Corrientes

La noción de corriente, introducida por G. de Rham en [29], es una gene-
ralización natural del concepto de distribución introducido por L. Schwartz.

2.3.1. Identidades de Green para corrientes

Definición 2.3.1. Una k–corriente par (resp. impar) es un funcional R–
lineal Λ definido en el espacio de formas diferenciales impares (resp. pares)
con soporte compacto de grado (n − k), y que es continuo en el siguiente
sentido: para todo entorno coordenado (U,x) de M, y para todo compacto
K ⊂ U , si (ϕm)m∈N es una sucesión de (n−k)–formas tales que suppϕm ⊂ K
para todo m ∈ N, y tales que las derivadas de cualquier orden de todos los
coeficientes de las formas ϕm tienden uniformemente a 0 cuando m → ∞,
entonces Λ(ϕm)→ 0.

Ejemplo 2.3.2. Si η es una k–forma par (resp. impar), entonces el operador
Λη dado por

Λη(ϕ) =

∫
M
η ∧ ϕ

para toda (n − k)–forma impar (resp. par) es una k–corriente par (resp.
impar). En efecto, si U es un entorno coordenado, K ⊂ U es un compacto
y (ϕm)m∈N es una sucesión de (n − k)–formas como en la Definición 2.3.1,
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entonces

|Λη(ϕm)| =

∣∣∣∣∣
∫
U

∑
1≤j1<···<jk≤n

ηj1,...,jk ∧ dxj1 ∧ · · · dxjk

∧
∑

1≤i1<···<in−k≤n

ϕm,i1,...,in−kdx
i1 ∧ · · · ∧ dxin−k

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
ia,jb

∫
U

ηj1,...,jkϕm,i1,...,in−kδ
1,...,n
j1,...,jk,i1,...,in−k

dx1 ∧ · · · ∧ dxn
∣∣∣∣∣

≤ C sup
1≤i1<···<in−k≤n

sup
x∈K
|ϕm,i1,...,in−k(x)|

para una cierta constante C que no depende de m. Dado que las funcio-
nes ϕm,i1,...,in−k convergen uniformemente a 0 por hipótesis, se sigue que
supx∈K |ϕm,i1,...,in−k(x)| → 0, luego |Λη(ϕm)| → 0.

Ejemplo 2.3.3. Una medida positiva µ tal que µ(M) < ∞ se puede iden-
tificar con una n–corriente impar Λµ poniendo

Λµ(ϕ) = µ(ϕ),

ya que si suppϕ ⊂ K, entonces

|Λµ(ϕ)| ≤ µ(M) sup
x∈K
|ϕ(x)|.

Similarmente, una medida con signo ν, con descomposición de Jordan ν =
ν+ − ν−, y tal que ν+ y ν− son medidas finitas, se identifica con una n–
corriente Λν = Λν+ − Λν− .

Si Λ es una k–corriente y ω es una p–forma, se define la (k+ p)–corriente
Λ ∧ ω por

Λ ∧ ω(ϕ) = Λ(ω ∧ ϕ).

Se define también ω∧Λ = (−1)kpΛ∧ω. El producto escalar de una k–corriente
par (resp. impar) Λ y una (n− k)–forma impar (resp. par) ω se define como

(Λ, ω) = (ω,Λ) = Λ(∗ω) = Λ ∧ ∗ω(1).

La diferencial exterior de una k–corriente Λ es la (k + 1)–corriente dΛ de
paridad opuesta dada por

dΛ(ϕ) = (−1)k+1Λ(dϕ).
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En particular, d2Λ = 0. Se define también la corriente dual ∗Λ por

∗Λ(ϕ) = Λ(∗−1ϕ) = (−1)k(n+1)Λ(∗ϕ).

Definimos la codiferencial δΛ y el laplaciano ∆Λ de Λ por las fórmulas δ =
(−1)n(k+1)+1 ∗ d∗ y ∆ = δd+ dδ. Se comprueba que ∗∆ = ∆∗.
Teorema 2.3.4 (Integración por partes e identidades de Green). SeaM una
variedad riemanniana compacta. Sean Λ una k–corriente y ω una forma del
grado y la paridad apropiada. Entonces

(dΛ, ω) = (Λ, δω), (δΛ, ω) = (Λ, dω).

Además,
(∆Λ, ω) = (dΛ, dω) + (δΛ, δω) = (Λ,∆ω).

Demostración. En primer lugar,

(dΛ, ω) = dΛ(∗ω)

= (−1)k+1Λ(d ∗ ω)

= (−1)k+1Λ(∗ ∗−1 d ∗ ω)

= (Λ, (−1)k+1 ∗−1 d ∗ ω)

= (Λ, δω).

Similarmente,

(δΛ, ω) = δΛ(∗ω)

= (−1)n(k+1)+1 ∗ d ∗ Λ(∗ω)

= (−1)n(k+1)+1d ∗ Λ(ω)

= (−1)n(k+1)+1+n−k+1 ∗ Λ(dω)

= (−1)n(k+1)+1+n−k+1+k(n+1)Λ(∗dω)

= (−1)2(nk+n+1)Λ(∗dω)

= (Λ, dω).

Por lo tanto,

(δdΛ, ω) = (dΛ, dω) = (Λ, δdω) y (dδΛ, ω) = (δΛ, δω) = (Λ, dδω),

aśı que

((δd+ dδ)Λ, ω) = (dΛ, dω) + (δΛ, δω) = (Λ, (δd+ dδ)ω).
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Observación 2.3.5. Si f ∈ C∞(M), entonces δf = 0, luego ∆f = −∗d∗df .
Tomemos coordenadas (U,x). De la Definición 2.1.15 se sigue que

(∗dxi)1,...,j−1,j+1,...,n = (−1)j+1
√
|g|gij,

luego

∗dxi =
n∑
j=1

(−1)j+1
√
|g|gijdx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Además,

∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxn) = ∗

(
1√
|g|

dvol

)
=

1√
|g|
.

Tenemos, pues, que

∗df = ∗(∂ifdxi) =
n∑
j=1

(−1)j+1
√
|g|gij∂ifdx1∧ · · · ∧dxj−1∧dxj+1∧ · · · ∧dxn.

Por lo tanto,

d ∗ df = ∂j

(√
|g|gij∂if

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

y

∆f = − ∗ d ∗ df = − 1√
|g|
∂j

(√
|g|gij∂if

)
,

que es la expresión local (2.1) para el laplaciano en funciones diferenciables.

2.3.2. Teorema de descomposición de Hodge

Supongamos que una corriente ω admite una solución u de la ecuación
de Poisson ∆u = ω. Entonces, para toda forma armónica ϕ con soporte
compacto,

(ω, ϕ) = (∆u, ϕ) = (u,∆ϕ) = 0,

de modo que ω debe ser, necesariamente, ortogonal a todas las formas armóni-
cas con soporte compacto. SiM es compacta, el Teorema de descomposición
de Hodge garantiza que esta condición también es suficiente para que el pro-
blema de Poisson tenga solución. Incluir en esta memoria la demostración del
Teorema de Hodge llevaŕıa demasiado tiempo. Por ello, referimos al lector al
texto de G. de Rham [29].
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Teorema 2.3.6. Sea M una variedad riemanniana compacta. Existen ope-
radores lineales G y H satisfaciendo las relaciones

dH = Hd = 0, δH = Hδ = 0, ∗H = H∗, H2 = H,

dG = Gd, δG = Gδ, ∗G = G∗, GH = HG = 0,

∆G = G∆ = 1−H.

Corolario 2.3.7 (Teorema de descomposición de Hodge). SeaM una varie-
dad riemanniana compacta. Entonces toda corriente ω se puede escribir de
forma única como

ω = α + β + γ,

donde α es una corriente exacta, β es una corriente coexacta, y γ es una
forma armónica.

Demostración. De la relación ∆G = 1−H se obtiene que

ω = ∆G(ω) +H(ω) = dδG(ω) + δdG(ω) +H(ω).

Dado que dH = δH = 0, se sigue que H(ω) es una corriente armónica, luego
es una forma –de clase C∞– armónica (ver [29, Teorema 21]). La corriente
dδG(ω) es exacta y la corriente δdG(ω) es coexacta.

Para ver la unicidad, supongamos que ω = α+ β+ γ con α una corriente
exacta, β una corriente coexacta, y γ una forma armónica. Si ϕ es una forma
cualquiera, podemos escribir

ϕ = dδG(ϕ) + δdG(ϕ) +H(ϕ).

Sean a y b corrientes tales que α = da y β = δb. Entonces

(α, ϕ) = (da, dδG(ϕ) + δdG(ϕ) +H(ϕ))

= (a, δdδG(ϕ) + δ2dG(ϕ) + δH(ϕ))

= (a, δdδG(ϕ))

= (α, dδG(ϕ)).

Pero también

(ω, dδG(ϕ)) = (α + δb+ γ, dδG(ϕ)) = (α, dδG(ϕ)),
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luego (α, ϕ) = (ω, dδG(ϕ)). Ahora,

(ω, dδG(ϕ)) = (G(dδω), ϕ),

aśı que (α, ϕ) = (G(dδω), ϕ), y como ϕ es arbitraria, se sigue que α =
G(dδω) = dδG(ω). Similarmente, β = δdG(ω) y γ = H(ω).

Supongamos que ω es una n–corriente. Entonces H(ω) es una n–forma
armónica. Si M es compacta –y, como suponemos que es conexa–, necesa-
riamente H(ω) = tdvol para una cierta constante t, de modo que

ω = tdvol + ∆G(ω).

En particular,

ω(1) = tvol(1) + ∆G(ω)(1)

= tvol(M) + ∆G(ω)(∗dvol)

= tvol(M) + (∆G(ω), dvol)

= tvol(M) + (G(ω),∆dvol)

= tvol(M),

luego

t =
ω(1)

vol(M)
.

Llamamos a esta cantidad la masa de ω y la denotamos m(ω), ya que si
ω = µ es una medida, entonces µ(1) =

∫
M dµ, luego m(µ) = 1

vol(M)

∫
dµ. Por

otra parte, como G(ω) es una n–corriente, dG(ω) = 0, aśı que

∆G(ω) = dδG(ω) = −d ∗ d ∗G(ω) = −d ∗ d(∗G(ω)).

Si denotamos Gω = ∗G(ω), entonces

ω = m(ω)dvol− d ∗ dGω, (2.3)

siendo Gω una 0–corriente –una distribución– que cumple Gω(dvol) = 0. Es
decir, Gω(∗1) = (Gω, 1) = 0. Como consecuencia, obtenemos la siguiente
definición.

Definición 2.3.8. SeaM una variedad riemanniana compacta, y sea ω una
n–corriente. Entonces existe una 0–corriente ψ tal que

ω = m(ω)dvol− d ∗ dψ.

La corriente ψ es única si pedimos que ψ(dvol) = 0, y en tal caso ponemos
ψ = Gω. Decimos que Gω es la función de Green de ω.
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2.4. Variedades armónicas

Es bien conocida la propiedad del valor medio para funciones armónicas
en el espacio eucĺıdeo Rn: si h : Ω→ R es una función integrable y armónica
en un abierto Ω ⊂ Rn y B(x, r) es una bola abierta contenida en Ω, entonces

h(x) =
1

vol(B(x, r))

∫
y∈B(x,r)

h(y)dy. (2.4)

Uno podŕıa preguntarse si esta misma igualdad es cierta en variedades rie-
mannianas generales. La respuesta es que en general no es aśı. Sin embargo,
existen ciertas variedades, como la esfera, en las que la propiedad del valor
medio śı se cumple: las variedades localmente armónicas, de las que hablare-
mos en esta sección.

2.4.1. Densidad de volumen

Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea x ∈M un punto cualquiera.
La densidad de volumen es una función diferenciable ωx :M→ R que puede
definirse globalmente, sin hacer mención a sistemas coordenados, en términos
de campos de Jacobi. Sin embargo, para nuestros propósitos, será suficiente
con considerar la definición de esta función en coordenadas normales.

En adelante usaremos frecuentemente los conceptos de cut locus y radio
de inyectividad. Recordemos las definiciones.

Definición 2.4.1. Para un punto x ∈M, el cut locus Cut(x) es el conjunto
de puntos y ∈M cumpliendo, al menos, una de las siguientes condiciones:

a) y es un punto conjugado a x (ver Definición 2.1.22).

b) Existen dos geodésicas minimizantes distintas que unen x con y.

Es posible que un punto y cumpla la condición b) en la definición ante-
rior, pero no la condición a). Imaginemos el plano proyectivo real como una
semiesfera con los puntos antipodales del ecuador identificados, y sea x el
polo norte de la semiesfera. Dado un punto y en el ecuador, existen exacta-
mente dos geodésicas minimizantes que unen x con y: las dos que parten con
velocidades iniciales opuestas desde x. Sin embargo, las geodésicas próximas
a cualquiera de estas dos no convergen en el punto y, sino que van a parar a
puntos próximos a y.
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Lo que más nos interesa de la definición de cut locus es que permite
identificar los puntos en los que la función distancia es diferenciable.

Proposición 2.4.2. Sea x ∈ M un punto cualquiera. La función distancia
r : M → R dada por r(y) = d(x, y) es diferenciable para todo y ∈ M \
(Cut(x) ∪ {x}).

Puede verse la demostración en [62, Corolario 7].

Definición 2.4.3. Sea x ∈M. El radio de inyectividad de x se define como

inj(x) = sup{ε > 0 : expx : B(ε)→ B(x, ε) es un difeomorfismo},

donde B(ε) denota la bola eucĺıdea de centro 0 ∈ Rn y radio ε. El radio de
injectividad de M es

inj(M) = ı́nf
x∈M

inj(x).

Observación 2.4.4. SiM es una variedad compacta, entonces inj(M) > 0.

Definición 2.4.5. Sean (M, g) una variedad riemanniana, x ∈M un punto
y U en entorno normal de x. La densidad de volumen es una función cuya
expresión en coordenadas normales es

ωx(y) =
√
|g|(y), y ∈ U.

Para ver una definición formal de la densidad de volumen sin usar coor-
denadas, puede consultarse [14, 6.3] o [47].

Proposición 2.4.6. La densidad de volumen satisface las siguientes propie-
dades:

a) ωx es una función diferenciable en cualquier entorno normal de x.

b) ωx(x) = 1.

c) ωx(y) > 0 si d(x, y) < inj(x).

d) ωx(y) = 0 si, y sólo si, y es conjugado a x.

e) ωx(y) = ωy(x).
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Las propiedades a), b) y c) se siguen directamente de la Definición 2.4.5
(para b) recordemos que, en coordenadas normales, gij(0) = δij). La propie-
dad d) es consecuencia de la definición de ωx en términos de campos de Jacobi
(ver [14, 6.3]). Finalmente, e) se sigue de la involución geodésica canónica (ver
Definición 2.4.7 y Lema 2.4.8 a continuación).

Definición 2.4.7. La involución geodésica canónica i del fibrado tangente
TM se define de la siguiente manera. Sea D ⊂ TM el dominio de definición
de la aplicación exponencial exp, y denotemos por γv la geodésica expx(tv),
con t ∈ [0, 1], para (x, v) ∈ D. Entonces i : D → D es la aplicación dada por

i(v) = −γ̇v(1).

En otras palabras, si v ∈ TxM e y = expx v, entonces i(v) es el único vector
w ∈ TyM tal que expy w = x.

Lema 2.4.8. Sean x ∈M, v ∈ TxM e y = expx v. Denotemos, abusando de
la notación, ω(v) = ωx(y). Entonces ω(v) = ω(i(v)).

La demostración de este resultado puede encontrarse en [14, Lema 6.12].
Con el Lema 2.4.8 se puede demostrar fácilmente la propiedad e) de la Pro-
posición 2.4.6.

2.4.2. Variedades localmente armónicas

Una variedad localmente armónica es aquella en la que la densidad de
volumen es una función radialmente simétrica en un entorno de cada punto.
Más formalmente:

Definición 2.4.9. SeaM una variedad riemanniana, y sea x ∈M un punto.
Decimos que M es localmente armónica en x si existe un ε > 0 tal que
la densidad de volumen ωx es radialmente simétrica en B(x, ε). Es decir,
si existe una función Ωx : [0, ε) → R tal que ωx(y) = Ωx(d(x, y)) para
todo y ∈ B(x, ε). Decimos que M es localmente armónica si es localmente
armónica en x para todo x ∈M.

El espacio eucĺıdeo Rn es un ejemplo de variedad localmente armónica

con Ω(r) ≡ 1. La esfera Sn es localmente armónica, con Ω(r) = sinn−1(r)
rn−1 .

También son variedades localmente armónicas los espacios proyectivos RPn,
CPn, HPn, y el plano de Cayley OP2.
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Observación 2.4.10. Toda variedad localmente armónica es una variedad
de Einstein (ver [14, 6]). Como consecuencia de un teorema de DeTurck y
Kazdan [32, Teorema 5.2], esto implica que la representación de la métrica
g en coordenadas normales es anaĺıtica. Por lo tanto, la representación de
la densidad de volumen en coordenadas normales es también una función
anaĺıtica. Esto significa que si ωx es radialmente simétrica en B(x, ε) para
un cierto ε > 0, entonces también es radialmente simétrica en B(x, inj(x)).
En otras palabras, siempre podemos tomar ε = inj(x). Es más, si M es
localmente armónica y d(x, y) < inj(M), entonces, por [14, Proposición 4.16],
ωx y ωy son radialmente simétricas con la misma función Ω. Esto significa
que en adelante podemos omitir el sub́ındice x en Ωx.

Recordemos (ver [5, 4.9]) que en coordenadas polares riemannianas (r, θ)
el laplaciano de una función radialmente simétrica f(r) está dado por

−∆f(r) = f ′′(r) +
n− 1

r
f ′(r) + f ′(r)∂r log

√
|g|(rθ).

Por lo tanto, si M es localmente armónica, entonces el laplaciano de la fun-
ción distancia r(y) = d(x, y) tiene la expresión

Lx(r) := ∆r(y) = −n− 1

r
− Ω′(r)

Ω(r)
= − d

dr
log rn−1Ω(r). (2.5)

Observación 2.4.11. Dado que el miembro derecho de (2.5) no depende de
x, aqúı también podemos omitir el sub́ındice x en Lx.

El siguiente resultado, cuya demostración incluimos por completitud, per-
mite una interpretación alternativa de las variedades localmente armónicas:
son aquellas para las que toda esfera geodésica suficientemente pequeña
tiene curvatura media constante. Si x e y son dos puntos distintos con
r = d(x, y) < inj(x), denotemos por σx,y el operador de forma de la esfe-
ra geodésica S(x, r) en el punto y. Esto es, σx,y(X) = −∇XN para todo
campo de vectores X ∈ X(M) tangente a S(x, r) en y, donde N = ∂r es el
vector normal unitario que apunta hacia afuera en S(x, r).

Recordemos que la curvatura media de la esfera geodésica S(x, r) en el
punto y se define como 1

n−1
trσx,y, donde tr denota la traza del operador.

Proposición 2.4.12. Sean x, y ∈M dos puntos distintos con r = d(x, y) <
inj(x). Entonces

∆r = trσx,y.
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Demostración. Sea {E1, ..., En−1, N} un sistema de referencia ortonormal en
un entorno de y. Entonces

∆r = −div∇r = −tr∇N = −
n−1∑
i=1

g(∇EiN,Ei)− g(∇NN,N)

= trσx,y − g(∇NN,N).

Pero g(∇NN,N) = 1
2
N(g(N,N)) = 0, ya que g(N,N) ≡ 1.

La proposición anterior nos da una caracterización tal vez algo más intui-
tiva de las variedades localmente armónicas: son aquellas en las que las esferas
geodésicas suficientemente pequeñas tienen curvatura media constante que
sólo depende del radio, y no del punto central.

Proposición 2.4.13. Supongamos que M es localmente armónica en x, y
sea 0 < r < inj(x). Denotemos por vx(r) el volumen (n− 1)–dimensional de
la esfera geodésica S(x, r). Entonces

−Lx(r) =
d

dr
log vx(r).

Demostración. Sea 0 < δ < r un número real cualquiera. Denotemos

A(x, δ, r) = {y ∈M : δ ≤ r(y) ≤ r},

donde r(y) = d(x, y). Aplicando la primera identidad de Green,

−
∫
y∈A(x,δ,r)

∆r(y)dvol(y) =

∫
S(x,r)

‖∇r(y)‖2dSr(y)

−
∫
S(x,δ)

‖∇r(y)‖2dSδ(y)

= vx(r)− vx(δ),

ya que ‖∇r(y)‖ ≡ 1, donde dSr es la medida riemanniana inducida en S(x, r).
Haciendo tender δ a 0, tenemos por un lado que∫

y∈B(x,r)

∆r(y)dvol(y) = −vx(r).

60
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Por otro lado, tomando coordenadas polares riemannianas en B(x, r),∫
y∈B(x,r)

∆r(y)dvol(y) =

∫ r

0

∫
y∈S(x,t)

∆r(y)dSt(y)dt

=

∫ r

0

L(t)vx(t)dt.

Derivando, tenemos que

− d

dr
vx(r) = L(r)vx(r), luego − L(r) =

d

dr
log vx(r).

Observación 2.4.14. Como el miembro izquierdo de la igualdad en la Pro-
posición 2.4.13 no depende del punto x, podemos omitir el sub́ındice x en
vx(r) siempre que 0 < r < inj(M).

Otras caracterizaciones de las variedades localmente armónicas pueden
encontrarse en [14, Proposición 6.21].

2.5. Enerǵıas y medidas de equilibrio

En esta sección veremos algunos de los principales resultados relativos
a las enerǵıas continua y discreta con núcleo arbitario. Todos estos resul-
tados pueden encontrarse, de forma más o menos expĺıcita, en cualquiera
de las referencias clásicas [52, 24, 60]. Nosotros seguiremos el libro [18], que
está en proceso de publicación, y que recoge los principales elementos que
necesitaremos en esta memoria.

2.5.1. Enerǵıa discreta y enerǵıa continua

SeaM una variedad riemanniana compacta. Un núcleo es una aplicación
K : M ×M → R ∪ {+∞} simétrica y semicontinua inferior. Dada una
colección de N puntos ωN = {x1, ..., xN} en M, se define su K–enerǵıa
discreta por

EK(ωN) = EK(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

K(xi, xj).
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La enerǵıa discreta representa la enerǵıa de un sistema de N part́ıculas en el
que la interacción entre dos de ellas está dada por el núcleo K. Denotamos
por EK(N) la enerǵıa mı́nima para N part́ıculas. Es decir,

EK(N) = ı́nf
ωN
EK(ωN).

Como M es compacta y K es semicontinuo inferior, este ı́nfimo siempre se
alcanza por alguna colección minimizante.

Lema 2.5.1. La sucesión (τN)N≥2 dada por

τN =
EK(N)

N(N − 1)

es no decreciente.

Demostración. Sea ωN = {x1, ..., xN} una configuración cualquiera de N ≥ 3
puntos en M. Para cada k = 1, ..., N , tenemos que

EK(ωN) =
N∑
j=1
j 6=k

K(xk, xj) +
N∑
j=1
j 6=k

K(xj, xk) +
N∑
i 6=j
i,j 6=k

K(xi, xj)

≥
N∑
j=1
j 6=k

K(xk, xj) +
N∑
j=1
j 6=k

K(xj, xk) + EK(N − 1).

Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta N ,

NEK(ωN) ≥
N∑
k=1

N∑
j=1
j 6=k

K(xk, xj) +
N∑
k=1

N∑
j=1
j 6=k

K(xj, xk) +NEK(N − 1)

≥ 2EK(N) +NEK(N − 1),

y como ωN es una configuración cualquiera,

NEK(N) ≥ 2EK(N) +NEK(N − 1).

Es decir,
(N − 2)EK(N) ≥ NEK(N − 1).
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Dividiendo por N(N − 1)(N − 2) obtenemos que

EK(N)

N(N − 1)
≥ EK(N − 1)

(N − 1)(N − 2)
,

de donde se sigue el resultado.

El lema anterior muestra que el ĺımite (posiblemente infinito)

τK(M) = ĺım
N→∞

EK(N)

N2

existe. Lo llamamos K–diámetro transfinito de M.
La contraparte continua de la enerǵıa discreta se define de la siguiente

manera: si µ es una medida (boreliana) finita, el K–potencial de µ es la
función Uµ

K definida por

Uµ
K(x) =

∫
y∈M

K(x, y)dµ(y).

La K–enerǵıa continua de µ es

IK [µ] = (µ⊗ µ)(K) =

∫
x∈M

Uµ(x)dµ(x) =

∫
x,y∈M

K(x, y)dµ(x)dµ(y).

Una medida de equilibrio (si existe) es una medida de probabilidad µ∗ que
minimiza la enerǵıa continua entre todas las medidas de probabilidad. Es
decir,

IK [µ∗] = ı́nf
µ prob.

IK [µ] =: WK(M).

Llamamos a WK(M) la constante de Wiener de M.

Observación 2.5.2. La definición de enerǵıa continua se puede extender de
manera natural a medidas con signo. Si ν es una medida con signo finita y
ν = ν+ − ν− es su descomposición de Jordan, podemos escribir

IK [ν] = (ν+ ⊗ ν+)(K) + (ν− ⊗ ν−)(K)− (ν+ ⊗ ν−)(K)− (ν− ⊗ ν+)(K),

siempre que alguna de las sumas (ν+ ⊗ ν+)(K) + (ν− ⊗ ν−)(K) o (ν+ ⊗
ν−)(K) + (ν−⊗ν+)(K) sea finita. Observemos que, como K es semicontinuo
inferior yM es compacta,K está inferiormente acotado, luego si |IK [ν]| <∞,
entonces K es (ν ⊗ ν)–integrable.
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2.5.2. Medida de equilibrio: existencia

Una medida de equilibrio, como veremos a continuación, siempre existe.

Lema 2.5.3. El potencial Uµ
K de una medida finita es una función semicon-

tinua inferior.

Demostración. Sea x ∈M un punto cualquiera, y sea (xm)m∈N una sucesión
de puntos tales que xm → x. Aplicando el lema de Fatou y la semicontinuidad
inferior del núcleo,

Uµ
K(x) =

∫
y∈M

K(x, y)dµ(y)

≤
∫
y∈M

ĺım inf
m→∞

K(xm, y)dµ(y)

≤ ĺım inf
m→∞

∫
y∈M

K(xm, y)dµ(y)

= ĺım inf
m→∞

Uµ
K(xm).

A continuación veremos que, como consecuencia del Lema 2.5.3, el poten-
cial Uµ

K(x) y la enerǵıa continua IK [µ] también son funciones semicontinuas
inferiores de µ en la topoloǵıa ∗–débil. Recordemos que una sucesión de me-
didas (µm)m∈N converge en el sentido ∗–débil a una medida µ si para toda
función continua f :M→ R se tiene que

ĺım
m→∞

∫
M
f dµm =

∫
M
f dµ.

Lo denotamos µm
∗
⇀ µ.

Proposición 2.5.4 (Principio de descenso). Sea (µm)m∈N una sucesión de
medidas de probabilidad que convergen en el sentido ∗–débil a una medida
de probabilidad µ. Entonces

Uµ
K(x) ≤ ĺım inf

m→∞
Uµm
K (x) ∀x ∈M, (2.6)

y
IK [µ] ≤ ĺım inf

m→∞
IK [µm]. (2.7)
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Demostración. Como el núcleo K es una función semicontinua inferior, po-
demos tomar una sucesión no decreciente (K`)`∈N de funciones continuas

K` : M×M → R que convergen puntualmente a K. Como µm
∗
⇀ µ y las

funciones K` son continuas, para cada ` fijo tenemos que

Uµ
K`

(x) = ĺım
m→∞

Uµm
K`

(x) ≤ ĺım inf
m→∞

Uµm
K (x). (2.8)

Como K` ↑ K, aplicando el Teorema de la convergencia monótona se sigue
que ĺım`→∞ U

µ
K`

(x) = Uµ
K(x). Haciendo entonces tender ` a infinito en (2.8),

obtenemos (2.6).

Como µm
∗
⇀ µ, también µm ⊗ µm

∗
⇀ µ ⊗ µ, y un argumento similar

muestra que
IK` [µ] = ĺım

m→∞
IK` [µm] ≤ ĺım inf

m→∞
IK [µm],

de donde se obtiene (2.7).

Para probar la existencia de una medida de equilibrio necesitaremos an-
tes un resultado bien conocido en Análisis Funcional llamado Teorema de
selección de Helly. Aunque se trata de un resultado clásico (ver, por ejem-
plo, [53]), incluimos la demostración espećıfica para el caso de variedades por
completitud.

Teorema 2.5.5 (Teorema de selección de Helly). Sea (νm)m una sucesión
de medidas con signo en una variedad compacta M tales que la sucesión
de variaciones totales (|νm|(M))m está acotada. Entonces la sucesión (νm)m
admite una subsucesión que converge en el sentido ∗–débil a una medida con
signo finita ν.

Demostración. Primero veamos que el espacio de funciones continuas C(M)
con la norma del supremo es separable. En efecto, como M es compacta,
M admite un atlas finito {(Uk, ϕk)}k tal que ϕk(Uk) = (0, 1)n ⊂ Rn para
todo k. Sea {ηk}k una partición de la unidad subordinada al recubrimiento,
de manera que podemos escribir toda función continua f ∈ C(M) como
f =

∑
k ηkf . Cada función ηkf es continua en Uk y para todo y ∈ ∂Uk

se tiene que ĺımx→y ηk(x)f(x) = 0. Por el Teorema de Stone–Weierstrass, el
espacio de funciones continuas en [0, 1]n que se anulan en ∂[0, 1]n es separable,
luego componiendo con la carta ϕk el espacio de funciones continuas f en Uk
tales que ĺımx→y∈∂Uk f(x) = 0 también es separable, de donde se deduce que
C(M) es separable.
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Sea {f`}`∈N un conjunto denso y numerable de funciones continuas deM.
Denotemos

a`m =

∫
M
f` dνm.

Por hipótesis, existe una constante M tal que |νm|(M) ≤ M para todo m.
Entonces

|a`m| ≤
∫
M
|f`|dν+

m +

∫
M
|f`|dν−m

≤ ‖f`‖
(
|νm(supp ν+

m)|+ |νm(supp ν−m)|
)
≤M‖f`‖.

para todo m ∈ N. Como (a1
m)m es una sucesión acotada, admite una sub-

sucesión (a1
m1
p
)p convergente. Como (a2

m1
p
)p es una sucesión acotada, admite

una subsucesión convergente (a2
m2
p
)p. Continuando este proceso obtenemos,

para cada `, una sucesión (a`
m`p

)p convergente de tal modo que (armrp)p es una

subsucesión de (a`
m`p

)p para todo r ≥ `. Denotemos L(f`) = ĺımp→∞ a
`
m`p

. Para

cada `, la sucesión diagonal (a`
mpp

)p≥` es una subsucesión de (a`
m`p

)p, de modo

que ĺımp→∞ a
`
mpp

= ĺımp→∞ a
`
m`p

= L(f`).

Sea f ∈ C(M). Para cada ε > 0 existe un ` ∈ N tal que ‖f` − f‖ < ε.
Además, para ı́ndices α y β suficientemente grandes, |a`mαα − a`

mββ
| < ε, aśı

que para ı́ndices α y β suficientemente grandes se tiene que∣∣∣∣∫ fdνmαα −
∫
fdνmββ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ fdνmαα −
∫
f`dνmαα

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ f`dνmαα −
∫
f`dνmββ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ f`dνmββ
−
∫
fdνmββ

∣∣∣∣
≤ |νmαα |‖f` − f‖+ |a`mαα − a

`

mββ
|+ |νmββ |‖f` − f‖

≤Mε+ ε+Mε = ε(2M + 1).

Como M es compacta, C(M) es completo, aśı que el ĺımite

L(f) = ĺım
p→∞

∫
fdνmpp

existe para cada f ∈ C(M). El funcional L : C(M)→ R es lineal y, puesto
que L(f) ≤ M‖f‖, es acotado. Aplicando el Teorema de representación de
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Riesz, existe una medida con signo finita ν tal que

L(f) =

∫
fdν, f ∈ C(M).

Pero entonces νmpp
∗
⇀ ν cuando p→∞.

Corolario 2.5.6. Existe al menos una medida de probabilidad µ∗ tal que
IK [µ∗] = WK(M).

Demostración. Sea (µm)m una sucesión de medidas de probabilidad en M
tales que ĺımm→∞ IK [µm] = WK(M). Por el Teorema 2.5.5, existe una subsu-
cesión (µmp)p convergente en el sentido ∗–débil a una medida con signo finita
µ∗. Como la función constante 1 es continua, µ∗(M) = ĺımp→∞ µmp(M) = 1,
de modo que µ∗ es una medida de probabilidad.

Aplicando la Proposición 2.5.4, tenemos que

IK [µ∗] ≤ ĺım inf
p→∞

IK [µmpp ] = WK(M),

de donde se sigue el corolario.

2.5.3. Medida de equilibrio: unicidad

Dadas dos medidas finitas µ y ν, denotamos por IK [µ, ν] la enerǵıa con-
junta de µ y ν, dada por

IK [µ, ν] =

∫
x,y∈M

K(x, y)dµ(x)dν(y).

Si µ y ν son medidas con signo finitas, se define

IK [µ, ν] = IK [µ+, ν+] + IK [µ−, ν−]− IK [µ+, ν−]− IK [µ−, ν+],

siempre que al menos una de las sumas IK [µ+, ν+]+IK [µ−, ν−] o IK [µ+, ν−]+
IK [µ−, ν+] sea finita.

Definición 2.5.7. Decimos que el núcleo K es estrictamente condicional-
mente definido positivo si para toda medida con signo finita ν tal que ν(M) =
0 y IK [ν] está bien definida se cumple que IK [ν] ≥ 0 y IK [ν] = 0 si, y sólo
si, ν = 0.
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Lema 2.5.8. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente definido
positivo. Entonces para cualquier par de medidas de probabilidad µ1 y µ2 con
K–enerǵıa finita la enerǵıa mutua IK [µ1, µ2] es finita y, además,

IK [µ1, µ2] ≤ 1

2
(IK [µ1] + IK [µ2]),

y se da la igualdad si, y sólo si, µ1 = µ2.

Demostración. Sea ν = µ1 − µ2. Veamos, en primer lugar, que la enerǵıa
IK [ν] está bien definida. Sea ν = ν+− ν− la descomposición de Jordan de ν.
Sean A+ = supp ν+ y A− = supp ν−. Para cualquier conjunto boreliano B
tenemos que

ν+(B) = ν+(B ∩ A+) = ν(B ∩ A+) ≤ µ1(B ∩ A+) ≤ µ1(B),

y
ν−(B) = ν−(B ∩ A−) = −ν(B ∩ A−) ≤ µ2(B ∩ A−) ≤ µ2(B).

Como K es semicontinuo inferior y M es compacta, K está inferiormente
acotado. Sea c una cota inferior de K. Entonces K(x, y)− c ≥ 0 y

IK [ν+, ν+] =

∫
x,y∈M

(K(x, y)− c)dν+(x)dν+(y) +

∫
x,y∈M

c dν+(x)dν+(y)

≤
∫
x,y∈M

(K(x, y)− c)dµ1(x)dµ1(y) +

∫
x,y∈M

c dν+(x)dν+(y) <∞,

y, similarmente, IK [ν−, ν−] <∞. Por tanto IK [ν] está bien definida.
Comprobemos ahora que IK [µ1, µ2] es finita. Dado que ν(M) = µ1(M)−

µ2(M) = 1 − 1 = 0, IK [ν] está bien definida y K es estrictamente con-
dicionalmente definido positivo, se cumple que IK [ν] ≥ 0. En particular,
IK [ν+, ν−] = IK [ν−, ν+] < ∞. Pongamos K1(x, y) = K(x, y) − c. Entonces
IK1 [µi, µi] = IK [µi]− c < ∞, i = 1, 2, y también IK1 [ν

+, ν−] = IK [ν+, ν−]−
c <∞. Tenemos, además, que

µ1 = µ2 + ν ≤ µ2 + ν+, µ2 = µ1 − ν ≤ µ1 + ν−,

y ν+ ≤ µ1. Por lo tanto,

IK1 [µ1, µ2] ≤ IK1 [µ2, µ2] + IK1 [ν
+, µ2]

≤ IK1 [µ2, µ2] + IK1 [ν
+, µ1] + IK1 [ν

+, ν−]

≤ IK1 [µ2, µ2] + IK1 [µ1, µ1] + IK1 [ν
+, ν−] <∞.
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Se sigue que IK [µ1, µ2] = IK1 [µ1, µ2]− c <∞, de modo que –ahora ya todos
los términos abajo escritos están bien definidos–

0 ≤ IK [ν, ν] = IK [µ1] + IK [µ2]− 2IK [µ1, µ2],

y se da la igualdad si, y sólo si, ν = 0, es decir, µ1 = µ2.

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes para la unicidad
de la medida de equilibrio.

Teorema 2.5.9. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente de-
finido positivo y que existe al menos una medida de probabilidad µ tal que
IK [µ] <∞. Entonces la medida de equilibrio µ∗ es única.

Demostración. Si existe al menos una medida de probabilidad µ tal que
IK [µ] <∞, entonces WK(M) <∞ –además WK(M) > −∞ porque K está
inferiormente acotado–. Supongamos que ν∗ es otra medida de equilibrio.
Como WK(M) <∞, ambas µ∗ y ν∗ tienen enerǵıa finita. Aplicando el Lema
2.5.8 tenemos que

IK [µ∗, ν∗] ≤ 1

2
(IK [µ∗] + IK [ν∗]) = WK(M).

Por otra parte, la medida λ = 1
2
(µ∗ + ν∗) es también una medida de proba-

bilidad en M, y

IK [λ] =
1

4
IK [µ∗] +

1

4
IK [ν∗] +

1

2
IK [µ∗, ν∗] ≤ WK(M),

de modo que λ es también una medida de equilibrio y IK [λ] = WK(M). Es
decir,

IK [µ∗, ν∗] = 2IK [λ]− 1

2
IK [µ∗]− 1

2
IK [ν∗] = WK(M) =

1

2
(IK [µ∗] + IK [ν∗]).

Aplicando de nuevo el Lema 2.5.8, µ∗ = ν∗.

2.5.4. Relación entre las enerǵıas continua y discreta

Una importante relación entre la enerǵıa discreta y la enerǵıa continua
viene dada por el Teorema 2.5.11 a continuación. Antes de demostrarlo, pro-
baremos un pequeño lema.
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Lema 2.5.10. Se cumple que

τK(M) ≤ WK(M).

Demostración. Sea µ∗ una medida de equilibrio. Tenemos que

mı́n
x1,...,xN

EK(x1, ..., xN) ≤
∫
x1,...,xN∈M

EK(x1, ..., xN)dµ∗(x1) · · · dµ∗(xN)

=

∫
x1,...,xN∈M

∑
i 6=j

K(xi, xj)dµ
∗(x1) · · · dµ∗(xN)

=
∑
i 6=j

WK(M) = N(N − 1)WK(M),

luego

EK(N)

N(N − 1)
≤ WK(M),

y haciendo tender N a infinito se obtiene el resultado.

Teorema 2.5.11. Se tiene que

τK(M) = WK(M).

Es más, si (ωN)N≥2 es cualquier sucesión de configuraciones que verifica

ĺım
N→∞

EK(ωN)

N2
= τK(M), (2.9)

entonces cualquier punto de acumulación en la topoloǵıa ∗–débil de la medida
emṕırica µωN = 1

N

∑
x∈ωN δx es una medida de equilibrio para la enerǵıa

continua.

Demostración. Supongamos, en primer lugar, que K es un núcleo continuo.
Sea (ωN)N una sucesión de configuraciones de puntos que cumple (2.9). Apli-
cando el Teorema 2.5.5, la sucesión (µωN ) admite una subsucesión convergente

(µωNM )M en la topoloǵıa ∗–débil. Sea entonces µ tal que µωNM
∗
⇀ µ cuando

M → ∞. Entonces µωNM ⊗ µωNM
∗
⇀ µ ⊗ µ. Dado que IK [µωNM ] < ∞ al ser
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K continuo, podemos escribir

IK [µ] = ĺım
M→∞

IK [µωNM ] = ĺım
M→∞

1

N2
M

NM∑
i,j=1

K(xi, xj)

= ĺım
M→∞

EK(ωNM )

N2
M

+
1

N2
M

NM∑
i=1

K(xi, xi)

≤ τK(M) + ĺım
M→∞

máxx∈MK(x, x)

NM

= τK(M).

Si K no es continuo, entonces podemos tomar una sucesión no decreciente
(K`)` de núcleos continuos que convergen puntualmente a K. Aplicando el
Teorema de la convergencia monótona,

IK [µ] = ĺım
`→∞

IK` [µ] = ĺım
`→∞

ĺım
M→∞

IK` [µωNM ]

= ĺım
`→∞

ĺım
M→∞

EK`(ωNM )

N2
M

+
1

N2
M

NM∑
i=1

K`(xi, xi)

= ĺım
`→∞

ĺım
M→∞

EK`(ωNM )

N2
M

≤ ĺım
`→∞

ĺım
M→∞

EK(ωNM )

N2
M

= τK(M).

Y, de nuevo, IK [µ] ≤ τK(M). Aplicando el Lema 2.5.10, IK [µ] ≤ WK(M),
luego IK [µ] = WK(M) y aśı µ es una medida de equilibrio. Además, se tiene
que WK(M) ≤ IK [µ] ≤ τK(M) ≤ WK(M), luego τK(M) = WK(M).

Como consecuencia inmediata de los teoremas 2.5.11 y 2.5.9 tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 2.5.12. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente
definido positivo y que existe al menos una medida de probabilidad µ con
enerǵıa finita. Entonces existe una única medida de equilibrio µ∗ y para
cualquier sucesión de configuraciones (ωN)N satisfaciendo (2.9) se cumple que

µωN
∗
⇀ µ∗. En particular, esto último se cumple para una sucesión (ω∗N)N de

configuraciones óptimas para la enerǵıa discreta.

Teorema 2.5.13. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente
definido positivo. Si el potencial Uµ∗

K de una medida de probabilidad µ∗ tiene
un valor finito constante igual a c en todo M, entonces µ∗ es la –única–
medida de equilibrio y WK(M) = c.
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Caṕıtulo 2. Preliminares

Demostración. Tenemos que

IK [µ∗] =

∫
M
Uµ∗

K dµ∗ = c,

luego la enerǵıa de µ∗ es finita. Como, además, K es estrictamente condi-
cionalmente definido positivo, por el Teorema 2.5.9 la medida de equilibrio
es única. Si, ahora, µ es cualquier otra medida de probabilidad con enerǵıa
finita, entonces

IK [µ∗, µ] =

∫
M
Uµ∗

K dµ = c = IK [µ∗].

Aplicando el Lema 2.5.8, tenemos que

IK [µ∗] ≤ 1

2
(IK [µ∗] + IK [µ]),

de donde IK [µ∗] ≤ IK [µ].
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Caṕıtulo 3

Distribución asintótica de las
colecciones óptimas para la
enerǵıa de Green en una
variedad compacta

Dedicamos este caṕıtulo a la demostración del Teorema 1.7.1, que afirma
que las configuraciones óptimas para la enerǵıa de Green se distribuyen uni-
formemente en M cuando el número de puntos tiende a infinito. En todo el
caṕıtulo M será una variedad riemanniana compacta de dimensión n ≥ 2.

3.1. El núcleo de Green

En la Sección 2.3.2 pudimos ver que, como consecuencia del Teorema
de descomposición de Hodge, si ω es una n–corriente, entonces existe una
0–corriente –una distribución– Gω tal que

ω = m(ω)dvol− d ∗ dGω,

donde m(ω) = ω(1)
vol(M)

es la masa de ω (ver Definición 2.3.8). Llamamos a
Gω la función de Green de ω, que es única si pedimos que sea ortogonal
a todas las formas armónicas. Sin embargo, Gω no admite necesariamente
una representación como una función en todos los casos. Esto sólo ocurre si
imponemos ciertas condiciones en ω.
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Si ω = δp es una delta de Dirac centrada en p ∈ M, entonces es un
resultado clásico que Gδp admite una representación como una función semi-
continua inferior. El siguiente teorema, cuya demostración no incluimos aqúı,
puede encontrarse, por ejemplo, en [5, Teorema 4.13].

Teorema 3.1.1. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensión
n ≥ 2. Existe una única función G :M×M→ R ∪ {+∞} satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1. Para todo y ∈M,

−d ∗ dG(x, y) = δy − V −1dvol,

donde V = vol(M), en el sentido de las distribuciones.

2. G es de clase C∞ en todo M×M excepto en la diagonal.

3. Existe una constante c tal que

|G(x, y)| ≤ c(1 + log d(x, y)−1) si n = 2,
|G(x, y)| ≤ cd(x, y)2−n si n > 2.

4. G está inferiormente acotada en M.

5. Para todo y ∈M,
∫
x∈MG(x, y)dvol(x) = 0.

6. Para todo x, y ∈M, G(x, y) = G(y, x).

Decimos que G es el núcleo de Green de M. Si escribimos Gδp(x) =
G(p, x), entonces obtenemos un representante de la función de Green de
δp como una función propiamente dicha. Necesitaremos también una cota
inferior del núcleo de Green. El siguiente lema se deduce directamente de
[63, Proposición 6.1].

Lema 3.1.2. Existen constantes c1, c2 > 0 tales que, para todo x 6= y,

−c1 + c2 log d(x, y)−1 ≤ G(x, y) si n = 2,
−c1 + c2d(x, y)2−n ≤ G(x, y) si n > 2.

Observación 3.1.3. El Teorema 3.1.1 afirma que G es simétrica y que es
diferenciable fuera de la diagonal deM. El Lema 3.1.2 nos dice, además, que
ĺım infx→y G(x, y) = +∞ para todo y ∈ M, por lo que G es semicontinua
inferior en M×M. Esto quiere decir que el núcleo de Green es un núcleo
en el sentido de la Sección 2.5.
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Con ayuda del núcleo de Green podemos también calcular funciones de
Green para medidas finitas.

Proposición 3.1.4. Sea µ una medida finita enM, interpretada como una
n–corriente. Entonces la función

Gµ(x) =

∫
y∈M

G(x, y)dµ(y)

es semicontinua inferior y satisface

µ = m(µ)− d ∗ dGµ.

Demostración. Que la función Gµ es semicontinua inferior se sigue del Lema
2.5.3. Sea ϕ ∈ C∞(M) una función diferenciable. Como G es integrable,
podemos aplicar el Teorema de Fubini y el Teorema 3.1.1:

−d ∗ dGµ(ϕ) =

∫
x∈M

Gµ(x)∆ϕ(x)dvol(x)

=

∫
x∈M

∫
y∈M

G(x, y)dµ(y)∆ϕ(x)dvol(x)

=

∫
y∈M

∫
x∈M

G(x, y)∆ϕ(x)dvol(x)dµ(y)

=

∫
y∈M

(
ϕ(y)− V −1

∫
x∈M

ϕ(x)dvol(x)

)
dµ(y)

=

∫
y∈M

ϕ(y)dµ(y)− V −1

∫
x∈M

ϕ(x)dvol(x)

∫
y∈M

dµ(y)

= (µ−m(µ)dvol)(ϕ),

de donde se sigue el resultado.

Observación 3.1.5. Si ν es una medida con signo finita y ν = ν+−ν− es su
descomposición de Jordan, entonces Gν = Gν+−Gν− como 0–corrientes. Am-
bas Gν+ y Gν− pueden representarse como funciones semicontinuas inferiores,
pero pudiera ocurrir que en un cierto punto x ∈M fuera Gν+(x) = Gν−(x) =
+∞, en cuyo caso no es posible asignar un valor a Gν(x). Sin embargo, si
alguna de las dos Gν+ o Gν− está acotada, entonces Gν śı que admite una
representación como una función. En particular, si Gν− es continua (resp.
Gν+ es continua), entonces Gν es semicontinua inferior (resp. superior).
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Definimos la enerǵıa de Green como en la Sección 2.5.

Definición 3.1.6. La enerǵıa de Green discreta de un conjunto de N ≥ 2
puntos {x1, ..., xN} ⊂ M se define como

E(x1, ..., xN) =
∑
i 6=j

G(xi, xj).

La enerǵıa de Green continua de una medida finita µ se define como

E(µ) =

∫
M
Gµ(x)dµ(x) =

∫
M
G(x, y)dµ(x)dµ(y).

Si µ1 y µ2 son medidas finitas, definimos

E(µ1, µ2) =

∫
M
Gµ1(x)µ2(x) =

∫
M
Gµ2(y)dµ1(y),

y si ν es una medida con signo finita, con descomposición de Jordan ν =
ν+ − ν−, entonces

E(ν) = E(ν+) + E(ν−)− 2E(ν+, ν−),

siempre que alguna de las cantidades E(ν+) +E(ν−) o E(ν+, ν−) sea finita.

3.2. Mollifiers en variedades riemannianas

Para demostrar el Teorema 1.7.1 necesitaremos introducir la definición de
mollifier. En R podemos definir la función diferenciable

fn(r) =

{
Cne

− 1
1−r2 si r < 1,

0 si r ≥ 1,

donde Cn es una constante de tal modo que la función φ(u) = fn(‖u‖) cumple∫
Rn φ = 1. La colección de funciones {φε}ε>0, donde φε(u) = ε−nφ(u/ε) =
ε−nf(‖u‖/ε) son los clásicos mollifiers en Rn (véase, por ejemplo, [36, Cap.
4.2]). Cada función φε es positiva, diferenciable, tiene soporte en la bola
cerrada B(ε) = {u ∈ Rn : ‖u‖ ≤ ε}, cumple

∫
Rn φε = 1 y, además,

φεdu
∗
⇀ δ0
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cuando ε→ 0. Es decir, para toda función continua f : Rn → R, se tiene que

ĺım
ε→0

∫
Rn
f(u)φε(u)du = f(0).

En una variedad riemanniana M de dimensión n existe también una co-
lección de funciones satisfaciendo propiedades análogas. Para definirlas nos
valemos de la densidad de volumen ωx(y) (ver Sección 2.4.1), cuya expresión
en coordenadas normales en torno a x ∈M es

ωx(y) =
√
|g|(y).

Para cada 0 < ε < inj(M), donde inj(M) es el radio de inyectividad de
M (ver Definición 2.4.3 y Observación 2.4.4), se define la función mollifier
Hε :M×M→ R por

Hε(x, y) =

{
ε−nfn(d(x,y)/ε)

ωx(y)
si d(x, y) < ε

0 si d(x, y) ≥ ε.
(3.1)

Como ε < inj(M), si d(x, y) < ε, entonces por la Proposición 2.4.6(c) se
tiene que ωx(y) > 0, de modo que las funciones Hε están bien definidas.
Observemos que si M = Rn –olvidándonos de la compacidad–, entonces
Hε(x, y) = φε(‖x− y‖).

Proposición 3.2.1. Las funciones Hε definidas por (3.1) satisfacen las si-
guientes propiedades:

1. Para todo x, y ∈M, Hε(x, y) ≥ 0.

2. suppHε = {(x, y) ∈M×M : d(x, y) ≤ ε}.

3. Para todo x, y ∈M, Hε(x, y) = Hε(y, x).

4. Para cada x ∈M,
∫
y∈MHε(x, y)dvol(y) = 1.

5. Para toda medida con signo finita ν en M, la función

νε(x) =

∫
y∈M

Hε(x, y)dν(y) (3.2)

es de clase C∞(M).
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6. Para toda función continua f :M→ R y para todo x ∈M,

ĺım
ε→0

∫
y∈M

f(y)Hε(x, y)dvol(y) = f(x).

Demostración. Según la Proposición 2.4.6, ωx(y) ≥ 0. Además, fn ≥ 0, de
donde se deduce 1. Por otra parte, la función r 7→ fn(r/ε) tiene soporte en
[−ε, ε], lo cual implica 2. La propiedad 3 se sigue de la simetŕıa de la función
distancia y de la densidad de volumen (Proposición 2.4.6(e)). Para ver 4,
calculamos en coordenadas normales alrededor de x ∈M,∫

y∈M
Hε(x, y)dvol(y) =

∫
y∈B(x,ε)

Hε(x, y)dvol(y)

=

∫
u∈B(ε)

ε−nf(‖u‖/ε)√
|g|(expx u)

√
|g|(expx u)du

=

∫
u∈B(ε)

φε(u)du = 1.

Demostramos ahora 5 por inducción en el orden de diferenciabilidad. Para
ello, veamos primero que la función νε es de clase C1. Sea (U,x) una carta de
M, y sea x ∈ U un punto cualquiera. Para cada 1 ≤ i ≤ n, sea γ : (−δ, δ)→
M una curva integral del campo coordenado ∂i con γ(0) = x. Consideremos
la función

g(t) =

∫
y∈M

Hε(γ(t), y)dν(y).

Como ε < inj(M), las funciones x 7→ ε−nfn(d(x, y)/ε) y x 7→ ωx(y) son di-
ferenciables en x (Proposición 2.4.6(a)), luego Hε(x, y) es diferenciable en x
y, tomando δ suficientemente pequeño, la función t 7→ Hε(γ(t), y) es diferen-
ciable en (−δ, δ). Escribiendo la descomposición de Jordan ν = ν+− ν− de ν
e intercambiando los signos de derivación e integración (véase, por ejemplo,
[16, Corolario 2.8.7]), g es derivable y

g′(t) =

∫
y∈M

d

dt
Hε(γ(t), y)dν(y),

de modo que

∂iνε(x) =

∫
y∈M

∂iHε(x, y)dν(y).
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Veamos que ∂iνε es continua en x. Si ν = 0, entonces νε = 0 y ∂iνε = 0 es
trivialmente continua. En otro caso, sea η > 0. Como ∂iHε(x, y) es continua,
existe un δ > 0 tal que si 0 < d(x, x′) < δ, entonces |∂iHε(x, y)−∂iHε(x

′, y)| <
(ν+(M) + ν−(M))−1η. Por lo tanto, si d(x, x′) < δ, entonces

|∂iνε(x)− ∂iνε(x′)| ≤
∫
x∈M
|∂iHε(x, y)− ∂iHε(x

′, y)|d|ν|(y) < η.

Esto prueba que νε es de clase C1 en U . Ahora supongamos que νε es de clase
Ck en U y que

∂i1 · · · ∂ikνε(x) =

∫
y∈M

∂i1 · · · ∂ikHε(x, y)dν(y)

para cualesquiera k ı́ndices 1 ≤ i1, ..., ik ≤ n. Como x 7→ ∂i1 · · · ∂ikHε(x, y) es
una función de clase C∞ en U , por el caso base tenemos que, para cualquier
1 ≤ i ≤ n,

∂i∂i1 · · · ∂ikνε(x) =

∫
y∈M

∂i∂i1 · · · ∂ikHε(x, y)dν(y),

y un argumento análogo al del caso base prueba que esta función es continua.
Luego νε es de clase Ck+1 en U y, aśı, νε ∈ C∞(M).

Para probar 6, calculamos en coordenadas normales alrededor de x,∫
y∈M

Hε(x, y)f(y)dvol(y) =

∫
u∈B(ε)

φε(u)f(expx u)du→ f(expx 0) = f(x)

cuando ε→ 0.

3.3. Positividad del núcleo de Green

En esta sección probaremos que el núcleo de Green es un núcleo estric-
tamente condicionalmente definido positivo, es decir, que para toda medida
con signo finita ν tal que ν(M) = 0 se cumple que∫

x,y∈M
G(x, y)dν(x)dν(y) ≥ 0, (3.3)

y se da la igualdad si, y sólo si, ν = 0 (ver Definición 2.5.7). Esto nos permitirá
mostrar que la medida de equilibrio para el problema de minimización de la
enerǵıa de Green continua es única.
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Comprobar la desigualdad (3.3) es relativamente sencillo bajo la hipótesis
de que la medida ν es absolutamente continua con densidad de clase C∞ con
respecto de dvol y, de hecho, bajo esta hipótesis es posible demostrarlo para
núcleos más generales (véase [75]).

Observación 3.3.1. En lo que sigue usaremos el Teorema de Fubini y el
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para medidas con signo
finitas ν. Observemos que toda función continua f :M→ R es ν–integrable,
ya que si consideramos la descomposición de Jordan ν = ν+ − ν− de ν,
entonces

|ν|(|f |) =

∫
M
|f |dν+ +

∫
M
|f |dν−,

donde ν+ y ν− son medidas positivas, |f | es continua y M es compacta. Lo
mismo se aplica para la medida con signo ν ⊗ dvol = ν+ ⊗ dvol− ν− ⊗ dvol
y cualquier f :M×M→ R continua.

Los lemas técnicos 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4 y 3.3.5 a continuación nos serán de
utilidad en la demostración de la positividad del núcleo de Green cuando
tengamos que aplicar el Teorema de la convergencia dominada.

Lema 3.3.2. Sea M una variedad compacta, y sea ν una medida con signo
finita tal que ν(M) = 0. La sucesión (νε)0<ε<inj(M) definida en la Proposición
3.2.1(5) satisface las siguientes propiedades:

1. νε(M) = 0 para todo ε. Es decir,
∫
M νεdvol = 0.

2. νεdvol
∗
⇀ ν cuando ε→ 0.

Demostración. Para cada 0 < ε < inj(M), la función νε es diferenciable por
la Proposición 3.2.1(5). Entonces∫
M
νεdvol =

∫
x∈M

(∫
y∈M

Hε(x, y)dν(y)

)
dvol(x)

=

∫
y∈M

(∫
x∈M

Hε(x, y)dvol(x)

)
dν(y) (por el Ta de Fubini)

=

∫
y∈M

dν(y) (Proposición 3.2.1(4))

= 0.

80



3.3. Positividad del núcleo de Green

Por otra parte, si f :M→ R es una función continua, entonces∫
M
fνεdvol =

∫
x∈M

(∫
y∈M

Hε(x, y)dν(y)

)
f(x)dvol(x)

=

∫
y∈M

(∫
x∈M

Hε(x, y)f(x)dvol(x)

)
dν(y) (Ta de Fubini)

Denotemos

fε(y) =

∫
x∈M

Hε(x, y)f(x)dvol(x). (3.4)

Sabemos por la Proposición 3.2.1(6) que ĺımε→0 fε(y) = f(y) para todo y ∈
M. Como f es continua y M es compacta, existe una constante C tal que
|f(y)| ≤ C para todo y ∈M. Por lo tanto,

|fε(y)| ≤
∫
x∈M
|f(x)||Hε(x, y)|dvol(x) ≤ C

∫
x∈M

Hε(x, y)dvol(x) = C

(por 1 y 4 en la Proposición 3.2.1). La constante C es ν–integrable, aśı que
aplicando el Teorema de la convergencia dominada,

ĺım
ε→0

∫
M
fνεdvol = ĺım

ε→0

∫
M
fεdν =

∫
M

ĺım
ε→0

fεdν =

∫
M
fdν.

Lema 3.3.3. Sea M una variedad compacta. Existe una constante D > 0
tal que, para todo 0 < ε < inj(M)

4
y para todo par de puntos y, z ∈ M con

d(y, z) < 2ε, se tiene que∫
x∈MHε(x, z) log d(x, y)−1dvol(x) ≤ D log d(y, z)−1 si n = 2,∫
x∈MHε(x, z)d(x, y)2−ndvol(x) ≤ Dd(y, z)2−n si n > 2.

Demostración. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.
Sea 0 < ε < inj(M)

4
, y sean y, z ∈ M dos puntos tales que d(y, z) < 2ε. La

función (x, z) 7→ ωx(z) es continua y estrictamente positiva en el compacto{
(x, z) ∈M×M : d(x, z) ≤ 3

4
inj(M)

}
,

luego existen constantes k y K que no dependen de ε, con 0 < k ≤ K,
tales que para cada par de puntos p, q ∈ M con d(p, q) ≤ 3ε, se tiene que
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Caṕıtulo 3. Distribución asintótica de los óptimos

0 < k ≤ ωp(q) ≤ K. Dado que la función fn(r) definida al inicio de la Sección
3.2 alcanza un máximo en r = 0, tenemos que

Hε(x, z) =
ε−nfn(d(x, z)/ε)

ωx(z)
≤ 1

k
ε−nfn(0) =

Cn
ekεn

.

Entonces,∫
x∈M

Hε(x, z)d(x, y)2−ndvol(x) ≤ Cn
ekεn

∫
x∈B(z,ε)

d(x, y)2−ndvol(x).

Como ε < inj(M)
3

, existen coordenadas normales alrededor de y definidas en
B(y, 3ε). Como d(y, z) < 2ε, aplicando la desigualdad triangular se sigue que
para cualquier x ∈ B(z, ε), d(x, y) < 3ε, de modo que B(z, ε) ⊂ B(y, 3ε), y

Cn
ekεn

∫
x∈B(z,ε)

d(x, y)2−ndvol(x) ≤ Cn
ekεn

∫
x∈B(y,3ε)

d(x, y)2−ndvol(x)

=
Cn
ekεn

∫
u∈B(3ε)

√
det gij(expy u)

‖u‖n−2
du

=
Cn
ekεn

∫
u∈B(3ε)

ωy(expy u)

‖u‖n−2
du

≤ CnK

ekεn

∫
u∈B(3ε)

1

‖u‖n−2
du

=
CnK

ekεn

∫ 3ε

0

∫
θ∈Sn−1(r)

1

rn−2
dθdr

=
CnK

ekεn
vol(Sn−1)

∫ 3ε

0

rdr

=
9ε2CnKvol(Sn−1)

2ekεn

=
9CnKvol(Sn−2)

2ek
ε2−n.

Dado que d(y, z) < 2ε, el resultado se sigue tomando

D =
2n−3 · 9CnKvol(Sn−1)

ek
.

82



3.3. Positividad del núcleo de Green

Lema 3.3.4. Sea 0 < ε < inj(M), y sean y, z, w ∈ M puntos tales que
d(y, w) ≤ ε y d(y, z) > 2ε. Entonces

∫
x∈MHε(x, z) log(x, y)−1dvol(x) ≤ log d(y, w)−1 si n = 2,∫
x∈MHε(x, z)d(x, y)2−ndvol(x) ≤ d(y, w)2−n si n > 2.

Demostración. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.
Aplicando la desigualdad triangular, para cualquier x ∈ B(z, ε) tenemos que
d(x, y) ≥ d(y, w). Por tanto,

∫
x∈M

Hε(x, z)d(x, y)2−ndvol(x) ≤
∫
x∈M

Hε(x, z)d(y, w)2−ndvol(x)

= d(y, w)2−n,

ya que
∫
Hε = 1.

Lema 3.3.5. Existe una constante positiva K tal que para todo 0 < ε <
inj(M)

4
y para todo z, w ∈M con z 6= w,

∫
x,y∈M

Hε(x, z)Hε(y, w) log d(x, y)−1dvol(x)dvol(y) ≤ K log d(z, w)−1

si n = 2, y

∫
x,y∈M

Hε(x, z)Hε(y, w)d(x, y)2−ndvol(x)dvol(y) ≤ K d(z, w)2−n

si n > 2.

Demostración. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.
Sea 0 < ε < inj(M)

4
, y sean z, w ∈ M con z 6= w. Aplicando el Teorema de
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Caṕıtulo 3. Distribución asintótica de los óptimos

Fubini junto con los lemas 3.3.3 y 3.3.4, tenemos que∫
x,y∈M

Hε(x, z)Hε(y, w)

d(x, y)n−2
dvol(x, y)

=

∫
y∈B(w,ε)

Hε(y, w)

(∫
x∈M

Hε(x, z)

d(x, y)n−2
dvol(x)

)
dvol(y)

=

∫
{y:d(y,z)≤2ε}∩B(w,ε)

Hε(y, w)

(∫
x∈M

Hε(x, z)

d(x, y)n−2
dvol(x)

)
dvol(y)

+

∫
{y:d(y,z)>2ε}∩B(w,ε)

Hε(y, w)

(∫
x∈M

Hε(x, z)

d(x, y)n−2
dvol(x)

)
dvol(y)

≤ D

∫
{y:d(y,z)≤2ε}

Hε(y, w)

d(y, z)n−2
dvol(y)

+

∫
{y:d(y,z)>2ε}

Hε(y, w)

d(y, w)n−2
dvol(y),

siendo D la constante del Lema 3.3.3. Si d(z, w) ≤ 2ε, entonces obtenemos
una cota para la primera de las dos integrales anteriores usando de nuevo el
Lema 3.3.3:

D

∫
{y:d(y,z)≤2ε}

Hε(y, w)

d(y, z)n−2
dvol(y) ≤ D

∫
y∈M

Hε(y, w)

d(y, z)n−2
dvol(y) ≤ D2

d(z, w)n−2
.

Para la segunda, tenemos que∫
{y:d(y,z)>2ε}

Hε(y, w)

d(y, w)n−2
dvol(y) ≤

∫
y∈M

Hε(y, w)

d(y, w)n−2
dvol(y)

=

∫
u∈B(ε)

φε(u)

‖u‖n−2
du

≤ Cn
eεn

∫
u∈B(ε)

1

‖u‖n−2
du

=
Cnvol(Sn−1)

2eεn−2

≤ 2n−3Cnvol(Sn−1)

ed(z, w)n−2
.
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3.3. Positividad del núcleo de Green

Por lo tanto, si d(z, w) ≤ 2ε, entonces∫
x,y∈M

Hε(x, z)Hε(y, w)

d(x, y)n−2
dvol(x)dvol(y) ≤ D2 + 2n−3Cnvol(Sn−1)e−1

d(z, w)n−2
.

Llamemos K̂ = D2 + 2n−3Cnvol(Sn−1)e−1.
Supongamos ahora que d(z, w) > 2ε. Si Hε(x, z)Hε(y, w) 6= 0, aplicando

la desigualdad triangular,

d(x, y) ≥ d(z, w)− d(z, x)− d(y, w) > 0,

luego∫
x∈B(z,ε), y∈B(w,ε)

Hε(x, z)Hε(y, w)

d(x, y)n−2
dvol(x, y)

≤
∫
x∈B(z,ε), y∈B(w,ε)

Hε(x, z)Hε(y, w)

(d(z, w)− d(z, x)− d(y, w))n−2
dvol(x)dvol(y).

Denotemos t = d(z, w). Tomando coordenadas normales alrededor de z y w,
esta última integral es igual a

∫
u,v∈B(ε)

ε−nfn(‖u‖/ε)ε−nfn(‖v‖/ε)
(t− ‖u‖ − ‖v‖)n−2

dudv =
C2
n

ε2n

∫
u,v∈B(ε)

e
− 1

1−‖u‖
2

ε2 e
− 1

1−‖v‖
2

ε2

(t− ‖u‖ − ‖v‖)n−2
dudv.

Tomando ahora coordenadas polares, esto es igual a

C2
nvol(Sn−1)2

ε2n

∫ ε

0

∫ ε

0

rn−1sn−1e
− 1

1− r2
ε2 e
− 1

1− s2
ε2

(t− r − s)n−2
drds.

Mediante el cambio de variables x = r/ε, y = s/ε, esto es

C2
nvol(Sn−1)2

ε2n

∫ 1

0

∫ 1

0

(εx)n−1(εy)n−1e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2

(t− εx− εy)n−2
ε2dxdy

= C2
nvol(Sn−1)2

∫ 1

0

∫ 1

0

xn−1yn−1e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2

(t− εx− εy)n−2
dxdy

≤ C2
nvol(Sn−1)2

∫ 1

0

∫ 1

0

xn−1yn−1e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2(
t− t

2
x− t

2
y
)n−2 dxdy (t > 2ε),
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Caṕıtulo 3. Distribución asintótica de los óptimos

y esta última expresión es igual a K̃
tn−2 , donde

K̃ = C2
nvol(Sn−1)2

∫ 1

0

∫ 1

0

xn−1yn−1e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2

(1− x/2− y/2)n−2
dxdy.

Veamos que la integral en el miembro derecho converge. Tenemos que∫ 1

0

∫ 1

0

xn−1yn−1e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2

(1− x/2− y/2)n−2
dxdy ≤

∫ 1

0

∫ 1

0

e
− 1

1−x2 e
− 1

1−y2

(1− x/2− 1/2)n−2
dxdy

= 2n−2

∫ 1

0

e
− 1

1−y2 dy

∫ 1

0

e
− 1

1−x2

(1− x)n−2
dx

=
2n−3

C1

∫ 1

0

e
− 1

1−x2

(1− x)n−2
dx.

Esta integral converge porque

ĺım
x→1−

e
− 1

1−x2

(1− x)n−2
= 0.

Finalmente, tomando K = máx{K̃, K̂} se sigue el resultado.

El siguiente resultado afirma que podemos aproximar la enerǵıa de una
medida con signo ν con enerǵıa finita tal que ν(M) = 0 por las enerǵıas de
las medidas νεdvol definidas en la Proposición 3.2.1.

Lema 3.3.6. Sea ν una medida con signo finita tal que |E(ν)| < ∞ y
ν(M) = 0. Sea (νε)ε la sucesión de funciones de la Proposición 3.2.1(5).
Entonces

ĺım
ε→0

∫
x,y∈M

G(x, y)νε(x)νε(y)dvol(x)dvol(y) =

∫
x,y∈M

G(x, y)dν(x)dν(y).

Demostración. Aplicando el Teorema de Fubini, tenemos que∫
x,y∈M

G(x, y)νε(x)νε(y)dvol(x)dvol(y)

=

∫
z,w∈M

(∫
x,y∈M

G(x, y)Hε(z, x)Hε(w, y)dvol(x)dvol(y)

)
dν(z)dν(w).
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3.3. Positividad del núcleo de Green

Denotemos

fε(z, w) =

∫
x,y∈M

G(x, y)Hε(z, x)Hε(w, y)dvol(x)dvol(y),

y veamos que podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada.
En primer lugar, si z 6= w, tomando ε > 0 suficientemente pequeño, las

bolas cerradas B(z, ε) y B(w, ε) tienen intersección vaćıa. El integrando en
fε(z, w) tiene soporte en el conjunto F = B(z, ε)×B(w, ε) y la función G es
continua restringida a este cerrado. Por el Teorema de extensión de Tietze,
existe una función G̃ continua en M×M tal que G̃|F = G. Aplicando la
Proposición 3.2.1(6) y el Teorema de Fubini,

ĺım
ε→0

fε(z, w) = ĺım
ε→0

∫
x,y∈M

G̃(x, y)Hε(z, x)Hε(w, y)dvol(x)dvol(y)

= G̃(z, w) = G(z, w).

Esto prueba que fε(z, w)→ G(z, w) puntualmente dvol–a.e. en M×M.
Supongamos que n > 2 –la prueba del caso n = 2 es similar–. Aplicando

el Teorema 3.1.1(3), existe una constante c3 ≥ 0 tal que para todo x, y ∈M
con x 6= y, se cumple que

|G(x, y)| ≤ c3

d(x, y)n−2
.

Además, por el Lema 3.1.2, existen constantes c1, c2 > 0 tales que

1

d(x, y)n−2
≤ G(x, y) + c1

c2

.

Por lo tanto,

|fε(z, w)| ≤
∫
x,y∈M

c3Hε(z, x)Hε(w, y)

d(x, y)n−2
dvol(x)dvol(y)

≤ c3K

d(z, w)n−2
(por el Lema 3.3.5)

≤ c3K(G(z, w) + c1)

c2

,

donde todas las constantes son independientes de ε. Como G es ν ⊗ ν–
integrable y también lo son las funciones constantes, el resultado se sigue
del Teorema de la convergencia dominada.
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Caṕıtulo 3. Distribución asintótica de los óptimos

Estamos ya en condiciones de probar la positividad del núcleo de Green.

Teorema 3.3.7. Sea M una variedad compacta de dimensión n ≥ 2. El
núcleo de Green G(x, y) es estrictamente condicionalmente definido positivo.

Demostración. Sea ν una medida con signo finita en M tal que ν(M) = 0
y |E(ν)| < ∞. Sea (νε)0<ε<

inj(M)
4

la sucesión de funciones diferenciables del

Lema 3.3.2. Por el Lema 3.3.2(1), las funciones νε tienen integral 0, aśı que
para cada ε existe una función diferenciable ν̃ε tal que ∆ν̃ε = νε. Aplicando
el Teorema de Fubini y el Teorema 3.1.1(1),

∫
x,y∈M

G(x, y)νε(x)νε(y)dvol(x)dvol(y)

=

∫
y∈M

(∫
x∈M

G(x, y)νε(x)dvol(x)

)
νε(y)dvol(y)

=

∫
y∈M

ν̃ε(y)∆ν̃ε(y)dvol(y)

=

∫
y∈M
‖∇ν̃ε(y)‖2dvol(y) ≥ 0,

donde hemos usado la Primera Identidad de Green. Aplicando el Lema 3.3.6,

∫
x,y∈M

G(x, y)dν(x)dν(y) =

= ĺım
ε→0

∫
x,y∈M

G(x, y)νε(x)νε(y)dvol(x)dvol(y) ≥ 0.

Supongamos ahora que

∫
x,y∈M

G(x, y)dν(x)dν(y) = 0.

88



3.3. Positividad del núcleo de Green

Sea u ∈ C2(M) una función con integral 0 cualquiera. Entonces,∣∣∣∣∫
y∈M

u(y)dν(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ĺımε→0

∫
y∈M

u(y)νε(y)dvol(y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ĺımε→0

∫
y∈M

(∫
x∈M

G(x, y)∆u(x)dvol(x)

)
νε(y)dvol(y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ĺımε→0

∫
x∈M

∆u(x)

(∫
y∈M

G(x, y)νε(y)dvol(y)

)
dvol(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ĺımε→0

∫
x∈M

∆u(x)ν̃ε(x)dvol(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ĺımε→0

∫
x∈M

g(∇u(x),∇ν̃ε(x))dvol(x)

∣∣∣∣
≤
(∫

x∈M
‖∇u(x)‖2dvol(x)

)1/2

· ĺım
ε→0

(∫
x∈M
‖∇ν̃ε(x)‖2dvol(x)

)1/2

,

y

ĺım
ε→0

∫
x∈M
‖∇ν̃ε(x)‖2dvol(x) =

∫
x,y∈M

G(x, y)dν(x)dν(y) = 0.

Luego para toda función u ∈ C2(M) con integral 0,∫
y∈M

u(y)dν(y) = 0,

y sumando una constante es inmediato comprobar que la hipótesis de integral
0 es innecesaria. Sea ahora f : M → R una función continua. Como M
es compacta, por el Teorema de Stone-Weierstrass (ver demostración del
Teorema 2.5.5) existe una sucesión {fm}m∈N de funciones C2 que convergen
uniformemente a f en M. Por lo tanto, para cualquier punto x ∈M y para
cualquier m suficientemente grande, |fm(x)− f(x)| ≤ 1, de modo que

|fm(x)| = |fm(x)− f(x) + f(x)| ≤ |fm(x)− f(x)|+ |f(x)| ≤ 1 + C,

donde C es una cota global de f . Por el Teorema de la convergencia dominada,∫
y∈M

f(y)dν(y) = ĺım
m

∫
y∈M

fm(y)dν(y) = 0.

Aśı, ν = 0, de donde se sigue el resultado.

89



Caṕıtulo 3. Distribución asintótica de los óptimos

3.4. Distribución asintótica uniforme

Una vez que hemos demostrado que el núcleo de Green es estrictamente
condicionalmente definido positivo, es sencillo demostrar el Teorema 1.7.1.

Demostración del Teorema 1.7.1. Aplicando el Teorema 3.1.1(5), el poten-
cial de la medida de probabilidad V −1dvol es

GV −1dvol(x) =

∫
y∈M

G(x, y)V −1dvol(y) = 0, x ∈M.

Por el Teorema 3.3.7, G es un núcleo estrictamente condicionalmente definido
positivo. Aplicando el Teorema 2.5.13, la única medida de equilibrio que
minimiza la enerǵıa de Green continua es la medida uniforme V −1dvol y,
además, WG(M) = E(V −1dvol) = 0.

Si (ω∗N)N≥2 es una sucesión de configuraciones óptimas para la enerǵıa de
Green, entonces

ĺım
N→∞

E(ω∗N)

N2
= ĺım

N→∞

EG(N)

N2
= τG(M),

donde EG(N) = mı́nx1,...,xN∈ME(x1, ..., xN) y τG(M) es el diámetro transfi-
nito de M. El Teorema 2.5.11 completa la prueba.

El Teorema 2.5.11 también arroja la siguiente consecuencia inmediata
sobre la expansión asintótica de la mı́nima enerǵıa de Green.

Corolario 3.4.1. Sea M una variedad compacta de dimensión n ≥ 0. En-
tonces EG(N) = o(N2).
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Caṕıtulo 4

Bolas armónicas

Las técnicas utilizadas en [20, 21] para hallar cotas para la distancia
de separación de las colecciones óptimas para la enerǵıa logaŕıtmica y la
enerǵıa de Riesz en la esfera Sn no pueden ser trasladadas directamente a una
variedad compacta cualquiera. Existen, principalmente, dos impedimentos:
en primer lugar, la dificultad para adaptar la definición de transformada de
Kelvin al caso de una variedad compacta y, en segundo lugar, el hecho de
que la propiedad del valor medio para funciones armónicas no se cumple en
todas las variedades compactas.

Recordemos que, en Rn –y también en la esfera Sn–, para toda función h
integrable y armónica en B(p, r) se cumple que

−
∫
x∈B(p,r)

h(x)dvol(x) = h(p), (4.1)

donde −
∫
x∈E = 1

vol(E)

∫
x∈E denota la integral promedio. Esta propiedad no

se cumple en una variedad compacta general, aunque śı se cumple en las
variedades localmente armónicas (ver [14, Proposición 6.21]). En este caṕıtu-
lo veremos que en una variedad riemanniana compacta cualquiera siempre
existen unos dominios abiertos llamados bolas armónicas que satisfacen una
propiedad análoga a (4.1) y que juegan un papel importante en la estimación
de la distancia de separación para puntos de Green óptimos.

4.1. Bolas armónicas

El balayage clásico de una medida σ en el espacio eucĺıdeo consiste en
quitar toda la masa presente en un cierto conjunto compacto K ⊂ Rn y
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trasladarla a otro lugar. Siguiendo [42], definimos el balayage parcial de la
siguiente manera:

Definición 4.1.1. Sean σ y λ medidas con signo de enerǵıa finita tales que
m(σ) ≤ m(λ). Entonces existe una única medida con signo ν que resuelve el
problema de minimización

mı́nE(σ − ν), ν ≤ λ, m(ν) = m(σ).

Decimos que ν es el balayage parcial de σ con respecto de λ y escribimos
ν = Bal(σ, λ).

La medida λ juega un papel similar al que juega el compacto K en el
balayage clásico. Se trata de trasladar la masa de σ que “rebosa” sobre λ a
otro lugar empleando la menor cantidad de enerǵıa en el proceso.

Si σ no tiene enerǵıa finita, entonces el balayage no se puede definir a
través de una minimización de enerǵıa como en la Definición 4.1.1. En su
lugar, se define de la siguiente manera (ver [42, Definición 5]):

Definición 4.1.2. Sea σ una medida con signo de masa m(σ) = t. Supon-
gamos que existe al menos una 0–corriente v –una distribución– tal que{

v ≤ Gσ,
∆v ≤ −t.

(4.2)

Entonces existe la mayor v satisfaciendo estas dos condiciones y, en términos
de ésta, se define

Bal(σ, 0) = tdvol− d ∗ dv.
Si σ y λ son medidas con signo cualesquiera tales que m(σ) ≤ m(λ), se define

Bal(σ, λ) = Bal(σ − λ, 0) + λ.

Observación 4.1.3. La expresión tdvol − d ∗ dv en principio representa
sólo una n–corriente. Sin embargo, la condición ∆v ≤ −t se traduce en que
d ∗ dv ≥ tdvol. Es decir, que

−Bal(σ, 0) = −tdvol + d ∗ dv ≥ −tdvol + tdvol = 0

en el sentido de las distribuciones. Esto significa que −Bal(σ, 0)(ϕ) ≥ 0 para
toda función diferenciable ϕ ≥ 0 –y, por tanto, para toda función continua–.
Por el Teorema de representación de Riesz, el opuesto de Bal(σ, 0) es una
medida positiva.
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La definición que usaremos nosotros es la Definición 4.1.2. La Definición
4.1.1 sirve para motivar el nombre “balayage parcial” y es posible demostrar
que si σ tiene enerǵıa finita, entonces ambas definiciones coinciden, aunque
no haremos uso de este hecho.

A veces nos referiremos al problema de maximización (4.2) como problema
del obstáculo porque recuerda al problema del obstáculo clásico, en el que se
pide encontrar la menor función superarmónica que pasa por encima de un
cierto obstáculo (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Un obstáculo –en rojo– y la menor función superarmónica, con
extremos dados, que pasa por encima del obstáculo –en negro–. Las zonas
sombreadas representan el conjunto de no coincidencia, donde la función es
armónica.

Esta función describe, por ejemplo, la forma de una cama elástica –vista
boca abajo– cuando alguien salta sobre ella. En [40] los autores estudian la
mayor función subarmónica por debajo de una cierta función a la que denotan
u− v. Poniendo u− v = Gσ+ −Gσ− = Gσ, es posible adaptar su argumento
para probar que si Gσ− es continua, entonces la solución al problema del
obstáculo (4.2) es una función continua (ver [40, Lema 3] y también [42,
Observación 3]). En tal caso se define el conjunto de no coincidencia como

N = {x ∈M : v(x) < Gσ(x)},

siendo v la solución de (4.2). Como v es continua, el conjunto de no coinci-
dencia es un abierto de M. Este conjunto sirve para describir la estructura
del balayage en el sentido de que si Gσ− es continua y σ− es absolutamente
continua con respecto de dvol, entonces

Bal(σ, 0) = σ+|N − σ−|M\N (4.3)
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(ver [40, Corolario 11] y [42, Teorema 11]). Por ejemplo, si σ = aδp − dvol,
con 0 < a < V , siendo V = vol(M), entonces Gσ− = Gdvol = 0, que es una
función continua, y σ− = dvol, que es absolutamente continua con respecto
de dvol. La masa de σ es t = m(σ) = aV −1 − 1 ≤ 0, y la función de
Green es Gσ = Gaδp−dvol = aGδp , que está inferiormente acotada, aśı que
una constante suficientemente pequeña –suficientemente negativa– compite
en (4.2), de modo que Bal(σ, 0) está definido. Aplicando (4.3),

Bal(σ, 0) = aδp|N − dvol|M\N .

Sin embargo, como la solución v al problema del obstáculo es continua y
ĺımx→p aG

δp(x) = +∞ (por el Lema 3.1.2), necesariamente p ∈ N , de modo
que aδp|N = 0 y

Bal(σ, 0) = −dvol|M\N .

Definición 4.1.4. Sean p ∈ M un punto cualquiera y a un número real
con 0 < a < V . Se define la bola armónica de centro p y radio –o volumen–
a, denotada Bh(p, a), como el conjunto de no coincidencia del problema del
obstáculo

máx v :

{
v ≤ aGδp ,
∆v ≤ 1− aV −1.

(4.4)

La bola armónica satisface

Bal(aδp, dvol) = χBh(p,a)dvol

y esta ecuación la define salvo un conjunto de medida dvol nula.

A continuación veremos que la bola armónica es un dominio de cuadratura
para funciones armónicas. Es decir, que satisface una propiedad análoga a la
propiedad del valor medio (4.1). Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1.5. La solución v del problema del obstáculo (4.4) satisface ∆v =
1− aV −1 en Bh(p, a) (ver Figura 4.2).

Demostración. Observamos que

χBh(p,a)dvol = Bal(aδp, dvol) = Bal(aδp − dvol, 0) + dvol

= (aV −1 − 1)dvol− d ∗ dv + dvol,

luego
−d ∗ dv|Bh(p,a) = (1− aV −1)dvol|Bh(p,a).
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Bh(p, a)

p

aGδp

v

Figura 4.2: Representación esquemática de una sección transversal de la bola
armónica Bh(p, a) como el conjunto de no coincidencia –zona sombreada– de
la solución v del problema del obstáculo –en color negro– con la función aGδp

–en rojo–. En el conjunto de no coincidencia la función v tiene laplaciano
constante y positivo.

Proposición 4.1.6. Sean p ∈M un punto y 0 < a < V . Para toda función
h integrable y armónica en Bh(p, a) se cumple que∫

Bh(p,a)

h dvol = ah(p). (4.5)

En particular, tomando h ≡ 1, se obtiene que el volumen de la bola armónica
Bh(p, a) es a. Aśı, es posible escribir (4.5) en la forma usual de la propiedad
del valor medio para funciones armónicas:

−
∫
Bh(p,a)

h dvol = h(p).

Demostración. Sea v la solución del problema (4.4). Entonces, por el Lema
4.1.5, la función u = v − aGδp satisface

−d ∗ du|Bh(p,a) = (dvol− aδp)|Bh(p,a),

luego si h es integrable y armónica en Bh(p, a), aplicando el Teorema 2.3.4,
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tenemos que

0 =

∫
Bh(p,a)

u∆h dvol =

∫
Bh(p,a)

h dvol− ah(p),

de donde se sigue el resultado.

Las siguientes dos proposiciones muestran que las bolas armónicas com-
parten algunas propiedades con sus homólogas métricas: están anidadas unas
dentro de otras según el radio y son conjuntos conexos.

Proposición 4.1.7. Si 0 < a < b < V , entonces Bh(p, a) ⊂ Bh(p, b).

Demostración. Consideremos los problemas del obstáculo

(Pa) máx v :

{
v ≤ aGδp

∆v ≤ 1− aV −1,
(Pb) máx v :

{
v ≤ bGδp

∆v ≤ 1− bV −1,

de tal modo que Bh(p, a) es el conjunto de no coincidencia de (Pa) y Bh(p, b)
es el conjunto de no coincidencia de (Pb). Sean va la solución de (Pa) y vb la
solución de (Pb). Tenemos que

−d ∗ d(vb − bGδp + aGδp) ≤ (1− bV −1)dvol + bV −1dvol− aV −1dvol

+ (a− b)δp
≤ (1− aV −1)dvol.

Además, como vb−bGδp ≤ 0, entonces vb−bGδp +aGδp ≤ aGδp . Por lo tanto,
vb − bGδp + aGδp ≤ va, es decir,

vb − bGδp ≤ va − aGδp .

Si x ∈ Bh(p, a), entonces va(x) − aGδp(x) < 0, luego vb(x) − bGδp(x) < 0 y
x ∈ Bh(p, b).

Proposición 4.1.8. La bola armónica Bh(p, a) es un conjunto conexo.

Demostración. Sea B la componente conexa de Bh(p, a) que contiene a p.
Supongamos, por reducción al absurdo, que existe otra componente conexa
B′. Sea v la solución del problema del obstáculo (4.4). Entonces v coincide
con la función aGδp en ∂B′. Por el Lema 4.1.5, la función v tiene laplaciano
constante igual a 1 − aV −1 en B′, y como p /∈ B′, la función aGδp tiene
laplaciano constante igual a −aV −1 en B′. Por el principio del máximo,
v ≥ aGδp en B′, lo cual supone una contradicción.
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4.2. Áreas de influencia de los óptimos

En una configuración óptima x∗1, ..., x
∗
N para la enerǵıa de Green discreta,

cada punto x∗i tiene un “área de influencia” propia en la que ningún otro
punto puede entrar. En esta sección demostraremos el Teorema 1.7.2, que dice
que que dicha área de influencia es una bola armónica cuyo radio depende
del número de puntos en la configuración. Para ello necesitaremos, en primer
lugar, el siguiente resultado, que nos permite identificar puntos que están
fuera de la bola armónica.

Lema 4.2.1. Sea q ∈ M un punto cualquiera. Supongamos que existe una
función f continua en un entorno de q que cumple:

1. f(q) = aGδp(q).

2. f ≤ aGδp .

3. ∆f ≤ 1− aV −1.

Entonces q /∈ Bh(p, a).

Demostración. Sea v la solución del problema del obstáculo (4.4). Como
f ≤ aGδp y ∆f ≤ 1 − aV −1, necesariamente f ≤ v. Como ambas f y v son
continuas en un entorno de q, esta desigualdad se satisface puntualmente en
q, luego

aGδp(q) = f(q) ≤ v(q),

y aśı aGδp(q) = v(q), de modo que q ∈M \Bh(p, a).

Vamos ya a demostrar el Teorema 1.7.2:

Demostración el Teorema 1.7.2. Por simetŕıa es suficiente probar que x∗N−1 /∈
Bh
(
x∗N ,

1
N−1

V
)
. Para ver esto necesitamos encontrar una función con las con-

diciones del Lema 4.2.1. Consideremos la función

h(x) =
V

N − 1

(
G
δx∗
N (x) +

N−2∑
i=1

G(x∗i , x)

)

=
V

N − 1

(
E(x∗1, ..., x

∗
N−2, x, x

∗
N)−

N−2∑
i 6=j

G(x∗i , x
∗
j)−

N−2∑
i=1

G(x∗i , x
∗
N)

)
.
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Como x∗1, ..., x
∗
N es una configuración óptima para E, la función h alcanza un

mı́nimo global en x = x∗N−1. Por lo tanto, si llamamos

f(x) = h(x∗N−1)− V

N − 1

N−2∑
i=1

G(x∗i , x),

entonces f es continua en un entorno de x∗N−1,

V

N − 1
G
δx∗
N (x) ≥ f(x)

y se da la igualdad en x = x∗N−1. Además,

−d ∗ df = − V

N − 1

N−2∑
i=1

−d ∗ dGδx∗
i ≤ N − 2

N − 1
dvol =

(
1− 1

N − 1

)
dvol.

Aplicando el Lema 4.2.1 con a = V
N−1

y q = x∗N−1 termina la prueba.
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Enerǵıa de Green en variedades
localmente armónicas

El estudio de las variedades localmente armónicas comenzó en 1931 con
un art́ıculo de H. S. Ruse [68] en el que el autor investigaba las soluciones
u(x) de la ecuación de Laplace ∆u = 0 que dependieran únicamente de la
función distancia r(x) = d(p, x) a un cierto punto p ∈ M. Es decir, Ruse
buscaba una cierta función diferenciable no constante F : [0, ε) → R de tal
modo que la función f = F ◦ r : B(p, ε) → R fuera armónica. Un cálculo
sencillo muestra que, para una función f de este tipo,

∆f = −F ′′ ◦ r + (F ′ ◦ r)∆r. (5.1)

Si f es armónica en B(p, ε), necesariamente ∆r es radialmente simétrica en
B(p, ε), y aplicando la Proposición 2.4.12, la curvatura media de las esfe-
ras geodésicas S(p, r) para 0 < r < ε debe ser constante, lo que restringe
enormemente la familia de variedades para las que existe tal función y nos
conduce a la definición de las variedades localmente armónicas.

Una pregunta natural que podemos hacernos al estudiar la enerǵıa de
Green es si es posible expresar G(x, y) como una función que dependa única-
mente de la distancia d(x, y). Esto es, si existe una función real de variable
real φ tal que G(x, y) = φ(d(x, y)). Dado que la función G(x, y) = Gδx(y)
satisface

∆Gδx(y) = −V −1 para todo y ∈ B(x, ε) \ {x},
la función φ : (0, ε)→ R debe cumplir, en vista de (5.1),

−V −1 = −φ′′ ◦ r + (φ′ ◦ r)∆r, (5.2)
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donde r(y) = d(x, y), para lo cual, de nuevo, es necesario que ∆r sea ra-
dialmente simétrica en B(x, ε) \ {x}. Es por ello que en este caṕıtulo nos
dedicaremos a estudiar algunos aspectos de la enerǵıa de Green en el caso en
el que M es una variedad locamente armónica.

5.1. El núcleo de Green de una variedad LH

y Blaschke

Supongamos queM es una variedad compacta localmente armónica. Co-
menzaremos tratando de construir una función φ que exprese la función de
Green en términos de la función distancia. En primer lugar, si M es local-
mente armónica, entonces sabemos (ver Observación 2.4.11) que existe una
función diferenciable L : (0, inj(M)) → R tal que ∆rx = L ◦ rx, donde
rx(y) = d(x, y), para todo x, y ∈ M con 0 < d(x, y) < inj(M). Esto nos
permite reducir la ecuación en derivadas parciales (5.2) a la EDO

φ′′(r)− φ′(r)L(r) = V −1, r ∈ (0, inj(M)). (5.3)

Aplicando la Proposición 2.4.13, el factor integrante de esta ecuación es

q(r) = e
∫
−L(r)dr = elog v(r) = v(r),

donde v(r) es el volumen (n− 1)–dimensional de la esfera geodésica S(x, r)
–que no depende de x (ver Observación 2.4.14)–. Por lo tanto, la solución
general de (5.3) satisface

φ′(r) =
V −1

∫
v(r)dr + C

v(r)
, 0 < r < inj(M).

Ahora nos gustaŕıa recuperar G a partir de φ poniendo G(x, y) = φ(d(x, y)).
Lo primero que salta a la vista es que esta fórmula no define el valor de G si
d(x, y) > inj(M). Por ello, introducimos la siguiente definición.

Definición 5.1.1. SeaM una variedad riemanniana compacta. Decimos que
M es Blaschke si el radio de inyectividad inj(M) coincide con el diámetro
diam(M).

Proposición 5.1.2. Sea M una variedad Blaschke. Para todo x ∈ M y
para todo y ∈ Cut(x), se tiene que d(x, y) = diam(M).
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Demostración. Tenemos que

inj(M) ≤ inj(x) ≤ d(x, y) ≤ diam(M),

y como M es Blaschke, todas estas cantidades coinciden.

El siguiente lema proporciona condiciones suficientes para que la función
φ se pueda extender a una función de clase C2 definida en todo M. La
demostración es estándar y puede encontrarse, por ejemplo, en [47, Lema
4.2.2].

Lema 5.1.3. SeaM una variedad Blaschke de diámetroD, y sea f : (0, D]→
M una función continua en (0, D] y de clase C2 en (0, D). Si ĺımr→D− f(r) =
0, entonces la función F (x, y) = f(d(x, y)) es de clase C2 en M×M menos
la diagonal.

Teorema 5.1.4. Sea M una variedad localmente armónica y Blaschke de
diámetro D. Entonces la función de Green de M está dada por G(x, y) =
φ(d(x, y)), donde

φ′(r) = −
V −1

∫ D
r
v(t)dt

v(r)
,

y φ es una primitiva de φ′ que hace que
∫
φ(d(x, y)) = 0.

Para demostrar el Teorema 5.1.4 necesitaremos probar antes algunos re-
sultados previos. SiM es localmente armónica y Blaschke, llamaremos D al
diámetro deM y Ω(r) a la función definida para 0 ≤ r < D cumpliendo que
ωx(y) = Ω(d(x, y)) para todo x, y ∈M con 0 ≤ d(x, y) < D.

Lema 5.1.5. SeaM una variedad compacta, y sea p ∈M un punto cualquie-
ra. Supongamos que existen 0 < ε ≤ inj(M) y una función Ωp : [0, ε) → R
tal que ωp(x) = Ωp(d(p, x)) para todo x ∈ B(p, ε). Entonces, para cualquier
función continua f :M→ R y para cualquier 0 < r < ε, se tiene que∫

y∈S(p,r)

f(y)dSr(y) =

∫
θ∈Sn−1

f(expp rθ)r
n−1Ωp(r)dθ,

donde dSr es la medida riemanniana inducida en S(p, r). En particular, to-
mando f ≡ 1 se obtiene que

vp(r) = vol(Sn−1)rn−1Ωp(r).

101
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Demostración. Observamos que∫ r

0

∫
θ∈Sn−1

f(expp tθ)t
n−1Ωp(t)dθdt =

∫ r

0

∫
θ∈Sn−1(t)

f(expp θ)Ωp(t)dθdt

=

∫ r

0

∫
θ∈Sn−1(t)

f(expp θ)
√
|g|(expp θ)dθdt

=

∫
θ∈B(r)

f(expp θ)
√
|g|(expp θ)dθ

=

∫
B(p,r)

f(y)dvol(y)

=

∫ r

0

∫
y∈S(p,t)

f(y)dSr(y)dt,

y derivando con respecto de r se obtiene el resultado.

Lema 5.1.6. Sea M localmente armónica y Blaschke, y sea φ la función
definida en el enunciado del Teorema 5.1.4. Entonces,

1. ĺımr→0+ r
n−1φ′(r) = −vol(Sn−1)−1.

2. ĺımr→0+ r
n−1φ(r) = 0.

Demostración. Aplicando el Lema 5.1.5,

ĺım
r→0+

rn−1φ′(r) = − ĺım
r→0+

V −1
∫ D
r
v(t)dt

vol(Sn−1)Ω(r)
= −vol(Sn−1)−1,

ya que Ω(0) = 1 (ver Proposición 2.4.6(b)) y ĺımr→0+
∫ D
r
v(t)dt = V porque

M es Blaschke. Esto prueba 1.
Para probar 2, aplicamos la regla de L’Hôpital seguida de 1:

ĺım
r→0+

rn−1φ(r) = ĺım
r→0+

φ′(r)

(n− 1)r−n
= − 1

n− 1
ĺım
r→0+

r ĺım
r→0+

rn−1φ′(r) = 0.

Lema 5.1.7. Sea M localmente armónica y Blaschke, y sea φ la función
definida en el enunciado del Teorema 5.1.4. Para cualquier x ∈M, la función
y 7→ φ(d(x, y)) es integrable.
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Demostración. Como M es Blaschke, podemos calcular, para x ∈ M cual-
quiera, ∫

M
|φ(d(x, y))|dvol(y) =

∫
y∈B(x,D)

|φ(d(x, y))|dvol(y)

=

∫ D

0

∫
Sn−1(r)

|φ(r)|Ω(r)dθdr

=

∫ D

0

vol(Sn−1)rn−1|φ(r)|Ω(r)dr,

que es una integral finita porque ĺımr→0+ r
n−1φ(r) = 0 por el Lema 5.1.6.

Demostración del Teorema 5.1.4. Primero comprobamos que φ′ se puede ex-
tender de manera continua a r = D. Esto es, que existe el ĺımite ĺımr→D− φ

′(r).
Si ĺımr→D− v(r) 6= 0, entonces claramente ĺımr→D− φ

′(r) = 0. Por otra parte,
si ĺımr→D− v(r) = 0, entonces podemos aplicar la regla de L’Hôpital para
obtener que

ĺım
r→D−

φ′(r) = ĺım
r→D−

V −1v(r)

v′(r)
= ĺım

r→D−

V −1

d
dr

log v(r)
= 0,

ya que v(r) → 0, luego log v(r) → −∞ y d
dr

log v(r) → +∞. Por lo tanto,
existe ĺımr→D− φ

′(r) = 0. Por el Lema 5.1.3, la función F (x, y) = φ(d(x, y))
es de clase C2 en M×M menos la diagonal.

Sea ahora u ∈ C2(M) una función cualquiera. Sea 0 < ε < inj(M) un
número real, y denotemos Bε = B(x, ε), Bc

ε = M\ B(x, ε), Sε = S(x, ε) y
Sn−1(ε) = {θ ∈ Rn : ‖θ‖ = ε}. Entonces,∫

y∈M
∆u(y)φ(d(x, y))dvol(y) =

∫
y∈Bε

∆u(y)φ(d(x, y))dvol(y)

+

∫
y∈Bcε

∆u(y)φ(d(x, y))dvol(y).

Llamemos I1(ε) a la primera de las integrales en el miembro derecho de la
igualdad anterior, y sea I2(ε) la segunda. Aplicando la Segunda Identidad de
Green, como el vector normal que apunta hacia afuera en Bc

ε es N = −∂r =
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−∇r, tenemos que

I2(ε) =

∫
y∈Sε

[−u(y)∂rφ(d(x, y)) + φ(d(x, y))∂ru(y)] dSε(y)

+

∫
y∈Bcε

u(y)∆yφ(d(x, y))dvol(y).

De nuevo, sea I3(ε) la primera de las integrales en el miembro derecho, y sea
I4(ε) la segunda. En coordenadas normales tenemos que

I3(ε) = −φ′(ε)
∫
y∈Sε

u(y)dSε(y) + φ(ε)

∫
y∈Sε

∂ru(y)dSε(y)

= −φ′(ε)
∫
θ∈Sn−1(ε)

u(expx θ)Ω(ε)dθ

+ φ(ε)

∫
θ∈Sn−1(ε)

∂ru(expx θ)Ω(ε)dθ

= −φ′(ε)Ω(ε)

∫
θ∈Sn−1

εn−1u(expx εθ)dθ

+ φ(ε)Ω(ε)

∫
θ∈Sn−1

εn−1∂ru(expx εθ)dθ

= −φ′(ε)εn−1Ω(ε)

∫
θ∈Sn−1

u(expx εθ)dθ

+ φ(ε)εn−1Ω(ε)

∫
θ∈Sn−1

∂ru(expx εθ)dθ.

Como Ω(0) = 1 y, por el Lema 5.1.6 se tiene que

ĺım
ε→0+

−φ′(ε)εn−1 =
1

vol(Sn−1)
, y ĺım

ε→0+
φ(ε)εn−1 = 0,

concluimos que

ĺım
ε→0+

I3(ε) = u(x).

Como y 7→ φ(d(x, y)) es integrable por el Lema 5.1.7 y u está acotada,
entonces

ĺım
ε→0+

I1(ε) = 0.
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Finalmente, si y ∈ Bc
ε, entonces ∆yφ(d(x, y)) = −V −1, de modo que

ĺım
ε→0+

I4(ε) = −V −1

∫
y∈M

u(y)dvol(y).

Para todo 0 < ε < inj(M) tenemos que∫
y∈M

∆u(y)φ(d(x, y))dvol(y) = I1(ε) + I3(ε) + I4(ε).

En particular, la integral en el miembro izquierdo es igual a

ĺım
ε→0+

(I1(ε) + I3(ε) + I4(ε)) = u(x)− V −1

∫
y∈M

u(y)dvol(y).

Pero, de acuerdo con el Teorema 3.1.1, aśı es como la función de Green actúa
en funciones de clase C2. Por unicidad de la función de Green, y como su-
ponemos que ambas φ(d(x, y)) y G(x, y) tienen integral cero, necesariamente
φ(d(x, y)) = G(x, y).

Observación 5.1.8. En la demostración del Teorema 5.1.4 hemos distingui-
do entre los casos

ĺım
r→D−

v(r) = 0 y ĺım
r→D−

v(r) 6= 0.

Un ejemplo del primer caso es la esfera S2, en la que las esferas geodésicas
S(x, r) colapsan a un punto cuando r → π−. La situación es diferente en el
caso del plano proyectivo real RP2, por ejemplo. Si pensamos en el modelo
de semiesfera de RP2, las esferas geodésicas que parten del polo norte crecen
en volumen hasta que alcanzan el ecuador, que es el cut locus, y entonces
retroceden hasta que colapsan de nuevo en el polo norte. La razón de que
ocurra esto es que los puntos en el cut locus en el caso de S2 son puntos
conjugados (luego Ω(D) = 0), mientras que estos puntos no son conjugados
en RP2 (luego Ω(D) 6= 0).

5.2. Algunos ejemplos

A decir verdad, no existen muchos ejemplos conocidos de variedades lo-
calmente armónicas y Blaschke. De hecho, los únicos ejemplos de variedades
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de este tipo que se conocen son los espacios simétricos de rango uno compac-
tos –CROSS, por sus siglas en inglés– (ver [14, 6.18]). Estos espacios, entre
otros, fueron clasificados por É. Cartan y son la esfera Sn, los espacios pro-
yectivos RPn, CPn y HPn sobre los números reales, los números complejos
y los cuaterniones, respectivamente, y el plano de Cayley OP2. La conjetu-
ra de Lichnerowicz afirma que las únicas variedades localmente armónicas y
Blaschke son, justamente, los CROSS.

Todo lo que necesitamos para calcular la función de Green de los CROSS
es la correspondiente densidad de volumen Ω(r) y aplicar el Teorema 5.1.4,
ya que el Lema 5.1.5 implica que

φ′(r) = −
V −1

∫ D
r
tn−1Ω(t)dt

rn−1Ω(r)
.

En [47, Proposición 3.3.1] el autor calcula estas densidades de volumen, que
nosotros mostramos en la Figura 5.1 –suponemos que el diámetro de los
espacios proyectivos es π/2, como en el modelo de semiesfera de RPn, una
convención distinta a la adoptada en [47]–.

M rn−1Ω(r)

Sn sinn−1 r

RPn 2n−1 sinn−1 r

CPn 22n−1 sin2n−1 r cos r

HPn 24n−1 sin4n−1 r cos3 r

OP2 215 sin15 r cos7 r

Figura 5.1: Densidades de volumen de los CROSS donde se supone que los
espacios proyectivos tienen diámetro π/2. Nótese que la dimensión como va-
riedad diferenciable real de los espacios proyectivos KPn es igual a n dimR K.

En particular, para M = S2, tenemos que

φ′(r) = −
(4π)−1

∫ π
r

sin t dt

sin r
= −1 + cos(r)

4π sin r
,

y

φ(r) = − 1

2π
log sin

r

2
− 1

4π
.
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En términos de la distancia eucĺıdea,

G(x, y) =
1

2π
log ‖x− y‖−1 − 1

4π
,

que es igual –salvo reescalamiento– al núcleo logaŕıtmico.
Más generalmente, usando la función hipergeométrica de Gauss y algunas

fórmulas de transformación (ver [41, 8.391 y 9.131]) se puede obtener una
expresión para la función de Green de Sn en términos de la distancia eucĺıdea:
G(x, y) = φ̂(‖x− y‖), donde

φ̂(t) =
Γ
(
n+1

2

)
2π

n+1
2

∫ 1

t2

4

B1−x
(
n
2
, n

2

)
(x− x2)n/2

dx+ C

=
Γ
(
n+1

2

)
nπ

n+1
2

∫ 1

t2

4

2F1

(
1, n,

n

2
+ 1, 1− s

)
ds+ C.

Podemos también calcular la función de Green para los espacios proyec-
tivos –en términos de la distancia intŕınseca–. Por ejemplo, para CP3 y CP4,
tenemos que G(x, y) = φ(d(x, y)), donde

φ(r) =
1

128π3

(
1

sin4 r
+

2

sin2 r
− 4 log sin r

)
− 5

96π3

para CP3 y

φ(r) =
1

512π4

(
2

sin6 r
+

3

sin4 r
+

6

sin2 r
− 12 log sin r

)
− 47

1024π4

para CP4.

5.3. Distancia de separación

Las variedades localmente armónicas no sólo admiten una expresión sen-
cilla para su función de Green, sino que también sus bolas armónicas son
fáciles de describir: todas ellas son bolas geodésicas. Existe una interpreta-
ción f́ısica para las bolas armónicas en términos de los llamados fluidos de
Hele–Shaw: imaginemos queM es una superficie formada por dos capas muy
finas de material transparente muy juntas entre śı. Elegimos un punto p en
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Figura 5.2: Representación de la bola armónica Bh(p, a) como la mancha –en
color azul– que resulta de inyectar a unidades de ĺıquido en un punto p ∈M.

la superficie e inyectamos a unidades de ĺıquido en p. La mancha resultante
es la bola armónica Bh(p, a) (ver Figura 5.2).

En esta interpretación, el espacio –infinitesimal– entre las capas que for-
man la superficie representa la presión que ejerce sobre el fluido la densidad
de volumen de M. Cuanto mayor es la densidad de volumen, menor es la
presión sobre el ĺıquido y más ĺıquido cabe en una región dada. Cabe esperar,
entonces, dos cosas: en primer lugar, que si la densidad de volumen es radial-
mente simétrica en torno a p, entones Bh(p, a) es un conjunto radialmente
simétrico –o sea, una bola geodésica–. En segundo lugar, que cuanto mayor
sea la curvatura –por tanto, cuanto menor sea la densidad de volumen–, más
grande es la bola geodésica que le corresponde a Bh(p, a). En esta sección
veremos que todas estas intuiciones son correctas.

Lema 5.3.1. SeanM una variedad compacta y p ∈M un punto cualquiera.
Supongamos que existen 0 < ε ≤ inj(M) y una función Ωp : [0, ε) → R tal
que ωp(x) = Ωp(d(p, x)) para todo x ∈ B(p, ε). Entonces para cualquier
0 < r < ε la función

fr(x) =

∫
y∈S(p,r)

G(x, y)dσr(y),

donde σr es la medida de probabilidad uniforme en S(p, r), es continua y,
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además,

fr(x) =


G(p, x) + V −1

∫ r
0

Vp(u)

vp(u)
du si x ∈M \B(p, r),

G(p, z) + V −1
∫ r

0

Vp(u)

vp(u)
du−

∫ r
d(p,x)

du
vp(u)

si x ∈ B(p, r),

donde z es cualquier punto en S(p, r), vp(r) es el volumen de la esfera geodési-
ca S(p, r) y Vp(r) es el volumen de la bola geodésica B(p, r).

Demostración. Sea t = d(p, x). Consideremos la función

F (u) =

∫
S(p,u)

G(x, y)dσu(y), u ∈ (0, ε),

y observemos que fr(x) = F (r). Tomando coordenadas normales en torno a
p, si u 6= r, podemos aplicar el Lema 5.1.5 y obtener que

F (u) =
1∫

Sn−1 un−1Ωp(u)dθ

∫
θ∈Sn−1

G(x, expp uθ)u
n−1Ωp(u)dθ

=
1

vol(Sn−1)

∫
θ∈Sn−1

G(x, expp uθ)dθ,

luego si u 6= r, se tiene que

F ′(u) =
1

vol(Sn−1)

∫
θ∈Sn−1

d

du
G(x, expp uθ)dθ =

∫
S(p,u)

∇NG(x, y)dσu(y),

donde N es el vector normal unitario que apunta hacia afuera en B(p, u).
Supongamos que x ∈M\B(p, r), es decir, que r < t. Entonces existe un

δ > 0 tal que, para todo u ∈ (0, r+ δ), el punto x no está en B(p, u), aśı que
aplicando la Segunda Identidad de Green obtenemos que

vp(u)F ′(u) = −
∫
B(p,u)

∆G(x, y)dvol(y) = V −1Vp(u), u ∈ (0, r + δ).

Además, por continuidad de la función de Green, tenemos que

ĺım
u→0+

F (u) = G(p, x).

Por lo tanto, aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo,

fr(x) = F (r) = G(p, x) + V −1

∫ r

0

Vp(u)

vp(u)
du.
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Para ver que la fórmula para fr(x) es válida también cuando r = t, vamos a
ver que fr es continua. Para cada δ > 0, consideremos el conjunto compacto

Eδ = {(x, y) ∈M×M : G(x, y) ≤ δ−1}.

Como G|Eδ es continua, por el Teorema de extensión de Tietze podemos
encontrar una función continua Gδ definida enM×M, con Gδ|Eδ = G|Eδ y
Gδ ≤ δ−1. Entonces la función

fδ =

∫
S(p,r)

Gδ(x, y)dσr(y)

es continua. Para cada x ∈ M, tenemos que |Gδ(x, y)| ≤ |G(x, y)| para
todo y ∈ M. Veamos que y 7→ G(x, y) es σr–integrable. En lo que sigue,
C representará una constante positiva arbitraria. Por el Teorema 3.1.1(3), si
n > 2, entonces∫

y∈S(p,r)

|G(x, y)|dσr(y) ≤ C

∫
y∈S(p,r)

d(x, y)2−ndσr(y).

Tomando coordenadas normales en torno a p, podemos escribir

C

∫
y∈S(p,r)

d(x, y)2−ndσr = C

∫
v∈Sn−1(r)

d(expp u, expp v)2−ndv,

donde Sn−1(r) = {v ∈ Rn : ‖v‖ = r} y u = exp−1
p x. Dado que exp−1

p

es diferenciable en la bola cerrada B(p, r) –porque r < ε ≤ inj(M)–, es
Lipschitz en esta bola, aśı que existe una constante L > 0 tal que ‖u− v‖ ≤
Ld(expp u, expp v). Aśı,

C

∫
v∈Sn−1(r)

d(expp u, expp v)2−ndv ≤ C

∫
v∈Sn−1(r)

‖u− v‖2−ndv <∞.

El caso n = 2 es similar. Como y 7→ G(x, y) es σr integrable, podemos aplicar
el Teorema de la convergencia dominada para obtener

fr(x) =

∫
y∈S(p,r)

ĺım
δ→0

Gδ(x, y)dσr(y) = ĺım
δ→0

∫
y∈S(p,r)

Gδ(x, y)dσr(y).

Ahora fr es el ĺımite puntual de una sucesión no decreciente de funciones
continuas en una variedad compacta. Por el Teorema de Dini, la convergencia
es uniforme, aśı que f es continua.
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Finalmente, si x ∈ S(p, r), entonces podemos tomar una sucesión de
puntos (xm)m con xm → x y d(p, xm) > r para todo m. Aśı,

f(x) = ĺım
m→∞

f(xm)

= ĺım
m→∞

G(p, xm) + V −1

∫ r

0

Vp(u)

vp(u)
du

= G(p, x) + V −1

∫ r

0

Vp(u)

vp(u)
du

porque Gδp es continua en x.
Por último, supongamos que r > t. Entonces existe un δ > 0 tal que x

está en B(p, u) para todo u ∈ (t, r + δ). Aplicando la Segunda Identidad de
Green,

vp(u)F ′(u) =

∫
M\B(p,u)

∆G(x, y)dvol(y) = Vp(u)V −1 − 1, u ∈ (t, r + δ).

Aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo,

F (r) = F (t) +

∫ r

t

V −1Vp(u)− 1

vp(u)
du,

y aplicando la continuidad de f y su expresión para el caso r = t, tenemos
que si z ∈ S(p, r) es un punto cualquiera, entonces

f(x) = F (r) = G(p, z) + V −1

∫ t

0

Vp(u)

vp(u)
du+

∫ r

t

1− V −1Vp(u)

vp(u)

= G(p, z) + V −1

∫ r

0

Vp(u)

vp(u)
du−

∫ r

t

du

vp(u)
.

Usando el Lema 5.3.1, podemos demostrar ya el Teorema 1.7.3.

Demostración del Teorema 1.7.3. Veamos, en primer lugar, queBh(p, V (r)) ⊂
B(p, r). Para ello, consideremos la función

hr(x) = GχB(p,r)dvol(x).
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Si x /∈ B(p, r), entonces podemos aplicar el Lema 5.3.1 para obtener

hr(x) =

∫
y∈B(p,r)

G(x, y)dvol(y)

=

∫ r

0

v(t)

∫
S(p,t)

G(x, y)dσt(y)dt

=

∫ r

0

v(t)

(
G(p, x) + V −1

∫ t

0

V (u)

v(u)
du

)
dt

= V (r)G(p, x) + V −1

∫ r

0

v(t)

∫ t

0

V (u)

v(u)
dudt.

Es decir, que si denotamos

wr(x) = hr(x)− V −1

∫ r

0

v(t)

∫ t

0

V (t)

v(t)
dudt,

entonces las funciones V (r)G(p, x) y wr(x) coinciden en M\B(p, r). Si x ∈
B(x, r), entonces aplicando el Lema 5.3.1, sabemos que

wr(x) = V (r)G(p, z)−
∫ r

0

v(t)

∫ t

d(p,x)

du

v(u)
dt (5.4)

para cualquier z ∈ S(p, r). En vista de la expresión para φ′ del Teorema
5.1.4, la función x 7→ V (r)G(p, x) es creciente con la distancia de p a x.
Comparando con (5.4), obtenemos que wr(x) < V (r)G(p, x) para x ∈ B(p, r).
Es decir,

1. Para todo x ∈M \B(p, r), se tiene que wr(x) = V (r)Gδp(x).

2. wr ≤ V (r)Gδp en todo M.

3. El laplaciano de wr es

−d ∗ dwr = χB(p,r)dvol− V (r)V −1dvol ≤ (1− V (r)V −1)dvol.

Por el Lema 5.3.1, la función hr es continua, luego wr también es continua
–e integrable porque M es compacta–. Aplicando el Lema 4.2.1 obtenemos
que M\B(p, r) ⊂M\Bh(p, V (r)), es decir, Bh(p, V (r)) ⊆ B(p, r).

Para la inclusión en el otro sentido, sea vr la solución del problema del
obstáculo (4.4). Entonces wr y vr coinciden en M \ B(p, r) porque ambas
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coinciden aqúı con V (r)Gδp . Además, en B(p, r), tenemos que ∆wr = 1 −
V (r)V −1, mientras que ∆vr ≤ 1 − V (r)V −1. Por el principio del máximo,
vr ≤ wr. Sin embargo, wr ≤ V (r)Gδp en todo M y ∆wr ≤ 1 − V (r)V −1

en todo M, aśı que wr ≤ vr y, por tanto, ambas funciones coinciden, luego
ambos conjuntos de no coincidencia con V (r)Gδp coinciden, lo que concluye
la prueba.

Con lo anterior, podemos dar una breve demostración del Teorema 1.7.4.

Demostración del Teorema 1.7.4. Si M es localmente armónica y Blaschke
con diámetro D, entonces existe una función Ω : [0, D)→ R tal que ωx(y) =
Ω(d(x, y)) para todo x, y ∈ M. Por el Teorema 1.7.3, para todo p ∈ M y
para todo 0 < r < D se tiene que

B(p, r) = Bh(p, V (r)),

y por el Teorema 1.7.2, si x∗1, ..., x
∗
N , con N > 2, es una configuración óptima

para la enerǵıa de Green, entonces x∗j /∈ Bh(x∗i , V/(N − 1)) para todo i 6= j.
Como N > 2, entonces V/(N − 1) < V , y como el cut locus tiene medida
cero, existe un rN tal que V (rN) = V/(N − 1). Aśı, x∗j /∈ B(x∗i , V (rN)) para
todo i 6= j, lo que concluye la demostración.
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Caṕıtulo 6

Métricas de condicionamiento y
curvatura

Dedicaremos este caṕıtulo a ver algunos ejemplos concretos de métricas
de condicionamiento y a estudiar la relación que existe entre la curvatura de
la variedad ambiente M –que juega el papel de la variedad solución– y la
autoconvexidad de la función d(x,N )−2. En las últimas secciones del caṕıtulo
demostraremos los teoremas 1.7.5 y 1.7.6.

6.1. Una fórmula para la hessiana

Lo primero que haremos será escribir la hessiana en la métrica de condi-
cionamiento Hessκ log d(x,N )−2 en términos de la métrica original deM. En
[8] los autores obtienen una fórmula de este tipo. Aqúı presentaremos una
demostración sin usar coordenadas algo más compacta.

Observemos que la métrica gκ = d(x,N )−2g es una transformación con-
forme de la métrica original, aśı que podemos usar un resultado bien conoci-
do que describe cómo se modifica la conexión de Levi–Civita al modificar la
métrica por una transformación conforme.

Proposición 6.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana posiblemente no
completa, y sea α : M → R una función diferenciable tomando valores
estrictamente positivos. Definamos una nueva métrica gκ = α g. Si ∇ es la
conexión de Levi–Civita de (M, g), entonces la conexión de Levi–Civita ∇κ

de (M, gκ) está dada por

∇κ
XY = ∇XY + S(X, Y ), X, Y ∈ X(M),
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donde S es el tensor simétrico dado por

S(X, Y ) =
1

2α
(X(α)Y + Y (α)X − g(X, Y )∇α) .

Demostración. Un cálculo sencillo muestra que ∇k aśı definida es una co-
nexión simétrica y compatible con gκ, y de la unicidad de la conexión de
Levi–Civita se sigue el resultado.

Recordemos que la hessiana Hessf de una función f ∈ C∞(M) es el
tensor simétrico dado por

Hessf(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ), X, Y ∈ X(M)

(ver, por ejemplo, [62, p. 28]).

Lema 6.1.2. En las hipótesis y con las notaciones de la Proposición 6.1.1,
la hessiana Hessκα de α con respecto de la métrica gκ satisface

Hessκα(X,X) = −α−1(dα(X))2 + Hessα(X,X) +
1

2
α−1‖∇α‖2‖X‖2,

para todo campo de vectores X ∈ X(M).

Demostración. Sea ∇κα el gradiente de α con respecto de gκ. Para cualquier
campo de vectores X ∈ X(M) tenemos que

gκ(α
−1∇α,X) = αg(α−1∇α,X) = g(∇α,X) = dα(X),

por lo que ∇κα = α−1∇α. Ahora un cálculo directo aplicando la Proposición
6.1.1 muestra que

Hessκα(X,X) = gκ(∇κ
X∇κα,X)

= gκ(∇κ
X(α−1∇α), X)

= gκ(X(α−1)∇α + α−1∇κ
X∇α,X)

= gκ
(
−α−2X(α)∇α + α−1∇X∇α + (α−2/2)(X(α)∇α
+∇α(α)X − g(X,∇α)∇α), X)

= −α−1X(α)g(∇α,X) + g(∇X∇α,X) +
1

2
α−1X(α)g(∇α,X)

+
1

2
α−1∇α(α)g(X,X)− 1

2
α−1g(X,∇α)g(∇α,X)

= −α−1(dα(X))2 + Hessα(X,X) +
1

2
α−1‖dα‖2‖X‖2.
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6.1. Una fórmula para la hessiana

Podemos dar ya una demostración de [8, Proposición 2].

Proposición 6.1.3. Sean (M, g) una variedad riemanniana y N ⊂M una
subvariedad de clase C2. Sea UN el mayor abierto deM en el que la función
r(x) = d(x,N ) es diferenciable. Entonces la función r−2 es autoconvexa en
UN si, y sólo si, para todo x ∈ UN y para todo vector tangente X ∈ TxM,

‖X‖2 − (dr(x)X)2 − r(x)Hess r(x)(X,X) ≥ 0. (6.1)

Demostración. Recordemos [78, Cap. 1.3, Hessian] que si M f→ R φ→ R es
una composición de funciones diferenciables, entonces

Hess (φ ◦ f) = (φ′ ◦ f)Hess f + (φ′′ ◦ f)df ⊗ df. (6.2)

En particular, tomando φ = log y f = r−2, podemos aplicar el Lema 6.1.2
para α = r−2 y obtener:

Hessκ log r−2(X,X) = Hessκ logα(X,X)

= α−1Hessκα(X,X)− α−2(dα(X))2

= −α−2(dα(X))2 + α−1Hessα(X,X)

+ (α−2/2)‖∇α‖2‖X‖2 − α−2(dα(X))2

= −r4(−2r−3dr(X))2

+ r2
(
−2r−3Hess r(X,X) + 6r−4dr(X)2

)
+ (r4/2)‖ − 2r−3∇r‖2‖X‖2 − r4(−2r−3dr(X))2

= −4r−2dr(X)2 − 2r−1Hess r(X,X) + 6r−2dr(X)2

+ 2r−2‖∇r‖2‖X‖2 − 4r−2dr(X)2

= 2r−2‖X‖2 − 2r−2dr(X)2 − 2r−1Hess r(X,X),

donde hemos usado que ‖∇r‖ ≡ 1 por ser r una función distancia. Se sigue
que la función log r−2 es convexa en UN en la métrica de condicionamiento
si, y sólo si, para todo x ∈M para todo X ∈ TxM,

2

r(x)2
‖X‖2 − 2

r(x)2
(dr(x)X)2 − 2

r(x)
Hess r(x)(X,X) ≥ 0.

La prueba concluye multiplicando ambos miembros por r(x)2

2
.

Observación 6.1.4. Dado que el miembro izquierdo de la desigualdad (6.1)
es homogéneo de grado 2 en ‖X‖, es suficiente comprobar que dicha de-
sigualdad se cumple para todo vector tangente unitario para garantizar la
autoconvexidad en UN .
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

6.2. Algunos ejemplos

Probablemente el ejemplo no trivial más sencillo de métrica de condicio-
namiento es el plano punteado. Esto es, el caso en el queM = R2 es el plano
eucĺıdeo y N = {0} es un único punto –digamos, el origen de coordenadas–.
La función r(x) es, simplemente, x 7→ ‖x‖, luego la métrica de condiciona-
miento en R2 \ {0} es

gκ(x)(v, w) =
1

‖x‖2
〈v, w〉. (6.3)

Para métricas de condicionamiento definidas en el espacio eucĺıdeo Rn

para las que conozcamos la función distancia r(x) = d(x,N ), podemos apro-
ximar numéricamente un segmento geodésico γ(t) en la métrica de condicio-
namiento uniendo dos puntos p1 y p2 de la siguiente manera: consideramos
la aproximación

γ(t) ≈ γA(t) = p1 + (p2 − p1)t+
m∑
k=1

Ak sin(πkt), t ∈ [0, 1],

para unos ciertos coeficientes A = (A1, ..., Am) ∈ (Rn)m. Calculamos la lon-
gitud de γA

`(A) =

∫ 1

0

‖γ̇A(t)‖
r(γA(t))

dt,

que podemos evaluar numéricamente usando alguna regla de cuadratura.
A continuación minimizamos la función ` : (Rn)m → R con alguna ruti-
na de optimización numérica y obtenemos aśı una aproximación de γ. La
curva γA(t) obtenida, sin embargo, no está parametrizada por la longitud
de arco, aśı que no podemos usarla directamente para calcular la hessiana
Hessκ log r−2(x)(X,X), donde x = γA(0) y X = γ̇A(0). Antes de hacer esto
debemos calcular el parámetro del arco

s = s(t) =

∫ t

0

‖γ̇A(u)‖
r(γA(u))

du.

A continuación debe calcularse la aplicación inversa t = t(s) y, finalmente,
la curva γA(t(s)) con s ∈ [0, `(A)] está parametrizada por el arco.

Mediante este procedimiento hemos sido capaces de dibujar algunas geodési-
cas en la métrica de condicionamiento junto con sus correspondientes fun-
ciones asociadas t 7→ log r(γ(t))−2. En la Figura 6.1 se muestran algunas
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6.2. Algunos ejemplos

geodésicas en la métrica de condicionamiento (6.3), en la que M es el plano
eucĺıdeo y N es un único punto.

Figura 6.1: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento cuandoM
es el plano eucĺıdeo y N es el origen de coordendas –en color rojo–.

En este caso la función distancia d(x, {0}) = ‖x‖ es diferenciable en todo
M\N = R2 \ {0}, luego el Teorema 1.6.3 se aplica y las funciones asociadas
a las geodésicas del condicionamiento son siempre convexas.

La variedad riemanniana (R2 \ {0}, gκ) cumple que todas las circunferen-
cias concéntricas centradas en el origen tienen la misma longitud. Resulta
que esta variedad es isométrica a una variedad bien conocida.

Proposición 6.2.1. La variedad R2\{0} con la métrica de condicionamiento
es isométrica al cilindro

C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1}

con la métrica eucĺıdea inducida.
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

Demostración. Consideremos la aplicación f : R2 \ {0} → C dada por

f(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, log
√
x2 + y2

)
.

La aplicación f es claramente biyectiva con inversa

f−1(x, y, z) = (x ez, y ez).

Tomemos coordenadas polares (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) en R2 \ {0}, y coor-
denadas ciĺındricas (z, ϕ) 7→ (cosϕ, sinϕ, z) en C. La expresión local de f en
estas coordenadas es f(r, θ) = (log r, θ), luego la matriz jacobiana de f tiene
la forma

J(f) =

(
r−1 0
0 1

)
.

La métrica de condicionamiento gκ en R2 \{0} tiene la expresión coordenada

gκ = r−2dr2 + dθ2,

luego los vectores tangentes

v1 = r∂r, v2 = ∂θ

forman una base ortonormal en cada punto. Además,

df(v1) = ∂z, df(v2) = ∂ϕ,

que forman una base ortonormal del espacio tangente al cilindro porque la
expresión local de la métrica del cilindro es dϕ2 + dz2. Esto prueba que f es
una isometŕıa.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que la función x 7→
d(x, {0})−2 es autoconvexa en el plano punteado. En efecto, como las geodési-
cas del cilindro son, en las coordenadas dadas, de la forma γ(t) = (a+bt, c+dt)
con a, b, c, d ∈ R, entonces las geodésicas del plano punteado son de la forma
f−1 ◦ γ(t) = (ea+bt, c+ dt), y

log d(f−1 ◦ γ(t), {0})−2 = −2 log ea+bt = −2a− 2bt,

–siempre en términos de la expresión local– que es una función af́ın en t y,
por lo tanto, una función convexa.
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6.2. Algunos ejemplos

La Figura 6.2 muestra las geodésicas en la métrica de condicionamiento
en el plano cuando tomamos N = {y = 0} el eje de abscisas. La métrica gκ
está dada por

gκ(x, y)(v, w) =
1

y2
〈v, w〉,

que es la métrica del modelo de semiplano para el espacio hiperbólico H2.

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

Figura 6.2: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento en el caso
en el queM es el plano eucĺıdeo y N es el eje de abscisas {y = 0}. La métrica
resultante es la del modelo de semiplano del espacio hiperbólico.

Las geodésicas, que en este caso son bien conocidas, son segmentos y arcos
de circunferencia. De nuevo la función distancia es diferenciable en todo el
espacio y, aplicando de nuevo el Teorema 1.6.3, la función x 7→ log d(x,N )−2

es convexa.
Existen, sin embargo, algunos casos que el Teorema 1.6.3 no cubre com-

pletamente. Si, por ejemplo,M es el espacio eucĺıdeo Rn y N es un conjunto
finito de puntos, entonces la función distancia es diferenciable en el interior
de las celdas de Voronoi de N , pero no lo es en el borde de las celdas, que
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

pudieran contener –y, de hecho, contienen– geodésicas del condicionamiento
γ(t) tales que la función t 7→ log d(γ(t),N )−2 no es convexa. Otro ejemplo
interesante de este tipo es el caso en el que M = R2 y N es una hipérbola
(ver Figura 6.3).

Figura 6.3: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento cuando
M = R2 y N es una hipérbola –en color rojo–.

Todas las geodésicas dibujadas aqúı, salvo la geodésica azul, cumplen
aquello de que “lo peor está en los extremos” y, de hecho, usando el Teore-
ma 1.6.3 se puede probar que cumplen la condición de autoconvexidad. Sin
embargo la geodésica azul debe cruzar el “cuello” de la hipérbola para llegar
de uno de sus extremos al otro, forzando que lo peor esté, en este caso, en
medio de la curva.

La Figura 6.4 muestra la funciones t 7→ log d(γ(t),N )−2 correspondientes
a las geodésicas γ(t) dibujadas en la Figura 6.3. Como la geodésica azul no
cumple que lo peor está en los extremos, su correspondiente función no puede
ser convexa.
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6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura no negativa

Figura 6.4: Funciones t 7→ log d(γ(t),N )−2 correspondientes, según el color,
a las geodésicas dibujadas en la Figura 6.3. Se puede apreciar claramente que
la función correspondiente a la geodésica azul no es convexa.

6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura

no negativa

En esta sección demostraremos el Teorema 1.7.5. Para ello, demostrare-
mos antes la siguiente proposición.

Proposición 6.3.1. Supongamos que, para cualquier y ∈M, la función x 7→
d(x, {y})−2 es autoconvexa en U{y}. Entonces, para cualquier subvariedad
N ⊂M de clase C2, la función d(x,N )−2 es autoconvexa en UN .

Demostración. Sea N ⊂ M una subvariedad de clase C2, y sea x ∈ UN .
Entonces existe y el punto de N más cercano a x y la función ry(x) =
d(x, {y}) = d(x, y) es diferenciable en un entorno de x. Sea X ∈ TxM un
vector tangente unitario. Entonces, con respecto de la métrica original deM,
podemos aplicar la fórmula (6.2) para obtener que

Hess(r2
y/2)(x)(X,X) = ry(x)Hess ry(x)(X,X) + (dry(x)X)2.

Como r−2
y es autoconvexa en U{y} por hipótesis, también lo es en UN , dado

que y ∈ N . Aplicando la Proposición 6.1.3, tenemos que

Hess(r2
y/2)(x)(X,X) ≤ ‖X‖2 = 1,
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

ya que X es unitario. Esto implica que, para todo ε > 0 y para toda geodésica
γ en la métrica original con γ(0) = x, la función

fy,ε(t) =
ry(γ(t))2

2
− t2

2
(1 + ε)

satisface f ′′y,ε(0) ≤ −ε, luego es cóncava en un entorno de 0. Denotemos ahora
rN (x) = d(x,N ), y observemos que rN (x) = ı́nfy∈N ry(x). Como el ı́nfimo
de una familia de funciones cóncavas es de nuevo una función cóncava, para
todo ε > 0 la función

fN ,ε(x) = ı́nf
y∈M

fy,ε =
rN (γ(t))2

2
− t2

2
(1 + ε)

es cóncava para toda geodésica γ en la métrica original con γ(0) = x. En
particular, para la geodésica γ con γ(0) = x y γ̇(0) = X, como la función
fN ,ε es diferenciable,

0 ≥ d2

dt2

∣∣∣
t=0
fN ,ε(t) = Hess(r2

N/2)(x)(X,X)− (1 + ε).

Como ε > 0 es arbitrario, hemos probado que

‖X‖2 = 1 ≥ Hess(r2
N/2)(x)(X,X) = rN (x)Hess rN (x)(X,X) + (drN (x)X)2,

donde hemos usado otra vez la fórmula (6.2). El resultado se sigue de la
Proposición 6.1.3 y la Observación 6.1.4.

La Proposición 6.3.1 nos dice, en cierto modo, que el caso en el que N es
un único punto es el peor posible. La demostración del Teorema 1.7.5 consiste
en mostrar que este caso es bueno cuando las curvaturas seccionales de M
son no negativas.

Demostración del Teorema 1.7.5. Supongamos que todas las curvaturas sec-
cionales de M son no negativas. De acuerdo con la Proposición 6.3.1, pa-
ra demostrar el teorema es suficiente probarlo en el caso particular en el
que N = {y} es un único punto. Sea U = M \ (Cut(y) ∪ {y}) el mayor
abierto en el que la función x 7→ ry(x) = d(x, y) es diferenciable, y sea
γ : (−δ, δ)→ U una geodésica unitaria en la métrica original. Consideremos

la función f(t) = ry(γ(t))2

2
− t2

2
, y veamos que es cóncava. Como f es continua,

es suficiente probar que para todo t1, t2 ∈ (−δ, δ),

f(t1) + f(t2)

2
≤ f

(
t1 + t2

2

)
.

124



6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura no negativa

Sea t0 = t1+t2
2

, y sea x = γ(t0). Mediante una traslación del parámetro de γ
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que t1 = −ε, t2 = ε y t0 = 0
para un cierto ε > 0. Tenemos que probar, entonces, que

f(−ε) + f(ε) ≤ 2f(0) = ry(x)2.

Sea z1 = γ(−ε), y sea σ la geodésica minimizante –en la métrica original–
que une x con z1. Consideremos la bisagra (ver Sección 2.2.1) con vértices
y, x, z1 y ángulo θ1, y una bisagra de comparación con vértices ŷ, x̂, ẑ1 en
el espacio eucĺıdeo Rn (ver Figurra 6.5). Por la ley de los cosenos para el
espacio eucĺıdeo,

d(ŷ, ẑ1)2 = d(ŷ, x̂)2 + d(x̂, ẑ1)2 − 2d(ŷ, x̂)d(x̂, ẑ1) cos θ1

= ry(x)2 + ε2 − 2ry(x)ε cos θ1.

x

z1

y

γ(ε)

γ

x̂

ẑ1

ŷM Rn

θ1
θ1

Figura 6.5: Una bisagra en M junto con una bisagra de comparación en el
espcio eucĺıdeo Rn.

Aplicando el Teorema 2.2.1,

f(−ε) =
1

2
(d(y, z1)2 − ε2)

≤ 1

2
(d(ŷ, ẑ1)2 − ε2)

=
1

2
(ry(x)2 + ε2 − 2ry(x)ε cos θ1 − ε2)

=
ry(x)2

2
− ry(x)ε cos θ1.
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

Análogamente, si denotamos z2 = γ(ε) y θ2 al ángulo de la bisagra z2, x, y,
tenemos que

f(ε) ≤ ry(x)2

2
− ry(x)ε cos θ2.

Finalmente,

f(−ε) + f(ε) ≤ ry(x)2 − ry(x)ε(cos θ1 + cos θ2) = ry(x)2,

ya que θ1 y θ2 son ángulos suplementarios. Esto prueba que f es cóncava.
Como f es diferenciable, se sigue que

0 ≥ d2

dt2

∣∣∣
t=0
f(t) = Hess(r2

y/2)(x)(X,X)− 1,

donde X = γ̇(0). Como ‖X‖ = 1, aplicando la fórmula (6.2) tenemos que

0 ≤ ‖X‖ − ry(x)Hess ry(x)(X,X)− (dry(x)X)2.

La Proposición 6.1.3 y la Observación 6.1.4 concluyen la prueba.

6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura

negativa

Tras ver el Teorema 1.7.5 sobre autoconvexidad en curvatura no nega-
tiva, es natural preguntarse qué ocurre cuando la curvatura de la variedad
ambiente es negativa. Comenzaremos esta sección con el primer ejemplo de
métrica de condicionamiento en el que d(x,N )−2 no es autoconvexa en UN .

Teorema 6.4.1. Sea (M, g) = (Mn
k , g) la forma espacial de curvatura seccio-

nal k con k < 0, y sea N = {y}, con y ∈M, un punto cualquiera. Denotemos
r(x) = d(x, y). Para cualquier x ∈ M y para cualquier X ∈ TxM unitario
con g(X,∇r(x)) = 0, se tiene que

(dr(x)X)2 + r(x)Hess r(x)(X,X) > 1. (6.4)

Observación 6.4.2. En el espacio Mn
k con k < 0 la función distancia r es

siempre diferenciable como consecuencia del Teorema de Cartan–Hadamard.
La desigualdad (6.4) implica entonces, por la Proposición 6.1.3, que la función
r−2 no es autoconvexa en U{y}.
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

Demostración del Teorema 6.4.1. Usando el modelo de bola de Poincaré, por
inmersión isométrica deM2

k enMn
k si n ≥ 2, es suficiente probar el resultado

para el caso n = 2. Por simplicidad, sólo en esta demostración, supongamos
que k > 0 y que la curvatura deM2

k es −k < 0. Consideremos el disco abierto
de radio 1√

k
en R2 con la métrica dada en coordenadas polares como

g(ρ, θ) = 4
dρ2 + ρ2dθ2

k2
(

1
k
− ρ2

)2 .

De acuerdo con [62, Cap. 3.3], esto es un modelo para la forma espacial de
dimensión 2 con curvatura seccional constante igual a−k. Por homogeneidad,
podemos suponer queN = {y} = {0} es el origen de coordenadas. Un cálculo
directo muestra que la función distancia en este caso es

r(ρ, θ) =
2 arctanh(

√
kρ)√

k
.

Un vector tangente X perpendicular al gradiente ∇r(ρ, θ) es de la forma
X = θ̇ ∂θ, ya que r sólo depende de ρ. Dado que

dr(ρ, θ)(ρ̇, θ̇) =
2ρ̇

1− kρ2
,

tenemos que dr(ρ, θ)X = 0. Sea ahora γ(t) = (ρ(t), θ(t)) una geodésica en la
métrica original con γ(0) = (ρ, θ) y γ̇(0) = X = (0, θ̇). Entonces

Hess r(ρ, θ)(X,X) =
2ρ̈

1− kρ2
,

donde ρ̈ = ρ̈(0). Para hallar el valor de ρ̈ necesitamos calcular la primera
ecuación de las geodésicas. De hecho, como ρ̇ = 0, sólo necesitamos el śımbolo
de Christoffel Γ1

22. Este śımbolo es

Γ1
22 = −ρ(1 + kρ2)

k( 1
k
− ρ2)

.

Por tanto,

ρ̈ = −Γ1
22θ̇

2 =
ρ(1 + kρ2)θ̇2

k( 1
k
− ρ2)

,

127
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aśı que

Hess r(ρ, θ)(X,X) =
2ρ(1 + kρ2)θ̇2

k2( 1
k
− ρ2)2

.

Como estamos suponiendo que ‖X‖ = 1, se sigue que

θ̇2

k2( 1
k
− ρ2)2

=
1

4ρ2

y

Hess r(ρ, θ)(X,X) =
1 + kρ2

2ρ
.

Por consiguiente, en nuestro caso el miembro izquierdo de la fórmula (6.1)
en la Proposición 6.1.3 es

‖X‖2 − r(x)Hess r(x)(X,X) = 1− 2 arctanh(ρ
√
k)√

k
· 1 + kρ2

2ρ

= 1− arctanh(ρ
√
k) · 1 + kρ2

ρ
√
k
.

Observemos que arctanh(0) = 0 y

d

dx
arctanh(x) =

1

1− x2
> 1 si 0 < x < 1.

Como 0 < ρ
√
k < 1, tenemos que arctanh(ρ

√
k) > ρ

√
k, y como k > 0,

‖X‖2 − r(x)Hess r(x)(X,X) < 1− (1 + kρ2) = −kρ2 < 0,

de nuevo porque k > 0.

El Teorema 6.4.1 nos servirá para demostrar el Teorema 1.7.6. Antes de
eso necesitaremos demostrar un resultado que es consecuencia del Teorema
de comparación de Rauch (ver Sección 2.2.2). A pesar de que la siguien-
te proposición –con distintas formulaciones– parece ser conocida, no hemos
encontrado una buena referencia en la literatura, aśı que incluimos su demos-
tración.

Recordemos que una bola fuertemente convexa U es una bola geodésica
tal que todo par de puntos y, z ∈ U pueden ser conectados por una única
geodésica minimizante cuyo interior está enteramente contenido en U (ver
[33, Cap. 3, Proposición 4.2]).
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

Proposición 6.4.3. Sea M una variedad riemanniana de dimensión n con
curvaturas seccionales superiormente acotadas por una constante k ≤ 0.
Consideremos la siguiente construcción (ver Figura 6.6):

Sea x ∈ M un punto cualquiera, y sea U una bola fuertemente
convexa que contiene a x. Sean y, z ∈ U dos puntos distintos entre
śı y distintos de x. Podemos construir una bisagra de compara-
ción con vértices ŷ, x̂, ẑ en la forma espacial Mn

k para la bisagra
con vértices y, x, z formando un ángulo θ en x de la siguiente ma-
nera: sea x̂ ∈ Mn

k un punto cualquiera, y sea ϕ : TxM→ Tx̂Mn
k

una isometŕıa lineal. Sea σ : [0, 1] → U la geodésica minimizan-
te –no necesariamente con velocidad 1– que une y con z. Sean
v(s) = exp−1

x σ(s), v̂(s) = ϕv(s) y σ̂(s) = ˆexpx̂v̂(s) –que cae
enteramente dentro de un entorno normal de x̂ porque k ≤ 0–.
Entonces ponemos ŷ = σ̂(0) y ẑ = σ̂(1).

La construcción anterior satisface

d(y, z) ≥ d(ŷ, ẑ).

σ(s)

x

y

M Mn
k

TxM Tx̂Mn
k

z

v(s)

ϕ

v̂(s)

σ̂(s)

x̂

ẑ
ŷ

θ
θ

exp−1
x

ˆexpx̂

Figura 6.6: Una bisagra en M junto con la construcción descrita en la Pro-
posición 6.4.3 para obtener una bisagra de comparación en Mn

k .
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

Demostración. Sean γ y γ̂ las geodésicas

γ(t) = expx tv(0), γ̂(t) = ˆexpx̂tv̂(0).

Entonces γ y γ̂ son geodésicas minimizantes uniendo x e y, y x̂ e ŷ, respec-
tivamente, y tienen la misma velocidad inicial porque ϕ es una isometŕıa.
Sabemos, por el Lema 2.1.23, que M no tiene puntos conjugados, luego γ y
γ̂ están en las hipótesis del Teorema 2.2.2.

Consideremos las siguientes variaciones por geodésicas de γ y γ̂:

Γ(s, t) = expx tv(s), Γ̂(s, t) = ˆexpx̂tv̂(s),

y sean J y Ĵ los campos de variaciones

J(t) = ∂sΓ(0, t), Ĵ(t) = ∂sΓ̂(0, t),

de Γ y Γ̂, respectivamente, que son campos de Jacobi. Veamos que J y Ĵ
también cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.2. Observemos, en primer
lugar, que J(0) = Ĵ(0) = 0, ya que Γ(s, 0) ≡ x y Γ̂(s, 0) ≡ x̂. Tome-
mos coordenadas normales (x1, ..., xn) alrededor de x. En estas coordenadas,
Γ(s, t) = expx tv(s) tiene la expresión

Γ(s, t) = tv(s) = (tv1(s), ..., tvn(s)).

Calculemos DtJ(0) = Dt∂sΓ(0, 0) = Ds∂tΓ(0, 0) (ver [54, Lema 6.3]):

Ds∂tΓ(s, t) = Ds(v
i∂i) = v̇i∂i + viDs∂i = v̇i∂i + tv̇jvi∇∂j∂i.

Si evaluamos la expresión anterior en el punto (s, t) = (0, 0), obtenemos que

DtJ(0) = Dt∂sΓ(0, 0) = Ds∂tΓ(0, 0) = v̇(0).

Análogamente, tomando coordenadas normales alrededor de x̂, podemos ver
que

D̂tĴ(0) = ˙̂v(0).

Como

ϕv̇(0) = ϕ
d

ds

∣∣∣
s=0

v(s) =
d

ds

∣∣∣
s=0

ϕv(s) =
d

ds

∣∣∣
s=0

v̂(s) = ˙̂v(0),

se sigue que

‖D̂tĴ(0)‖ = ‖ ˙̂v(0)‖ = ‖ϕv̇(0)‖ = ‖v̇(0)‖ = ‖DtJ(0)‖.
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

Finalmente, observamos que γ̇(0) = v(0) y ˙̂γ(0) = v̂(0). Por lo tanto,

〈D̂tĴ(0), ˙̂γ(0)〉 = 〈 ˙̂v(0), v̂(0)〉 = 〈ϕv̇(0), ϕv(0)〉 = 〈v̇(0), v(0)〉 = 〈DtJ(0), γ̇(0)〉.

Hemos probado aśı que J y Ĵ están en las hipótesis del Teorema 2.2.2. De
este modo,

‖ ˙̂σ(0)‖ = ‖∂s|s=0 ˆexpx̂v̂(s)‖ = ‖Ĵ(1)‖ ≤ ‖J(1)‖ = ‖∂s|s=0 expx v(s)‖ = ‖σ̇(0)‖.

La desigualdad anterior no sólo se cumple para s = 0, sino que se cumple
también para todo s ∈ [0, 1). En efecto, sea s0 ∈ [0, 1) y consideremos la
siguiente curva con traza contenida en la traza de σ:

σs0(s) = σ(s(1− s0) + s0), s ∈ [0, 1].

Sea ys0 = σs0(0) = σ(s0). Entonces σs0 es el segmento geodésico minimizante
que une ys0 con z y ‖σ̇s0(0)‖ = (1 − s0)‖σ̇(s0)‖. Sean vs0(s) = exp−1

x σs0(s),
v̂s0(s) = ϕvs0(s) y σ̂s0(s) = ˆexpx̂v̂s0(s). Aplicando el mismo argumento que
para s0 = 0, tenemos que

‖ ˙̂σs0(0)‖ ≤ ‖σ̇s0(0)‖.

Pero también ‖ ˙̂σs0(0)‖ = (1− s0)‖ ˙̂σ(s0)‖ y entonces

(1− s0)‖ ˙̂σ(s0)‖ ≤ (1− s0)‖σ̇(s0)‖.

Consecuentemente, para todo s ∈ [0, 1), ‖ ˙̂σ(s)‖ ≤ ‖σ̇(s)‖, lo cual implica que

d(ŷ, ẑ) ≤ `(σ̂) ≤ `(σ) = d(y, z),

ya que σ es una geodésica minimizante.

Podemos demostrar ya el Teorema 1.7.6.

Demostración del Teorema 1.7.6. Supongamos que todas las curvaturas sec-
cionales en el punto x ∈ M son estrictamente negativas. Por continuidad,
existe un entorno abierto U de x en el que todas las curvaturas secciona-
les están superiormente acotadas por una constante k < 0 en cada punto
de U . Restringiendo U si fuera necesario, podemos suponer que es una bola
fuertemente convexa centrada en x.
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Caṕıtulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

Sean X e Y dos vectores ortonormales en TxM. Sea δ > 0 suficientemente
pequeño como para que y = expx δY ∈ U , y pongamos N = {y}. Considere-
mos la geodésica γ(t) = expx tX con t ∈ (−ε, ε), siendo ε > 0 suficientemente
pequeño como para que γ ⊂ U . Sea M̂ =Mn

k la forma espacial de curvatura
constante k, sea x̂ ∈ Mn

k un punto cualquiera y sea ϕ : TxM → Tx̂M̂ una
isometŕıa lineal. Pongamos ŷ = ˆexpx̂δϕY , y sea γ̂ la geodésica en M̂ dada
por γ̂(t) = ˆexpx̂tϕX.

Para cada t ∈ (−ε, ε), la bisagra con vértices ŷ, x̂, γ̂(t) es la bisagra de
comparación en M̂ inducida por ϕ, descrita en en la Proposición 6.4.3, para
la bisagra enM con vértices y, x, γ(t) que forma un ángulo recto en x. Si de-
notamos ry(z) = d(z, y) y r̂ŷ(ẑ) = d̂(ẑ, ŷ), entonces aplicando la Proposición
6.4.3 obtenemos que

ry(γ(t)) ≥ r̂ŷ(γ̂(t)), t ∈ (−ε, ε). (6.5)

Por construcción tenemos que

〈∇ry(x), X〉 = 〈ϕ∇ry(x), ϕX〉 = 〈∇̂r̂ŷ(x̂), ϕX〉 = 0.

Es decir, que X y ϕX son perpendiculares a su correspondiente gradiente,
ya que X e Y son ortogonales. Usando que

ry(γ(0)) = ry(x) = r̂ŷ(x̂) = r̂ŷ(γ̂(0)),

junto con la desigualdad (6.5), obtenemos que

Hess ry(x)(X,X) =
d2

dt2

∣∣∣
t=0
ry(γ(t))

= ĺım
t→0

ry(γ(−t))− 2ry(γ(0)) + ry(γ(t))

t2

≥ ĺım
t→0

r̂ŷ(γ̂(−t))− 2r̂ŷ(γ̂(0)) + r̂ŷ(γ̂(t))

t2

= ˆHess r̂ŷ(x̂)(ϕX,ϕX).

Finalmente, aplicando el Teorema 6.4.1, la Proposición 6.1.3 y la ortogonali-
dad de X y ϕX con sus respectivos gradientes,

Hess (r2
y/2)(x)(X,X) = ry(x)Hess ry(x)(X,X)

≥ r̂ŷ(x̂) ˆHess r̂ŷ(x̂)(ϕX,ϕX)

= ˆHess(r̂2
ŷ)(x̂)(ϕX,ϕX) > 1.

La demostración concluye aplicando la Proposición 6.1.3.
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des Mathématiques, 1, Inst. Henri Poincaré, Paris, 1980, pp. 1–17.
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(1981), no. 3, 249–260.

135
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