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Capitulo 1

Introduccion

En el colegio, al inicio de la clase de gimnasia, la profesora solia pedirnos
que nos repartiéramos ocupando todo el espacio posible en el patio. Después
de tener que insistir en ello dos o tres veces, todos comenzabamos a mover-
nos mirando a nuestro alrededor, tratando de no estar demasiado cerca de
nuestros vecinos ni de los limites del patio. No sabria decir con precision cudl
era la estrategia exacta que seguia cada uno de nosotros, pero el caso es que
al final siempre termindbamos mas o menos bien distribuidos.

Todos tenemos una nocién intuitiva aproximada de lo que es un conjunto
de objetos bien distribuidos en el espacio. Al menos, en muchos casos, somos
capaces de decidir que tales objetos estan bien distribuidos, mientras que
tales otros no lo estan. Observemos, por ejemplo, el siguiente dibujo:
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Capitulo 1. Introduccién

Aqui se representan dos esferas, cada una de ellas con 500 puntos azules
en su superficie. Todo el mundo entiende que los puntos en la esfera de la
izquierda estan, mas o menos, bien distribuidos, pero los puntos en la esfera
de la derecha no. El porqué de que esto sea asi, la formalizaciéon —o, mas bien,
las formalizaciones— de la idea de “puntos bien distribuidos”, es uno de los
temas centrales en esta memoria.

1.1. EIl problema de Tammes

Una posible aproximacién a la definicién de “puntos bien distribuidos” en
una esfera —o en cualquier otro espacio métrico compacto— consiste en pedir
que nunca haya dos puntos demasiado cercanos. Es decir, que si {x1, ..., zx } €s
una colecciéon de N > 2 puntos distintos, entonces la distancia ||x; — ;|| entre
dos puntos distintos x; y x; cualesquiera sea siempre grande. Por ejemplo,
podemos querer maximizar la cantidad

i#]

Este problema se conoce como problema de Tammes en honor al botanico
holandés P. M. L. Tammes, quien lo describié en [76].

En el ano 1930 Tammes se encontraba estudiando las particulas de polen
de distintas especies de plantas. Muchas particulas de polen tienen una forma
esférica con un didmetro que oscila entre los 4.5 y los 200 pm —por tener una
referencia, el didmetro de un cabello humano esta entre los 70 y los 80 pm-—.
En la superficie de estas esferas se pueden apreciar una serie de agujeros
por los que se expulsa el material genético de la planta, que se encuentra
protegido dentro del grano de polen (ver Figura 1.1).

Tammes comenz6 a contar los agujeros que podia encontrar en los granos
de polen de distintas especies y hallé un curioso patrén: habia muchos granos
con 4, 6, 8 6 12 agujeros; no tantos con 7, 9 6 10; muy pocos granos con 11
agujeros y ningun grano con 5 agujeros. Ante este dato, Tammes propuso la
siguiente hipdtesis: los agujeros necesitan un cierto espacio para desarrollarse
y es adecuado modelarlos como capas esféricas de un cierto radio, digamos R.
Este valor de R es fijo para cada especie de planta, ya que depende soélo de la
forma particular del agujero en cada especie. Durante la gestacién del grano
de polen, los agujeros —ahora capas esféricas— van apareciendo uno detras
de otro, haciendo sitio cada vez para que salga el siguiente, hasta que ya no
caben mas agujeros y el proceso se detiene.

16



1.2. Puntos de energia minima

Figura 1.1: Granos de polen de Halothamnus glaucus al microscopio electroni-
co. En la superficie se distribuyen los agujeros por los que se expulsa el ma-
terial genético. La imagen puede encontrarse en [46].

Sabemos —es un teorema no muy dificil de demostrar— que si en una esfera
hay espacio para colocar 5 capas esféricas de un cierto radio R fijo, entonces
también hay espacio para colocar 6 capas esféricas del mismo radio R. Esto
es consistente con la hipoétesis de Tammes: no hay granos de polen con 5
agujeros porque, por el mismo precio, es posible tener 6 agujeros. Lo mismo
ocurre con 11 y 12 capas esféricas: si caben 11 capas esféricas de radio R,
entonces también caben 12.

Se conocen las soluciones exactas para el problema de Tammes en la
esfera de dimensién 2 sélo para una cantidad finita del nimero de puntos N,
asaber, N =2,3,...,14 y N = 24. Las soluciones para N = 3,4,6 y 12 fueron
encontradas por Fejes T6th en 1943 [37], para N = 5,7,8 y 9 por Schiitte y
van der Waerden en 1951 [70], para N = 24 por Robinson en 1961 [67], para
N =10y 11 por Danzer en 1961 [28] (ver también [17] para N = 11) y, mas
recientemente, para N = 13 y 14 por Musin y Tarasov [58, 59].

1.2. Puntos de energia minima
Otra manera de definir “puntos bien distribuidos” es pensar que los pun-

tos representan particulas cargadas que se repelen las unas a las otras. Ponga-
mos que dos particulas = e y se repelen con “intensidad” K (z,y). Definimos
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Capitulo 1. Introduccién

entonces la K—energia de un sistema de N particulas x1, ..., xy como la suma
de las interacciones dos a dos de particulas distintas. Esto es,

Ex(z1,...on) = Y K(,25). (1.2)
1#]

Un ejemplo cldsico consiste en tomar K (x,y) = J Para puntos z, y en

xr—
la esfera S?, donde ||-|| es la norma euclidea en R3. E! decir, para cada N > 2,
buscamos N puntos zi,...,zy € S* que minimicen la energia Zi# m
Este problema se conoce como problema de Thomson en honor al descubridor
del electrén J. J. Thomson, quien en 1904 planted el problema —que aqui

parafraseamos—

sEn qué posicion —dentro de un cierto conjunto, como una bola
o una esfera— deben colocarse N electrones para minimizar su
potencial electrostdtico? [T7]

Thomson tenia en mente un cierto modelo atémico —el conocido como plum
pudding model— que tuvo un corto recorrido debido a los espectaculares avan-
ces en la Fisica producidos a principios del siglo XX. No obstante, el problema
matematico permanecié abierto y fue ganando importancia con el tiempo.

La funcién de energia del problema de Thomson es un caso particular de
toda una familia de funciones de energia conocidas como s—energfas de Riesz,
las cuales se definen a partir del nicleo de Riesz K(x,y) = Te=alF > donde s
es un cierto nimero real positivo. Denotamos la s—energia de Rlesz por

By, i) =3 —— (1.3)

Naturalmente, esta energia puede definirse no sélo en la esfera S?, sino en
cualquier subconjunto de R™. Debido a que la energia de Riesz es una funcién
semicontinua inferior, siempre que el conjunto en el que se defina sea com-
pacto e infinito, para cualquier nimero de puntos N existird —por lo menos—
una coleccién de puntos z7, ..., 3 que minimiza Ej.

El parametro s controla, de alguna manera, el “rango de accion” del
nicleo de Riesz. Cuando s es muy grande, la suma en (1.3) estd dominada
por el sumando correspondiente a la distancia ||z; — z;|| méds pequena. Por
simplicidad, supongamos que existe un unico par de puntos que realiza la
minima distancia. Entonces,

1 1
lim Es(xl,...,xN)l/S = max ~ )
500 i o — ;] mingg [l — o]
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1.3. Distribucién asintoética de los 6ptimos

Si ahora echamos un vistazo a la definicién de dsep (1.1), veremos que mini-

mizar la energia de Riesz para valores de s muy grandes es aproximadamente

equivalente a maximizar dsep, es decir, resolver el problema de Tammes. Por
., d 1 _ -1 .

otra parte, de la observacién de que 7-|,—oz; = loga™" se sigue que

., Eg(xy,..,zny) — N(N —1) .
lim = E log ||z — ;]| -
s—0t S -
i#]
Consecuentemente, si s es muy cercano a 0, entonces minimizar la energia de
Riesz es aproximadamente equivalente a minimizar la energia logaritmica

Elog(®1, ..., TN) = Zlog”xi 1 (1.4)
i#]

La idea que debemos extraer de estas observaciones es que los valores pe-
quenos del parametro s provocan que las interacciones a larga distancia “pe-
sen mucho” para el computo total de la energia, mientras que los valores
grandes de s hacen que préacticamente solo importen las interacciones a muy
corta distancia.

1.3. Distribucién asintética de los optimos

Cabria esperar que, cuando N es muy grande, las colecciones de N puntos
Optimos —minimizantes— para la s—energia de Riesz, el problema de Tammes
o la energia logaritmica estuvieran bien distribuidos. Una manera posible
de formalizar esta idea es considerar, para cada coleccién 6ptima wy =
{z1,....2%}, la medida de probabilidad asociada vy = + ZwaE ., donde
0, es la distribucion delta de Dirac concentrada en el punto x. Si, cuando
N — o0, las medidas vy convergen —en el sentido x—débil— a la distribucién
de probabilidad uniforme o, entonces decimos que las colecciones de 6ptimos
estan asintoticamente uniformemente distribuidas. Segun esta definicion, las
colecciones de éptimos asintoticamente uniformemente distribuidas estan ra-
zonablemente bien distribuidas desde el punto de vista, por ejemplo, de la
integracion numérica, ya que en este caso para toda funcién continua f se
cumplird que

fdo = lim % Z f(z).

N—oo "
TEWRN
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Capitulo 1. Introduccién

La teoria general de la distribucién asintética de las familias de minimi-
zadores para la energia discreta ha sido objeto de estudio desde mediados
del siglo XX por parte de autores clasicos de Teoria del Potencial, tales co-
mo [24, 60, 39]. El llamado Poppy-seed Bagel Theorem —en inglés, Teorema
de la rosquilla con semillas de amapola— de Hardin y Saff [43] muestra que
la distribucion asintética de las colecciones minimizantes para la energia de
Riesz no es automaticamente uniforme, sino que depende fuertemente de la
relacién entre el parametro s y la dimensién de Hausdorff del subconjunto
de R™ en el que se define la energia. Mas precisamente, el teorema afirma
que si s es estrictamente mayor que la dimensién de Hausdorff, entonces las
colecciones Optimas estan asintoticamente uniformemente distribuidas, pe-
ro que en otro caso no tendria por qué ser asi. La Figura 1.2 muestra tres
configuraciones aproximadamente 6ptimas de 1000 puntos para la energia de
Riesz en un toro —dimension de Hausdorff 2— para los valores de s = 0.1
(izquierda), 0.8 (centro) y 2 (derecha). A medida que incrementamos el valor
del parametro s, las colecciones éptimas se parecen més a una muestra de la
distribucién uniforme. Un corolario es, por ejemplo, que los 6ptimos para la
energia logaritmica en el toro no son adecuados para integracién numérica
por métodos cuasi-Monte Carlo.

Figura 1.2: 1000 puntos con s—energia de Riesz casi minima en un to-
ro con s = 0.1 (izquierda), s = 0.8 (centro) y s = 2 (derecha). Tal
y como afirma el Poppy-seed Bagel Theorem, cuando s sobrepasa la di-
mensién de Hausdorff del toro, que es 2, los puntos de s—energia mini-
ma pasan a estar asintoticamente uniformemente distribuidos. Estos di-
bujos son cortesia de Rob Womersley. Se puede visitar su sitio web en
http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/Torus/ para ver mas experimentos
numéricos relativos al Poppy—seed Bagel Theorem.

El resultado de Hardin y Saff no impide, sin embargo, que los éptimos
de la energia logaritmica o la energia de Riesz con valores pequenos de s
estén asintoticamente uniformemente distribuidos en algunos subconjuntos
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1.3. Distribucién asintoética de los 6ptimos

de R™. Se sabe, por ejemplo, que para la esfera S*™ = {z € R"" : |z| = 1}
los 6ptimos de la s—energia de Riesz estan asintoticamente uniformemente
distribuidos para todo valor de s > 0 (ver [52, Cap. 3, pp. 160-162], y también
[27, Teorema 3| y [43, Teorema 1.1] para s € (0,n), [27, Teorema 1| para
s =n,y [43, Teorema 2.2] para s > n). Los éptimos de la energia logaritmica
también estan asintéticamente uniformemente distribuidos [19, Teorema 1.6].
Otras colecciones de puntos asintéticamente uniformemente distribuidos son,
por ejemplo, los llamados puntos de Fekete, que son puntos que maximizan
un determinante que involucra bases de arménicos esféricos (ver [56]).

Los puntos de energfa logarftmica minima en la esfera S? —a veces llamados
puntos elipticos de Fekete por [38], pero que no deben ser confundidos con los
puntos de Fekete que acabamos de mencionar— tendran un interés especial
para nosotros. Estos puntos son el objeto del séptimo problema en la lista de
problemas de Smale [74]. Si denotamos

Eog(N) = min _ Ey(x1,...,2N)

z1,..., o N ES?
la minima energfa logaritmica para N puntos en S?, el Problema 7 reza:

Can one find {x1,...,xx} C S* such that
E]Og(xl,...,l‘]\/) —glog(N) S OlOgN, (15)
C a unwersal constant?

Smale pide un algoritmo —en el sentido del modelo de computacion BSS— que
en tiempo polinémico en N produzca N puntos en S? cuya energfa logaritmica
sea pequena.

El motivo de que no se exija encontrar una coleccion 6ptima tiene que ver
con un resultado que se encuentra dentro de la serie de articulos de Shub y
Smale Complezity of Bezout’s Theorem. En [72] se muestra que si 1, ..., zy
son puntos en S? satisfaciendo (1.5), y consideramos z1, ..., zy las imdgenes
de 1, ...,z por la proyeccién estereografica S? — C, entonces la sucesién de
polinomios {fy}ns2 dada por fy(2) = [[,(z — z) est4 bien condicionada
en el sentido de que la sucesién de los nimeros de condicion de los polinomios
fn esta acotado superiormente por un polinomio en N. Shub y Smale estaban
entonces interesados en encontrar una sucesion con estas caracteristicas para
obtener buenos puntos de inicio para los métodos de homotopia, algo de lo
que hablaremos mas adelante, en la Seccién 1.6.
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Capitulo 1. Introduccién

1.4. Distancia de separacién

Otra de las medidas que indican si los puntos x1, ..., xx estan bien dis-
tribuidos es la distancia de separacién (1.1): la minima distancia entre cada
par de puntos distintos. Légicamente, las colecciones con mayor distancia de
separacién son las soluciones del problema de Tammes. Un sencillo argumen-
to del propio Tammes [76, Teorema 30] muestra que la méxima distancia de
separacién posible para N puntos en la esfera S" es O(N~'/"). En efecto, si
{z1,...,zn} son N puntos tales que d(z;,z;) > J para todo i # j, entonces
las capas esféricas centradas en los puntos z; y de radio /2 no se intersecan,
luego la suma de sus volimenes, un numero de la forma C'NJ™ para una
cierta constante C' > 0, esta superiormente acotada por el volumen V' de
la esfera, de donde 6 < C~Y»V1V/"N-1/" Es por esto que decimos que una
sucesion (wy)n>2 de colecciones de puntos wy = {x1,...,zx} en la esfera S”
esta bien separada si la correspondiente sucesion de distancias de separacion
es Q(N~/m),

Una técnica que ha proporcionado cotas inferiores precisas para la distan-
cia de separacion de puntos de energia minima es el analisis de una instancia
particular del problema de energia continua con campo externo. Un campo
externo en la esfera es una funcién @ : " — R U {+o0} que representa un
campo fisico con el que interactia cada particula, independientemente de su
interaccién con el resto de particulas. En concordancia con esta interpreta-
cién, se define la energia discreta con campo externo () como

Exqlay, an) =Y K, x) + Qx:) + Q(x;). (1.6)
i#]

La energia discreta (1.2) es, entonces, el caso correspondiente a Q = 0. En
paralelo a la definicion de energia discreta, tenemos la definicién de energia
continua con campo externo () de una medida p con soporte en S™, dada por

Bro)= [ Kladu@dn)+2 [ Q@) (1)

reSn

Bajo ciertas condiciones, se puede asegurar que existe una unica medida de
probabilidad o, llamada medida de equilibrio, que minimiza la energia
continua, y tal que si wj, es una configuracién que minimiza la energia dis-
creta con campo externo (1.6), entonces wj estd necesariamente contenida
en el soporte supp puj o de pj . La importancia de este hecho viene de la
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1.4. Distancia de separacion

observacion de que si p € S” es un punto cualquiera, y consideramos el cam-
po externo Q, n(z) = ﬁK (p, z) para cualquier N > 2, un célculo sencillo
muestra que

EK,QP,N('ZU17 "'7‘/L‘N—1) - EK(ZUI, ...,IN_17p),

Sixf,...,x5 es una configuracion éptima para Ex y tomamos como punto p
cualquiera de los puntos de la coleccion, por ejemplo, p = x%, entonces los
puntos z7, ..., x5 _; minimizan EKer’]‘V,N’ luego —bajo ciertas hipétesis— todos
ellos estan contenidos en el soporte de la medida de equilibrio S KQuy v =
SUPD JUK, Q1 n- Si resulta que el conjunto complementario S \ S K.Qus v CON-
tiene una bola —una capa esférica— centrada en z}, de un cierto radio ry, la
conclusién es que dsep(z7, ..., x%) > ry.

Calcular el soporte Sk, de la medida de equilibrio no es una tarea sen-
cilla. En algunos articulos como [20, 21] los autores combinan el uso del
funcional de Mhaskar—Saff con la técnica del balayage clasico para calcu-
lar Sk . El funcional de Mhaskar-Saff §, introducido originalmente en [57]
(véase también [69]), es una funcién que asigna a cada subconjunto com-
pacto S C S™ que no sea demasiado pequeno —técnicamente, con capacidad
positiva— un ntimero real §(S). Lo que hace til a esta funcién es que alcanza
su minimo valor en S = Sk g, de modo que si tenemos una coleccién {S;};
de candidatos para el soporte de la medida de equilibrio, sélo tenemos que
minimizar la funcién ®(t) = §(S;). Para evaluar el funcional de Mhaskar—Saff
de un compacto S, los autores necesitan calcular una determinada medida
con signo 7g conocida como medida de equilibrio con signo, y para calcular
ns recurren a la técnica del balayage clasico.

El balayage clasico —del francés balayage, limpiar, barrer— es un proceso
ideado por Poincaré que consiste, grosso modo, en eliminar o limpiar toda la
masa de una medida v en el interior de un conjunto compacto K para obtener
otra medida © = Bal(v, K), de modo que los potenciales newtonianos de v y
v coincidan fuera de K. Por ejemplo, si d, es una unidad de masa —en sentido
fisico- centrada en un punto p del espacio tridimensional, y K = B(p,r) es
una bola cerrada, entonces la medida d,, y la medida de probabilidad uniforme

o, en la esfera S(p,r) = 0B(p,r) generan el mismo potencial gravitatorio en
el exterior de la bola R*\ B(p,r). Por lo tanto, Bal(d,, B(p,r)) = o,.
Mediante el uso de estas ideas, los autores son capaces de producir cotas
explicitas para la distancia de separacion de los puntos 6ptimos para la s—
energia de Riesz en S, n > 2, con pardametro n — 2 < s < n —entendiendo
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Capitulo 1. Introduccién

que, sin =2y s =0, entonces se considera la energfa logaritmica— (ver [20,
Teorema 14 y Proposicién 15]).

Los éptimos en la esfera S™ para las energias de Riesz y, cuando n = 2
y s = 0, para la energia logaritmica, se sabian ya colecciones de puntos bien
separados para valores de s en el intervalo [n —2,n) (ver [65, 66] y [34] para
la energfa logaritmica en S?, [48] para s € (n—1,n), [35] para s € (n—2,n)).
También se probé en [48] que cuando s > n —el llamado caso hipersingular—
los 6ptimos para la energia de Riesz en S estan bien separados. Se desconoce
—aunque se espera que asi sea— si los 6ptimos para la energia de Riesz en las
esferas de dimensiones altas cuando 0 < s < n — 2 estan bien separados
o no. No se conocen muchos resultados sobre distancia de separacién en
subvariedades del espacio euclideo més generales. En [26] se estudia el caso
de una hipersuperficie de R™ con la energia de Riesz de parametro s = n — 2,
demostrando que, bajo ciertas hipdtesis, los éptimos estan bien separados.

1.5. Energia de Green

Tanto la energia de Riesz (1.3) como la energia logaritmica (1.4) estan
definidas en términos de la distancia euclidea ambiente ||z — y||, que es una
cantidad muy conveniente cuando se trabaja con subconjuntos del espacio
euclideo. No obstante, es concebible que alguien quisiera obtener puntos bien
distribuidos en una variedad diferenciable compacta abstracta —sin usar una
inmersion particular en R"— como pueden ser los grupos de Lie clasicos, los
espacios proyectivos, las grassmannianas, las variedades de Stiefel, etcétera.

Para tener un marco de trabajo comin que englobe todos estos casos,
buscamos una buena funcién de energia que se pueda definir en cualquier va-
riedad riemanniana compacta M. Una posibilidad es imitar las definiciones
de las energias de Riesz o la energia logaritmica sustituyendo la distancia
euclidea por la distancia geodésica intrinseca d(x,y). No obstante, las fun-
ciones de energia resultantes, >, d(z;, x;)"° 0 >, logd(z;, z;)~!, no son
diferenciables en todo punto, ya que la funcién distancia y — d(z,y) no es
diferenciable cuando y pertenece al cut locus de x. El analisis de estas fun-
ciones de energia no podria beneficiarse, por tanto, de todas las herramientas
que ofrece la Geometria Diferencial.

En [6] se demuestran una serie de propiedades de los puntos de energia
logaritmica minima en S? usando el hecho de que para cualquier punto x € S?,
la funcién y +— log ||z — y||~! tiene laplaciano constante independiente de .
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Esto se debe a que el nicleo logaritmico es, salvo producto por una constante
positiva, una solucién fundamental de la ecuacién de Poisson en S?. Es decir,
que si f : S* — R es una funcién continua tal que fs2 f = 0, entonces la
funcién

uw) = [ 5ozl =yl f(w)avol(y)

cumple Au = f. Tomando esta propiedad como la fundamental de la energia
logaritmica, definimos la energia de Green de N puntos xi,...,xx en una
variedad compacta M cualquiera como

E(zy,..,xy) = Eg(z1, ..,zn) = Y Glai, xj), (1.8)
1#]

donde G es una solucion fundamental de la ecuacion de Poisson en M. Es
decir, G : M x M — R cumple que

A,G(z,y) =6, — V 'dvol,

donde V' = vol(M) es el volumen de M y dvol es la forma de volumen —o la
densidad— riemanniana. Para que GG sea tinica, imponemos que fy G(z,y) =0
para todo € M (ver Teorema 3.1.1) y llamamos a G la funcién de Green
de M. Podemos interpretar x — G(z,y) como una solucién estacionaria de
la ecuacién del calor cuando introducimos calor de forma constante a través
del punto y, y al mismo ritmo dicho calor se pierde uniformemente en todo
M.

Algunas de las principales aportaciones originales de esta memoria tratan
sobre propiedades de los conjuntos de minimizadores de la energia de Green.

1.6. Meétricas de condicionamiento

Deciamos al final de la Seccion 1.3 que Shub y Smale estaban interesados
en obtener puntos de energfa logaritmica casi minima en S? porque con ellos
eran capaces de construir una sucesion de polinomios bien condicionados.
Estos polinomios servirian, entonces, como buenos puntos iniciales para los
“métodos de homotopia”.

Los métodos de homotopia son una serie de métodos disenados para re-
solver una amplia variedad de problemas en analisis numérico, desde la apro-
ximacién de ceros de polinomios o de soluciones de sistemas de ecuaciones
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polinomiales hasta el problema de autovalores (puede consultarse, por ejem-
plo, el texto de Blum, Cucker, Shub y Smale [15]).

A grandes rasgos, la idea detras de los métodos de homotopia es la si-
guiente (ver Figura 1.3): dado un problema o input f;, buscamos una solucién
aproximada o output (; de f;. Consideramos otro problema f; para el que
ya conozcamos una solucion (y, asi como un camino dentro del espacio de
inputs f;, con t € [0,1], uniendo fy con f;. Bajo ciertas hipdtesis, existe un
camino asociado (; en el espacio de outputs que une (y con (; y tal que (; es
una solucién de f; para cada t € [0, 1]. Es decir, el camino (t) = (f:, () es
una curva en la llamada variedad soluciéon

V = {(f,¢) : ¢ es una solucién de f} C Inputs x Outputs. (1.9)

S

Ji

fo

Figura 1.3: En la parte izquierda, un problema objetivo f; y un problema
inicial fy unidos por un camino —continuo— f;. En la parte derecha, el corres-
pondiente camino (; en el espacio de soluciones. A partir de una discretizacion
del camino f; se puede obtener una aproximacion discreta z; de (;.

Si consideramos una discretizacion 0 = tg < t; < --- < t, = 1 del inter-
valo [0, 1], entonces podemos tratar de hallar, para cada problema f;,, una
solucion aproximada z;,. Una posible manera de hacerlo es usar, en cada pa-
so 1, la aproximacion anterior z;, , como punto inicial para una iteracion del
método de Newton —cuando tal cosa tenga sentido—. Si la discretizacion es
suficientemente fina —esto es, si k es suficientemente grande—, a veces pode-
mos asegurar que la ultima de las soluciones aproximadas z;, = z; es, de
hecho, una solucién aproximada para fi. El entero positivo k£ es el niimero
de problemas intermedios que hay que resolver, o el nimero de iteraciones
del método de Newton que hay que realizar, para continuar una soluciéon (
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de fy a una solucién aproximada z; de f;. Por lo tanto, podemos interpretar
k como la “complejidad” del método de homotopia.

Uno de los aspectos mas interesantes de los métodos de homotopia es
que, en muchos casos, es posible obtener cotas tedricas precisas para su com-
plejidad. Por ejemplo, en [71, Teorema 3], Shub demuestra el siguiente re-
sultado: supongamos que el espacio de inputs es el espacio de n sistemas
de ecuaciones polinomiales homogéneas —complejas— de grados (d, ..., d,). Si
v =(f,{):[0,1] = V es una curva en la variedad solucién (1.9), entonces
el nimero de pasos k necesarios para continuar una solucién (p de fy a una
solucion aproximada z; de f; estd acotado como

kéoﬁﬂéuW@W%mW+L (1.10)

donde C' es una constante, D es el maximo de los grados d;, u(y(t)) = p(fi, G)
es el condicionamiento de (f;, z;) y 4 es el vector tangente a 7.

Esta cota superior para el niimero de pasos del método de homotopia, asi
como su antecesora, obtenida por Shub y Smale en [73], fueron el germen de
la solucién del problema nimero 17 de Smale, propuesta por Beltran y Pardo
en [10, 11, 12], asi como de sus versiones deterministas [22] —con tiempo casi
polinémico— y [50]. Todos los estudios posteriores sobre la complejidad de los
métodos de homotopia han seguido esta misma filosofia (véase [4, 3, 51]).

En [2, Teorema 3] Armentano demuestra una desigualdad muy similar a
(1.10) para el problema de autovalores. Si v(t) = (A, A, v¢) €s una curva en
la variedad solucién —es decir, A;v; = \jvy—, entonces

kSCAuW@W%mW+L

donde C' es una constante.

A la integral fol w(y(€)||7(t)]|dt se la conoce a veces como la longitud de
condicionamiento de 7y, denotada £,(v). El motivo es que si llamamos ¢ a
la métrica riemanniana de la variedad solucion V —con la que se calcula la
norma del vector tangente ||(t)||—, entonces ¢,(7) es la longitud de 7 en la
métrica p2g. Por lo tanto, las curvas para las que la cota de la complejidad
k es mds pequefia son, precisamente, las geodésicas de (V, u?g).

El condicionamiento p suele ser una funciéon complicada, pero muchas
veces se puede acotar por —o aproximar como— el inverso de la distancia al
conjunto de problemas mal condicionados, que denotamos Y’ siguiendo la
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tradicion en la literatura. Estos resultados de acotacion se conocen genérica-
mente con el nombre de Teoremas del Nimero de Condicién (ver [15, p. 234,
Teorema 3| para sistemas de ecuaciones polinomiales, [2, Teorema 4] para
el problema de autovalores, [30, Teorema 5.1] para el problema de autova-
lores generalizado y [31, 23] para la teoria general). Por este motivo, si g es
la métrica de la variedad solucién, se define la métrica de condicionamiento
como

gul(w) = d(z,X) ?g(z), z€V\¥,

y estudiamos entonces las geodésicas de g.

El conjunto ¥’ C V, llamado a veces variedad critica, tendrd una expre-
sion u otra dependiendo del problema. Por ejemplo, en el caso de polinomios
univariados, 3’ es el conjunto de los (f,() € V tales que ( es una raiz multi-
ple de f. En el caso del problema de autovalores, 3 es el conjunto de los
(A, X\, v) € V tales que X es un autovalor multiple de A. Para poder cubrir
todos estos casos, nosotros estudiamos la métrica de condicionamiento en el
caso general en el que M = V es una variedad riemanniana cualquiera y
N =Y es una subvariedad de M.

Como la funcién distancia d(z, N') no es diferenciable en todo punto de
M\ N, la métrica g, no es una métrica riemanniana en sentido estricto.
Sin embargo, (M \ N, g,) es siempre una variedad localmente Lipschitz con
la distancia riemanniana y se pueden definir las geodésicas como las curvas
localmente minimizantes. En efecto, si v : (a,b) = M \ N es una curva
localmente Lipschitz, por el Teorema de Rademacher (ver [64, §6.9, Corolario
41]) el vector tangente + existe en casi todo punto y, por el Teorema Principal
de Lebesgue (ver [64, §6.8, Teorema 38]), es integrable. Se define entonces la
longitud de v en la métrica de condicionamiento como

" @l
w0 = [t
Una geodésica minimizante del condicionamiento es, entonces, una curva lo-
calmente Lipschitz v : [a,b] — M\ N tal que £.(y) < £.(c) para toda curva
localmente Lipschitz ¢ : [a,b] = M\ N con c¢(a) = v(a) y ¢(b) = ~v(b). Una
geodésica —a secas— es una curva localmente Lipschitz que es localmente una
geodésica minimizante. La versién de Gromov del Teorema de Hopf-Rinow
(ver [49, Teorema 1.10]) asegura que todo par de puntos en M \ N pueden
ser unidos por —al menos— una geodésica minimizante del condicionamiento.
Alli donde la funcién distancia sea diferenciable, esta definicion de geodésica
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coincide con la definicién usual —riemanniana— de geodésica como una curva
que satisface las ecuaciones de Euler—Lagrange.

Una de las preguntas que mas interés ha despertado en relacion a la métri-
ca de condicionamiento es si “lo peor estd en los extremos”. Es decir, si dado
un segmento geodésico v : [a,b] = M \ N en la métrica de condicionamien-
to, el punto () més cercano a N —con respecto de la métrica original de
M-~ es alguno de los extremos y(a) o v(b). En términos de los métodos de
homotopia, esta propiedad se traduce en que el problema mas dificil —peor
condicionado— en una curva (f;,(;) es siempre el problema objetivo (fi, ()
o el problema inicial (fy, (p). De esta manera podemos estar seguros de que
el método de homotopia nunca tendra que resolver un problema intermedio
peor condicionado que el problema objetivo.

Si para toda geodésica v en la métrica de condicionamiento la funcién
t — d((t),N)~2 es convexa, entonces, en efecto, lo peor estd en los extremos.
A menudo sucede que esta funcion no sélo es convexa, sino que es log—convexa
—en particular, es convexa— en los puntos en los que la funcion distancia
x — d(z,N) es diferenciable. Es decir, que la funcién ¢t — logd(y(t), N)~2
es convexa. Por ello, introducimos la siguiente definicién:

Definicién 1.6.1. Sea U C M \ N un abierto. Decimos que la funcién
d(z,N')7% es autoconvera en U si la funcién logd(x, N)=2 es convexa en U
en la métrica de condicionamiento. Es decir, si la hessiana Hess,, log d(x, N') 2
en la métrica de condicionamiento es semidefinida positiva en U.

Observacién 1.6.2. Més generalmente, si (M, g) es una variedad rieman-
niana posiblemente no completa, y a : M — R es una funcién diferenciable
que toma valores estrictamente positivos, podemos decir que « es autocon-
vexa si es convexa en la métrica g, = «a g.

Ahora y en adelante denotaremos siempre por Uy el mayor abierto en el
que la funcién distancia d(z, N) es diferenciable. En [8] los autores demues-
tran el siguiente teorema.

Teorema 1.6.3. [8, Teorema 2] Supongamos que la variedad ambiente M
es el espacio euclideo R". Entonces, para cualquier subvariedad N' C R" de
clase C?, la funcién d(z, N)~2 es autoconvexa en Uy .

Una de nuestras contribuciones en esta memoria consiste en una genera-
lizacién de este resultado.
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Por su parte, en [71, 13] se considera el caso de los sistemas de ecuacio-
nes polinomiales. Para analizar la autoconvexidad en este caso, los autores
comenzaron estudiando el problema lineal en el que

M = My, = {(M,¢) € C*HD x P(C) : M¢ = 0}

N = N = {(M, () € My, : dimker M > 1}.

En [9] consiguieron demostrar que la funcién log d(x, Ny, ) ™2 es convexa en la
métrica de condicionamiento en My, \ M, —incluso en aquellos puntos en los
que d(z, Njin) no es diferenciable—. El argumento considera una estratificacién
del espacio de matrices C™ ("1 basada en la descomposicién en valores
singulares. Para cada m—upla a = («, ..., ;) de enteros tales que aq +-- -+
Q= n, se considera el conjunto P(,) de matrices en My, \ M tales que sus
«y primeros valores singulares son iguales, sus as segundos valores singulares
son iguales, etcétera. Esto es,

Py =1{M € crx(ntl) svd(M) = (01, ., 01,09, <.e; 09, ooy Oy oey O) }-

donde o; se repite «; veces, y o1 > --- > g, > 0. Consideramos, también, el
conjunto

N ={M € Crx(nt1) csvd(M) = (01, ey 01, ooty Oty o0y Om—1, 0, ..., 0) },

donde en la parte final hay «,, ceros. Se prueba que P(,) es una variedad dife-
renciable y se define la métrica de condicionamiento para el par (P(a), Na))-
La funcién distancia d(z, N(,)) es diferenciable en P,y y resulta que la funcién
d(.ﬁlﬁ,./\/(a))_Q es autoconvexa en MN@ = P(a)- Los autores entonces encuen-
tran la manera de pegar todas las piezas en la estratificacion y probar la
autoconvexidad de d(z, M) 2.

Dado que la propiedad de autoconvexidad en Uy se cumple cuando N
es cualquier subvariedad de R", y también en casos algo “exdticos” como
(Miin, Miin) ¥ (P(a), N(a)), tal vez uno podria esperar un argumento general
que demostrara la autoconvexidad en Uy para (M, N) cualesquiera. Uno de
los casos de estudio mas interesantes es el caso en el que la variedad solucién
es la correspondiente al problema de resoluciéon de sistemas de ecuaciones
polinomiales y N/ = Y/, un problema que todavia permanece abierto.
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1.7. Principales aportaciones de la memoria

En esta seccién presentaré los principales resultados originales aportados
en la memoria. Una primera parte tratara sobre los conjuntos de éptimos de
la energia de Green en una variedad riemanniana compacta. A continuacion
veremos algunos resultados relativos a la autoconvexidad de las métricas de
condicionamiento.

1.7.1. Configuraciones 6ptimas para la energia de Green

Si M es una variedad compacta de dimension n > 2, entonces, para
cada N > 2, existe al menos una configuraciéon 6ptima w} = {z7, ..., 2%}
para la energia de Green (1.8), ya que la funcién de Green es semicontinua
inferior. La funcién G(x,y) tiene una singularidad en la diagonal comparable
a logd(z,y)™tsin =2y ad(y)?" sin > 2 de modo que para dos
puntos x e y préximos, la energia de Green se comporta de manera similar
a la s—energia de Riesz con parametro s = n — 2. El Poppy-seed Bagel
Theorem, mencionado en la Seccién 1.3, implica que si M es una subvariedad
n—dimensional de R™, entonces los 6ptimos de la s—energia de Riesz estan
asintéticamente uniformemente distribuidos siempre que s > n. Sin embargo,
si s < n, entonces es posible que la distribucién asintotica de los 6ptimos no
sea uniforme —como en el caso del toro y la energia logaritmica en la Figura
1.2—. El primer resultado que veremos —fruto de un trabajo conjunto con C.
Beltran y N. Corral, y que figura en [7]- dice que, a pesar de lo anterior, los
6ptimos para la energia de Green si que estan asintéticamente uniformemente
distribuidos. Denotemos como V' = vol(M) el volumen de M.

Teorema 1.7.1. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensién
n > 2. Entonces la medida de probabilidad uniforme V ~'dvol es la tnica
medida de probabilidad en M que minimiza la energia de Green continua

E(p) = / » G2, y)du(x)du(y).

Es més, si (wy)ny>2 es una sucesién de optimos para la energia de Green,
entonces

1 .
~ Z 5, = Vldvol

*
TEWN

cuando N — oo.
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Demostraremos el Teorema 1.7.1 en la Secciéon 3.4. En esta memoria nos
ocuparemos también de la distancia de separacion o, mas generalmente, de
lo que llamaremos a veces “areas de influencia” de los puntos 6éptimos para la
energia de Green. En la Seccion 1.4 deciamos que, para valores del parametro
sconn—2 < s <n,alrededor de cada punto z; en una configuracién éptima
{z7, ..., 2%} para la s—energia en S" existe una bola geodésica B(x},ry) en la
que ningun otro punto de la configuracién puede entrar. Si M es una variedad
no tan simétrica como la esfera, entonces el area de influencia natural de
cada punto en una configuracion 6ptima no es una bola geodésica, sino un
conjunto llamado bola armdnica. La bola arménica B"(p,a) centrada en un
punto p € M y con radio —o volumen— un nimero real a, con 0 < a <V, es
un abierto en el que se cumple la propiedad del valor medio para funciones
armoénicas. Es decir, que si h es una funcién integrable y arménica en B (p, a),
entonces

G
_—— h dvol = h(p).
VOI(Bh<p7 CL)) Bh(p,a) ( )
Técnicamente, la bola arménica se define en términos de un cierto problema
del obstéculo (ver Definicién 4.1.4).

Teorema 1.7.2. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensién
n > 2,y sea {zi,....,x%}, con N > 2, una configuracién ptima para la
energia de Green discreta. Entonces, para cada i,j = 1,..., N con i # j, se

tiene que
\%4
* h *

Demostraremos el Teorema 1.7.2 en la Seccién 4.2. En algunos casos las
bolas armonicas y las bolas geodésicas coinciden como familias. En [42], por
ejemplo, los autores prueban que las bolas armonicas y las bolas geodési-
cas coinciden como familias cuando M es una variedad de dimensién 2 con
curvatura de Gauss constante (ver también [45]). En esta memoria genera-
lizaremos estos resultados demostrando que las bolas armoénicas son bolas
geodésicas cuando la densidad de volumen es radialmente simétrica. Para un
punto p € M, la densidad de volumen es una funcién w,(z) cuya expresién
en coordenadas normales alrededor de p es

wy(x) = /det g;;(x)
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(ver Definicién 2.4.5). Que la densidad de volumen sea radialmente simétrica
en torno a p, o sea, que wy(x) sélo dependa de la distancia d(p, ), es equi-
valente a que las esferas geodésicas centradas en p tengan curvatura media
constante a lo largo de toda la esfera geodésica.

Existe una clase particular de variedades riemannianas, llamadas varie-
dades localmente armonicas —a veces variedades LH en la literatura por sus
siglas en inglés—, en las que la densidad de volumen es una funcion radial-
mente simétrica alrededor de cada punto. Si anadimos la condicién de que M
sea compacta, y que el radio de inyectividad de la variedad —el infimo de las
distancias al cut locus de los puntos de M- coincida con el didmetro —lo que
se conoce como propiedad de Blaschke—, entonces el niicleo de Green G(z,y)
depende tnicamente de la distancia d(x,y) para todo par de puntos de M,
y ademas el volumen de las bolas geodésicas —y de las esferas geodésicas—
no depende del punto base. En la Seccion 5.3 demostraremos el siguiente
resultado:

Teorema 1.7.3. Sea M una variedad localmente armonica y Blaschke de
dimensién n > 2 y didmetro D. Entonces, para todo 0 < r < D, se tiene que

B(p,r) = B"(p,V(r)),
donde V(r) = vol(B(p,r)) es el volumen de la bola geodésica.

Ademas, los teoremas 1.7.2 y 1.7.3 se combinan para producir un resul-
tado sobre la distancia de separacién.

Teorema 1.7.4. Sea M una variedad localmente armonica y Blaschke de
dimensiéon n > 2. Si {z7,...,2%}, con N > 2 es una configuracién 6ptima
para la energia de Green discreta, entonces

dsep(z], ..., xN) > TN,

donde ry es el radio de la bola geodésica tal que

Viry) = % (1.11)

En particular, como V(1) ~ Cr™ para una cierta constante C| la distancia
de separacién es Q(N~Y") y los 6ptimos para la energia de Green en estas
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variedades estan bien separados. Esta cota generaliza la cota 2/4/N — 1 obte-
nida en [34, Teorema 2] para la energia logaritmica en S?; ya que la ecuacién
(1.11) para ese caso se lee, en términos de la distancia euclidea d, como

47
N -1

rd? =

La demostracion del Teorema 1.7.4 puede encontrarse en la Seccion 5.3.

1.7.2. Autoconvexidad y curvatura

Los dos tultimos resultados presentados en esta memoria, publicados en
[25], relacionan la curvatura con la autoconvexidad en las métricas de condi-
cionamiento, de la que se habl6 en la Seccion 1.6.

Recordemos, informalmente, el concepto de curvatura seccional —puede
consultarse el Capitulo 2 para ver una definiciéon formal-. Si p es un punto
de una superficie S sumergida en R3, decimos que la curvatura de Gauss en
p es no negativa si, en un entorno de p suficientemente pequeno, todos los
puntos de la superficie quedan en uno de los lados del plano tangente 7,S5.
Es decir, la superficie se parece localmente a una esfera, un elipsoide o un
cilindro. En caso contrario, decimos que la curvatura es negativa. Para una
variedad M de dimensién mayor, tomamos un punto p € M y un subespacio
2-dimensional II del espacio tangente 7, M. Formamos una pequena subva-
riedad S de dimension 2 —una superficie— alrededor de p considerando todas
las geodésicas que parten de p con velocidades iniciales en II. La curvatura
seccional K (IT) se define, entonces, como la curvatura de Gauss de S en p.

El primero de los teoremas sobre la autoconvexidad que presentamos aqui
es una generalizacién del Teorema 1.6.3, en el que M = R". Recordemos que
denotdbamos por Uy el mayor abierto de M\N en el que la funcién distancia
d(z,N) es diferenciable.

Teorema 1.7.5. Sea M una variedad riemanniana con curvaturas seccio-
nales no negativas. Entonces, para cualquier subvariedad N de clase C? la
funcién d(z, N')™2 es autoconvexa en Uy .

El segundo resultado sobre autoconvexidad dice que si existe un punto de

la variedad ambiente en el que todas las curvaturas seccionales son negativas,
entonces la conclusion del Teorema 1.7.5 es falsa.
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1.7. Principales aportaciones de la memoria

Teorema 1.7.6. Sea M una variedad riemanniana. Si existe un punto p €
M en el que todas las curvaturas seccionales son negativas, entonces existe
una subvariedad N de M tal que la funcién z +— d(z, N')~! es estrictamente
concava alrededor de p en la métrica de condicionamiento.

La variedad soluciéon correspondiente a los sistemas de ecuaciones poli-
nomiales tiene curvaturas de distinto signo en distintos puntos y distintas
direcciones, de modo que los teoremas 1.7.5 y 1.7.6 no permiten demostrar ni
descartar la autoconvexidad en este caso. Sin embargo, representan el primer
paso hacia su resolucién desde los articulos originales [8, 9.
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Capitulo 2

Preliminares

Los problemas de los que nos ocupamos en esta memoria requieren del
uso de técnicas procedentes de distintas areas de las Matematicas. Con el
objetivo de hacer el texto méas accesible, hemos decidido incluir una pequena
recopilacién de algunos resultados en Geometria Riemanniana y en Teoria
del Potencial, que son las dos grandes areas a las que acudiremos con mas
frecuencia.

2.1. Elementos de geometria riemanniana

Comenzaremos estableciendo la notacién que vamos a utilizar y recor-
dando algunos de los resultados mas bésicos de Geometria Riemanniana. Las
principales referencias que utilizaremos son [55, 54, 62, 33, 29].

2.1.1. Notaciones y definiciones basicas

Sea M una variedad diferenciable —de clase C"*°— de dimension n. Deno-
tamos por T'M el fibrado tangente de M y por T, M el espacio tangente
a un punto p € M. Si (U,x) es una carta de M, donde U C M es un
abierto y x : U — R", denotamos por z', ..., 2" las funciones coordenadas,
de tal modo que x(p) = (z'(p),...,z"(p)) € x(U) C R" para p € U. Deno-
tamos por 577, ..., 5= O, simplemente, 0y, ..., d,, los campos coordenados, y
por dat, ..., dx", las 1-formas coordenadas, de tal modo que dz(9;) = 5;

Todas las variedades riemannianas en esta memoria se suponen conexas
y completas salvo que se especifique lo contrario —algo que ocurre, en ocasio-
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nes, en el Capitulo 6—. Si g es una métrica riemanniana en M, denotamos
las funciones coordenadas de la métrica por g;; = ¢(0;,0;). Se definen las
funciones g¥ : U — R por la relacién g*gy; = 5;, 1,7 =1,...,n, donde hemos
usado el convenio de sumacién de Einstein.

Denotamos por C*°(M) el espacio de funciones diferenciables sobre M,
y por X(M) el espacio de campos de vectores diferenciables en M. Asimis-
mo, denotamos por QM el espacio de k—formas diferenciales de M, esto
es, el espacio de secciones diferenciables del fibrado de tensores covariantes
alternados de rango k en M, al cual denotamos A* M.

Denotamos por d la diferencial en kformas, de modo que si w € QF M se
escribe en coordenadas como

w = g Wiy,.igdx™ N Adx™,

1<t << <n

entonces
dw = Z dw;, ... N dx™ A -+ A dz.

1< << <n

El gradiente de una funcién diferenciable f € C*°(M) es el campo de
vectores métricamente equivalente a la diferencial. Es decir, es el inico campo
de vectores V f que satisface

g(Vf, X) =df(X), XeX(M).
En coordenadas, el gradiente tiene la expresién
Vf= gijaifaj-

Dado un campo de vectores X € X(M), denotamos por Vx la derivada
covariante con respecto de X, donde siempre consideramos en M la conexiéon
de Levi-Civita. SiY € X(M), la diferencial covariante es la aplicacién lineal
VY : X(M) — X(M) dada por VY (X) = VxY. La divergencia divX de
un campo de vectores X € M es la traza de su diferencial covariante. Si
Ey, ..., E, es un sistema de referencia ortonormal definido en un abierto U de
M, entonces

divX =Y g(VpX,E) enU.

=1
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2.1. Elementos de geometria riemanniana

El laplaciano de una funcién f € C°(M) es la funcién Af = —divV fL. En
un sistema coordenado,

1

Vgl

Af =———0 (Vg g"0;) (21)

donde |g| = det(g;5)-
Dados dos campos de vectores X,Y € X(M), el operador de curvatura
es la aplicacién C*°(M)-lineal R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 2,

donde [X,Y] es el corchete de Lie. El tensor de curvatura es la aplicacién

C>(M)-multilineal R : X(M)** — R dada por
R(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

La curvatura seccional de un subespacio 2-dimensional II C T}, M, generado
por dos vectores linealmente independientes X e Y es

)  RXYLYX)
B = KXY) = IREIVE g, )2

2.1.2. Integracién de densidades y n—formas

En algunos de los teoremas que veremos en esta memoria vamos a ne-
cesitar usar las Identidades de Green para variedades no orientables. Estos
resultados aparentemente no son tan bien conocidos como sus versiones orien-
tables porque la formalizacién de la integracion en variedades no orientables
requiere un poco mas de trabajo. Esta formalizacién se hace, en la mayoria
de los casos, a través del concepto de “densidad”, un objeto que recibe dife-
rentes nombres en la literatura —density para [55], odd form para [29], twisted
form para [1], etcétera—. Nosotros intentaremos introducir las densidades de
manera que podamos enunciar las identidades de Green lo antes posible.

Recordemos que un fibrado vectorial real (E, 7, M) de rango k queda
completamente determinado, salvo isomorfismo de fibrados, por un recubri-
miento abierto {Ug}aca de M y unas funciones de transicion diferenciables
Top : Us N Usg — GL(k, R) satisfaciendo la condicion de cociclo

Taﬁ(p)TB'y(p) = Ta’y(p)v VP S Ua N Uﬁ N U«/.

! Algunos autores definen el laplaciano con el signo opuesto.
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Las trivializaciones locales ¢, : 7~ 1(U,) — U, x R* satisfacen, entonces,

80 P (p,v) = (D, Tap(p)V).

(Véase, por ejemplo, [55] o [44]). Desde este punto de vista, el fibrado A" M
es el fibrado lineal con aplicaciones de transicion

pas(p) = det d(x5 0x,") (Xa(p)),
donde {(Ua,X4)}a €s un atlas de M.

Observacién 2.1.1. La manera de recuperar la definicién clésica del fibrado
vectorial en términos de las trivializaciones locales a partir de la definicion
por aplicaciones de transicion es la siguiente: se considera la union disjunta
E = [1,, Ua x R* junto con la relacién de equivalencia (o, p,v) ~ (3, q, w) si,
y sblo si, p = q y w = 745(p)v. Entonces E = E/ ~, m: FE — M estd dada
por [, p,v] = p, vy las trivializaciones locales son ¢, : 77 1(Uy,) — U, x RF

dadas por ¢.[3, p,v] = (p, Tsa(p)V).

Definicién 2.1.2. El fibrado de volumen Vol(M) de M es el fibrado lineal
con aplicaciones de transicion

Vap = | det d(x5 0 x.") (Xa(p))|-
Una seccién p € I'Vol(M) se llama densidad.
En vista de las definiciones de A" M y de Vol(M), cobra sentido la si-
guiente definicién:

Definicién 2.1.3. El fibrado de orientaciones Or(M) de M es el fibrado
lineal con aplicaciones de transicion

0ap(p) = sgn(det d(x5 0 x, 1) (Xa(p))).

La relacién entre las funciones de transicién pug, Vag y 0ap se traduce en
una relacion entre los fibrados correspondientes mediante la siguiente defini-
cion.

Definicién 2.1.4. Sean (E, 75, M) y (F,mp, M) dos fibrados vectoriales
sobre M de rangos kg y kp, respectivamente. Sea {U,}, un recubrimiento
abierto de M tal que ambos E y F trivializan sobre los abiertos U,. Sean
{Tap}as ¥ {0ap}ap las funciones de transicién de E y de F, respectivamente.
El producto tensorial de los fibrados E y F', denotado F ® F', es el fibrado de
rango kpkp con funciones de transicion 7,5 ® Oup : Uy NUz — GL(kgkp, R).
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2.1. Elementos de geometria riemanniana

Observacion 2.1.5. Si F es un fibrado lineal trivial, entonces F' es isomorfo
al fibrado M x R, cuyas funciones de transicién son 0,3 = 1. En este caso
EFE®F=F.

Corolario 2.1.6. Se tiene que
A" M = Or(M) ® Vol(M), Vol(M) = Or(M) @ A" M.

El corolario anterior nos dice que, en la practica, una densidad p siempre
se puede escribir en un entorno coordenado U, como

(= podr: Ao Ada”,

donde i, =m0 a0 pu € C®(Uy,) ¥ {¢ataca son trivializaciones de Or(M),
con la precaucion de que el cambio de cartas se realiza con el valor absoluto
del determinante del jacobiano:

ppday A - AN Az = ogagaiadal, A A dal
= po|det d(x, 0 Xgl)|d£B; A ANdxh.

(67

Si M es orientable, entonces admite un atlas con cambios de carta positivos
y podemos quitar el valor absoluto para obtener

ugdx}; A Ny = pig det d(x, 0 Xgl)dl‘; A Ndxl

(e 2]

de modo que u se identifica con una n—forma.
Las densidades son los objetos que se transforman de la manera correcta
por cambio de coordenadas para poder ser integrados.

Definicién 2.1.7. Sea pu € I'Vol(M) una densidad con soporte compacto.
Se define la integral de p como

/M p=3 / (5 () a5 (),

acA a(Ua)

donde {7, }aca es una particion de la unidad subordinada al recubrimiento
{Ua}aeAa ﬂa = T2 0 9004 o ﬂ : Ua — R? {Qpa : 7T_1<U04) — Ua X R}aEA SO las
trivializaciones locales y 7y : U, X R — R es la segunda proyeccion.

Lema 2.1.8. La integral de una densidad esta bien definida.
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Demostracion. Supongamos que {(Va,¥,)}acp €s otro atlas de M, y sea
{€a}aecp una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {V,}acs-
Sean {1, }acp las trivializaciones locales del fibrado de volumen asociadas al
atlas {(Va,¥,) taep. Entonces

/M = [ b @l @)

OLEA a Ua

-y / S 50 () a6 ()t (x5 (1))

acA a(Ua) BEB

= 3y SO S D )

a€cA,BEB

-y R )

acA,BEB
ma(@a(iulys' ()| det d(xq 0 y5')|dy

-y /(U mv)ﬁﬁ(ygl(y))na(ygl(y))

acA BEB
5 (W)))dy

=Z / Znaya (35 ) sy ()

peB (Ve) aca
= 5 “L(y))dy.
5= ]y 05 0wt

]

Observacién 2.1.9. Si w € Q"M es una n—forma, entonces podemos defi-
nir una densidad |w| € I'Vol(M) de la siguiente manera: sean {¢q taca las
trivializaciones locales de Vol(M) y sea {1, }aca una particion de la uni-
dad subordinada al recubrimiento {U, }ac4. Supongamos que w se escribe en
coordenadas en U, como

w = wedz Ao Adzl.

Entonces

wl(p) =D nalp)ea (0, lwalp)]).

acA
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2.1. Elementos de geometria riemanniana

Para ver que |w| estd bien definida, supongamos que p € U, N Us. Entonces

05 (0, lws(D)]) = @a' 0 a0 05" (p, lws(p)])
= ©n ' 0 a0y (p,|detd(xg 0 x;")(Xa(p))l|wa(p)])
= 0. (p, |wa(p)])-

Definicién 2.1.10. Sea M una variedad diferenciable, y sea w € (2" M una
n—forma con soporte compacto. Se define la integral de w como

[

En el caso de una variedad riemanniana, podemos integrar funciones a
través de la densidad riemanniana.

Definicién 2.1.11. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Se define la den-
sidad riemanniana como

dvol(p) = Y na(p)es' (z% vV Igl(p)) :

a€cA

Definicién 2.1.12. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y f € C°°(M)
es una funcion con soporte compacto, se define

=] oo

2.1.3. Formas pares e impares

Siguiendo [29], en ocasiones nos referiremos a las k—formas como formas
pares para distinguirlas de las formas impares que definimos a continuacion.

Definicién 2.1.13. Llamamos k—forma impar a una seccién del fibrado vec-

torial Or(M) @ A* M.

Observaciéon 2.1.14. De acuerdo con el Corolario 2.1.6, una n—forma impar
es una densidad.

De forma similar a lo ya mencionado anteriormente para las densidades,
podemos representar localmente una k—forma impar w como

w = g Wiy, i dx™ A Ada™,

1<ii <<, <n
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teniendo en cuenta que en el cambio de carta se introduce el signo del deter-
minante del jacobiano. De nuevo, si M esta orientada, entonces las k—formas
impares se identifican con las k—formas pares.

La derivada exterior y el producto de formas impares —y de pares con
impares— se define en coordenadas de forma totalmente andloga al caso de
formas pares. La derivada exterior preserva la paridad, el producto de dos
formas de la misma paridad es una forma par y el producto de dos formas
de distinta paridad es una forma impar.

Es posible también definir un operador dual % para formas impares com-
pletamente andlogo al dual de Hodge clasico. Este operador nos permitira,
por fin, establecer un producto escalar en Q¥ M para variedades riemannia-
nas cualesquiera, independientemente de que estén orientadas o no, ademas
del operador codiferencial y el laplaciano.

Definicién 2.1.15. Sea w una k—forma (par o impar). Definimos la forma
dual *w como la (n — k)-forma de paridad opuesta a la paridad de w que, en
coordenadas, tiene la expresion

KW = *W) gy AT N A dapIn
Z ( )]17 yIn—k

1<j1<<n—r<n

donde
(*w)jla---yjn—k = Z 5i1,...2k,j17...,jn_k |g| g”él o gzkgkwfl ----- L,

1<i1 << <n
y 6,7 es la delta de Kronecker.
Es decir,
x: TA* M — T'(Or(M) @ A" M),
*: D(Or(M) ® A*M) — TA"F M.

En particular, *1 = dvol y *dvol = 1. Ademas, el operador x es C°°(M)—
lineal y * * w = (—1)*™* Dy por lo que * 1 = (—1)F+x,

Definicién 2.1.16. Sea M una variedad riemanniana compacta. Si w y v
son dos k—formas pares, entonces w A *v es una densidad, y se define

(w,v) = /Mw A,
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2.1. Elementos de geometria riemanniana

Definicién 2.1.17. La codiferencial exterior ¢ es el operador adjunto a la
diferencial exterior. Es decir,

§ = (—=1)"k+DHL g5
Definicién 2.1.18. El laplaciano es el operador
A = dd + db.

Un célculo sencillo muestra que si w es una k—forma, entonces dw es una
(k —1)—forma con la misma paridad que w. Por su parte, Aw es una k—forma
con la misma paridad que w.

2.1.4. Variaciones y campos de Jacobi

Los campos de Jacobi son campos de vectores a lo largo de una curva di-
ferenciable —-normalmente una geodésica— que sirven para medir la dispersion
de una familia de curvas proximas. En particular, sirven para formalizar la
idea de que las geodésicas préximas convergen cuando la curvatura ambiente
es positiva, y divergen cuando es negativa.

Comenzaremos recordando brevemente la definicién de derivada cova-
riante a lo largo de una curva. Para ver una demostraciéon del siguiente lema
puede consultarse, por ejemplo, [54, Lema 4.9] o [61, Proposicién 18]. Si
v : [a,b] = M es una curva diferenciable, denotamos por X(v) el C*(M)-
modulo de campos de vectores a lo largo de ~. Esto es, el conjunto de apli-
caciones diferenciables V' : [a,b] — T'M tales que V' (t) € T, M para todo
t € [a,b].

Lema 2.1.19. Sea 7 : [a,b] — M una curva diferenciable. Existe una tnica
aplicacion
Dy X(v) = X(v)

satisfaciendo las siguientes propiedades:
a) R-linealidad:
Diy(aX + BY) =aDX + DY, «,8€R.
b) Regla del producto:

Dy(fX) =df(X) + fD X, feC%([a,b]).
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c¢) Si X € X(v) admite una extension a un campo de vectores definido en
todo M, entonces para cualquier extension X de X se tiene que

D;X = V:X.

Observacién 2.1.20. En la propiedad c) del Lema 2.1.19 hemos escrito la
derivada covariante con respecto de un unico vector tangente 4 porque la
derivacion covariante Vx es C°°(M)-lineal en X.

Llamamos a Dy la derivada covariante a lo largo de . Con esta termino-
logia, una geodésica es una curva v tal que D;¥ = 0 a lo largo de ~.

Una variacion de una curva diferencible « : [a, b] — M es una aplicacién
diferenciable I' : (—¢,¢) X [a,b] — M, para un cierto € > 0, satisfaciendo que
['(0,t) = ~(t) para todo t € [a,b]. Para cada s fijo, llamamos a las curvas
t — [4(t) = T(s,t) curvas principales y, andlogamente, para cada t fijo,
llamamos a las curvas s — I'¥(s) = I'(s,t) curvas transversales. Decimos
que I' es una wariacion por geodésicas si todas las curvas principales son
geodésicas —en particular, v debe ser también una geodésica—.

De forma andloga a la definicion de campos de vectores a lo largo de
curvas, un campo de wvectores a lo largo de I' es una aplicacién diferen-
ciable V' : (—¢,¢) x [a,b] — TM tal que V(s,t) € TpM para todo
(s,t) € (—¢&,€) x [a,b]. Los campos tangentes a las curvas principales y a
las curvas transversales son ejemplos de campos de vectores a lo largo de I'.
Los denotamos, respectivamente,

irs(t) y 8SF(s,t):iF(t)(s).

&I(s,t) = di ds

Si V es un campo de vectores a lo largo de I', podemos calcular su derivada
covariante a lo largo de las curvas principales, denotada D,V o a lo largo de
las curvas transversales, denotada D, V.

El campo de vectores 0,I'(0, ¢) es un campo de vectores a lo largo de vy que
mide la rapidez con la que se separan de 7 las curvas principales cercanas.
Por ello, este campo recibe el nombre de campo de variaciones de I'. Si T' es
una variacién por geodésicas, entonces el campo de variaciones satisface la
llamada ecuacion de Jacobi

DV + R(V, %)y = 0. (2.2)

Puede verse [54, Teorema 10.2] para una demostracién de este hecho.
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Definicién 2.1.21. Sea v : [a,b] — M una geodésica, y sea V € X(v).
Decimos que V' es un campo de Jacobi si V satisface la ecuacion (2.2).

El campo de variaciones de una variaciéon por geodésicas es, como hemos
dicho ya, un campo de Jacobi. Reciprocamente, todo campo de Jacobi se
puede obtener como el campo de variaciones de una variacién por geodésicas
(véase [54, Lema 10.3]). Por ello, podemos pensar en los campos de Jacobi
como aproximaciones lineales de geodésicas proximas.

Definicién 2.1.22. Supongamos que 7 : [a,b] — M es una geodésica, y
pongamos p = y(a) y ¢ = (b). Decimos que p y ¢ son conjugados a lo
largo de 7y si existe un campo de Jacobi no nulo J a lo largo de ~ tal que

J(a) = J(b) = 0.

Intuitivamente, ¢ es conjugado a p cuando las geodésicas que parten de p
con velocidades iniciales proximas al vector 4(a) terminan por converger en q.
Por ejemplo, el polo norte y el polo sur de una esfera son puntos conjugados
a lo largo de cualquier meridiano.

La existencia de puntos conjugados es algo propio de la curvatura positiva,
tal y como muestra el siguiente resultado.

Lema 2.1.23. Supongamos que todas las curvaturas seccionales de M son
no positivas. Entonces M no tiene puntos conjugados.

Demostracion. Sea -y : [a,b] — M una geodésica y sea J un campo de Jacobi

tal que J(a) = J(b) = 0. Calculamos

d (2.2) N
= =KL A)TIP15117 = g(J,4)%) + I1DJ[* > 0,

luego g(DyJ, J) es creciente con t. Como J(a) = J(b) = 0, necesariamente
g(DyJ, J) = 0. Pero g(DyJ, J) = 5%4g(J, J), es decir, que ||J|| es constante, y
como J(a) = 0, se sigue que J = 0. O

2.2. Comparacién de triangulos

En esta seccion repasaremos dos teoremas clasicos de comparacion de
triangulos en variedades cuando tenemos cotas sobre la curvatura seccional:
el Teorema de Toponogov y el Teorema de comparacion de Rauch. Estos
resultados nos seran de gran utilidad més adelante para analizar la propiedad
de autoconvexidad.
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2.2.1. Teorema de Toponogov

En la Seccién 2.1.4 hemos podido entrever que existe una relacién entre la
dispersién de las geodésicas préximas y la curvatura seccional de la variedad
que se concreta en la ecuacion de Jacobi. El Teorema de Toponogov, que
veremos a continuacion, y el Teorema de comparacion de Rauch, que veremos
en la seccién siguiente, son dos resultados que permiten acotar la longitud
de los lados de los triangulos en una variedad si tenemos una cota de la
curvatura seccional.

Comencemos con algo de terminologia siguiendo [62, Cap. 8.2]. Una bi-
sagra es un par de segmentos geodésicos (01, 02) que emanan de un punto
comin z en el que forman un dngulo £(oy,09). Llamamos vértices de la
bisagra al punto x y a los otros dos extremos de g, y 09, respectivamente.

~

z

>

z x

Figura 2.1: Una bisagra en una cierta variedad riemanniana (izquierda) y
una bisagra de comparacién en el espacio euclideo M3 (derecha).

Denotemos por M} la forma espacial de curvatura k. Es decir, la Gni-
ca variedad riemanniana n—dimensional completa y simplemente conexa de
curvatura seccional constante k. Dada una bisagra (o7, 03) en una variedad
riemanniana cualquiera (M, g) de dimensién n, siempre podemos encontrar
una bisagra de comparaciéon en M7, es decir, una bisagra (d1,d2) en M}
tal que las longitudes de o1 y o1, y las longitudes de o5 y 65 coinciden, y
L(01,09) = £(61,09) (ver [62, Lema 56| y la Figura 2.1).

El Teorema de Toponogov es un teorema clasico que nos permite compa-
rar distancias en una variedad n-dimensional M con distancias en M} en
términos de bisagras. No incluiremos aqui una demostracion de este resulta-
do, que puede consultarse en [62, Teorema 79]. Si z,y € M son dos puntos
distintos, denotemos por d(z,y) la distancia (geodésica) entre z e y.
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Teorema 2.2.1 (Toponogov). Sea (M, ¢g) una variedad riemanniana de di-
mension n con todas sus curvaturas seccionales inferiormente acotadas por
una constante k. Para cualquier bisagra en M con vértices y, x, z, y para
cualquier bisagra de comparaciéon en M} con vértices ¥, Z, Z, se tiene que

d(y,z) < d(y,2).

Este resultado se puede interpretar como “cuanto mayor es la curvatura
seccional, més rapido convergen las geodésicas”.

2.2.2. Teorema de comparaciéon de Rauch

El Teorema de comparacién de Rauch puede interpretarse como una suer-
te de reciproco del Teorema de Toponogov. Su formulacién clasica, tal y como
suele aparecer en la literatura, es en términos de campos de Jacobi, lo que
lo hace parecer mas complicado que el Teorema de Toponogov. Se puede
encontrar una demostracion del Teorema de Rauch en [54, Teorema 11.9].

~

M M

Figura 2.2: Dos geodésicas, vy 7, y dos campos de Jacobi, J y J,alo largo de
vy 4, respectivamente. La variedad M (izquierda) tiene curvatura negativa,
mientras que la variedad M (derecha) es plana. Aplicando el Teorema de
comparacién de Rauch, J(t) debe ser siempre mds largo que J (1).

Teorema 2.2.2 (Teorema de comparacién de Rauch). Sean (M, g) y (M, §)

variedades riemannianas. Sean 7 : [0,7] = My 7 : [0,T] — M segmen-
tos geodésicos tales que ||7(0)]] = ||7(0)]], y tales que 4(0) no tiene puntos
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conjugados a lo largo de 4. Sean J y J campos de Jacobi a lo largo de v
y 4, respectivamente, tales que J(0) = J(0) = 0, ||D.J(0)|| = ||D.J(O)| vy
g(DJ(0),%(0)) = §(D¢J(0),4(0)). Supongamos que las curvaturas seccio-
nales de M y M satisfacen K(IT) < K (IT) cada vez que IT C TpyM'y
1 C Ty M son subespacios 2-dimensionales conteniendo a 4(t) y a 4(t),
respectivamente. Entonces ||.J(¢)|| > ||.J(t)|| para todo ¢ € [0,T].

2.3. Corrientes

La nocién de corriente, introducida por G. de Rham en [29], es una gene-
ralizacion natural del concepto de distribucion introducido por L. Schwartz.

2.3.1. Identidades de Green para corrientes

Definicién 2.3.1. Una k—corriente par (resp. impar) es un funcional R-
lineal A definido en el espacio de formas diferenciales impares (resp. pares)
con soporte compacto de grado (n — k), y que es continuo en el siguiente
sentido: para todo entorno coordenado (U,x) de M, y para todo compacto
K C U, si (¢m)men es una sucesién de (n— k)—formas tales que supp ¢, C K
para todo m € N, y tales que las derivadas de cualquier orden de todos los
coeficientes de las formas ¢,, tienden uniformemente a 0 cuando m — oo,
entonces A(¢y,) — 0.

Ejemplo 2.3.2. Si 7 es una k—forma par (resp. impar), entonces el operador
A, dado por

An(so)sznAso

para toda (n — k)-forma impar (resp. par) es una k—corriente par (resp.
impar). En efecto, si U es un entorno coordenado, K C U es un compacto
Y (¢m)men €s una sucesién de (n — k)—formas como en la Definicién 2.3.1,
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entonces

Ay (m)| =

/ Z Nt seine drit A - - dyIe
U

1<ji<<gr<n

A Z 90m,i1,...,in,kdl'i1 Ao Adait

1<i1 <<l <n

1,...,n 1 n
E /77j1,.--,jk90m,i1,...,inkéjl,...,jk,il,...,inkdx N Ndx
basgy VU
asJb

<C sup sup |90muzn,k($)’

1<i) << p<nzeK

para una cierta constante C' que no depende de m. Dado que las funcio-
nes Ymi,,..i, , convergen uniformemente a 0 por hipdtesis, se sigue que

SUDPyck ’@m,il,-u,infk (.1’)’ - 0’ luego |A77<90m)‘ — 0.

Ejemplo 2.3.3. Una medida positiva p tal que pu(M) < oo se puede iden-
tificar con una n—corriente impar A, poniendo

Au(p) = n(ep),
ya que si supp ¢ C K, entonces

AL(p)| < “(M)§§£|¢(x)|'

Similarmente, una medida con signo v, con descomposicién de Jordan v =
vt — v, y tal que vt y v~ son medidas finitas, se identifica con una n—
corriente A, = A+ — A,-.

Si A es una k—corriente y w es una p—forma, se define la (k + p)—corriente
A A w por
ANw(p) =Aw A o).

Se define también wAA = (—1)*?AAw. El producto escalar de una k—corriente
par (resp. impar) A y una (n — k)—forma impar (resp. par) w se define como

(A, w) = (w,A) = A(xw) = A A xw(1).

La diferencial exterior de una k—corriente A es la (k + 1)—corriente dA de
paridad opuesta dada por

dA(p) = (—1)"' A(dy).
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En particular, d?A = 0. Se define también la corriente dual *A por
*A(p) = A+ o) = (1M A ().
Definimos la codiferencial A y el laplaciano AA de A por las formulas 6 =

(—1)"FDH w dx vy A = 6d 4 d6. Se comprueba que *A = Ax.

Teorema 2.3.4 (Integracién por partes e identidades de Green). Sea M una
variedad riemanniana compacta. Sean A una k—corriente y w una forma del
grado y la paridad apropiada. Entonces

(dA,w) = (A, dw), (dA,w) = (A, dw).
Ademas,
(AN, w) = (dA, dw) + (0A, dw) = (A, Aw).
Demostracion. En primer lugar,
(dA\,w) = dA(*w)
= (—1DFA(d * w)
PHIA(x 7 d * w)

)’€+1 1 dxw)

-1

A (=
A, dw).
Similarmente,

—1)MEHEDHL e d e A(5w)

n(k+1) +1d* A( )
n(k+1)+1+n—k+1 * A(dW)

}—‘
~—

n(k+1)+1+n—k+1+k(n+1) A(*dw)

2(nk+n+l)A(*dw)

}_\
~—

AAAA/_\/_\
~— ~—

Por lo tanto,
(0dA,w) = (dA,dw) = (A, ddw) v (ddA,w) = (0A, dw) = (A, dow),
asi que

((6d + d§)A,w) = (dA, dw) + (5A, w) = (A, (5d + d6)w).
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Observacién 2.3.5. Si f € C°(M), entonces 6 f = 0, luego Af = —xdx*df .
Tomemos coordenadas (U, x). De la Definicién 2.1.15 se sigue que

(xda')s,..j-1j41,m = (=) /]glg”,

luego

*dr’ :Z( DI glg“dat A - ANda? T AdaTTEA - A da™
=1

1 1
*(dz' A - A da™) = x ( dVOl) = —.

Ademas,

Vgl 9]
Tenemos, pues, que

sdf = *(0; fdx") = Z( D/ 1glg”0ifdat A+ Ada? TP AdaTTE A A da

J=1

Por lo tanto,
dxdf = 0; ( \g\gijaif) dzt A - Ada™,

a7 = - eded =0y (Vislda).

que es la expresion local (2.1) para el laplaciano en funciones diferenciables.

2.3.2. Teorema de descomposiciéon de Hodge

Supongamos que una corriente w admite una solucién u de la ecuacion
de Poisson Au = w. Entonces, para toda forma armédnica ¢ con soporte
compacto,

(wv 90) = (Au7 ‘20) = (uv A@) =0,
de modo que w debe ser, necesariamente, ortogonal a todas las formas armoni-
cas con soporte compacto. Si M es compacta, el Teorema de descomposicion
de Hodge garantiza que esta condicion también es suficiente para que el pro-
blema de Poisson tenga solucion. Incluir en esta memoria la demostracién del

Teorema de Hodge llevaria demasiado tiempo. Por ello, referimos al lector al
texto de G. de Rham [29].
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Teorema 2.3.6. Sea M una variedad riemanniana compacta. Existen ope-
radores lineales Gy H satisfaciendo las relaciones

dH = Hd=0,0H = H§ =0,xH = Hx, H> = H,

dG = Gd, 6G = G5, +G = Gx, GH = HG = 0,
AG=GA=1-H.

Corolario 2.3.7 (Teorema de descomposicién de Hodge). Sea M una varie-
dad riemanniana compacta. Entonces toda corriente w se puede escribir de
forma tnica como

w=a+p+7,

donde « es una corriente exacta, 8 es una corriente coexacta, y v es una
forma armonica.

Demostracion. De la relacion AG = 1 — H se obtiene que
w=AGw)+ H(w) = d0G(w) + 0dG(w) + H(w).

Dado que dH = 0H = 0, se sigue que H(w) es una corriente arménica, luego
es una forma —de clase C'°— armonica (ver [29, Teorema 21]). La corriente
d0G(w) es exacta y la corriente ddG(w) es coexacta.

Para ver la unicidad, supongamos que w = a+ [+ con « una corriente
exacta, § una corriente coexacta, y v una forma armonica. Si ¢ es una forma
cualquiera, podemos escribir

o = déG(p) + 0dG(p) + H(p).
Sean a y b corrientes tales que a = da y S = db. Entonces

= (da,ddG(p) + 6dG(p) + H(p))

= (a,0d6G (@) + 82dG(p) + dH(p))
= (a,0d0G(yp))
= (o, d6G(p)).

(o, )

Pero también

(w, d0G(p)) = (a4 b+, d0G(p)) = (o, dOG()),
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luego (o, p) = (w, ddG(p)). Ahora,
(w, d0G(p)) = (G(ddw), ),

asi que (a, ) = (G(ddw), ), y como ¢ es arbitraria, se sigue que o =
G(ddw) = d0G(w). Similarmente, f = §dG(w) v v = H(w). O

Supongamos que w es una n—corriente. Entonces H(w) es una n—forma
armoénica. Si M es compacta —y, como suponemos que es conexa—, necesa-
riamente H (w) = tdvol para una cierta constante t, de modo que

w = tdvol + AG(w).

En particular,

luego
()
vol(M)

Llamamos a esta cantidad la masa de w y la denotamos m(w), ya que si
1

w = p es una medida, entonces p(1) = [, du, luego m(u) = w00 [ du. Por

otra parte, como G(w) es una n—corriente, dG(w) = 0, asi que
AG(w) = déG(w) = —d x d * G(w) = —d * d(xG(w)).
Si denotamos G* = *G(w), entonces

w = m(w)dvol — d x dG*, (2.3)

siendo G* una O-corriente —una distribucién— que cumple G*(dvol) = 0. Es
decir, G¥(x1) = (G¥,1) = 0. Como consecuencia, obtenemos la siguiente
definicioén.

Definicién 2.3.8. Sea M una variedad riemanniana compacta, y sea w una
n—corriente. Entonces existe una O—corriente ¢ tal que

w = m(w)dvol — d * di.
La corriente 1 es unica si pedimos que 1 (dvol) = 0, y en tal caso ponemos

1 = G¥. Decimos que G* es la funcion de Green de w.
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2.4. Variedades armodnicas

Es bien conocida la propiedad del valor medio para funciones armonicas
en el espacio euclideo R": si h : 2 — R es una funcion integrable y arménica
en un abierto Q@ C R" y B(z,7) es una bola abierta contenida en €2, entonces

1
M) = BT / o H)dy (2.4)

Uno podria preguntarse si esta misma igualdad es cierta en variedades rie-
mannianas generales. La respuesta es que en general no es asi. Sin embargo,
existen ciertas variedades, como la esfera, en las que la propiedad del valor
medio si se cumple: las variedades localmente armonicas, de las que hablare-
mos en esta seccion.

2.4.1. Densidad de volumen

Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea x € M un punto cualquiera.
La densidad de volumen es una funcién diferenciable w, : M — R que puede
definirse globalmente, sin hacer mencion a sistemas coordenados, en términos
de campos de Jacobi. Sin embargo, para nuestros propositos, sera suficiente
con considerar la definicién de esta funcién en coordenadas normales.

En adelante usaremos frecuentemente los conceptos de cut locus y radio
de inyectividad. Recordemos las definiciones.

Definicién 2.4.1. Para un punto x € M, el cut locus Cut(x) es el conjunto
de puntos y € M cumpliendo, al menos, una de las siguientes condiciones:

a) y es un punto conjugado a x (ver Definicién 2.1.22).
b) Existen dos geodésicas minimizantes distintas que unen x con y.

Es posible que un punto y cumpla la condicién b) en la definicién ante-
rior, pero no la condicién a). Imaginemos el plano proyectivo real como una
semiesfera con los puntos antipodales del ecuador identificados, y sea = el
polo norte de la semiesfera. Dado un punto y en el ecuador, existen exacta-
mente dos geodésicas minimizantes que unen x con y: las dos que parten con
velocidades iniciales opuestas desde z. Sin embargo, las geodésicas proximas
a cualquiera de estas dos no convergen en el punto y, sino que van a parar a
puntos proximos a y.
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Lo que mas nos interesa de la definicién de cut locus es que permite
identificar los puntos en los que la funcién distancia es diferenciable.

Proposicién 2.4.2. Sea x € M un punto cualquiera. La funcién distancia
r: M — R dada por r(y) = d(z,y) es diferenciable para todo y € M\

(Cut(x) U{x}).
Puede verse la demostracion en [62, Corolario 7].

Definicién 2.4.3. Sea x € M. El radio de inyectividad de x se define como
inj(x) = sup{e > 0 : exp, : B(¢) — B(x,¢) es un difeomorfismo},

donde B(e) denota la bola euclidea de centro 0 € R” y radio ¢. El radio de
injectividad de M es

inj(M) = inf inj(z).

Observacion 2.4.4. Si M es una variedad compacta, entonces inj(M) > 0.

Definicién 2.4.5. Sean (M, g) una variedad riemanniana, z € M un punto
y U en entorno normal de z. La densidad de volumen es una funcién cuya
expresion en coordenadas normales es

w.(y) = Vlgl(y), yel.

Para ver una definicion formal de la densidad de volumen sin usar coor-
denadas, puede consultarse [14, 6.3] o [47].

Proposicion 2.4.6. La densidad de volumen satisface las siguientes propie-
dades:

a) w, es una funcién diferenciable en cualquier entorno normal de x.

b) w,(z) =

¢) wa(y) > 0 sid(z,y) <inj(z).

d) w.(y) = 0si, y sdlo si, y es conjugado a x.
e) wa(y) = wy(z).
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Las propiedades a), b) y ¢) se siguen directamente de la Definicién 2.4.5
(para b) recordemos que, en coordenadas normales, ¢;;(0) = d;;). La propie-
dad d) es consecuencia de la definicién de w, en términos de campos de Jacobi
(ver [14, 6.3]). Finalmente, e) se sigue de la involucién geodésica candnica (ver
Definicién 2.4.7 y Lema 2.4.8 a continuacién).

Definicién 2.4.7. La involucion geodésica canonica ¢ del fibrado tangente
T M se define de la siguiente manera. Sea D C T'M el dominio de definicién
de la aplicacién exponencial exp, y denotemos por 7, la geodésica exp, (tv),
con t € [0,1], para (x,v) € D. Entonces i : D — D es la aplicacién dada por

i(v) = —u(L).

En otras palabras, si v € T, M e y = exp, v, entonces i(v) es el tnico vector
w € T,M tal que exp, w = .

Lema 2.4.8. Sean v € M, v € T, M e y = exp, v. Denotemos, abusando de
la notacién, w(v) = w,(y). Entonces w(v) = w(i(v)).

La demostracién de este resultado puede encontrarse en [14, Lema 6.12].
Con el Lema 2.4.8 se puede demostrar facilmente la propiedad e) de la Pro-
posicion 2.4.6.

2.4.2. Variedades localmente armonicas

Una variedad localmente arménica es aquella en la que la densidad de
volumen es una funcion radialmente simétrica en un entorno de cada punto.
Mas formalmente:

Definicién 2.4.9. Sea M una variedad riemanniana, y sea x € M un punto.
Decimos que M es localmente armonica en x si existe un ¢ > 0 tal que
la densidad de volumen w, es radialmente simétrica en B(z,¢). Es decir,
si existe una funcién €, : [0,e) — R tal que w,(y) = Q.(d(x,y)) para
todo y € B(z,¢). Decimos que M es localmente armdnica si es localmente
armoénica en x para todo x € M.

io eucli un ejem vari men rmoni

El espacio euclideo R" es ejemplo de variedad localmente armonica
sin”~1(r)
1

con €(r) = 1. La esfera S™ es localmente arménica, con (r) =
También son variedades localmente armonicas los espacios proyectivos RP",
CP", HP", y el plano de Cayley OP?.
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Observacion 2.4.10. Toda variedad localmente armoénica es una variedad
de Einstein (ver [14, 6]). Como consecuencia de un teorema de DeTurck y
Kazdan [32, Teorema 5.2], esto implica que la representaciéon de la métrica
g en coordenadas normales es analitica. Por lo tanto, la representacién de
la densidad de volumen en coordenadas normales es también una funcion
analitica. Esto significa que si w, es radialmente simétrica en B(x,¢) para
un cierto € > 0, entonces también es radialmente simétrica en B(z,inj(x)).
En otras palabras, siempre podemos tomar ¢ = inj(x). Es mds, si M es
localmente arménica y d(z,y) < inj(M), entonces, por [14, Proposicién 4.16],
wy Y wy son radialmente simétricas con la misma funcién 2. Esto significa
que en adelante podemos omitir el subindice = en €.

Recordemos (ver [5, 4.9]) que en coordenadas polares riemannianas (r, 6)
el laplaciano de una funcién radialmente simétrica f(r) esta dado por

f'(r) + f'(r)0, log \/1g|(r0).

Por lo tanto, si M es localmente armonica, entonces el laplaciano de la fun-
ci6én distancia r(y) = d(z,y) tiene la expresién
n—1  Q(r) d

L.(r):=Ar(y) = . ) =~ log 7" Q7). (2.5)

n—1

~Af() = () +

Observacién 2.4.11. Dado que el miembro derecho de (2.5) no depende de
x, aqui también podemos omitir el subindice z en L,.

El siguiente resultado, cuya demostracion incluimos por completitud, per-
mite una interpretacién alternativa de las variedades localmente armoénicas:
son aquellas para las que toda esfera geodésica suficientemente pequena
tiene curvatura media constante. Si z e y son dos puntos distintos con
r = d(z,y) < inj(z), denotemos por o,, el operador de forma de la esfe-
ra geodésica S(z,r) en el punto y. Esto es, 0,,(X) = —VxN para todo
campo de vectores X € X(M) tangente a S(z,r) en y, donde N = 0, es el
vector normal unitario que apunta hacia afuera en S(z, ).

Recordemos que la curvatura media de la esfera geodésica S(z,r) en el
punto y se define como ﬁtr 04,4, donde tr denota la traza del operador.

Proposicién 2.4.12. Sean x,y € M dos puntos distintos con r = d(x,y) <
inj(x). Entonces
Ar =tro,,.
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Demostracion. Sea {Fj, ..., F,_1, N} un sistema de referencia ortonormal en
un entorno de y. Entonces

n—1

Ar = —divVr = —rVN = =Y " g(Vy,N, E;) — g(VyN, N)
i=1
=tro,, —g(VNN,N).
Pero g(VyN,N) = iN(g(N,N)) =0, ya que g(N,N) = 1. O

La proposicién anterior nos da una caracterizacion tal vez algo mas intui-
tiva de las variedades localmente armonicas: son aquellas en las que las esferas
geodésicas suficientemente pequenas tienen curvatura media constante que
s6lo depende del radio, y no del punto central.

Proposicién 2.4.13. Supongamos que M es localmente arménica en xz, y
sea 0 < r < inj(x). Denotemos por v,(r) el volumen (n — 1)-dimensional de
la esfera geodésica S(z,r). Entonces

d
—L,(r) = o log v, (7).

Demostracion. Sea 0 < ¢ < r un numero real cualquiera. Denotemos
Az, 0,r) ={ye M:6 <r(y) <r},

donde r(y) = d(z,y). Aplicando la primera identidad de Green,

_/ Ar(y)dvol(y) :/ IVr(y)|*dS,(y)
yEA(z,0,r)

S(z,r)

- / L IvrwPasiy
= v, (1) — v (9),

ya que ||[Vr(y)|| = 1, donde dS, es la medida riemanniana inducida en S(z, 7).
Haciendo tender ¢ a 0, tenemos por un lado que

/GB( )Ar(y)dvol(y) = —u,(r).
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Por otro lado, tomando coordenadas polares riemannianas en B(x,r),

/ Ar(y)dvol(y / / (y)dS,(y)dt
yeB(x,r) yeS(x,t)
_ / L(t)ua(1)dt.
0

Derivando, tenemos que

() = L), Muemo — L(r) = Clogu, (r).

]

Observacion 2.4.14. Como el miembro izquierdo de la igualdad en la Pro-
posicion 2.4.13 no depende del punto x, podemos omitir el subindice x en
vz(r) siempre que 0 < r < inj(M).

Otras caracterizaciones de las variedades localmente armonicas pueden
encontrarse en [14, Proposicién 6.21].

2.5. Enmergias y medidas de equilibrio

En esta seccion veremos algunos de los principales resultados relativos
a las energias continua y discreta con nucleo arbitario. Todos estos resul-
tados pueden encontrarse, de forma mas o menos explicita, en cualquiera
de las referencias clésicas [52, 24, 60]. Nosotros seguiremos el libro [18], que
estd en proceso de publicacién, y que recoge los principales elementos que
necesitaremos en esta memoria.

2.5.1. Energia discreta y energia continua

Sea M una variedad riemanniana compacta. Un nicleo es una aplicacién
K : MxM — RU {400} simétrica y semicontinua inferior. Dada una
colecciéon de N puntos wy = {x1,...,xy} en M, se define su K—energia
discreta por
Ex(wy) = Ex (21, ..an) = > K(a;, ).
i#]
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La energia discreta representa la energia de un sistema de N particulas en el
que la interaccién entre dos de ellas estda dada por el nicleo K. Denotamos
por Ex(N) la energia minima para N particulas. Es decir,

SK(N) = inf EK<WN).
WN
Como M es compacta y K es semicontinuo inferior, este infimo siempre se

alcanza por alguna coleccién minimizante.

Lema 2.5.1. La sucesién (7y)y>2 dada por

Ex(N)
N(N - 1)

™ =

es no decreciente.

Demostracion. Sea wy = {x1, ..., xy} una configuracion cualquiera de N > 3
puntos en M. Para cada k =1, ..., N, tenemos que

ZK (g, ;) —i—ZK (2, x1) + ZK (i, x))

i#]
J;ék J#k i,%k
> ZK(mk,xj) + ZK(xj,xk) +Ex(N —1).

7=1 7j=1
J#k J7#k
Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta IV,

N N N N
NEg(wy) =) > K(wy, ;) +ZZK%,@~,€ + NEK(N —1)
:1

k=1 j=1 k
J#k
> 28k (N) + NEK(N — 1),
y como wy es una configuracién cualquiera,

NEK(N) > 265 (N) + NEK(N —1).

Es decir,
(N —2)Ek(N) > NEK(N —1).
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2.5. Energias y medidas de equilibrio

Dividiendo por N(N — 1)(N — 2) obtenemos que

Ex(N) | &V 1)
N(N—-1) = (N—-1)(N-2)
de donde se sigue el resultado. O]

El lema anterior muestra que el limite (posiblemente infinito)

Ex(N)
— 1
M) = i TN
existe. Lo llamamos K —didmetro transfinito de M.
La contraparte continua de la energia discreta se define de la siguiente
manera: si x4 es una medida (boreliana) finita, el K—potencial de u es la
funcién Uy, definida por

Uka) = [ Ko y)duty).
yeEM
La K-energia continua de u es

T[] = (p @ p)(K) = /

U () dpu(xr) = / K (. y)du(2)duty).
reM

z,yeM

Una medida de equilibrio (si existe) es una medida de probabilidad p* que
minimiza la energia continua entre todas las medidas de probabilidad. Es
decir,

Ig[p] = Inf Ig[p] =: Wg(M).

1 prob.
Llamamos a Wik (M) la constante de Wiener de M.

Observacion 2.5.2. La definicién de energia continua se puede extender de
manera natural a medidas con signo. Si v es una medida con signo finita y
v =v" — v~ es su descomposicion de Jordan, podemos escribir

Ix[v] = (v" @ v )(K) + (v~ @v)(K) - (v" @ v )(K) = (v @ v)(K),

siempre que alguna de las sumas (v @ v)(K)+ (v~ @ v)(K) o (vT ®
v )(K)+ (v~ ®@vT)(K) sea finita. Observemos que, como K es semicontinuo
inferior y M es compacta, K estd inferiormente acotado, luego si | I [v]| < oo,
entonces K es (v ® v)—integrable.
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2.5.2. Medida de equilibrio: existencia

Una medida de equilibrio, como veremos a continuacién, siempre existe.

Lema 2.5.3. El potencial U de una medida finita es una funcién semicon-
tinua inferior.

Demostracion. Sea x € M un punto cualquiera, y sea (&, )men una sucesion
de puntos tales que x,, — . Aplicando el lema de Fatou y la semicontinuidad
inferior del ntcleo,

Ug(z) = /EM K(x,y)du(y)

< / lim inf K (z,, y)du(y)
y

eM m—o0

< lfm inf K (2, y)du(y)

m—00 J,caq

— Vm inf [T~

= liminf U (z,,).
m—0o0

]

A continuacién veremos que, como consecuencia del Lema 2.5.3, el poten-
cial Ui (x) y la energia continua Ix[u] también son funciones semicontinuas
inferiores de p en la topologia *—débil. Recordemos que una sucesiéon de me-
didas (fm)men converge en el sentido *—débil a una medida p si para toda
funcion continua f : M — R se tiene que

lim fdu, = / fdpu.

Lo denotamos fi,, — /.

Proposicién 2.5.4 (Principio de descenso). Sea (i, )men una sucesién de
medidas de probabilidad que convergen en el sentido *—débil a una medida
de probabilidad p. Entonces

Uk (z) < liminf U™ (xz) Vo e M, (2.6)
m—oQ
y
I [p) < lminf Tr[pa,]. (2.7)
m—0o0
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2.5. Energias y medidas de equilibrio

Demostracion. Como el nicleo K es una funcion semicontinua inferior, po-
demos tomar una sucesién no decreciente (Ky)meny de funciones continuas
K;: M x M — R que convergen puntualmente a K. Como fi,, — 4 v las
funciones K, son continuas, para cada ¢ fijo tenemos que

Uk, (z) = lim U () < h;nni)io%f U (z). (2.8)
Como K, T K, aplicando el Teorema de la convergencia mondtona se sigue
que limy o, Ug, () = Ug(x). Haciendo entonces tender £ a infinito en (2.8),
obtenemos (2.6).

*

Como [, — p, también fi, ® fym — g @ g, y un argumento similar
muestra que

I, [1] = Um Ik, [pm] < lHminf Ig(pm,],
m—ro0 m—0o0
de donde se obtiene (2.7). O

Para probar la existencia de una medida de equilibrio necesitaremos an-
tes un resultado bien conocido en Anélisis Funcional llamado Teorema de
seleccion de Helly. Aunque se trata de un resultado cldsico (ver, por ejem-
plo, [53]), incluimos la demostracién especifica para el caso de variedades por
completitud.

Teorema 2.5.5 (Teorema de seleccion de Helly). Sea (v,)n, una sucesién
de medidas con signo en una variedad compacta M tales que la sucesién
de variaciones totales (|vy,|(M))n esta acotada. Entonces la sucesion (vy,)m
admite una subsucesién que converge en el sentido *-débil a una medida con
signo finita v.

Demostracion. Primero veamos que el espacio de funciones continuas C' (M)
con la norma del supremo es separable. En efecto, como M es compacta,
M admite un atlas finito {(Uy, ¢x)}r tal que ¢r(Ux) = (0,1)" C R" para
todo k. Sea {n}r una particién de la unidad subordinada al recubrimiento,
de manera que podemos escribir toda funcién continua f € C(M) como
f = > i mf. Cada funcién n,f es continua en Uy y para todo y € 90Uy
se tiene que lim,_,, ni(x) f(x) = 0. Por el Teorema de Stone-Weierstrass, el
espacio de funciones continuas en [0, 1]” que se anulan en 9]0, 1]™ es separable,
luego componiendo con la carta ¢ el espacio de funciones continuas f en Uy
tales que lim,_,yeau, f(x) = 0 también es separable, de donde se deduce que
C(M) es separable.
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Capitulo 2. Preliminares

Sea { fr}sen un conjunto denso y numerable de funciones continuas de M.

Denotemos
afn = / fg dl/m.
M

Por hipdtesis, existe una constante M tal que |v,,|(M) < M para todo m.
Entonces

M%fQ/IﬁM#;%/IﬁM%;
M M
<15l (m(supp )] + [vm(supp i)l < M1 foll

para todo m € N. Como (a} ), es una sucesién acotada, admite una sub-
sucesién (al

2 ., .
mé)p convergente. Como (amlly)p es una sucesién acotada, admite
una subsucesién convergente (a2,),. Continuando este proceso obtenemos,

P

para cada ¢, una sucesion (a’ ,), convergente de tal modo que (a’,.), es una

P P

Y ¢ K ¢
subsucesién de (amf,)z’ para todo r > ¢. Denotemos L(f;) = lim,_, Uyt - Para
cada ¢, la sucesion diagonal (a’ ,),>¢ es una subsucesién de (a! , ),, de modo
P - P
. ¢ _ ¢ _
que lim,, Uy = lim,, 0 Uy = L(fe).

Sea f € C(M). Para cada ¢ > 0 existe un ¢ € N tal que || f, — f| < e.
Ademas, para fndices a y 3 suficientemente grandes, |a‘ . — a’ ;| < &, asf

o mﬁ

que para indices « y [ suficientemente grandes se tiene que

‘ / Uy — / fdv,5| < ’ / fldtms — / Fodvma | + ' / T / fedv,
+ ‘ / fedvs - / fdv,,s

< Vgl fe = £l + labyy —a

L

m

ol + alllfe = £1
B8 B
< Me+e+ Ms=¢e(2M +1).

Como M es compacta, C'(M) es completo, asi que el limite

L(f) = lim [ fdv,»

p—0o0

existe para cada f € C(M). El funcional L : C(M) — R es lineal y, puesto
que L(f) < M]||f||, es acotado. Aplicando el Teorema de representacién de
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2.5. Energias y medidas de equilibrio

Riesz, existe una medida con signo finita v tal que
L) = [ fav. 1ecwmm)

3
Pero entonces v,,» — v cuando p — oo. O]

Corolario 2.5.6. Existe al menos una medida de probabilidad p* tal que

Ix[w] = Wk(M).

Demostracion. Sea (i), una sucesién de medidas de probabilidad en M
tales que lim,, o0 L [ftm] = Wi (M). Por el Teorema 2.5.5, existe una subsu-
cesion (ftm, ), convergente en el sentido *-débil a una medida con signo finita
. Como la funcién constante 1 es continua, p*(M) = limy, o fim, (M) = 1,
de modo que p* es una medida de probabilidad.

Aplicando la Proposicion 2.5.4, tenemos que

I [p'] < Wminf Tge[p,p] = Wie(M),

p—00

de donde se sigue el corolario. O]

2.5.3. Medida de equilibrio: unicidad

Dadas dos medidas finitas p y v, denotamos por Ik |u, ] la energia con-
junta de p y v, dada por

Ic[p, V] :/ » K (z,y)dp(z)dv(y).

Si p v v son medidas con signo finitas, se define

]K[:u7y] = ]K[M+7 V+] + ]K[M_v V_] - ]K[/“L—i_? V_] - IK[:U“_7V+]7
siempre que al menos una de las sumas I [u™, v+ 1™, v ] o Ix[ut, v ]+
Ig|p~,vT] sea finita.

Definicién 2.5.7. Decimos que el nicleo K es estrictamente condicional-
mente definido positivo si para toda medida con signo finita v tal que v(M) =
0 y Ik[v] estd bien definida se cumple que Ix[v] > 0y Ix[v] = 0 si, y sélo
si, v = 0.
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Lema 2.5.8. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente definido
positivo. Entonces para cualquier par de medidas de probabilidad p1 y e con
K—energfa finita la energia mutua I [, po] es finita y, ademés,

Tic[pn,s pia] < %(]K[Ml] + Ire[pa]),

y se da la igualdad si, y s6lo si, p; = ps.

Demostracion. Sea v = p; — po. Veamos, en primer lugar, que la energia
Ik [v] estd bien definida. Sea v = v — v~ la descomposicién de Jordan de v.
Sean A* = suppr™ y A~ = suppr~. Para cualquier conjunto boreliano B
tenemos que

vH(B)=vT(BNAT)=v(BNAY) < (BN AY) < uy(B),

v (B)=v (BNA)=—v(BNA) <u(BNnA") < uB).

Como K es semicontinuo inferior y M es compacta, K estd inferiormente
acotado. Sea ¢ una cota inferior de K. Entonces K(z,y) —c >0y

JKWtuﬂzi/eMu«%yw—@mﬁ@mwww+i/eMcmﬁumew

SLWJK@W—QWMMM@+/ cdv* (@)diH(y) < oo,

T, yeM

y, similarmente, Ix[v~,v~] < co. Por tanto Ix[v] estd bien definida.

Comprobemos ahora que I [pu1, 2] es finita. Dado que v(M) = (M) —
pe(M) =1 —1 = 0, Ix[v] estd bien definida y K es estrictamente con-
dicionalmente definido positivo, se cumple que Ix[r] > 0. En particular,
Ik[vt,v| = Ix[v~,vt] < oo. Pongamos K(z,y) = K(z,y) — c. Entonces
I, [piy i) = Ikc[pui] — ¢ < 00, @ = 1,2, y también I, [vt,v7] = Ig[vt,v7] —
¢ < oo. Tenemos, ademas, que

pr=po+v<ypo+vt, pp=p—v<p+v,
y vt < . Por lo tanto,

I, [, po) < Iy [po, po] + Ik [V, pio)]
< IKI [MQa MQ] + IK1 [V+>M1] + IK1 [V+’ V_]
< Ig, [po, pro] + Iy [, pa] + I v ', 07) < o0,
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2.5. Energias y medidas de equilibrio

Se sigue que I |u1, o] = I, [p1, po] — ¢ < 00, de modo que —ahora ya todos
los términos abajo escritos estan bien definidos—

0 < Ix[v,v] = T[] + Ix[po] — 21k [pa, po],
y se da la igualdad si, y sélo si, v = 0, es decir, p; = po. O

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes para la unicidad
de la medida de equilibrio.

Teorema 2.5.9. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente de-
finido positivo y que existe al menos una medida de probabilidad u tal que
Ik [p] < co. Entonces la medida de equilibrio u* es tnica.

Demostracion. Si existe al menos una medida de probabilidad p tal que
Ik [u] < oo, entonces Wi (M) < oo —ademas Wi (M) > —oo porque K esta
inferiormente acotado—. Supongamos que v* es otra medida de equilibrio.
Como Wi (M) < oo, ambas p* y v* tienen energia finita. Aplicando el Lema
2.5.8 tenemos que

(Ix[pw'] + Ix[V']) = Wg(M).

DN | —

[K[:u*a l/*] <

Por otra parte, la medida A = %(u* + v*) es también una medida de proba-
bilidad en M, y

1 1 1
Ix[N = L Ixlw]+ LI [] + S Ixlw", v'] < Wi (M),
de modo que A es también una medida de equilibrio y Ix[A| = Wk(M). Es

decir,

1 1 1
Il v'] = 21k A = S Ixlp] = S Ixlv"] = Wi(M) = S (Uk[p] + Ix[v7]).
Aplicando de nuevo el Lema 2.5.8, y* = v*. O]

2.5.4. Relacion entre las energias continua y discreta

Una importante relacion entre la energia discreta y la energia continua
viene dada por el Teorema 2.5.11 a continuacion. Antes de demostrarlo, pro-
baremos un pequeno lema.
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Lema 2.5.10. Se cumple que
TK(M) S WK<M)

Demostracion. Sea p* una medida de equilibrio. Tenemos que

min EK(xl,...,mN)g/ Ex(zy,...,xn)dp*(xy) -+ - dp*(zN)
z1,...,kNEM

Tl TN

= / ZK(mi,mj)d,u*(a:l)---du*(xN)
1y TNEM

#J
= Wk(M) = NIV = HWx(M),
i#]
luego
Ex(N)
— L _<W
y haciendo tender N a infinito se obtiene el resultado. ]

Teorema 2.5.11. Se tiene que
T (M) = Wi (M).
Es maés, si (wy)n>2 es cualquier sucesién de configuraciones que verifica

, EK(WN)
Jin =

ZTK<M), (29)

entonces cualquier punto de acumulacion en la topologia *—débil de la medida
empirica f,, = > wcwy 0z €8 una medida de equilibrio para la energfa
continua.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que K es un nucleo continuo.
Sea (wy )y una sucesiéon de configuraciones de puntos que cumple (2.9). Apli-
cando el Teorema 2.5.5, la sucesién (p,,, ) admite una subsucesion convergente

(Hewy,, ) en la topologfa *—débil. Sea entonces p tal que pg,y 2 41 cuando

M — oo. Entonces iy, @ fluy,. = 4 ® p. Dado que I [phoy,, ] < oo al ser
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2.5. Energias y medidas de equilibrio

K continuo, podemos escribir

I = i )= i,y 3 R
zg 1

Ny

. Ex(wn
= lim w) N2 ZK Tiy X;)

M—o0 N2

< T (M) + lfm e K(x’x) — 75 (M).

M—o00 NM

Si K no es continuo, entonces podemos tomar una sucesion no decreciente
(K¢)¢ de nucleos continuos que convergen puntualmente a K. Aplicando el
Teorema de la convergencia mondtona,

Ixe[u] = lim i [p] = lim lim IKz[uwNM]
(W) | 1A
Y , Ko \WNy,
= i Jin S 3 Ko
E E
—tim lim 2N oy g B gy,
f—o0 M—00 N3, t—oo M—oo Ny,

Y, de nuevo, [K[,U] < 7 (M). Aplicando el Lema 2.5.10, Ix[u] < Wi (M),
luego Ik [u] = Wi (M) y asi p es una medida de equilibrio. Ademads, se tiene
que Wx(M) < Ix[p] < (M) < Wi(M), luego 7 (M) = Wg(M). O

Como consecuencia inmediata de los teoremas 2.5.11 y 2.5.9 tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 2.5.12. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente
definido positivo y que existe al menos una medida de probabilidad p con
energia finita. Entonces existe una unica medida de equilibrio p* y para
cualquier sucesién de configuraciones (wy )y satisfaciendo (2.9) se cumple que
oo 2 i*. En particular, esto tltimo se cumple para una sucesién (wy)n de
configuraciones éptimas para la energia discreta.

Teorema 2.5.13. Supongamos que K es estrictamente condicionalmente
definido positivo. Si el potencial U I’é de una medida de probabilidad p* tiene
un valor finito constante igual a ¢ en todo M, entonces p* es la —tinica—
medida de equilibrio y Wx (M) = c.
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Demostracion. Tenemos que
I [p] :/ Ut du* = c,
M

luego la energia de p* es finita. Como, ademads, K es estrictamente condi-
cionalmente definido positivo, por el Teorema 2.5.9 la medida de equilibrio
es Unica. Si, ahora, i es cualquier otra medida de probabilidad con energia
finita, entonces

Ir[p p] = /M Uld dp = ¢ = Ixc[p"].

Aplicando el Lema 2.5.8, tenemos que

T[] < (I [p'] + Tk [u]),

1
2
de donde Ix[p*] < Ix[pl. O
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Capitulo 3

Distribucién asintética de las
colecciones 6ptimas para la
energia de Green en una
variedad compacta

Dedicamos este capitulo a la demostracién del Teorema 1.7.1, que afirma
que las configuraciones 6ptimas para la energia de Green se distribuyen uni-
formemente en M cuando el niimero de puntos tiende a infinito. En todo el
capitulo M serd una variedad riemanniana compacta de dimensién n > 2.

3.1. EIl nucleo de Green

En la Secciéon 2.3.2 pudimos ver que, como consecuencia del Teorema
de descomposicion de Hodge, si w es una n—corriente, entonces existe una
O—corriente —una distribucion— G* tal que

w = m(w)dvol — d * dG*,
donde m(w) = v;i&)/t) es la masa de w (ver Definicién 2.3.8). Llamamos a
GY la funcion de Green de w, que es tUnica si pedimos que sea ortogonal
a todas las formas armonicas. Sin embargo, G* no admite necesariamente
una representacion como una funcién en todos los casos. Esto solo ocurre si
imponemos ciertas condiciones en w.
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Siw = J, es una delta de Dirac centrada en p € M, entonces es un
resultado cldsico que G% admite una representacién como una funcién semi-
continua inferior. El siguiente teorema, cuya demostracion no incluimos aqui,
puede encontrarse, por ejemplo, en [5, Teorema 4.13].

Teorema 3.1.1. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensién
n > 2. Existe una tnica funcién G : M x M — R U {400} satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1. Para todo y € M,
—d x dG(x,y) = 6, — V" 'dvol,
donde V' = vol(M), en el sentido de las distribuciones.
2. GG es de clase C* en todo M x M excepto en la diagonal.

3. Existe una constante c tal que

|G (2, y)| < (1 +1logd(z,y)™") sin=2,
|G(x,y)| < cd(x,y)*™ sin > 2.

4. G estd inferiormente acotada en M.
5. Para todo y € M, fxeM G(z,y)dvol(z) = 0.
6. Para todo x,y € M, G(z,y) = G(y, z).

Decimos que G es el nicleo de Green de M. Si escribimos G%(z) =
G(p,x), entonces obtenemos un representante de la funcién de Green de
9, como una funcién propiamente dicha. Necesitaremos también una cota
inferior del ntcleo de Green. El siguiente lema se deduce directamente de
[63, Proposicién 6.1].

Lema 3.1.2. Existen constantes ¢, co > 0 tales que, para todo x # v,

—c1 +elogd(r,y) ™t < G(z,y) sin=2,
—c1 + cd(z, )P < Gz, y) sin > 2.

Observaciéon 3.1.3. El Teorema 3.1.1 afirma que G es simétrica y que es
diferenciable fuera de la diagonal de M. El Lema 3.1.2 nos dice, ademas, que
liminf, ,, G(x,y) = 400 para todo y € M, por lo que G es semicontinua
inferior en M x M. Esto quiere decir que el nicleo de Green es un nicleo
en el sentido de la Seccién 2.5.
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3.1. El ntcleo de Green

Con ayuda del ntcleo de Green podemos también calcular funciones de
Green para medidas finitas.

Proposicion 3.1.4. Sea p una medida finita en M, interpretada como una
n—corriente. Entonces la funcién

6'(0) = [ Gla)duty)
yeM
es semicontinua inferior y satisface
p=m(pu) —dxdGH.
Demostracion. Que la funcién G* es semicontinua inferior se sigue del Lema

2.5.3. Sea ¢ € C°(M) una funcién diferenciable. Como G es integrable,
podemos aplicar el Teorema de Fubini y el Teorema 3.1.1:

—d x dG*(p)

/ G (x)Ap(x)dvol(z)
reM

/ G, y)du(y) Ap(a)dvol(z)
yeM

/ G, ) Ap(z)dvol(z)dpu(y)
reM

_ /y N (w(y) _ / » cp(a:)dvol(w)) dp(y)

- / et =V [ sl / duty)
pr — m(p)dvol) (i),

de donde se sigue el resultado. O

I
—

Observacion 3.1.5. Si v es una medida con signo finita y v = v — v~ es su
descomposicion de Jordan, entonces G¥ = G¥+ —G¥~ como O—corrientes. Am-
bas G"*+ y G~ pueden representarse como funciones semicontinuas inferiores,
pero pudiera ocurrir que en un cierto punto z € M fuera G"* (z) = G~ (z) =
+00, en cuyo caso no es posible asignar un valor a G¥(z). Sin embargo, si
alguna de las dos G"* o G~ esta acotada, entonces G” si que admite una
representacion como una funcién. En particular, si G¥~ es continua (resp.
G"+ es continua), entonces G¥ es semicontinua inferior (resp. superior).
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Definimos la energia de Green como en la Seccion 2.5.

Definicién 3.1.6. La energia de Green discreta de un conjunto de N > 2
puntos {x1,...,xxy} C M se define como

E(zy,...,zy) = ZG(a:i,xj).

i#]

La energia de Green continua de una medida finita p se define como

B = | @a)ipte) = [ Glepinta)auty)

Si p1 v pe son medidas finitas, definimos

ﬂmmzkmwmmzﬁmwmwx

y si v es una medida con signo finita, con descomposiciéon de Jordan v =
vt — v~ entonces

Ewv)=EWH)+EWv)—-2E",v),

siempre que alguna de las cantidades E(v*) + E(v™) o E(v*,v ™) sea finita.

3.2. Mollifiers en variedades riemannianas

Para demostrar el Teorema 1.7.1 necesitaremos introducir la definicién de
mollifier. En R podemos definir la funcion diferenciable

1
_ On67177‘2 Sl T < ]_,
f”(r)_{o sir>1,

donde C), es una constante de tal modo que la funcién ¢(u) = f,,(||u||) cumple
Jzn @ = 1. La coleccién de funciones {¢.}eso, donde ¢.(u) = e "p(u/e) =
7" f(Jlul|/€) son los cldsicos mollifiers en R™ (véase, por ejemplo, [36, Cap.
4.2]). Cada funcién ¢. es positiva, diferenciable, tiene soporte en la bola
cerrada B(e) = {u € R" : ||u|| < &}, cumple [, ¢. =1y, ademds,

¢6 du = 50
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3.2. Mollifiers en variedades riemannianas

cuando € — 0. Es decir, para toda funcién continua f : R" — R, se tiene que

m [ f(u)ge(u)du = f(0).

e—0 R

En una variedad riemanniana M de dimensién n existe también una co-
leccién de funciones satisfaciendo propiedades andlogas. Para definirlas nos
valemos de la densidad de volumen w,(y) (ver Seccién 2.4.1), cuya expresion
en coordenadas normales en torno a x € M es

wz(y) = V/19](y)-

Para cada 0 < ¢ < inj(M), donde inj(M) es el radio de inyectividad de
M (ver Definicién 2.4.3 y Observacion 2.4.4), se define la funciéon mollifier

H.: M x M — R por

e " fn(d(z,y)/e) si d(:): y) <e

H.(z,y) = we (y) 3.1
(.9) { 0 sid(z,y) > e. (3.1)

Como ¢ < inj(M), si d(x,y) < e, entonces por la Proposicién 2.4.6(c) se
tiene que w,(y) > 0, de modo que las funciones H. estdn bien definidas.
Observemos que si M = R" —olvidandonos de la compacidad—, entonces

H€<£L',y) = ¢s<”x - yH)

Proposicién 3.2.1. Las funciones H. definidas por (3.1) satisfacen las si-
guientes propiedades:

1. Para todo z,y € M, H.(z,y) > 0.

2. supp H: = {(z,y) e M x M : d(z,y) < ¢}
3. Para todo z,y € M, H.(z,y) = H.(y, ).

4. Para cada z € M, fyeM H.(z,y)dvol(y) = 1.

5. Para toda medida con signo finita v en M, la funcién

@)= [ Hlepivty) 3.2)
es de clase C®(M).
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Capitulo 3. Distribucién asintética de los éptimos

6. Para toda funcién continua f: M — R y para todo = € M,
h’m/ f(y)H(x,y)dvol(y) = f(x).
e—0

Demostracion. Segin la Proposicién 2.4.6, w,(y) > 0. Ademads, f, > 0, de
donde se deduce 1. Por otra parte, la funcién r — f,(r/c) tiene soporte en
[—¢,¢], lo cual implica 2. La propiedad 3 se sigue de la simetria de la funcién
distancia y de la densidad de volumen (Proposicién 2.4.6(e)). Para ver 4,
calculamos en coordenadas normales alrededor de = € M,

/ H. (2, y)dvol(y) = / H. (z, y)dvol(y)
yeM yeB(z, )
:/ Q)
u€B(e)

|9(exp,, u)

= / ¢e(u)du = 1.
u€B(e)

Demostramos ahora 5 por induccién en el orden de diferenciabilidad. Para
ello, veamos primero que la funcién v. es de clase C'. Sea (U, x) una carta de
M, y sea x € U un punto cualquiera. Para cada 1 <7 < n, seay: (—0,0) —
M una curva integral del campo coordenado 0; con (0) = z. Consideremos

la funcion
/ H(4(t), y)dv(y).

Como ¢ < inj(M), las funciones x — 7" f,(d(x,y)/e) y * — w,(y) son di-
ferenciables en = (Proposicién 2.4.6(a)), luego H.(x,y) es diferenciable en x
y, tomando ¢ suficientemente pequefio, la funcién ¢ — H.(v(t),y) es diferen-
ciable en (—0,0). Escribiendo la descomposicién de Jordan v = vt —v~ de v
e intercambiando los signos de derivacién e integracién (véase, por ejemplo,
[16, Corolario 2.8.7]), g es derivable y

J(t) = / L H (1), y)dv(y).

em dt

de modo que

Oy (x / O:H. (z,y)dv(y).
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Veamos que 0;1. es continua en x. Si v = 0, entonces v. = 0y Jjv. = 0 es
trivialmente continua. En otro caso, sea > 0. Como 0;H.(x,y) es continua,
existeun d > 0 tal quesi0 < d(z,2") < J, entonces |0;H.(z,y)—0; H.(2', y)| <
(v (M) + v~ (M))~In. Por lo tanto, si d(z,2’) < §, entonces

’aiye(m) - aiVs(x/” < / M ’aiHs('r7y) o aiHE(x/’y)‘dlyKy) <1
TE

Esto prueba que v, es de clase C! en U. Ahora supongamos que v, es de clase
C* en U y que

Oy -+ aikVe<x> = / Oy -+ aikHE(xvy)dV(y)
yeM

para cualesquiera k indices 1 <y, ...,3; < n. Como x — 0;, - -- 0;, H.(z,y) es
una funcion de clase C'*° en U, por el caso base tenemos que, para cualquier
1 <1< n,

@@1 cee (9Z-k1/5(:lr) = / 81611 T aikHS(xa y)dV(y),
yeM

y un argumento andalogo al del caso base prueba que esta funcién es continua.
Luego v, es de clase C**! en U vy, asi, v, € C®(M).
Para probar 6, calculamos en coordenadas normales alrededor de z,

/ H. (2, 9) (y)dvol(y) = / 62 (u) f(exp, u)du — f(exp, 0) = f(x)
yeM u€B(e)

cuando € — 0. OJ

3.3. Positividad del ntucleo de Green

En esta seccion probaremos que el nticleo de Green es un ntcleo estric-
tamente condicionalmente definido positivo, es decir, que para toda medida
con signo finita v tal que ¥(M) = 0 se cumple que

/ G(z,y)dv(x)dv(y) >0, (3.3)
xz,yeM

y se da la igualdad si, y sélo si, v = 0 (ver Definicién 2.5.7). Esto nos permitira
mostrar que la medida de equilibrio para el problema de minimizacion de la
energia de Green continua es unica.
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Capitulo 3. Distribucién asintética de los éptimos

Comprobar la desigualdad (3.3) es relativamente sencillo bajo la hipotesis
de que la medida v es absolutamente continua con densidad de clase C'* con
respecto de dvol y, de hecho, bajo esta hipdtesis es posible demostrarlo para
nicleos mas generales (véase [75]).

Observacién 3.3.1. En lo que sigue usaremos el Teorema de Fubini y el
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para medidas con signo
finitas v. Observemos que toda funcién continua f : M — R es v—integrable,
ya que si consideramos la descomposicién de Jordan v = vt — v~ de v,

entonces
_ + -
(D) = /M it + /M|f|dv ,

donde v y v~ son medidas positivas, |f| es continua y M es compacta. Lo
mismo se aplica para la medida con signo v ® dvol = v+ ® dvol — v~ ® dvol
y cualquier f: M x M — R continua.

Los lemas técnicos 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4 y 3.3.5 a continuacion nos seran de
utilidad en la demostracién de la positividad del ntcleo de Green cuando
tengamos que aplicar el Teorema de la convergencia dominada.

Lema 3.3.2. Sea M una variedad compacta, y sea v una medida con signo
finita tal que (M) = 0. La sucesion (v:)o<c<inj(m) definida en la Proposicién
3.2.1(5) satisface las siguientes propiedades:

1. v.(M) = 0 para todo ¢. Es decir, [, vedvol = 0.
2. v.dvol = v cuando € — 0.

Demostracion. Para cada 0 < & < inj(M), la funcién v, es diferenciable por
la Proposicién 3.2.1(5). Entonces

/M v.dvol = / » ( /y N Hs(x,y)du(y)) dvol(z)

_ /y N ( / N Hg(x,y)dvol(a:)) dv(y) (por el T* de Fubini)

= / dv(y) (Proposicién 3.2.1(4))
yeM

0.
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Por otra parte, si f : M — R es una funcién continua, entonces

/M Fuodvol = / N ( /y N Ha(x,y)dy(y)) F(@)dvol(z)
_ /y N ( /  H() f(a;)dvol(a:)) du(y) (T* de Fubini)

Denotemos

fiy) = /  Ha)f(@)dvol(a). (3.4)

Sabemos por la Proposicién 3.2.1(6) que lim._, f-(y) = f(y) para todo y €
M. Como f es continua y M es compacta, existe una constante C' tal que
|f(y)| < C para todo y € M. Por lo tanto,

FI< [ @Iyl <¢ [ Byl = ¢

(por 1y 4 en la Proposicién 3.2.1). La constante C' es v—integrable, asi que
aplicando el Teorema de la convergencia dominada,

h’m/ fredvol = lim fedv :/ lim fgdl/:/ fdv.
e—0 M e—0 M Ma—)O M
]

Lema 3.3.3. Sea M una variedad compacta. Existe una constante D > 0
tal que, para todo 0 < ¢ < % y para todo par de puntos y,z € M con
d(y,z) < 2e, se tiene que

Joent He(, 2) log d(z, y)~*dvol(z) < Dlogd(y,z)~" sin =2,
S He(, 2)d(z, y)* "dvol(z) < Dd(y, 2)*™" sin > 2.

Demostracion. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.

Sea 0 < € < w, y sean y,z € M dos puntos tales que d(y, z) < 2¢. La
funcion (z, z) — w,(z) es continua y estrictamente positiva en el compacto

{(x,z) EMX M :d(z,z) < Zinj(/\/l)},

luego existen constantes k y K que no dependen de ¢, con 0 < k < K,
tales que para cada par de puntos p,q € M con d(p,q) < 3¢, se tiene que
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Capitulo 3. Distribucién asintética de los éptimos

0 <k <w,(q) < K. Dado que la funcién f,(r) definida al inicio de la Seccién
3.2 alcanza un maximo en r = 0, tenemos que

e " fuld(x,2)/e) 1 Cy
He(z,7) we(2) =5° f(0) eken
Entonces,
2—n Cn 2—n
/ H.(z,z)d(z,y)* "dvol(z) < / d(x,y) " "dvol(x).
zeM eke™ JieBze)

Como ¢ < M, existen coordenadas normales alrededor de y definidas en

B(y, 3¢). Como d(y, z) < 2¢, aplicando la desigualdad triangular se sigue que
para cualquier z € B(z,¢), d(z,y) < 3¢, de modo que B(z,e) C B(y,3¢), y

Cr / - Cy _
d(z,y)* "dvol(z) < / d(z,y)* "dvol(x
eke™ Joen(z) (@.v) (@) eke™ Jren(y3e) (=.9) (@)
c, \/ det g;j(exp, u)
- n/ n—2 du
cke u€B(3¢) [ ul|
C, e
== / —wy( Xffzwdu
eke™ Juenze) |l
C.K 1

eke™ Jyeme llull"2

C.K [* 1
— s / —_dfdr
eke 0 Besn—1(r) T

3e
- C’nKvol(S”_l)/ rdr
ekem 0
_ 9°CLKvol(S" 1)
B 2eken
B 9C’nKV01(S”*2)827

2¢ek

n

Dado que d(y, z) < 2¢, el resultado se sigue tomando

277390, Kvol(S"1)

D
ek
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Lema 3.3.4. Sea 0 < ¢ < inj(M), y sean y,z,w € M puntos tales que
d(y,w) < ey d(y,z) > 2. Entonces

Joent He(, 2) log(z, y)~tdvol(z) <logd(y,w)™" sin =2,

Joenq He(z, 2)d(2, y)* "dvol(z) < d(y,w)* ™" sin > 2.

Demostracion. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.
Aplicando la desigualdad triangular, para cualquier z € B(z, ) tenemos que
d(x,y) > d(y,w). Por tanto,

/ H.(z,2)d(z,y)* "dvol(x) < H_(z,2)d(y, w)* "dvol(x)
zeEM reEM

= d(y,w)* ",

vaque [H. =1 O

Lema 3.3.5. Existe una constante positiva K tal que para todo 0 < € <

—inj(ALM) y para todo z,w € M con z # w,

/ H_(z,2)H.(y,w)logd(x,y) *dvol(z)dvol(y) < K logd(z,w) *
r,yeM
sin=2,y
/ H.(z,2)H.(y,w)d(z,y)* "dvol(z)dvol(y) < K d(z,w)*™
z,yeM
sin > 2.

Demostracion. Probamos el caso n > 2. La prueba del caso n = 2 es similar.
Sea 0 < € < %, y sean z,w € M con z # w. Aplicando el Teorema de
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Capitulo 3. Distribucién asintética de los éptimos

Fubini junto con los lemas 3.3.3 y 3.3.4, tenemos que

H. (2, 2) H.(y,w)
/xyeM dge el )

_ /y o ) ( / N %dml( )) dvol(y)

_ /{ I H.(y, w) ( / N %dml( )) dvol(y)
He(,2)

o i) ([ v ) dvol()
{y:d(y,2)>2e}NB(w,e) vem d(z,y)"

H.
gdvol( )
{y:d(y,2)<2¢} d(y7 )

H,
- / Ldvol( ),
{y:d(y,z)>2e} d(ya )

<D

siendo D la constante del Lema 3.3.3. Si d(z,w) < 2¢, entonces obtenemos
una cota para la primera de las dos integrales anteriores usando de nuevo el
Lema 3.3.3:

D2
d(z,w)"—2

H
ﬁd ol(y) < D
(y:d(y,2)<2zy Ay 2)"

Helw:0) 401y <

D
yeM d(ya )

Para la segunda, tenemos que

ey, w). VO He(y, w) Vo
/{y:d(y,z)>26} d<y7 ) d 1() ~/yEM d(ya )n d 1()
_ (be(u) u
a /ueE(s) HUH”_Qd

C 1
esn u€B(e Hu”n

_ Cyvol(S" 1)
 2een2
230, vol(S™1)
ed(z,w)"2
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Por lo tanto, si d(z,w) < 2e, entonces

H.(z,2)H.(y,w) D? + 27730, vol(S"1)e™!
<
fers ™ e el £ ==

Llamemos K = D2 + 2"3C,vol(S"1)e!
Supongamos ahora que d(z,w) > 2e. Si H.(x, z)H.(y,w) # 0, aplicando
la desigualdad triangular,

d(z,y) > d(z,w) —d(z,x) — d(y,w) > 0,

luego

/ He(, 2) Hely (2 )dvol(a: Y)
z€B(z,e),yeB(w,e) d(l‘ y>n

/ H.(z,2)H(y, w)
<

zE€B(z,¢), yeB(w,e) (d(za UJ) - d(za I) - d<y7 w))n—Q

Denotemos t = d(z,w). Tomando coordenadas normales alrededor de z y w,
esta dltima integral es igual a

dvol(x)dvol(y).

.
v]|2

—n —-n 2 71—H1“—Q2 71—”72
[ R ) g G e e DTy,
u,vEB(e) u,vEB( (

(t = [lull = flvf[)=2 en ) (= [lull = [lol[)»=2

Tomando ahora coordenadas polares, esto es igual a

1
2

12
C%vol(S"1)? prlgn=le e 13
— 5 drds.
g2n t—r—s)"

Mediante el cambio de variables z = r/e, y = s/¢, esto es

_1
]Snl lz -
C2vol( // ex)” le"1=7e 1-0? 2dudy
e t—ex—gy)” 2

_1

J i 1 n 1,772 1—
= C%vol(S™1) / / ¢ e v dxdy
(t —ex —ey)n2

i 1 n 1,772 14,2
< C2vol(S"™1) ¢ e dxdy (t > 2e),
t n—2
(t— 32— 5v)
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y esta ultima expresion es igual a tn%, donde
T 1 n 16 1—aZ e 1-42
K= C%vol(S™1) dzdy.
// T2y
Veamos que la integral en el miembro derecho converge. Tenemos que

1 1
nlnlelzely elzely
dady < Sdad
// (I—z/2—y/2p2 Y // (1—a/2— 122"

1

2 / =l /1 ¢
=on—2 e 1-v dy ———dx
0 o (I—z)"

Esta integral converge porque

lIm — = 0.
:clgl— (1 — l‘)n_Z

Finalmente, tomando K = méx{K, K} se sigue el resultado. O

El siguiente resultado afirma que podemos aproximar la energia de una
medida con signo v con energia finita tal que v(M) = 0 por las energias de
las medidas v.dvol definidas en la Proposicién 3.2.1.

Lema 3.3.6. Sea v una medida con signo finita tal que |E(v)] < ooy
v(M) = 0. Sea (v.). la sucesién de funciones de la Proposicién 3.2.1(5).
Entonces

lim G(z,y)v-(z)v.(y)dvol(z)dvol(y) :/ » G(z,y)dv(z)dv(y).

e—0 z,yeM

Demostracion. Aplicando el Teorema de Fubini, tenemos que

/ » G(z,y)ve(z)ve(y)dvol(z)dvol(y)
= / (/ G(:z:,y)HE(z,w)HE(w,y)dvol(:z:)dvol(y)) dv(z)dv(w).
zZ,weEM z,yeM
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Denotemos
few) = [ Glog)Hen) Hw,g)dvol()dvol(y),
JYEM

y veamos que podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada.

En primer lugar, si z # w, tomando € > 0 suficientemente pequeno, las
bolas cerradas B(z,¢) y B(w,¢) tienen interseccién vacia. El integrando en
fe(z,w) tiene soporte en el conjunto F' = B(z,¢) X B(w,¢) y la funcién G es
continua restringida a este cerrado. Por el Teorema de extension de Tietze,
existe una funcién G continua en M x M tal que G |F = G. Aplicando la
Proposicién 3.2.1(6) y el Teorema de Fubini,

hm fe(z,w) = lim é’(x, y)H.(z, x)H.(w, y)dvol(x)dvol(y)

e—0 z,yeM

= G(z,w) = G(z,w).

Esto prueba que f.(z,w) — G(z,w) puntualmente dvol-a.e. en M x M.
Supongamos que n > 2 —la prueba del caso n = 2 es similar—. Aplicando
el Teorema 3.1.1(3), existe una constante ¢z > 0 tal que para todo z,y € M
con x # y, se cumple que
C3

Glx,y)| < ————.
Gl < g
Ademas, por el Lema 3.1.2, existen constantes ¢, co > 0 tales que

d(z,y)*2 =~

Por lo tanto,

) < [ SRR DL i) dvl(y)

= 1wy (por el Lema 3.3.5)
< a3 K(G(z,w) + ¢1)

— )

C2

donde todas las constantes son independientes de . Como G es v ® v—
integrable y también lo son las funciones constantes, el resultado se sigue
del Teorema de la convergencia dominada. O]
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Estamos ya en condiciones de probar la positividad del nicleo de Green.

Teorema 3.3.7. Sea M una variedad compacta de dimension n > 2. El
ntcleo de Green G(x,y) es estrictamente condicionalmente definido positivo.

Demostracion. Sea v una medida con signo finita en M tal que v(M) = 0

y |E(v)| < oo. Sea (v:),___mi la sucesién de funciones diferenciables del
4

Lema 3.3.2. Por el Lema 3.3.2(1), las funciones v, tienen integral 0, asi que
para cada ¢ existe una funcion diferenciable 7. tal que Av,. = v.. Aplicando
el Teorema de Fubini y el Teorema 3.1.1(1),

R e A e R )
z,yeM

_ /y N ( / N G(x,y)ye(x)dvol(x)) () dvol(y)
- / ) A (g)avol(y)

- / IV5.(3)|Pdvol(y) > 0,
yeM

donde hemos usado la Primera Identidad de Green. Aplicando el Lema 3.3.6,

/ G, y)dv(z)di(y) =
z,yeM

= lim G(z,y)v.(z)v.(y)dvol(x)dvol(y) > 0.

e—0 z,yeM

Supongamos ahora que

/ G(z,y)dv(z)dv(y) = 0.
z,yeM
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3.3. Positividad del nicleo de Green

Sea u € C?(M) una funcién con integral 0 cualquiera. Entonces,

/y » U(y)dV(y)‘ = |lim U(y)Vs<y)dV01<y>‘

e—0 yeM

= | ( / N G(x,y)Au(a:)dvol(m)) Ve(y)dvol(y)'

e—0

“iim [ Au) ( /y _a. y)l/a(y)dvol(y)) dvol(x)

e—0 zEM

= |lim Au(z)v.(x)dvol(x)

e—0 zEM

= |lim g(Vu(z), Vi (z))dvol(x)

e—0 reEM

(/%M HVu(a:)H2dVOl(x)> 1/2
1 (/IEM HVﬁg(x)szVOl(x)) 12 |

lll% /me./\/l |V, ()|[*dvol(z) = / G(z,y)dv(z)dv(y) = 0.

z,yeM

IA

Luego para toda funcién v € C*(M) con integral 0,

/ u(y)dv(y) =0,
yeM

y sumando una constante es inmediato comprobar que la hipotesis de integral
0 es innecesaria. Sea ahora f : M — R una funciéon continua. Como M
es compacta, por el Teorema de Stone-Weierstrass (ver demostracion del
Teorema 2.5.5) existe una sucesion { f,, }men de funciones C? que convergen
uniformemente a f en M. Por lo tanto, para cualquier punto x € M y para
cualquier m suficientemente grande, |f,,(z) — f(x)| < 1, de modo que

|fn(@)| = [fm(@) = (@) + f(2)] < |fml2) = f(2)] + | f(2)] <1+ C,

donde C' es una cota global de f. Por el Teorema de la convergencia dominada,

| ) =tim [ gty =0
yeM yeEM

Asi, v = 0, de donde se sigue el resultado. O
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3.4. Distribucion asintdotica uniforme

Una vez que hemos demostrado que el niicleo de Green es estrictamente
condicionalmente definido positivo, es sencillo demostrar el Teorema 1.7.1.

Demostracion del Teorema 1.7.1. Aplicando el Teorema 3.1.1(5), el poten-
cial de la medida de probabilidad V~!dvol es

GVl () — / G(z,y)V 'dvol(y) =0, z€ M.
yeM

Por el Teorema 3.3.7, G es un ntcleo estrictamente condicionalmente definido
positivo. Aplicando el Teorema 2.5.13, la tnica medida de equilibrio que
minimiza la energia de Green continua es la medida uniforme V~'dvol y,
ademés, Wg(M) = E(V~tdvol) = 0.

Si (wi)N>2 es una sucesion de configuraciones éptimas para la energfa de
Green, entonces

. Ewy) . &a(N)
e = =

= TG<M)>

donde E(N) = ming,  zyem E(21,...,xN) ¥y Ta(M) es el didmetro transfi-
nito de M. El Teorema 2.5.11 completa la prueba. O

El Teorema 2.5.11 también arroja la siguiente consecuencia inmediata
sobre la expansion asintotica de la minima energia de Green.

Corolario 3.4.1. Sea M una variedad compacta de dimensién n > 0. En-
tonces Eg(N) = o(N?).
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Capitulo 4

Bolas armodnicas

Las técnicas utilizadas en [20, 21] para hallar cotas para la distancia
de separacion de las colecciones Optimas para la energia logaritmica y la
energia de Riesz en la esfera S™ no pueden ser trasladadas directamente a una
variedad compacta cualquiera. Existen, principalmente, dos impedimentos:
en primer lugar, la dificultad para adaptar la definicion de transformada de
Kelvin al caso de una variedad compacta y, en segundo lugar, el hecho de
que la propiedad del valor medio para funciones armoénicas no se cumple en
todas las variedades compactas.

Recordemos que, en R™ —y también en la esfera S"—, para toda funcion h
integrable y arménica en B(p,r) se cumple que

][GB( )h(m)dvol(x) = h(p), (4.1)

donde f . = ﬁ(E) J.cp denota la integral promedio. Esta propiedad no
se cumple en una variedad compacta general, aunque si se cumple en las
variedades localmente arménicas (ver [14, Proposicion 6.21]). En este capitu-
lo veremos que en una variedad riemanniana compacta cualquiera siempre
existen unos dominios abiertos llamados bolas armoénicas que satisfacen una
propiedad andloga a (4.1) y que juegan un papel importante en la estimacién

de la distancia de separacion para puntos de Green 6ptimos.

4.1. Bolas armodnicas

El balayage clasico de una medida o en el espacio euclideo consiste en
quitar toda la masa presente en un cierto conjunto compacto K C R" y
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Capitulo 4. Bolas armonicas

trasladarla a otro lugar. Siguiendo [42], definimos el balayage parcial de la
siguiente manera:

Definicién 4.1.1. Sean ¢ y A medidas con signo de energia finita tales que
m(o) < m(A). Entonces existe una tnica medida con signo v que resuelve el
problema de minimizacién

min E(oc —v), v<\ m(v)=m(o).

Decimos que v es el balayage parcial de o con respecto de A y escribimos
v = Bal(o, A).

La medida A juega un papel similar al que juega el compacto K en el
balayage clasico. Se trata de trasladar la masa de o que “rebosa” sobre A a
otro lugar empleando la menor cantidad de energia en el proceso.

Si o no tiene energia finita, entonces el balayage no se puede definir a
través de una minimizacién de energia como en la Definicién 4.1.1. En su
lugar, se define de la siguiente manera (ver [42, Definicién 5]):

Definicién 4.1.2. Sea o una medida con signo de masa m(c) = t. Supon-
gamos que existe al menos una 0—corriente v —una distribucién— tal que

v < G,
{ Av < —t. (42)

Entonces existe la mayor v satisfaciendo estas dos condiciones y, en términos
de ésta, se define
Bal(c,0) = tdvol — d * dv.

Si oy A son medidas con signo cualesquiera tales que m(o) < m(\), se define
Bal(a, \) = Bal(oc — \,0) + \.

Observacion 4.1.3. La expresién tdvol — d * dv en principio representa
s6lo una n—corriente. Sin embargo, la condicion Av < —t se traduce en que
d * dv > tdvol. Es decir, que

—Bal(0,0) = —tdvol + d * dv > —tdvol + tdvol = 0

en el sentido de las distribuciones. Esto significa que —Bal(c,0)(¢) > 0 para
toda funcion diferenciable ¢ > 0 —y, por tanto, para toda funcién continua—.
Por el Teorema de representacién de Riesz, el opuesto de Bal(o,0) es una
medida positiva.
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4.1. Bolas armonicas

La definicién que usaremos nosotros es la Definicion 4.1.2. La Definicion
4.1.1 sirve para motivar el nombre “balayage parcial” y es posible demostrar
que si o tiene energia finita, entonces ambas definiciones coinciden, aunque
no haremos uso de este hecho.

A veces nos referiremos al problema de maximizacién (4.2) como problema
del obstdculo porque recuerda al problema del obstaculo clasico, en el que se
pide encontrar la menor funcion superarmonica que pasa por encima de un
cierto obstéculo (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Un obstaculo —en rojo— y la menor funcién superarménica, con
extremos dados, que pasa por encima del obstaculo —en negro—. Las zonas
sombreadas representan el conjunto de no coincidencia, donde la funcién es
armoénica.

Esta funcién describe, por ejemplo, la forma de una cama elastica —vista
boca abajo— cuando alguien salta sobre ella. En [40] los autores estudian la
mayor funcién subarmoénica por debajo de una cierta funcién a la que denotan
u — v. Poniendo u — v = G7+ — G°~ = (G7, es posible adaptar su argumento
para probar que si G°- es continua, entonces la solucion al problema del
obstdculo (4.2) es una funcién continua (ver [40, Lema 3] y también [42,
Observacién 3]). En tal caso se define el conjunto de no coincidencia como

N={zeM:v(zr) <G ()}

siendo v la solucién de (4.2). Como v es continua, el conjunto de no coinci-
dencia es un abierto de M. Este conjunto sirve para describir la estructura
del balayage en el sentido de que si G~ es continua y o_ es absolutamente
continua con respecto de dvol, entonces

Bal(0,0) = 04|y — o[ rw (4.3)
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Capitulo 4. Bolas armonicas

(ver [40, Corolario 11] y [42, Teorema 11]). Por ejemplo, si o = ad, — dvol,
con 0 < a <V, siendo V = vol(M), entonces G°~ = G = 0, que es una

funcién continua, y o_ = dvol, que es absolutamente continua con respecto
de dvol. La masa de ¢ es t = m(s) = aV~! —1 < 0, y la funcién de
Green es G7 = G¥r~dvol — ¢G% que estd inferiormente acotada, asi que

una constante suficientemente pequena —suficientemente negativa— compite
en (4.2), de modo que Bal(c,0) estd definido. Aplicando (4.3),

Bal(a, 0) = CL(SplN - dVOl’M\N

Sin embargo, como la soluciéon v al problema del obstaculo es continua y
lfm,_,, aG’ () = +oo (por el Lema 3.1.2), necesariamente p € A/, de modo
que adyly =0y

Bal(o,0) = —dvol| s

Definicién 4.1.4. Sean p € M un punto cualquiera y ¢ un nimero real
con 0 < a < V. Se define la bola arménica de centro p y radio —o volumen—
a, denotada B"(p, a), como el conjunto de no coincidencia del problema del

obstaculo < al

mMaxov : { UA;; 1 - =y (4.4)
La bola armonica satisface

Bal(ad,, dvol) = x g (p,q)dvol
y esta ecuacion la define salvo un conjunto de medida dvol nula.

A continuacion veremos que la bola armonica es un dominio de cuadratura
para funciones armoénicas. Es decir, que satisface una propiedad analoga a la
propiedad del valor medio (4.1). Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1.5. La solucién v del problema del obstaculo (4.4) satisface Av =
1 —aV~!en B"(p,a) (ver Figura 4.2).

Demostracion. Observamos que

XB"(p.aydvol = Bal(ad,, dvol) = Bal(ad, — dvol, 0) + dvol
= (aV ™' — 1)dvol — d * dv + dvol,

luego

—d * dv|gn (1 = aV~")dvol| g

p,a) — p,a)°
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B"(p, a)

Figura 4.2: Representacion esquemética de una seccion transversal de la bola
armoénica B"(p, a) como el conjunto de no coincidencia —zona sombreada— de
la solucién v del problema del obstdculo —en color negro— con la funcién aG®
—en rojo—. En el conjunto de no coincidencia la funcién v tiene laplaciano
constante y positivo.

Proposicion 4.1.6. Sean p € M un punto y 0 < a < V. Para toda funcién
h integrable y arménica en B"(p, a) se cumple que

/ hdvol = ah(p). (4.5)
B"(p,a)

En particular, tomando A = 1, se obtiene que el volumen de la bola arménica
B"(p,a) es a. Asi, es posible escribir (4.5) en la forma usual de la propiedad
del valor medio para funciones armonicas:

][ hdvol = h(p).
B"(p,a)

Demostracion. Sea v la solucién del problema (4.4). Entonces, por el Lema
4.1.5, la funcién v = v — aG% satisface
—d * d’U,’Bh(p,a) = (dVOl — CLép)|Bh(p’a),

luego si h es integrable y arménica en B"(p,a), aplicando el Teorema 2.3.4,
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Capitulo 4. Bolas armonicas

tenemos que

0= / uAh dvol = / hdvol — ah(p),
B"(p,a) B"(p,a)

de donde se sigue el resultado. ]

Las siguientes dos proposiciones muestran que las bolas arménicas com-
parten algunas propiedades con sus homélogas métricas: estan anidadas unas
dentro de otras segiin el radio y son conjuntos conexos.

Proposicién 4.1.7. Si 0 < a < b <V, entonces B"(p,a) C B"(p,b).
Demostracion. Consideremos los problemas del obstaculo

) v < aG% . [ v<bG
(P,) méxv : { Av<1—aV-, (Py) méxv : { Av<1—bV-1

de tal modo que B"(p,a) es el conjunto de no coincidencia de (P,) y B"(p, b)
es el conjunto de no coincidencia de (). Sean v, la solucién de (P,) y v, la
solucién de (B,). Tenemos que

—d * d(vy — bG% + aG%) < (1 — bV "1)dvol + bV ~dvol — aV ~'dvol
+ (a — b)d,
< (1 —aV~Hdvol.

Ademids, como v, —bG% < 0, entonces v, — bG% +aG% < aG%. Por lo tanto,
vy — bG% 4 aG% < v,, es decir,

vy — G < Vg — aGo.

Si # € B"(p,a), entonces v,(z) — aG%(x) < 0, luego vy(x) — bG%(z) < 0y
x € B"(p,b). O

Proposicién 4.1.8. La bola arménica B"(p, a) es un conjunto conexo.

Demostracion. Sea B la componente conexa de B"(p,a) que contiene a p.
Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe otra componente conexa
B’. Sea v la solucién del problema del obstéculo (4.4). Entonces v coincide
con la funcién aG® en OB’. Por el Lema 4.1.5, la funcién v tiene laplaciano
constante igual a 1 —aV~! en B’ y como p ¢ B, la funcién aG% tiene
laplaciano constante igual a —aV ! en B’. Por el principio del méximo,
v > aG% en B’, lo cual supone una contradiccién. O
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4.2. Areas de influencia de los optimos

En una configuracion éptima x7, ..., 23y para la energia de Green discreta
19N )
cada punto z; tiene un “area de influencia” propia en la que ningin otro
punto puede entrar. En esta secciéon demostraremos el Teorema 1.7.2, que dice
que que dicha area de influencia es una bola arménica cuyo radio depende
del nimero de puntos en la configuracion. Para ello necesitaremos, en primer
lugar, el siguiente resultado, que nos permite identificar puntos que estan
fuera de la bola armoénica.

Lema 4.2.1. Sea ¢ € M un punto cualquiera. Supongamos que existe una
funcion f continua en un entorno de ¢ que cumple:

L. f(q) = aG%(q).

2. f < aGP.

3. Af <1—aV™l
Entonces ¢ ¢ B"(p, a).

Demostracion. Sea v la solucién del problema del obsticulo (4.4). Como
f<aG% y Af <1—aV~! necesariamente f < v. Como ambas f y v son
continuas en un entorno de ¢, esta desigualdad se satisface puntualmente en
q, luego

aG”(q) = f(q) < v(q),
y ast aG%(q) = v(q), de modo que ¢ € M\ B"(p, a). O

Vamos ya a demostrar el Teorema 1.7.2:

Demostracion el Teorema 1.7.2. Por simetria es suficiente probar que x}_; ¢
B" (z}, 7=V ). Para ver esto necesitamos encontrar una funcién con las con-
diciones del Lema 4.2.1. Consideremos la funcion

) = (G‘sﬁv (0)+ Y Gt x))

Vv N—-2 N—-2
= m (E(.CCT, D) .’L'*N,2, z, x*N> - Z G(x;kv x;() - G(x;kv x})) :
itj i=1
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Como z7, ..., 2% es una configuracién éptima para F, la funcion h alcanza un
minimo global en x = z},_;. Por lo tanto, si llamamos

N-2

Vv

entonces f es continua en un entorno de z7_4,

V

5o
mG N(z) > f(x)

y se da la igualdad en x = x}_,. Ademas,

_d*df———z —d * dG‘“< dvol (1—N%>dvol

Aplicando el Lema 4.2.1 con a = % y q¢ = xy_, termina la prueba. ]
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Capitulo 5

Energia de Green en variedades
localmente armonicas

El estudio de las variedades localmente armoénicas comenzo6 en 1931 con
un articulo de H. S. Ruse [68] en el que el autor investigaba las soluciones
u(z) de la ecuacién de Laplace Au = 0 que dependieran inicamente de la
funcién distancia r(z) = d(p,x) a un cierto punto p € M. Es decir, Ruse
buscaba una cierta funcién diferenciable no constante F' : [0,¢) — R de tal
modo que la funcién f = For : B(p,e) — R fuera arménica. Un cédlculo
sencillo muestra que, para una funcién f de este tipo,

Af=—F"or+ (F'or)Ar. (5.1)

Si f es arménica en B(p,¢), necesariamente Ar es radialmente simétrica en
B(p,e), y aplicando la Proposicién 2.4.12, la curvatura media de las esfe-
ras geodésicas S(p,r) para 0 < r < ¢ debe ser constante, lo que restringe
enormemente la familia de variedades para las que existe tal funcién y nos
conduce a la definicion de las variedades localmente arménicas.

Una pregunta natural que podemos hacernos al estudiar la energia de
Green es si es posible expresar G(z,y) como una funcién que dependa unica-
mente de la distancia d(z,y). Esto es, si existe una funcién real de variable
real ¢ tal que G(z,y) = ¢(d(x,y)). Dado que la funcién G(z,y) = G%(y)
satisface

AG® (y) = =V~ para todo y € B(x,¢) \ {z},

la funcién ¢ : (0,e) — R debe cumplir, en vista de (5.1),

V= —¢"or+ (¢ or)Ar, (5.2)
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donde r(y) = d(z,y), para lo cual, de nuevo, es necesario que Ar sea ra-
dialmente simétrica en B(z,¢) \ {z}. Es por ello que en este capitulo nos
dedicaremos a estudiar algunos aspectos de la energia de Green en el caso en
el que M es una variedad locamente arménica.

5.1. El nicleo de Green de una variedad LH
y Blaschke

Supongamos que M es una variedad compacta localmente arménica. Co-
menzaremos tratando de construir una funcién ¢ que exprese la funcién de
Green en términos de la funcién distancia. En primer lugar, si M es local-
mente armonica, entonces sabemos (ver Observacién 2.4.11) que existe una
funcién diferenciable L : (0,inj(M)) — R tal que Ar, = L o r,, donde
r.(y) = d(x,y), para todo z,y € M con 0 < d(z,y) < inj(M). Esto nos
permite reducir la ecuacién en derivadas parciales (5.2) a la EDO

¢"(r) = ¢'(r)L(r) = V=1, 7€ (0,inj(M)). (5.3)
Aplicando la Proposicion 2.4.13, el factor integrante de esta ecuacion es
q(,,,) _ ef —L(r)ydr _ elogv(r) _ ’U(T’),

donde v(r) es el volumen (n — 1)-dimensional de la esfera geodésica S(z, )
—que no depende de x (ver Observacién 2.4.14)—. Por lo tanto, la solucién
general de (5.3) satisface

¢'(r)

1
_V ff}(T)d”C 0 <7 < inj(M).

(r) ’
Ahora nos gustaria recuperar GG a partir de ¢ poniendo G(z,y) = ¢(d(x,y)).

Lo primero que salta a la vista es que esta férmula no define el valor de G si
d(z,y) > inj(M). Por ello, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 5.1.1. Sea M una variedad riemanniana compacta. Decimos que
M es Blaschke si el radio de inyectividad inj(M) coincide con el didmetro

diam(M).

Proposicion 5.1.2. Sea M una variedad Blaschke. Para todo x € M y
para todo y € Cut(x), se tiene que d(x,y) = diam(M).
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Demostracion. Tenemos que
inj(M) < inj(z) < d(z,y) < diam(M),
y como M es Blaschke, todas estas cantidades coinciden. O

El siguiente lema proporciona condiciones suficientes para que la funcién
¢ se pueda extender a una funcién de clase C? definida en todo M. La

demostracién es estandar y puede encontrarse, por ejemplo, en [47, Lema
4.2.2].

Lema 5.1.3. Sea M una variedad Blaschke de diametro D, y sea f : (0, D]
M una funcién continua en (0, D] y de clase C? en (0, D). Si lim, ,p_ f(r)
0, entonces la funcién F(z,y) = f(d(x,y)) es de clase C* en M x M menos
la diagonal.

[

Teorema 5.1.4. Sea M una variedad localmente armoénica y Blaschke de
didmetro D. Entonces la funcién de Green de M estd dada por G(z,y) =
¢(d(x,y)), donde

V[Pt dt
)

y ¢ es una primitiva de ¢’ que hace que [ ¢(d(z,y)) = 0.

¢'(r) =

Para demostrar el Teorema 5.1.4 necesitaremos probar antes algunos re-
sultados previos. Si M es localmente armonica y Blaschke, llamaremos D al
didmetro de M y Q(r) a la funcién definida para 0 < r < D cumpliendo que
we(y) = Q(d(x,y)) para todo z,y € M con 0 < d(z,y) < D.

Lema 5.1.5. Sea M una variedad compacta, y sea p € M un punto cualquie-
ra. Supongamos que existen 0 < ¢ < inj(M) y una funcién Q, : [0,e) - R
tal que wy(z) = Q,(d(p,z)) para todo x € B(p, ). Entonces, para cualquier
funcién continua f : M — R y para cualquier 0 < r < ¢, se tiene que

/ F(y)dS, () = / £ (exp, r8)r™ 10, (r)db,
y€eS(p,r) fesn—1

donde dS, es la medida riemanniana inducida en S(p,r). En particular, to-
mando f = 1 se obtiene que

vp(r) = VOl(Sn_l)Tn_IQp(T).
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Demostracion. Observamos que

/ / flexp, t0)t" ', (t)dOdt = / / f(exp, 0)$2,(t)dodt
fesn—1 0 Joesn—1(
f(exp exp, 0)dOdt
// ,0)y/lal(exp, 6)
f(exp g|(exp, 0)do
L., 12,0 loltexe, 0
[ fwavoly)
B(p,r)

// y)dS,(y)dt,
yGSpt)

y derivando con respecto de r se obtiene el resultado. O

Lema 5.1.6. Sea M localmente arménica y Blaschke, y sea ¢ la funcién
definida en el enunciado del Teorema 5.1.4. Entonces,

1. lim,_o+ 7" 1¢/ (1) = —vol(S"~1)~L.
2. lim, o+ " '(r) = 0.
Demostracion. Aplicando el Lema 5.1.5,

V[P u(t)dt
Ii n—1 1i — —vol n—1\—1
Jim o) = = i e 1)9(7») vl &

ya que §2(0) = 1 (ver Proposicién 2.4.6(b)) y lim, o+ fTD v(t)dt =V porque
M es Blaschke. Esto prueba 1.
Para probar 2, aplicamos la regla de L’Hopital seguida de 1:
¢'(r) 1

n—1 ¢ _ n—1 —
rlir(?‘*‘r ¢< ) rli%:‘ (n— 1)717n N n — 17"2%5‘7’1"2%{"74 ¢< ) 0.

]

Lema 5.1.7. Sea M localmente armoénica y Blaschke, y sea ¢ la funcion
definida en el enunciado del Teorema 5.1.4. Para cualquier x € M, la funciéon
y — ¢(d(x,y)) es integrable.
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Demostracion. Como M es Blaschke, podemos calcular, para x € M cual-
quiera,

| ot upiavol = [ jotatr. ety

/ / Q(r)dbdr
Sn— 1(r

- / wol(§™ ) $(r)|r)dr

0

que es una integral finita porque lim, o+ " '¢(r) = 0 por el Lema 5.1.6. [J

Demostracion del Teorema 5.1.4. Primero comprobamos que ¢’ se puede ex-
tender de manera continua a r = D. Esto es, que existe el limite lim,_, p- ¢'(r).
Si lim,_,p- v(r) # 0, entonces claramente lim, ,p- ¢'(r) = 0. Por otra parte,
si lim, ,p- v(r) = 0, entonces podemos aplicar la regla de L’Hopital para
obtener que

yva que v(r) — 0, luego logv(r) — —oco y “Lloguv(r) — ~+oc. Por lo tanto,
existe lim, ,p- ¢'(r) = 0. Por el Lema 5.1.3, la funcién F(z,y) = ¢(d(x,y))
es de clase C? en M x M menos la diagonal.

Sea ahora u € C*(M) una funcién cualquiera. Sea 0 < & < inj(M) un
nimero real, y denotemos B. = B(x,¢), B¢ = M\ B(z,¢), S = S(z,¢) y
S"l(e) = {6 € R": ||0|| = €}. Entonces,

/ Au(y)o(d(x,y))dvol(y) :/ Au(y)o(d(x,y))dvol(y)
yeM yeB:
+ [ sutotate,p)ivolly)

Llamemos I;(g) a la primera de las integrales en el miembro derecho de la
igualdad anterior, y sea I5(e) la segunda. Aplicando la Segunda Identidad de
Green, como el vector normal que apunta hacia afuera en B¢ es N = —0, =
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—Vr, tenemos que
I(e) = /GS [—u(y)9,0(d(z, y)) + ¢(d(z, y))0ruly)] dS:(y)
—i—/ ~ u(y)Ayp(d(z,y))dvol(y).

De nuevo, sea I3(¢) la primera de las integrales en el miembro derecho, y sea
I4(e) la segunda. En coordenadas normales tenemos que

I(e) = —¢'(e) / s ) + o) [ dulisi)

YESe

= —¢(e) / u(exp, 0)S2(<)db
gesn—1(e)
v [ dulep, 00

= _¢’(5)Q(g)/ " tu(exp, £0)do

fesn—1

- 6(5)0(e) / 1=10,u(exp, <0)db

fesSn—1

= _¢’(g)5”_1§2(5)/ u(exp, £6)do

fesn—1

+¢(e)e" 1 Qe) / Oru(exp, £0)do.

feSn—1

Como (0) = 1y, por el Lema 5.1.6 se tiene que

1
/ / n—1 __ ‘ n—1 _
sli%%" _¢ (8)6 N VOl(Snfl)’ Y slir(%‘ Qb(c‘:)f O’

concluimos que
lim I5(e) = u(z).

e—0t

Como y +— ¢(d(z,y)) es integrable por el Lema 5.1.7 y u estd acotada,

entonces
lim Il (8) = 0.

e—0t
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5.2. Algunos ejemplos

Finalmente, si y € BE, entonces A,¢(d(x,y)) = =V !, de modo que
lim I,(e) = —Vl/ u(y)dvol(y).
e—0t yEM

Para todo 0 < € < inj(M) tenemos que

| Auyoldia.p)voly) = 1)+ () + 1(6)

En particular, la integral en el miembro izquierdo es igual a

lm (1, (g) + I3(e) + I4(e)) = u(x) — V! /GM u(y)dvol(y).

e—0t

Pero, de acuerdo con el Teorema 3.1.1, asi es como la funcion de Green actia
en funciones de clase C?. Por unicidad de la funcién de Green, y como su-
ponemos que ambas ¢(d(z,y)) y G(x,y) tienen integral cero, necesariamente

o(d(z,y)) = G(x,y). O

Observacion 5.1.8. En la demostracion del Teorema 5.1.4 hemos distingui-
do entre los casos

lim v(r)=0 y lim v(r) #0.

r—D— r—D~
Un ejemplo del primer caso es la esfera S?, en la que las esferas geodésicas
S(x,r) colapsan a un punto cuando r — 7. La situacién es diferente en el
caso del plano proyectivo real RP2?, por ejemplo. Si pensamos en el modelo
de semiesfera de RIP?, las esferas geodésicas que parten del polo norte crecen
en volumen hasta que alcanzan el ecuador, que es el cut locus, y entonces
retroceden hasta que colapsan de nuevo en el polo norte. La razén de que
ocurra esto es que los puntos en el cut locus en el caso de S? son puntos

conjugados (luego (D) = 0), mientras que estos puntos no son conjugados
en RP? (luego Q(D) # 0).

5.2. Algunos ejemplos

A decir verdad, no existen muchos ejemplos conocidos de variedades lo-
calmente armonicas y Blaschke. De hecho, los tinicos ejemplos de variedades
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Capitulo 5. Energia de Green en variedades localmente armédnicas

de este tipo que se conocen son los espacios simétricos de rango uno compac-
tos —CROSS, por sus siglas en inglés— (ver [14, 6.18]). Estos espacios, entre
otros, fueron clasificados por E. Cartan y son la esfera S™, los espacios pro-
yectivos RIP", CPP" y HIP" sobre los niimeros reales, los niimeros complejos
y los cuaterniones, respectivamente, y el plano de Cayley OP?. La conjetu-
ra de Lichnerowicz afirma que las tunicas variedades localmente armonicas y
Blaschke son, justamente, los CROSS.

Todo lo que necesitamos para calcular la funciéon de Green de los CROSS
es la correspondiente densidad de volumen Q(r) y aplicar el Teorema 5.1.4,
ya que el Lema 5.1.5 implica que

VL [Pl (t)dt
r1Q(r)

¢'(r) =

En [47, Proposicién 3.3.1] el autor calcula estas densidades de volumen, que
nosotros mostramos en la Figura 5.1 —suponemos que el didmetro de los
espacios proyectivos es 7/2, como en el modelo de semiesfera de RP", una
convencion distinta a la adoptada en [47]-.

M rO(r)
Sn sin™ 1 r
RP™ on—lginn=ly

CP" | 22 1gin> lycosr
HP" | 24— 1gin®=1y cogd r

OP? 215 ¢int® r cos” r

Figura 5.1: Densidades de volumen de los CROSS donde se supone que los
espacios proyectivos tienen didmetro m/2. Nétese que la dimensién como va-
riedad diferenciable real de los espacios proyectivos KPP” es igual a n dimg K.

En particular, para M = S?, tenemos que

(4m)~" [Tsintdt 1+ cos(r)
sinr ~ 4rmsinr

#(r) = -

1 1
o(r) = —%logsing e
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5.3. Distancia de separacién

En términos de la distancia euclidea,

1 1
Gz,y) = —log|lz —y||™* — —,
(@,y) = g -loglle =yl — -
que es igual —salvo reescalamiento— al ntcleo logaritmico.
Mas generalmente, usando la funcion hipergeométrica de Gauss y algunas
férmulas de transformacion (ver [41, 8.391 y 9.131]) se puede obtener una
expresion para la funcion de Green de S™ en términos de la distancia euclidea:

G(z,y) = é(|lw = yl)), donde

ntl 1 OGO
é(t):r( 2 )ﬁ 31*1(272)613:4_0

271_"7“ 72 (I _ m2)n/2
T (ntl 1
nmz J2 2

Podemos también calcular la funciéon de Green para los espacios proyec-
tivos —en términos de la distancia intrinseca—. Por ejemplo, para CP? y CP*,
tenemos que G(x,y) = ¢(d(z,y)), donde

1 1 2
o(r) < — T —4logsin7")— >

T 12878 \sin'r | sinlr 9673

1 2 4
o(r) ( e + 34 + 62 —1210gsinr>— ’

T 5127% \sin®r | sintr | sin’r 102474

para CP*.

5.3. Distancia de separacion

Las variedades localmente arménicas no soélo admiten una expresién sen-
cilla para su funcién de Green, sino que también sus bolas armoénicas son
faciles de describir: todas ellas son bolas geodésicas. Existe una interpreta-
cién fisica para las bolas arménicas en términos de los llamados fluidos de
Hele—Shaw: imaginemos que M es una superficie formada por dos capas muy
finas de material transparente muy juntas entre si. Elegimos un punto p en

107
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-

Figura 5.2: Representacién de la bola arménica B"(p, a) como la mancha —en
color azul- que resulta de inyectar a unidades de liquido en un punto p € M.

la superficie e inyectamos a unidades de liquido en p. La mancha resultante
es la bola arménica B"(p, a) (ver Figura 5.2).

En esta interpretacion, el espacio —infinitesimal— entre las capas que for-
man la superficie representa la presién que ejerce sobre el fluido la densidad
de volumen de M. Cuanto mayor es la densidad de volumen, menor es la
presion sobre el liquido y més liquido cabe en una regién dada. Cabe esperar,
entonces, dos cosas: en primer lugar, que si la densidad de volumen es radial-
mente simétrica en torno a p, entones B"(p,a) es un conjunto radialmente
simétrico —o sea, una bola geodésica—. En segundo lugar, que cuanto mayor
sea la curvatura —por tanto, cuanto menor sea la densidad de volumen—, mas
grande es la bola geodésica que le corresponde a B"(p,a). En esta seccién
veremos que todas estas intuiciones son correctas.

Lema 5.3.1. Sean M una variedad compacta y p € M un punto cualquiera.
Supongamos que existen 0 < ¢ < inj(M) y una funcién €2, : [0,e) — R tal

que wy(z) = Q,(d(p,x)) para todo = € B(p,e). Entonces para cualquier
0 <r < ¢ la funcién

filz) = / o, G i)

donde o, es la medida de probabilidad uniforme en S(p,r), es continua y,
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5.3. Distancia de separacién

ademads,

G(p,x) + V1 [T 2 g, siz € M\ B(p,r),

0 vp(u)

fr(x) =

G(p,z)+V~! OT Yol iy fdr(p’w) s x € Bp,r),

vp(u) vp(u)
donde z es cualquier punto en S(p, ), v,(r) es el volumen de la esfera geodési-
ca S(p,7) y Vp(r) es el volumen de la bola geodésica B(p,r).

Demostracion. Sea t = d(p, ). Consideremos la funcién
F)= [ Gy, e (0.2)
S(pyu)

y observemos que f,.(x) = F(r). Tomando coordenadas normales en torno a

p, si u # r, podemos aplicar el Lema 5.1.5 y obtener que

B 1

C fos w1 (w)do
1

= —0— G 0)do
vol(§™1) /QGSM (7, expp ub)db,
luego si u # r, se tiene que

1

d
Flu) = ——— @ _
(u) vol(S™ 1) /eesn1 duG(x,epr ud)do /S(p,u) VnG(z,y)do,(y),

/ G(z, exp, uf)u" ', (u)do
fesn—t

donde N es el vector normal unitario que apunta hacia afuera en B(p,u).
Supongamos que z € M\ B(p,r), es decir, que r < t. Entonces existe un
0 > 0 tal que, para todo u € (0,7 + ), el punto = no estda en B(p,u), asi que

aplicando la Segunda Identidad de Green obtenemos que

oy () F () = — / AG(z, y)dvol(y) = V-1Vo(w), u € (0,7 + 6).

B(p,u)

Ademas, por continuidad de la funcién de Green, tenemos que

lim F(u) = G(p,x).

u—07t
Por lo tanto, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo,
Vo(w)

vp(u)

f(2) = F(r) = Gp,2) + V! /0 RACK
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Capitulo 5. Energia de Green en variedades localmente armédnicas

Para ver que la féormula para f.(z) es valida también cuando r = ¢, vamos a
ver que f, es continua. Para cada § > 0, consideremos el conjunto compacto

Es ={(z,y) € M x M : G(z,y) <5 '}

Como G|g, es continua, por el Teorema de extensién de Tietze podemos
encontrar una funciéon continua G5 definida en M x M, con Gs|g, = G|g, ¥
Gs < 6. Entonces la funcién

f§ = /S(p’r) Gé(xay)do'r(y>

es continua. Para cada x € M, tenemos que |Gs(z,y)| < |G(z,y)| para
todo y € M. Veamos que y — G(z,y) es o,—integrable. En lo que sigue,
C' representard una constante positiva arbitraria. Por el Teorema 3.1.1(3), si
n > 2, entonces

/ G, y)ldo,(y) < C / d(z, y)*"do, (y).
yeS(p,r)

y€S(pr)

Tomando coordenadas normales en torno a p, podemos escribir
C/ d(x,y)* "do, = C/ d(exp, u, exp, v)2 " dw,
y€S(p,r) veSP—1(r)

donde §*7'(r) = {v € R" : |lv| = 7} y u = exp,' z. Dado que exp,’

es diferenciable en la bola cerrada B(p,r) —porque r < & < inj(M)—, es
Lipschitz en esta bola, asi que existe una constante L > 0 tal que ||ju —v| <
Ld(exp, u, exp,v). Asi,

C/ d(exp, u, exp, v)* "dv < C/ |lu —v||* "dv < oo.
veS™ 1 (r) vesn—1(r)

El caso n = 2 es similar. Como y — G(z,y) es o, integrable, podemos aplicar
el Teorema de la convergencia dominada para obtener

fi(x) = / lfm Gs(z, y)do, (y) = lim Gs(a. y)do ().
yeS(p,r) 070 0=0 Jyespr)

Ahora f, es el limite puntual de una sucesién no decreciente de funciones
continuas en una variedad compacta. Por el Teorema de Dini, la convergencia
es uniforme, asi que f es continua.
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5.3. Distancia de separacién

Finalmente, si x € S(p,r), entonces podemos tomar una sucesién de
puntos (z,;,)m con x, — =y d(p, x,,) > r para todo m. Asi,

flz) = lm f(zm)

m—00

= lim G(p,xm)—i—V_l/
m—o0 0
Vp(u)

vp(u)

Vi(u)
vp(u)

du

du
=Gmw+v*/
0

porque G% es continua en .

Por dltimo, supongamos que r > t. Entonces existe un § > 0 tal que x
estd en B(p,u) para todo u € (t,r + ). Aplicando la Segunda Identidad de
Green,

oy () F () = /M o G avlly) = V@V 1 e (L +0)

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo,

RAOES!

%
F(r) = F(t) + /t e

y aplicando la continuidad de f y su expresion para el caso r = t, tenemos
que si z € S(p,r) es un punto cualquiera, entonces

o) = Py = G, )+ v [ 2 g /t’“ L=V (u)

o Vp(u) vp(u)

:G(p,z)+V1/ Mdu—/ du :
0 t

vp () vp ()

Usando el Lema 5.3.1, podemos demostrar ya el Teorema 1.7.3.

Demostracién del Teorema 1.7.3. Veamos, en primer lugar, que B"(p, V(r)) C
B(p, ). Para ello, consideremos la funcién

h(z) = GXBenWl(7).
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Capitulo 5. Energia de Green en variedades localmente armédnicas

Si z ¢ B(p,r), entonces podemos aplicar el Lema 5.3.1 para obtener

o) = / o Gla vty

_ /0 () /S Gy
/Orvu(G( >+v1/otfg(§)’ ) i

V)G v [ v(t)/o ZS

dudt.

Es decir, que si denotamos

w,(z) = hy(z) = V! /Orv(t)/o %dudt,

entonces las funciones V (r)G(p, x) y w,(z) coinciden en M \ B(p,r). Si z €
B(z,r), entonces aplicando el Lema 5.3.1, sabemos que

w,(z) =V(r)G(p, z) — /Orv(t)/d ﬂdzf (5.4)

(p,x) U('LL)

para cualquier z € S(p,r). En vista de la expresion para ¢’ del Teorema
5.1.4, la funcién = — V(r)G(p,z) es creciente con la distancia de p a x.
Comparando con (5.4), obtenemos que w,.(z) < V(r)G(p, ) parax € B(p,r).
Es decir,

1. Para todo z € M\ B(p,r), se tiene que w,(x) = V(r)G%(z).
2. w, <V (r)G% en todo M.
3. El laplaciano de w, es

—d * dw, = Xp(prydvol — V(r)V "'dvol < (1 — V(r)V " ")dvol.

Por el Lema 5.3.1, la funciéon h, es continua, luego w, también es continua
—e integrable porque M es compacta—. Aplicando el Lema 4.2.1 obtenemos
que M\ B(p,r) C M\ B"(p,V(r)), es decir, B"(p,V(r)) C B(p,r).

Para la inclusién en el otro sentido, sea v, la soluciéon del problema del
obstdculo (4.4). Entonces w, y v, coinciden en M \ B(p,r) porque ambas
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5.3. Distancia de separacién

coinciden aqui con V(r)G%. Ademds, en B(p,r), tenemos que Aw, = 1 —
V(r)V =1, mientras que Av, < 1 — V(r)V =1 Por el principio del méximo,
v, < w,. Sin embargo, w, < V(r)G% en todo M y Aw, < 1 — V(r)V!
en todo M, asi que w, < v, y, por tanto, ambas funciones coinciden, luego
ambos conjuntos de no coincidencia con V (r)G coinciden, lo que concluye
la prueba. O

Con lo anterior, podemos dar una breve demostracién del Teorema 1.7.4.

Demostracion del Teorema 1.7.4. Si M es localmente armonica y Blaschke
con didmetro D, entonces existe una funcién 2 : [0, D) — R tal que w,(y) =
Q(d(z,y)) para todo x,y € M. Por el Teorema 1.7.3, para todo p € My
para todo 0 < r < D se tiene que

B(p,r) = B"(p,V(r)),

y por el Teorema 1.7.2, si z7, ..., 2}, con N > 2, es una configuracién 6ptima
para la energia de Green, entonces = ¢ B"(x;,V/(N — 1)) para todo i # j.
Como N > 2, entonces V/(N — 1) < V, y como el cut locus tiene medida
cero, existe un 7y tal que V(ry) = V/(N —1). Asi, 2} ¢ B(x;,V(ry)) para
todo i # j, lo que concluye la demostracion. O
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Capitulo 6

Meétricas de condicionamiento y
curvatura

Dedicaremos este capitulo a ver algunos ejemplos concretos de métricas
de condicionamiento y a estudiar la relacién que existe entre la curvatura de
la variedad ambiente M —que juega el papel de la variedad solucién— y la
autoconvexidad de la funcién d(z, N')~2. En las iltimas secciones del capitulo
demostraremos los teoremas 1.7.5 y 1.7.6.

6.1. Una férmula para la hessiana

Lo primero que haremos serd escribir la hessiana en la métrica de condi-
cionamiento Hess, log d(z, N')~% en términos de la métrica original de M. En
[8] los autores obtienen una férmula de este tipo. Aqui presentaremos una
demostracion sin usar coordenadas algo més compacta.

Observemos que la métrica g, = d(z,N')"2g es una transformacién con-
forme de la métrica original, asi que podemos usar un resultado bien conoci-
do que describe cémo se modifica la conexion de Levi-Civita al modificar la
métrica por una transformacién conforme.

Proposicién 6.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana posiblemente no
completa, y sea a : M — R una funciéon diferenciable tomando valores
estrictamente positivos. Definamos una nueva métrica g, = ag. Si V es la
conexién de Levi-Civita de (M, g), entonces la conexién de Levi-Civita V"
de (M, g,;) estd dada por

ViY = VyY +5(X,Y), X,Y € X(M),
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Capitulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

donde S es el tensor simétrico dado por

S(X,Y) = Qi (X(a)Y + Y ()X — g(X,Y)Va).

(0%

Demostracion. Un célculo sencillo muestra que V* asi definida es una co-
nexién simétrica y compatible con g, y de la unicidad de la conexién de
Levi—Civita se sigue el resultado. ]

Recordemos que la hessiana Hessf de una funcién f € C*(M) es el
tensor simétrico dado por

Hessf(X,Y) :g(vaf7Y)7 X7Y€%(M>
(ver, por ejemplo, [62, p. 28]).
Lema 6.1.2. En las hipdtesis y con las notaciones de la Proposicion 6.1.1,
la hessiana Hess,a de a con respecto de la métrica g, satisface

1
Hess,a(X, X) = —a '(da(X))? + Hess a(X, X) + §oz_1||Voz||2HXH2,

para todo campo de vectores X € X(M).

Demostracion. Sea V"« el gradiente de « con respecto de g,. Para cualquier
campo de vectores X € X(M) tenemos que

g,.i(oz_1Voz,X) = ag(a_1Va,X) =g(Va, X) = da(X),

por lo que VFa = a~!Va. Ahora un calculo directo aplicando la Proposicién
6.1.1 muestra que

Hess,.a(X, X) = g.(VxV"a, X)

= 9:(Vi(a™'Va), X)

=g.(X(a " )Va+a 'ViVa, X)

= gx (—a?X(a)Va+a 'VxVa+ (a7?/2)(X () Va

+Va(a)X — g(X,Va)Va), X)
1
=—a ' X(a)g(Va, X) + g(VxVa, X) + éa_lX(a)g(Va, X)
1 1
+ §oz_1Voz(oz)g(X, X) - 5(){_19()(7 VOC)Q(VOJ, X)

— —a N (da(X))? + Hess a(X, X) + %alHdaHQHXHz.
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6.1. Una férmula para la hessiana

Podemos dar ya una demostracién de [8, Proposicién 2.

Proposicién 6.1.3. Sean (M, g) una variedad riemanniana y N’ C M una
subvariedad de clase C?. Sea Uy el mayor abierto de M en el que la funcién
r(z) = d(z,N) es diferenciable. Entonces la funcién r~2 es autoconvexa en
Uy si, y sélo si, para todo = € Uy v para todo vector tangente X € T, M,

1 X112 — (dr(z)X)? — r(z)Hessr(z)(X, X) > 0. (6.1)

Demostracion. Recordemos [78, Cap. 1.3, Hessian] que si M LRSS Res
una composicion de funciones diferenciables, entonces

Hess (6.0 f) = (¢' o f)Hess [ + (¢" o f)df ® df. (6.2)

2

En particular, tomando ¢ = log y f = r—°, podemos aplicar el Lema 6.1.2

para o = r~2 y obtener:
Hess, log 7 (X, X) = Hess, log a(X, X)
= o 'Hess.a(X, X) — a ?(da(X))?
= —a }(da(X))? + o "Hess a( X, X)
+(@7?/2)||Val?| X|]* - a7*(da(X))?
= —r*(=2r3dr(X))?
+ 7% (=2r*Hess (X, X) + 6r*dr(X)?)
+ (/2| = 20V P X2 =t (=20 dr (X)?
= —4r2dr(X)* — 2r 'Hessr(X, X) + 61 2dr(X)?
+2r72||\Vr|?(| X |7 — 4r2dr(X)?
= 2r 2| X||? — 2r2dr(X)* — 2r 'Hess (X, X),
donde hemos usado que |Vr|| = 1 por ser  una funcién distancia. Se sigue

que la funcién logr=2 es convexa en Uy en la métrica de condicionamiento
si, y s6lo si, para todo z € M para todo X € T, M,

2 9 2 9 2
— dr(z)X)"— ——H X, X)>0.
TP @) X)? = s Hess () (X, X) >
La prueba concluye multiplicando ambos miembros por @ O]

Observacion 6.1.4. Dado que el miembro izquierdo de la desigualdad (6.1)
es homogéneo de grado 2 en || X||, es suficiente comprobar que dicha de-
sigualdad se cumple para todo vector tangente unitario para garantizar la
autoconvexidad en Uy .
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6.2. Algunos ejemplos

Probablemente el ejemplo no trivial mas sencillo de métrica de condicio-
namiento es el plano punteado. Esto es, el caso en el que M = R? es el plano
euclideo y /' = {0} es un tinico punto —digamos, el origen de coordenadas-.
La funcién r(z) es, simplemente, z — ||z||, luego la métrica de condiciona-
miento en R? \ {0} es

() (0.10) = s 0.0, (63)

Para métricas de condicionamiento definidas en el espacio euclideo R"

para las que conozcamos la funcién distancia r(x) = d(x, N'), podemos apro-

ximar numéricamente un segmento geodésico y(t) en la métrica de condicio-

namiento uniendo dos puntos p; y po de la siguiente manera: consideramos
la aproximacion

Y(t) = yalt) = pi + (p2 — p)t + > Agsin(rkt), ¢ € [0,1],
k=1

para unos ciertos coeficientes A = (Ay, ..., A;,) € (R")™. Calculamos la lon-

gitud de v4
_ (M Iha@)l
= [ oo

que podemos evaluar numéricamente usando alguna regla de cuadratura.
A continuacién minimizamos la funcién ¢ : (R")™ — R con alguna ruti-
na de optimizacién numérica y obtenemos asi una aproximacién de . La
curva v4(t) obtenida, sin embargo, no estd parametrizada por la longitud
de arco, asi que no podemos usarla directamente para calcular la hessiana
Hess,, logr2(z)(X, X), donde # = v4(0) y X = 44(0). Antes de hacer esto
debemos calcular el parametro del arco

o [l
5= () / r(rala)) ™

A continuacién debe calcularse la aplicacién inversa ¢ = t(s) y, finalmente,
la curva v4(t(s)) con s € [0,£(A)] estd parametrizada por el arco.

Mediante este procedimiento hemos sido capaces de dibujar algunas geodési-
cas en la métrica de condicionamiento junto con sus correspondientes fun-
ciones asociadas ¢t — logr(y(t))"2. En la Figura 6.1 se muestran algunas
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geodésicas en la métrica de condicionamiento (6.3), en la que M es el plano
euclideo y A es un tinico punto.

I I I I I
1.0} -
0.5} i
/\
0.0} ° i
—-0.5} -
-1.0} .

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 6.1: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento cuando M
es el plano euclideo y AV es el origen de coordendas —en color rojo—.

En este caso la funcién distancia d(x, {0}) = ||z|| es diferenciable en todo
MA\N =R?\ {0}, luego el Teorema 1.6.3 se aplica y las funciones asociadas
a las geodésicas del condicionamiento son siempre convexas.

La variedad riemanniana (R?\ {0}, g.) cumple que todas las circunferen-
cias concéntricas centradas en el origen tienen la misma longitud. Resulta
que esta variedad es isométrica a una variedad bien conocida.

Proposicién 6.2.1. La variedad R?\ {0} con la métrica de condicionamiento
es isométrica al cilindro

C={(z,y,2) ER*: 2” +9* =1}
con la métrica euclidea inducida.
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Capitulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

Demostracion. Consideremos la aplicacién f : R* \ {0} — C dada por

f(a:,y)z( a Y 2,log\/x2—|—y2>.

Vi +y? a2 +y

La aplicacion f es claramente biyectiva con inversa

F Ny, 2) = (xe?,ye).

Tomemos coordenadas polares (r,0) — (rcosf,rsinf) en R? \ {0}, y coor-
denadas cilindricas (z, ¢) — (cos ¢, sin g, z) en C. La expresién local de f en
estas coordenadas es f(r,0) = (log r, ), luego la matriz jacobiana de f tiene
la forma

La métrica de condicionamiento g, en R?\ {0} tiene la expresién coordenada
G = 1 2dr* + db?,
luego los vectores tangentes
v, = 10, vy = Op
forman una base ortonormal en cada punto. Ademas,

df (v1) = 9., df (v2) = O,

que forman una base ortonormal del espacio tangente al cilindro porque la
expresion local de la métrica del cilindro es dp? + dz?. Esto prueba que f es
una isometria. ]

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que la funciéon x +—
d(z,{0})~2% es autoconvexa en el plano punteado. En efecto, como las geodési-
cas del cilindro son, en las coordenadas dadas, de la forma () = (a+bt, c+dt)
con a,b,c,d € R, entonces las geodésicas del plano punteado son de la forma
floa(t) = (e c+dt), y

logd(f~' ox(t),{0})2 = —2loge*™ = —2a — 2bt,

—siempre en términos de la expresion local— que es una funcién afin en ¢ vy,
por lo tanto, una funcién convexa.
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6.2. Algunos ejemplos

La Figura 6.2 muestra las geodésicas en la métrica de condicionamiento
en el plano cuando tomamos N = {y = 0} el eje de abscisas. La métrica g,

estd dada por
1
2

gﬁ(x,y)(v,w) = y <U,’LU>,

que es la métrica del modelo de semiplano para el espacio hiperbélico H?.

4.0 . . . . . . . .
3.5
3.0F .
2.5 .
2.0 .
1.5 .
1.0 .
0.5
0.0 .
-0.5 : : : : . . . ,

)

Figura 6.2: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento en el caso
en el que M es el plano euclideo y N es el eje de abscisas {y = 0}. La métrica
resultante es la del modelo de semiplano del espacio hiperbdlico.

Las geodésicas, que en este caso son bien conocidas, son segmentos y arcos
de circunferencia. De nuevo la funcion distancia es diferenciable en todo el
espacio y, aplicando de nuevo el Teorema 1.6.3, la funcién z — log d(x, N')~2
es convexa.

Existen, sin embargo, algunos casos que el Teorema 1.6.3 no cubre com-
pletamente. Si, por ejemplo, M es el espacio euclideo R” y N es un conjunto
finito de puntos, entonces la funcion distancia es diferenciable en el interior
de las celdas de Voronoi de N, pero no lo es en el borde de las celdas, que
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Capitulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

pudieran contener —y, de hecho, contienen— geodésicas del condicionamiento
v(t) tales que la funcién ¢ — logd(v(t),N')~? no es convexa. Otro ejemplo
interesante de este tipo es el caso en el que M = R? y N es una hipérbola
(ver Figura 6.3).

Figura 6.3: Algunas geodésicas en la métrica de condicionamiento cuando
M =R? y N es una hipérbola —en color rojo—.

Todas las geodésicas dibujadas aqui, salvo la geodésica azul, cumplen
aquello de que “lo peor esta en los extremos” y, de hecho, usando el Teore-
ma 1.6.3 se puede probar que cumplen la condiciéon de autoconvexidad. Sin
embargo la geodésica azul debe cruzar el “cuello” de la hipérbola para llegar
de uno de sus extremos al otro, forzando que lo peor esté, en este caso, en
medio de la curva.

La Figura 6.4 muestra la funciones ¢ — log d(v(t), ')~ correspondientes
a las geodésicas y(t) dibujadas en la Figura 6.3. Como la geodésica azul no
cumple que lo peor estd en los extremos, su correspondiente funcién no puede
ser convexa.
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6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura no negativa
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Figura 6.4: Funciones t — log d(y(t),N')~2 correspondientes, segtin el color,
a las geodésicas dibujadas en la Figura 6.3. Se puede apreciar claramente que
la funcién correspondiente a la geodésica azul no es convexa.

6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura
no negativa

En esta secciéon demostraremos el Teorema 1.7.5. Para ello, demostrare-
mos antes la siguiente proposicion.

Proposicion 6.3.1. Supongamos que, para cualquier y € M, la funcién x +—
d(z,{y})™? es autoconvexa en Uj,). Entonces, para cualquier subvariedad
N C M de clase C?, la funcién d(z, N')~2 es autoconvexa en Uy .

Demostracion. Sea N' C M una subvariedad de clase C?, y sea x € U
Entonces existe y el punto de N' mds cercano a = y la funcién r,(z) =
d(x,{y}) = d(x,y) es diferenciable en un entorno de z. Sea X € T, M un
vector tangente unitario. Entonces, con respecto de la métrica original de M,
podemos aplicar la férmula (6.2) para obtener que

Hess(ri/?)(x)(X, X) = ry(x)Hessr,(2)(X, X) + (dr,(z)X)>.

Como r, 2 es autoconvexa en U,y por hipdtesis, también lo es en Uy, dado
que y € N. Aplicando la Proposicién 6.1.3, tenemos que

Hess(ry/2)(2)(X, X) < [ X[ =1,
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Capitulo 6. Métricas de condicionamiento y curvatura

yva que X es unitario. Esto implica que, para todo £ > 0 y para toda geodésica
7 en la métrica original con v(0) = z, la funcién
Ty(V(t))2 t?

fy,€<t> = T - 5(1 +€)

satisface f, .(0) < —¢, luego es concava en un entorno de 0. Denotemos ahora
ry(z) = d(x,N), y observemos que ry(z) = infyen ry(x). Como el infimo
de una familia de funciones céncavas es de nuevo una funcién coéncava, para
todo € > 0 la funcion
, ()
x) = inf =—— ——(1+4¢
fN,E( ) yEMf%E 2 2( + )
es concava para toda geodésica v en la métrica original con v(0) = z. En
particular, para la geodésica v con v(0) = =z y 4(0) = X, como la funcién
fnre es diferenciable,

2

0> —
— dt?lt
Como € > 0 es arbitrario, hemos probado que

IX11* =1 > Hess(ri/2)(x)(X, X) = rar(2)Hess rar() (X, X) + (dry(2) X)?,

:OfMa(t) = Hess(r3,/2)(2)(X, X) — (1 +¢).

donde hemos usado otra vez la férmula (6.2). El resultado se sigue de la
Proposicién 6.1.3 y la Observacion 6.1.4. ]

La Proposicién 6.3.1 nos dice, en cierto modo, que el caso en el que N es
un Unico punto es el peor posible. La demostracién del Teorema 1.7.5 consiste
en mostrar que este caso es bueno cuando las curvaturas seccionales de M
son no negativas.

Demostracion del Teorema 1.7.5. Supongamos que todas las curvaturas sec-
cionales de M son no negativas. De acuerdo con la Proposicién 6.3.1, pa-
ra demostrar el teorema es suficiente probarlo en el caso particular en el
que N = {y} es un tnico punto. Sea U = M\ (Cut(y) U {y}) el mayor
abierto en el que la funcién = — ry(z) = d(x,y) es diferenciable, y sea
v : (=0,0) — U una geodésica unitaria en la métrica original. Consideremos

-/ t))? 2 . .
la funcion f(t) = W — %, y veamos que es concava. Como f es continua,

es suficiente probar que para todo t1,ty € (—9,9),

f(tl);rf(tz) <f (#) .
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6.3. Autoconvexidad en el caso de curvatura no negativa

Sea ty = B2y sea & = 7(ty). Mediante una traslacién del pardmetro de
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que t; = —¢,to = eyt =0
para un cierto € > 0. Tenemos que probar, entonces, que

f(=e) + f(e) < 2f(0) = ry(x)*.

Sea z; = y(—¢), y sea o la geodésica minimizante —en la métrica original—
que une x con z;. Consideremos la bisagra (ver Seccién 2.2.1) con vértices
Yy, x, z1 v angulo #;, y una bisagra de comparacién con vértices ¢, T, 21 en
el espacio euclideo R™ (ver Figurra 6.5). Por la ley de los cosenos para el
espacio euclideo,

(G, 50)% = d(§,2)* + d(&, 21)2 — 2d(i), 2)d(#, 21) cos 0,
7, ()% 4+ &* — 2r,(z)e cos 0.

M R™ y

21

Figura 6.5: Una bisagra en M junto con una bisagra de comparacién en el
espcio euclideo R™.

Aplicando el Teorema 2.2.1,

f(-e) = 5dly 2)* = )
< 5.2 —2)
— %(@@)2 +e%— 2r,(x)e cos By — £?)
ry(z)®

=== ry(x)e cos b;.

125
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Andlogamente, si denotamos zo = v(¢) y 65 al dngulo de la bisagra zy, z, v,
tenemos que

fle) < # —ry(x)e cosbs.
Finalmente,
f(=e)+ f(e) < ry(z)? — ry(z)e(cos Oy + cosby) = r,(z)?,
ya que #; y 05 son angulos suplementarios. Esto prueba que f es concava.

Como f es diferenciable, se sigue que

2
O>d

> tzof(t) = Hess(r;/Q)(x)(X,X) -1,

donde X = 4(0). Como || X|| = 1, aplicando la férmula (6.2) tenemos que
0 < [[X]| — ry(2)Hess ry ()(X, X) — (dry(2)X)*.

La Proposicién 6.1.3 y la Observacién 6.1.4 concluyen la prueba. ]

6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura
negativa

Tras ver el Teorema 1.7.5 sobre autoconvexidad en curvatura no nega-
tiva, es natural preguntarse qué ocurre cuando la curvatura de la variedad
ambiente es negativa. Comenzaremos esta seccién con el primer ejemplo de
métrica de condicionamiento en el que d(z,N')~2 no es autoconvexa en Uy

Teorema 6.4.1. Sea (M, g) = (M}, g) la forma espacial de curvatura seccio-
nal k con k < 0,y sea N’ = {y}, con y € M, un punto cualquiera. Denotemos
r(z) = d(z,y). Para cualquier x € M y para cualquier X € T, M unitario
con g(X,Vr(x)) =0, se tiene que

(dr(z)X)* + r(x)Hessr(z)(X, X) > 1. (6.4)

Observacién 6.4.2. En el espacio M} con k < 0 la funcién distancia r es
siempre diferenciable como consecuencia del Teorema de Cartan—-Hadamard.
La desigualdad (6.4) implica entonces, por la Proposicién 6.1.3, que la funcién

72 1o es autoconvexa en Uy,
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

Demostracion del Teorema 6.4.1. Usando el modelo de bola de Poincaré, por
inmersién isométrica de M3 en M7 sin > 2, es suficiente probar el resultado
para el caso n = 2. Por simplicidad, solo en esta demostracion, supongamos
que k > 0y que la curvatura de M3 es —k < 0. Consideremos el disco abierto
de radio \/LE en R? con la métrica dada en coordenadas polares como

dp2 + p2d02
(G -)"

De acuerdo con [62, Cap. 3.3], esto es un modelo para la forma espacial de
dimensién 2 con curvatura seccional constante igual a —k. Por homogeneidad,
podemos suponer que N' = {y} = {0} es el origen de coordenadas. Un célculo
directo muestra que la funcién distancia en este caso es

g(p,0) =4

_ 2arctanh(vkp)
r(p,0) = 7 :

Un vector tangente X perpendicular al gradiente Vr(p,0) es de la forma
X =00y, ya que r s6lo depende de p. Dado que

dr(p, 0)(p,0) = —2—

tenemos que dr(p, )X = 0. Sea ahora (t) = 0
métrica original con v(0) = (p,0) y 4(0) = X = (0, 6). Entonces

Hessr(p,0)(X, X) = %

donde j = j(0). Para hallar el valor de j necesitamos calcular la primera
ecuacion de las geodésicas. De hecho, como p = 0, s6lo necesitamos el simbolo
de Christoffel T'},. Este sfmbolo es

2 kG-
Por tanto,
. . p(1+ kp?)6?
p = _F%QQQ = ( 1 2) )
k(3 — %)
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asi que ‘
2p(1 + kp*)6?
HeSST(p, 6)(X,X) = W
Como estamos suponiendo que ||.X|| = 1, se sigue que
2 1
kQ(% — p?)2 o 4p?
' 1+ kp?
Hess r(p, 0)(X, X) — +2 r
p

Por consiguiente, en nuestro caso el miembro izquierdo de la férmula (6.1)
en la Proposicién 6.1.3 es

2 arctanh(pvk) 1+ kp?
Vi 2p

1+ kp?
=1 — arctanh(pVk) - .
(pVE) NG

| X112 — r(z)Hessr(z)(X, X) =1 —

Observemos que arctanh(0) =0y

>1 si0<zx<l1.

1
e arctanh(z) = T

Como 0 < pvk < 1, tenemos que arctanh(pv'k) > pvk, y como k > 0,
| X112 — r(x)Hess r(z)(X, X) < 1 — (1 + kp*) = —kp* < 0,
de nuevo porque k > 0. O]

El Teorema 6.4.1 nos servira para demostrar el Teorema 1.7.6. Antes de
eso necesitaremos demostrar un resultado que es consecuencia del Teorema
de comparaciéon de Rauch (ver Seccién 2.2.2). A pesar de que la siguien-
te proposicién —con distintas formulaciones— parece ser conocida, no hemos
encontrado una buena referencia en la literatura, asi que incluimos su demos-
tracion.

Recordemos que una bola fuertemente convexa U es una bola geodésica
tal que todo par de puntos y,z € U pueden ser conectados por una tnica
geodésica minimizante cuyo interior estd enteramente contenido en U (ver
[33, Cap. 3, Proposicién 4.2]).
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

Proposiciéon 6.4.3. Sea M una variedad riemanniana de dimensién n con
curvaturas seccionales superiormente acotadas por una constante &k < 0.
Consideremos la siguiente construccién (ver Figura 6.6):

Sea x € M un punto cualquiera, y sea U una bola fuertemente
convexa que contiene a x. Sean ¥y, z € U dos puntos distintos entre
si y distintos de x. Podemos construir una bisagra de compara-
cién con vértices ¢, Z, 2 en la forma espacial M} para la bisagra
con vértices y, x, z formando un angulo 6 en z de la siguiente ma-
nera: sea £ € MJ un punto cualquiera, y sea ¢ : T, M — T M}
una isometria lineal. Sea o : [0,1] — U la geodésica minimizan-
te —no necesariamente con velocidad 1- que une y con z. Sean
v(s) = exp,lo(s), 9(s) = @u(s) y 6(s) = exp;i(s) —que cae
enteramente dentro de un entorno normal de & porque £ < 0—.
Entonces ponemos g = ¢(0) y 2 = 6(1).

La construccién anterior satisface

d(y, z) > d(y, 2).
M ToMP

Figura 6.6: Una bisagra en M junto con la construccién descrita en la Pro-
posicién 6.4.3 para obtener una bisagra de comparaciéon en M7.
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Demostracion. Sean vy 4 las geodésicas
V(t) = exp, tv(0),  A(t) = exp;t0(0).

Entonces v y 4 son geodésicas minimizantes uniendo x e y, y & e ¢, respec-
tivamente, y tienen la misma velocidad inicial porque ¢ es una isometria.
Sabemos, por el Lema 2.1.23, que M no tiene puntos conjugados, luego v y
4 estan en las hipdtesis del Teorema 2.2.2.

Consideremos las siguientes variaciones por geodésicas de v y ¥:

A

F(S, t) = €XPg tU(S), F(Sa t) = eﬁpitﬁ(‘S%
y sean J y J los campos de variaciones
J(t) = 9,1 (0,t),  J(t) = a8,[(0,1),

de I''y f, respectivamente, que son campos de Jacobi. Veamos que J y J
también cumplen las hipdtesis del Teorema 2.2.2. Observemos, en primer
lugar, que J(0) = J(0) = 0, ya que I'(s,0) = z y ['(s,0) = & Tome-
mos coordenadas normales (z!, ..., 2") alrededor de z. En estas coordenadas,
['(s,t) = exp, tv(s) tiene la expresion

[(s,t) = tv(s) = (tv'(s), ..., tv"(s)).
Calculemos D;J(0) = D;0,I'(0,0) = Ds0:I'(0,0) (ver [54, Lema 6.3]):
D,9,L(s,t) = Dy(v'0;) = 0'0; + v' Ds0; = '0; + t0’v'V 9,0;.
Si evaluamos la expresién anterior en el punto (s,t) = (0,0), obtenemos que
D,J(0) = D,;0;'(0,0) = D;0,I'(0,0) = 0(0).

Anélogamente, tomando coordenadas normales alrededor de z, podemos ver
que

A ~

D, J(0) = 6(0).
Como

. d d d . R
p0(0) = ¢ | uls) = | wvls) = 0(s) =0(0),

se sigue que

1D (0[] = 0(0)]| = 00 ()]l = [0(0)]l = DI (O)]].
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6.4. Autoconvexidad en el caso de curvatura negativa

~

Finalmente, observamos que 4(0) = v(0) y 4(0) = 0(0). Por lo tanto,

(DeJ (0),7(0)) = (0(0),2(0)) = (26(0), pv(0)) = (5(0),v(0)) = (D;J (0),%(0))-

Hemos probado asi que J y J estédn en las hipétesis del Teorema 2.2.2. De
este modo,

15 O)]| = 119s|s=oeps2(s)|| = IS (V)| < [T (D] = (105 s=0 exp, v(s)[| = [[&(0)]]-

La desigualdad anterior no sélo se cumple para s = 0, sino que se cumple
también para todo s € [0,1). En efecto, sea so € [0,1) y consideremos la
siguiente curva con traza contenida en la traza de o:

05 (s) = o(s(1 —s0) +s0), s€][0,1].

Sea ys, = 05,(0) = 0(sp). Entonces oy, es el segmento geodésico minimizante
que une y, con 2 y [|&5,(0)[] = (1 = s0)[[5(s0)|l- Sean v,(s) = exp; oy, (s),
Uso(8) = g (8) ¥ 0s,(8) = eXp;0s,(S). Aplicando el mismo argumento que
para so = 0, tenemos que

155 (O < &, (0)]-

Pero también |6, (0)|| = (1 — so)||0(s0)|| v entonces

(L = s0)llo(s0)l| < (1 = s0)ll6(s0)]-

Consecuentemente, para todo s € [0,1), ||6(s)|| < [|a(s)]], lo cual implica que

d(g,2) < () < L(0) = d(y, 2),
ya que o es una geodésica minimizante. O]
Podemos demostrar ya el Teorema 1.7.6.

Demostracion del Teorema 1.7.6. Supongamos que todas las curvaturas sec-
cionales en el punto z € M son estrictamente negativas. Por continuidad,
existe un entorno abierto U de x en el que todas las curvaturas secciona-
les estan superiormente acotadas por una constante £ < 0 en cada punto
de U. Restringiendo U si fuera necesario, podemos suponer que es una bola
fuertemente convexa centrada en x.
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Sean X e Y dos vectores ortonormales en T, M. Sea § > 0 suficientemente
pequeno como para que y = exp, 0Y € U, y pongamos N = {y}. Considere-
mos la geodésica y(t) = exp, tX cont € (—¢,¢), siendo € > 0 suficientemente
pequeno como para que v C U. Sea M= M7 la forma espacial de curvatura
constante k, sea £ € M} un punto cualquiera y sea ¢ : T, M — T@/\;l una
isometria lineal. Pongamos y = exp,d¢Y, y sea 4 la geodésica en M dada
por J(t) = expitepX.

Para cada t € (—¢,¢), la bisagra con vértices ¢, z,7(t) es la bisagra de
comparacion en M inducida por ¢, descrita en en la Proposicion 6.4.3, para
la bisagra en M con vértices y, z, ¥(t) que forma un dngulo recto en z. Si de-
notamos r,(z) = d(z,y) y #3(2) = d(2,9), entonces aplicando la Proposicién
6.4.3 obtenemos que

ry(v(1) 2 75 ((1),  t € (=&€). (6.5)
Por construccion tenemos que
(Vry(2), X) = (pVr,(2), pX) = (Vig(2), pX) = 0.

Es decir, que X y ¢ X son perpendiculares a su correspondiente gradiente,
ya que X e Y son ortogonales. Usando que

ry(7(0)) = ry(2) = 75(2) = 73(5(0)),

junto con la desigualdad (6.5), obtenemos que

Hessry (2) (X, X) = 5|~ n,0(1)
o () = 2, (3(0) £y (1)
t—0 t2
2 iy BOC0) = 5560+ 4(3(0)

— Hess 75(2) (0 X, ¢ X).

Finalmente, aplicando el Teorema 6.4.1, la Proposicién 6.1.3 y la ortogonali-
dad de X y ¢X con sus respectivos gradientes,

Hess (r}/2)(x)(X, X) = ry(z)Hess () (X, X)
> i (&) Hess 75 (2) (0 X, p.X)
= Hess(72)(2) (o X, pX) > 1.

La demostracion concluye aplicando la Proposicién 6.1.3. O]
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