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sität Chemnitz-Zwickau (Alemania) cuyos resultados sobre condiciones de optimalidad

son profusamente utilizados en el presente trabajo. Además debo agradecer las aten-

ciones que tuvo conmigo durante mi estancia en Chemnitz en Noviembre de 1997, en

la que comenzamos una colaboración sobre el Principio de Independencia de la Malla

para la resolución efectiva de problemas de control mediante una sucesión de programas
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3.2 Ecuaciones parabólicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.3 Sensitividad del estado respecto a perturbaciones difusas del control . . . 74
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8 Índice General
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Caṕıtulo 1

Introducción

Esta memoria está dedicada al estudio de problemas de control óptimo goberna-

dos por ecuaciones en derivadas parciales. En un problema de control óptimo hay que

minimizar un funcional, que depende de dos variables. La variable de control, que de-

notaremos por u y la variable de estado, que denotaremos por y. El estado y el control

vienen relacionados por alguna ecuación funcional, donde el control u hace las veces de

algún dato de la ecuación y el estado y, que llamaremos estado asociado, es la solución de

la misma. En los problemas aqúı tratados, para cada control u hay un único estado aso-

ciado, que denotaremos por yu. Normalmente escogeremos el control entre una familia

de controles admisibles K, y tendremos ciertas restricciones sobre el estado y ∈ C.

Uno de los primeros ejemplos que surgen es el de un problema de control gobernado

por una ecuación diferencial ordinaria. Sean f y g funciones, g : R × R
n × R

m −→ R,

f : R×R
n×R

m −→ R
n, K ⊂ R

m no vaćıo y a un estado inicial dado. Podemos formular

el problema de control como:


























































Encontrar y ∈ W 1,∞(0, T ; Rn), u ∈ L∞(0, T ; Rm)

que minimicen J(y, u) =

∫ T

0

g(t, y(t), u(t)) dt,

donde u(t) ∈ K para c.t.p. t ∈ [0, T ],

y(0) = a,

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t)) para c.t.p. t ∈ [0, T ],

La teoŕıa de control óptimo se inició con el estudio de problemas gobernados por ecua-

ciones diferenciales ordinarias, y aún hoy este tipo de problemas sigue siendo objeto de
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10 1. Introducción

estudio. Referencias básicas sobre este tema son los libros de Fleming [57], Pontryagin

[73] o Cesari [40]. El rango de aplicaciones de los problemas de control es muy amplio.

Véase por ejemplo [58].

Nosotros nos dedicaremos a problemas de control gobernados por ecuaciones en de-

rivadas parciales. El punto de referencia para el estudio de este tipo de problemas es el

libro de J. L. Lions [66]. Tal vez uno de los ejemplos más simples de problemas de control

gobernado por ecuaciones en derivadas parciales es el llamado problema lineal-cuadrático

con restricciones puntuales sobre el control y sin restricciones sobre el estado























































Encontrar y ∈ L2(Ω), u ∈ L∞(Ω)

que minimicen J(y, u) =

∫

Ω

|y(x) − yd(x)|2 dx+
k

2

∫

Ω

u(x)2 dx

donde a ≤ u(x) ≤ b para c.t.p. x ∈ Ω,

−∆y = u en Ω,

y = 0 sobre Γ.

El problema se complica cuando añadimos restricciones sobre el estado. Han sido

estudiados problemas de control gobernados por ecuaciones en derivadas parciales para

distintos tipos de restricciones sobre el estado. Por ejemplo, restricciones de tipo integral,

tanto de igualdad como de desigualdad
∫

Ω

|y(x)|p dx ≤ δ,

∫

Ω

|y(x)|p = δ;

restricciones de tipo puntual en un número finito de puntos

y(xj) = δj para j = 1, . . . , n;

restricciones puntuales en un número infinito de puntos

y(x) ≤ δ para todo x ∈ Ω̄.

El Caṕıtulo 9 se dedica al estudio del análisis numérico de un problema con este tipo de

restricciones.

Otro tipo de restricciones son restricciones integrales sobre el gradiente del estado
∫

Ω

|∇y(x)|p dx ≤ δ.
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Esta memoria se dedica principalmente a problemas con este tipo de restricciones. Hay

pocos resultados disponibles para problemas con restricciones sobre el gradiente del es-

tado. Casas y Fernández [29] tratan un problema con restricciones sobre el gradiente

del estado en el cual, debido a las hipótesis hechas, se puede asegurar que la solución es

C1, simplificando de manera importante las dificultades que aparecen. Fattorini [53, 54]

trata problemas de control formulados en un marco abstracto. La ecuación de estado ad-

junto resultante no es una ecuación en derivadas parciales, y debe entenderse de manera

formal.

Otra de las dificultades que se le pueden añadir a este tipo de problemas es considerar

que la ecuación que relaciona al estado y al control es no lineal. Problemas de control

gobernados por ecuaciones cuasilineales han sido estudiados por Fernández [56], Casas

y Fernández [24, 23, 25, 28, 26, 27, 30], Casas, Fernández y Yong [32], Hu y Yong [60]

o Casas y Yong [38]. En esta memoria se estudian problemas de control gobernados

por ecuaciones semilineales, tanto eĺıpticas como parabólicas. También existe literatura

sobre este particular. Citemos a Lions [67], Bonnans [7], Bonnans y Casas [8, 9, 11],

Casas [19, 20, 21, 22], Casas y Fernández [29], Fattorini [55, 52], Yong [92], Casas y

Mateos [33], Hu y Yong [60], Raymond [75], Raymond y Zidani [78, 79], Unger [88] o

Casas y Tröltzsch [37].

Por último decir que el funcional J puede ser más complicado que el arriba expuesto.

En general J será un funcional que dependerá tanto del control como del estado asociado.

1.1 Notación

Introduciremos ahora los espacios que vamos a usar en esta memoria. Existen muchas

referencias donde se pueden encontrar propiedades de estos espacios. Véase por ejemplo

[2, 70, 43, 68, 13, 86] entre otros. Sea Ω un abierto acotado de R
N . Denotaremos Ω̄ su

clausura y Γ su frontera. Sobre este conjunto podemos definir los espacios funcionales

C(Ω̄) = {y : Ω̄ −→ R, continuas},

y para m ∈ N = {1, 2, . . .},

Cm(Ω̄) = {y : Ω̄ −→ R, tales que ∂αy ∈ C(Ω̄) para todo multíındice |α| ≤ m}.

Para 1 ≤ p ≤ ∞

Lp(Ω) = {y : Ω −→ R, medibles en el sentido de Lebesgue, tales que ‖y‖Lp(Ω) <∞},
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donde

‖y‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|y(x)|pdx
) 1

p

,

si 1 ≤ p <∞ y

‖y‖L∞(Ω) = sup ess{|y(x)| : x ∈ Ω}.

Recuérdese que un elemento de un espacio de Lebesgue es una clase de funciones que

son iguales en casi todo punto, i.e., salvo en un conjunto de medida (de Lebesgue) nula.

Normalmente escribiremos c.t.p. para abreviar casi todo punto. La medida de Lebesgue

de un conjunto A la denotaremos por |A|.
Definimos las normas de Sobolev sobre Cm(Ω̄) como

‖y‖Wm,p(Ω) =





∑

|α|≤m

∫

Ω

|∂αy|p dx





1
p

si 1 ≤ p <∞ y

‖y‖Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

{sup ess{|∂αy(x)| : x ∈ Ω}} .

Con estas normas, los espacios Cm(Ω̄) no resultan completos. Denotaremos

Wm,p(Ω) = Cm(Ω̄),

donde la barra indica clausura en el sentido de la norma de Sobolev arriba definida. Para

p = 2, normalmente se escribe

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Dado σ ∈ (0, 1], diremos que la frontera de Ω es de clase Cm,σ [resp. Cm] si exis-

ten números α > 0, β > 0, sistemas de coordenadas (xk1, xk2, . . . , xkN), para abre-

viar (x′k, xkN), k = 1, 2, . . . ,Λ, y funciones bk de clase Cm,σ [resp. Cm] en los cu-

bos cerrados N − 1 dimensionales |xki| ≤ α, i = 1, 2, . . . , N − 1, de tal modo que

cada punto x de Γ se puede representar al menos en unos de estos sistemas como

x = (x′k, bk (x′k)). También se supone que los puntos (x′k, xkN) tales que x′k ∈ [−α, α]N−1,

bk(x
′
k) < xkN < bk(x

′
k) + β están en Ω, mientras que los puntos (x′k, xkN) tales que

x′k ∈ [−α, α]N−1, bk(x
′
k) − β < xkN < bk(x

′
k) están fuera de Ω̄ (cf: Nečas [72]). Si la

frontera es de clase C0,1 diremos que es Lipschitz.
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Una definición rigurosa de los espacios de Lebesgue sobre la frontera a través de

particiones de la unidad y sistemas de cartas asociados a un recubrimiento se puede

encontrar en [72, págs. 82,83].

Si Ω es de clase Cm, podemos definir la aplicación traza para l < m

γl : Cm(Ω̄) −→
l
∏

j=0

Lp(Γ)

mediante

γly =

(

y,
∂y

∂n
, . . . ,

∂ly

∂nl

)

,

donde n es el vector unitario normal exterior a Γ. Esta aplicación se extiende de manera

continua a Wm,p(Ω). A la imagen de Wm,p(Ω) por γl la denotaremos

γl(W
m,p(Ω)) =

l
∏

j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ).

Normalmente llamaremos γ sin sub́ındice a γ0. Para definir γ es suficiente que Γ sea

Lipschitz.

Definimos ahora

Wm,p
0 (Ω) = {y ∈Wm,p(Ω) : γm−1y = 0, }

dotado de la misma norma que Wm,p(Ω). Es sabido que si Γ es Lipschitz,

Cm
0 (Ω) = {y ∈ Cm(Ω̄) : supp y ⊂ Ω es compacto }

y denotamos

D(Ω) =
⋂

m≥1

Cm
0 (Ω),

entonces

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω),

véase Nečas [72].

El espacio de funciones continuas y acotadas en Ω se denomina Cb(Ω).

Dado un espacio normado X denotaremos por X ′ su dual, i.e., el espacio de funcio-

nales lineales y continuos sobre X. Definimos

W−m,p(Ω) = (Wm,p
0 (Ω))′ .
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Dado σ ∈ (0, 1) definimos los espacios de funciones Hölder como

C0,σ(Ω̄) = {y ∈ C(Ω̄) : sup
x,x′∈Ω̄

|y(x) − y(x′)|
|x− x′|σ <∞}.

La norma en este espacio será

‖y‖C0,σ(Ω̄) = sup
x,x′∈Ω̄

|y(x) − y(x′)|
|x− x′|σ .

Para σ = 1, C0,1(Ω̄) se denomina espacio de funciones Lipschitz, y coincide con W 1,∞(Ω).

También

Cm,σ(Ω̄) = {y ∈ Cm(Ω̄) : ∂αy ∈ C0,σ(Ω̄) para |α| = m}.

Definimos los espacios de Sobolev fraccionarios de la siguiente manera. Sea σ ∈ (0, 1).

Sea

Iσ,p(y) =

∫

Ω×Ω

|y(x) − y(x′)|p
|x− x′|N+σp

dx dx′,

y para s > 0

W s,p(Ω) =
{

y ∈W [s],p(Ω) : Is−[s],p(∂
αy) <∞ para |α| = [s]

}

,

donde [s] es la parte entera de s. La norma en este espacio viene dada por

‖y‖W s,p(Ω) =



‖y‖p
W [s],p(Ω)

+
∑

|α|=[s]

Is−[s],p(∂
αy)p





1
p

.

Tenemos los siguientes resultados de inclusión continua

W s,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para q ≤ Np

N − sp
si N − sp > 0,

W s,p(Ω) ⊂ C0,λ(Ω̄) para 0 < λ < s− N

p
si sp−N > 0.

Si Γ es Lipschitz, la siguiente inclusión es compacta

W 1+σ,p(Ω) ⊂ W 1,p(Ω) para σ > 0.

Dado T > 0, definimos los espacios de Lebesgue vectoriales, para 1 ≤ τ ≤ ∞ como

Lτ (0, T ;W s,p(Ω)) =
{

y : (0, T ) × Ω −→ R : ‖y‖Lτ (0,T ;W s,p(Ω)) <∞
}

,
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donde

‖y‖Lτ (0,T ;W s,p(Ω)) =

(∫ T

0

‖y(t, ·)‖τW s,p(Ω)dτ

)

1
τ

si 1 ≤ τ <∞ y

‖y‖L∞(0,T ;W s,p(Ω)) = sup ess
{

‖y(t, ·)‖W s,p(Ω) : t ∈ (0, T )
}

.

También podemos definir espacios de Sobolev vectoriales:

W 1,τ (0, T ;W s,p(Ω)) =

{

y ∈ Lτ (0, T ;W s,p(Ω)) tales que
dy

dt
∈ Lτ (0, T ;W s,p(Ω))

}

,

donde la derivada se toma en el sentido de las distribuciones.

Definimos también

C([0, T ], C0,σ(Ω̄)) = {y ∈ C([0, T ] × Ω̄) : ‖y‖C([0,T ],C0,σ(Ω̄)) <∞},

donde

‖y‖C([0,T ],C0,σ(Ω̄)) = sup
t∈[0,T ]

‖y(t, ·)‖C0,σ(Ω̄).

En esta memoria, siempre que no lleve a confusión, usaremos las siguientes abreviaturas:

Lτ (W s,p), L2(H1), W 1,τ ((W 1,p)′) , Lk̃(Lk(Ω)), Lσ̃(Lσ(Γ)), y C(C0,ε(Ω̄)) respectiva-

mente por Lτ (0, T ;W s,p(Ω)), L2(0, T ;H1(Ω)), W 1,τ (0, T ; (W 1,p(Ω))′), Lk̃(0, T ;Lk(Ω)),

Lσ̃(0, T ;Lσ(Γ)) y C([0, T ];C0,ε(Ω̄)), para τ , s, p, k̃, k, σ̃, σ y ε números reales adecuados.

Denotaremos también, como es habitual

W (0, T ) = {y ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) :
dy

dt
∈ L2(0, T ;H1(Ω)′)}.

Dado un espacio métrico X, denotaremos la bola de centro x y radio r por BX(x, r).

Como es habitual, denotaremos R
N
+ = {x = (x1, · · · , xN) ∈ R

N tales que xN > 0}.

1.2 Plan de exposición

El objeto de la memoria es estudiar los siguientes problemas de control:
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Problema eĺıptico Sean Ω un abierto de R
N , Γ su frontera, A un operador eĺıptico

y f , g y L funciones f : Ω × R
2 → R, g : Γ → R, L : Ω × R

2 → R. Sean ni, nd enteros

no negativos y sean gj : Ω × R
N → R funciones para 1 ≤ j ≤ ni + nd. Nuestro primer

problema de control se formula como

(Pe)







































Minimizar J(u) =

∫

Ω

L(x, yu(x), u(x))dx,

u ∈ Uad = {u : Ω → R : u(x) ∈ KΩ(x) c.t.p. x ∈ Ω} ,
∫

Ω

gj(x,∇yu(x)) dx = 0, 1 ≤ j ≤ ni,
∫

Ω

gj(x,∇yu(x)) dx ≤ 0, ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd,

donde






Ayu = f(x, yu, u) en Ω

∂nA
yu = g sobre Γ,

y KΩ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y cerrada en P(R).

Problema parabólico Sean Ω un abierto de R
N , Γ su frontera y T > 0. Sean Q =

Ω×]0, T [ y Σ = Γ×]0, T [. Sea A un operador eĺıptico. Consideremos funciones F :

Q × R −→ R, G : Σ × R × R −→ R, L : Ω × R −→ R, f : Q × R × R −→ R,

g : Σ × R × R −→ R y y0 : Ω −→ R. El problema de control es el siguiente:

(Pp)



































min J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, yv) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, yv, v) ds dt

+

∫

Ω

L(x, yv(x, T )) dx

v ∈ Vad = {v ∈ L∞(Σ) : v(s, t) ∈ KΣ(s, t) para casi todo (s, t) ∈ Σ} ,
∇xyv ∈ C ⊂ (Lτ (0, T ;Lp(Ω)))N ,

donde






















∂yv
∂t

+ Ayv = f(x, t, yv) en Q,

∂yv
∂nA

= g(s, t, yv, v) sobre Σ,

yv(·, 0) = y0 en Ω,

KΣ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y compacta en P(R) y C es un

subconjunto cerrado, convexo y con interior no vaćıo de (Lτ (0, T ;Lp(Ω)))N .
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Hemos decidido introducir un control distribuido para el problema eĺıptico y un

control frontera para el parabólico a modo de ilustración, ya que escribir todos los casos

posibles habŕıa aumentado innecesariamente la longitud de la memoria. No obstante,

después del estudio detallado de estos problemas, enunciaremos resultados para otros

problemas que pueden ser tratados siguiendo las mismas técnicas.

El plan de la obra es el siguiente:

En la primera parte se estudian las ecuaciones que aparecen en los problemas de

control estudiados. En el Caṕıtulo 2 hacemos un estudio sobre regularidad para ecuacio-

nes lineales. Estos resultados serán aplicados más tarde para establecer la regularidad

tanto del estado como del estado adjunto. En el Caṕıtulo 3 estudiamos las ecuaciones de

estado que gobiernan los problemas de control. Mostramos las relaciones de continuidad

y diferenciabilidad que hay entre el control y el estado. También hacemos un análisis de

la sensitividad del estado respecto a perturbaciones difusas del control.

La segunda parte constituye el núcleo central de la memoria. En ella estudiamos

condiciones de optimalidad, tanto necesarias como suficientes, para los problemas de

control. En el Caṕıtulo 4 exponemos propiedades de los funcionales que aparecen en

los problemas de control: el funcional objetivo y las restricciones. Estudiamos bajo que

condiciones son diferenciables y, en vistas a probar un Principio de Pontryagin, damos

resultados de sensitividad respecto a perturbaciones difusas del control. En el Caṕıtulo

5 exponemos el Principio de Pontryagin. En el Caṕıtulo 6 introducimos condiciones de

optimalidad de primer y segundo orden. Por último, en el Caṕıtulo 7 introducimos un

nuevo tipo de condiciones de segundo orden en las que se ve involucrado el Hamiltoniano.

Se va intercalando en cada caṕıtulo el caso eĺıptico y el parabólico.

En la tercera parte se hace un estudio de las aproximaciones numéricas del siguiente

problema de control: Sean Ω un abierto de R
N , Γ su frontera, A un operador eĺıptico,

Uad un subconjunto de L∞(Ω) y L : Ω × R
2 −→ R una función. Sea g : Ω̄ × R −→ R

una función continua. Formulamos el problema de control óptimo

(Pδ)











min J(u) =

∫

Ω

L (x, yu(x), u(x)) dx

u ∈ K g (x, yu(x)) ≤ δ ∀x ∈ Ω̄,
(1.2.1)

donde






Ay = f(x, y) + u en Ω

y = 0 sobre Γ
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Las cuestiones sobre existencia de solución y condiciones de optimalidad para este pro-

blema ya han sido tratadas por Casas en [18].



Parte I

Estudio de las ecuaciones

19
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En esta primera parte de la tesis estudiamos las ecuaciones que intervienen en los

problemas de control que vamos a tratar. Este estudio se divide en dos partes principales.

En primer lugar se aborda el estudio de ecuaciones lineales, que nos permitirá tratar más

tarde las ecuaciones de estado linealizadas y las ecuaciones de estado adjunto. Por último,

estableceremos las propiedades de la aplicación que liga al control y al estado.

En nuestro caso, al estar estudiando problemas de control con restricciones de tipo

integral sobre el gradiente del estado, el estudio de ambas ecuaciones (linealizada y de

estado adjunto) viene a ser muy parecido, ya que, grosso modo, se trata de demostrar

regularidad W 1,p(Ω) de la solución de una ecuación lineal, para p ∈ (1,∞).

La segunda parte es el estudio de la relación existente entre el control y el estado. En

nuestro caso, para cada control existe un único estado. Existen estudios para problemas

de control en los que esto no se verifica. Por ejemplo, Casas y Fernández [24] o Bonnans

y Casas [8] estudian un problema de control multiestado. Abergel y Casas [1] estudian

problemas de control multiestado que aparecen en mecánica de fluidos.

En nuestro caso, y al tratarse de problemas gobernados por ecuaciones semilineales, el

funcional, llamémosle G, que relaciona el estado y con el control u es no lineal. Debemos

probar que existe una única solución, que está en el espacio adecuado y que depende

continuamente del control. En la segunda parte de la memoria, obtenemos condiciones

de primer y segundo orden. Para ello estudiamos también bajo que condiciones G es C1

o C2. Si escribimos el funcional a minimizar como

J(u) = F (yu, u) = F (G(u), u),

ayudándonos de la regla de la cadena, podemos demostrar que algunas de las propiedades

de G son heredadas por J . Esto se ve con detalle en la segunda parte de la tesis.

Por último, para tratar el caso no convexo, introducimos un desarrollo de Taylor del

estado basado en perturbaciones difusas del control. El objetivo es deducir un Principio

de Pontryagin. En este enfoque, utilizamos los desarrollos de Taylor (Teoremas 3.3.2 y

3.3.4) para la solución de la ecuación de estado, con un resto que converja a cero en la

norma de Lτ (0, T ;W 1,p(Ω)) en el caso parabólico y en la norma de W 1,p(Ω) en el caso

eĺıptico (la norma correspondiente a la restricción sobre el estado).

Para establecer este resultado, en el caso parabólico, usamos la inyección compac-

ta de Lτ (0, T ;W 1+ε,p(Ω)) ∩W 1,τ (0, T, (W 1,p′(Ω))′) en Lτ (0, T ;W 1,p(Ω)) (véase la prue-

ba del Teorema 3.3.4). Por ello tenemos que establecer resultados de regularidad en

Lτ (0, T ;W 1+ε,p(Ω)) para la ecuación de estado linealizada en la sección 2.2.





Caṕıtulo 2

Teoremas de regularidad para

ecuaciones lineales

2.1 Ecuaciones eĺıpticas

En esta sección nos ocupamos de la regularidad en W 1,p(Ω) de las soluciones

de los problemas de Dirichlet y Neumann. Esta sección viene a rellenar el gap

entre algunos resultados y contraejemplos conocidos sobre esta regularidad.

El objetivo es deducir existencia, unicidad y estimaciones en W 1,p(Ω) de

la solución bajo condiciones mı́nimas de regularidad sobre los coeficientes

de la parte principal del operador eĺıptico y sobre la frontera del dominio.

Coeficientes continuos y frontera C1 son suficientes para esta regularidad.

También se investiga el caso de una frontera Lipschitz.

Aunque los resultados aqúı presentados son más o menos conocidos por los

especialistas en EDP, no existe una referencia clara para ellos. Los presenta-

mos aqúı por completitud y claridad en la exposición.

Introducción y resultados principales

Sea Ω un conjunto acotado y abierto de R
N de frontera Γ y sea

Ay = −
N
∑

i,j=1

∂xj
[aij∂xi

y] , (2.1.1)

23
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donde los coeficientes aij pertenecen a L∞(Ω) y cumplen que existen m,M > 0 tales que

m‖ξ‖2 ≤
N
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤M‖ξ‖2 ∀ξ ∈ R
N y ∀x ∈ Ω. (2.1.2)

También introducimos a0 ∈ Lr(Ω), a0(x) ≥ 0 en Ω, donde escogemos r ≥ Np/(N + p)

si p > N , r ≥ N/2 si N/(N − 1) ≤ p ≤ N y r ≥ Np′/(N + p′) si p < N/(N − 1), con

p′ = p/(p− 1). Por ejemplo, si p > N , podemos escoger r = p/2.

Sea fD ∈ W−1,p(Ω), f ∈
(

W 1,p′(Ω)
)′

con 1/p + 1/p′ = 1 y g ∈ W− 1
p
,p(Γ), con

p ∈ (1,∞).

El propósito de esta sección es estudiar la regularidad W 1,p(Ω) de la solución del

problema de Dirichlet






Ay + a0y = fD en Ω

y = 0 sobre Γ.
(2.1.3)

y, suponiendo a0 6≡ 0, del problema de Neumann






Ay + a0y = f en Ω

∂nA
y = g sobre Γ.

(2.1.4)

La existencia, unicidad y regularidad de y en W 1,p(Ω) depende de la regularidad de

Γ y de los coeficientes aij y a0.

Si p ≥ 2, podemos reducir el problema de Dirichlet al caso a0 = 0 y el problema de

Neumann al caso a0 = 1: si p ≥ 2, entonces gracias a los Lemas 2.1.4 y 2.1.12, existe

una solución y ∈ H1(Ω) ∩ Lp∗(Ω), donde p∗ = ∞ si p > N , p∗ es cualquier número en

[1,∞) si p = N y p∗ = Np/(N − p) si 2 ≤ p < N . Por tanto a0y ∈ L
Np

N+p (Ω). Aśı, por

las desigualdades de Sobolev, para el problema de Dirichlet a0y ∈ W−1,p(Ω) y podemos

sumar −a0y a la ecuación (2.1.2) y si renombramos fD como fD − a0y, tendremos que

resolver el problema






Ay = fD en Ω

y = 0 sobre Γ.
(2.1.5)

Y para el problema de Neumann, podemos reemplazar f por f − a0y + y ∈
(

W 1,p′(Ω)
)′

y aśı tendremos






Ay + y = f en Ω

∂nA
y = g sobre Γ.

(2.1.6)
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Para p < 2 el resultado se alcanza por el método de transposición y dualidad.

Se sabe (Troianiello [87, Teorema 3.16(iv)]) que si los coeficientes aij son Hölder

continuos y el dominio es de clase C1,δ, con 0 < δ < 1, entonces se puede asegurar

regularidad W 1,p(Ω) de la solución, tanto para el problema de Dirichlet como para el de

Neumann. También se sabe (Serrin [81]) que si los coeficientes no son continuos, esto

puede no ser cierto.

Ejemplo 2.1.1 Sea Ω la bola unidad en R
N , N > 1 y v(x) = x1(|x|λ−1) con λ = 1

2
−N .

Tenemos que v ∈ W 1,r
0 (Ω) para todo r ∈

[

1, 2N
2N−1

)

y v 6∈ W 1,p
0 (Ω) para todo p ≥ 2N

2N−1
.

Pongamos a = 4(N−1)
2N−3

y aij = δij+(a−1)
xixj

|x|2
. Entonces los coeficientes aij están acotados

y se cumple (2.1.2). Ahora es fácil comprobar que v es solución del siguiente problema

de Dirichlet






Ay = fD en Ω

y = 0 sobre Γ,
(2.1.7)

donde

fD(x) =
(a− 1)(N − 2)x1

|x|2 .

La función fD pertenece a Lq(Ω) para todo q < N , luego fD ∈ W−1,p(Ω) para todo

p <∞. Esto prueba que la regularidad puede fallar para coeficientes no continuos.

Por otro lado, sabemos que existe una única solución y en H1
0 (Ω) ⊂ W 1,r

0 (Ω) para el

anterior problema. Como v 6∈ H1
0 (Ω), entonces y 6= v y ambas son soluciones en W 1,r

0 (Ω)

de (2.1.7), luego podemos deducir que la unicidad falla en este espacio.

Nuestros resultados vienen a rellenar este gap entre el resultado de Troianiello y el

contraejemplo anterior. Veremos más adelante que la continuidad de los coeficientes es

suficiente para obtener unicidad y regularidad.

Por otro lado, la regularidad C1,δ de la frontera supuesta por Troianiello [87, Teorema

3.16(iv)] se puede relajar. De hecho, los Teoremas 2.1.1 y 2.1.3 establecen la regularidad

W 1,p(Ω) de las soluciones de los problemas (2.1.3) y (2.1.4) suponiendo regularidad C1

de Γ. El Teorema 2.1.1 fue establecido por Simader [82] y Jerison y Kenig [62] para el

operador de Laplace, y por Morrey [71, pág. 156].

La cuestión es si el mismo resultado se puede alcanzar suponiendo sólo que Γ es

Lipschitz. Jerison y Kenig [62, Teoremas 0.5, 1.1, 1.3] respondieron a esta cuestión para

el Problema (2.1.3) en el caso del operador de Laplace, A = −∆. Ellos probaron que

si la frontera Γ es Lipschitz, entonces podemos sólo asegurar regularidad W 1,p(Ω) para
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p′1 < p < p1, con p1 = 4+ε(Ω) si N = 2 y p1 = 3+ε(Ω) si N ≥ 3. Además este resultado

es óptimo. De hecho, en [62], se prueba que para cualquier p > 4 si N = 2, o p > 3 si

N ≥ 3, existe un dominio Lipschitz Ω y una función fD ∈ C∞(Ω̄) tal que la solución

(2.1.3) no pertenece a W 1,p(Ω). El Teorema 2.1.2 extiende [62] al caso de un operador

eĺıptico A con coeficientes continuos.

También ha sido demostrado (Dauge [47]) que si Ω es un dominio poliédrico convexo

(N ≤ 3) y los coeficientes del operador son continuos, entonces y ∈ W 1,p
0 (Ω), con 1 < p <

∞ para el problema de Dirichlet, y con 6/(3 +
√

5) < p < 6/(3 −
√

5) para el problema

de Neumann.

La continuidad de los coeficientes aij es relajada por Chiarenza [41], asumiendo que

aij son funciones de oscilación media acotada, cuya oscilación integral sobre bolas en-

cogiéndose1 hacia un punto converge uniformemente hacia cero. Esto se hace para el

problema de Dirichlet bajo regularidad C1,1 de Γ.

En todas las referencias citadas, excepto en [87], se supone simetŕıa del operador

A, aij = aji. Nosotros eliminamos esta hipótesis, que no cambia la demostración del

problema de Dirichlet, pero introduce algunas dificultades extra cuando se trata del

problema de Neumann; véase al respecto la Nota 2.1.3. La demostración de la regularidad

para el problema de Neumann no se lleva a cabo en el libro de [87].

Existen estimaciones en W 1,p(Ω) para coeficientes continuos de las que podŕıan dedu-

cirse los resultados presentados en esta sección (cf. [3, Teoremas15.3’,15.1”]), al menos

en el caso de coeficientes simétricos. No obstante, hemos decidido incluir aqúı las de-

mostraciones, ya que no hemos podido encontrar demostración detallada del método, y

nos parece que el caso de coeficientes no simétricos es suficientemente interesante y no

está tratado en la literatura existente.

Establecemos ahora los teoremas que vamos a probar en esta sección.

Teorema 2.1.1 Si Γ es de clase C1 y los coeficientes aij ∈ C(Ω̄), entonces existe una

única solución y ∈ W 1,p
0 (Ω) al problema de Dirichlet (2.1.5). Además, se cumple la

estimación

‖y‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω), (2.1.8)

donde C es una constante que sólo depende de p, la dimensión N , los coeficientes aij y

Ω.

1shrinking en el original
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Teorema 2.1.2 Si Γ es Lipschitz y los coeficientes aij ∈ C(Ω̄) entonces existen ε(Ω) > 0

y una única solución y ∈ W 1,p
0 (Ω) al problema de Dirichlet (2.1.5) para todo p′1 < p < p1,

donde p1 = 4+ε(Ω) si N = 2 y p1 = 3+ε(Ω) si N ≥ 3. Además, se cumple la estimación

‖y‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω),

donde C es una constante que sólo depende de p, la dimensión N , los coeficientes aij y

Ω.

Teorema 2.1.3 Si Γ es de clase C1 y los coeficientes aij ∈ C(Ω̄), entonces existe una

única solución variacional y ∈ W 1,p(Ω) del problema de Neumann (2.1.6). Además, se

cumple la estimación

‖y‖W 1,p(Ω) ≤ C(‖f‖(W 1,p′ (Ω))
′ + ‖g‖

W
−

1
p ,p

(Γ)
),

donde C es una constante que sólo depende de p, la dimensión N , los coeficientes aij y

Ω.

En este nivel de regularidad, no tiene sentido la derivada normal (cf. Lions y Magenes

[68]). Precisemos que entendemos por solución variacional del problema (2.1.6).

Definición 2.1.1 Llamaremos solución variacional de (2.1.6) a la solución del problema

variacional

a(y, z) = 〈f, z〉(W 1,p′(Ω))
′

×W 1,p′(Ω)
+ 〈g, γv〉

W
−

1
p ,p

(Γ)×W
1
p ,p′

(Γ)
∀z ∈ W 1,p′(Ω), (2.1.9)

donde

a(y, z) =
N
∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂xi
y∂xj

z +

∫

Ω

a0yz (2.1.10)

es la forma bilineal asociada al operador A y γ : W 1,p′(Ω) → W
1
p
,p′(Γ) es el operador

traza.

En los teorema anteriores la dependencia de la estimaciones respecto a los coeficientes

aij es a través de m, M y su módulo de continuidad.

Nota 2.1.1 Algunos autores han estudiado el caso caso correspondiente a datos f y g,

en los anteriores problemas, que son medidas sobre Ω y Γ respectivamente; véase, por

ejemplo, Casas [16] o Boccardo [6]. Debido a que una medida en Ω es un elemento de

(W 1,p′(Ω))′ y una medida sobre Γ pertenece a W−1/p,p(Γ) para todo p < N/(N − 1),

entonces los Teoremas 2.1.1 y 2.1.3 establecen la existencia y unicidad de soluciones en

W 1,p(Ω) para todo p < N/(N − 1), que es el resultado clásico.
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Problema de Dirichlet. Prueba de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2

Para la prueba de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2 usaremos el siguiente resultado, debido

a Stampacchia [84].

Lema 2.1.4 Supongamos p ≥ 2. Entonces existe una única función y ∈ H1
0 (Ω)∩Lp∗(Ω),

donde p∗ = ∞ si p > N , p∗ es cualquier número en [1,∞) si p = N y p∗ = Np/(N − p)

si 2 ≤ p < N , que satisface la ecuación (2.1.3). Además, se cumple la estimación

‖y‖Lp∗(Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω),

donde C es una constante que sólo depende de p, la dimensión N , m, M y la medida de

Ω. Nótese que obviamente también y ∈ Lp(Ω) y

‖y‖Lp(Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω).

Usaremos también el siguiente lema sobre operadores con coeficientes constantes.

Lema 2.1.5 Supongamos que los coeficientes aij del operador A son constantes para

1 ≤ i, j ≤ N . Si

1. Γ es de clase C1 y 1 < p <∞ o

2. Γ es Lipschitz y p′1 < p < p1, donde p1 depende de Ω, p1 > 3 si N = 3 y p1 > 4 si

N = 2,

entonces existe una única función y ∈ W 1,p
0 (Ω) que satisface la ecuación en derivadas

parciales






Ay = fD en Ω

y = 0 sobre Γ.
(2.1.11)

Además, se cumple la estimación

‖y‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C0‖fD‖W−1,p(Ω),

donde C0 depende de aij, Ω, N y p.

Demostración. Asumamos sin pérdida de generalidad que aij = aji. Entonces, la

hipótesis (2.1.2) implica que Â = (aij) es simétrica y definida positiva, por lo tanto
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existe una matriz real y regular P tal que Â = P P T . Sea T = P−1. Mediante el cambio

de variable lineal

x̂ = Tx

transformamos nuestro problema (2.1.11) en







−∆ŷ = f̂D en Ω̂

ŷ = 0 sobre ∂Ω̂,
(2.1.12)

donde ŷ = y ◦ T−1, f̂D = fD ◦ T−1 y Ω̂ = T (Ω).

Aplicando el resultado de Jerison y Kenig [62] tenemos que (2.1.12) tiene una solución

única ŷ ∈ W 1,p
0 (Ω̂) y que

‖ŷ‖W 1,p
0 (Ω̂) ≤ C‖f̂D‖W−1,p(Ω̂),

donde C depende de p, N y la constante de Lipschitz de la frontera Ω̂.

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que y ∈ W 1,p
0 (Ω) y se satisface la

estimación

‖y‖W 1,p
0 (Ω) ≤ (detT )

1
p′ C‖fD‖−1,p

W (Ω).

Estamos ya en posición de probar el Teorema 2.1.1.

Demostración del Teorema 2.1.1. Gracias a la continuidad de los coeficientes, sabe-

mos que para todo ε > 0 existe ρ > 0 tal que

N
∑

i,j=1

|aij(x1) − aij(x2)| < ε ∀x1, x2 ∈ Ω̄, con |x1 − x2| < ρ. (2.1.13)

Sea
{

Cs
ρ

}µ

s=1
una colección de conjuntos abiertos que recubre a Ω, y tal que cada

conjunto Cs
ρ tiene una frontera de clase C1 que deja el interior del conjunto a un lado de la

frontera y cuyo diámetro es menor o igual que ρ. Escojamos xs ∈ Cs
ρ un punto cualquiera,

pero fijo, y sea {ϕs}µs=1 una partición de la unidad relativa a ese recubrimiento.

Consideremos primero el caso p ≥ 2. Tomemos y ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω) como en el Lema

2.1.4 y definamos

ys = ϕsy, para 1 ≤ s ≤ µ. (2.1.14)
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Tenemos que ys verifica la ecuación


































Asys = ϕsfD −
N
∑

i,j=1

aij(x)∂xj
ϕs∂xi

y −
N
∑

i,j=1

∂xj
(aij(x)y∂xi

ϕs)−

N
∑

i,j=1

∂xj
[(aij(xs) − aij(x))∂xi

ys] en Cs
ρ

ys = 0 sobre ∂Cs
ρ,

(2.1.15)

donde As es el operador asociado a matriz de coeficientes constantes (aij(xs)). En el

caso N ≥ 3, en una primera etapa, supondremos que

p ≤ 2N

N − 2
.

El Lema 2.1.4, las condiciones impuestas a p y las condiciones sobre el soporte de los

ϕs nos permiten deducir que

ϕsfD −
N
∑

i,j=1

aij(x)∂xj
ϕs∂xi

y −
N
∑

i,j=1

∂xj
(aij(x)y∂xi

ϕs) ∈ W−1,p(Ω).

Primero, tenemos la desigualdad

‖ϕsfD‖W−1,p(Ω) ≤ C
(

‖ϕs‖W 1,∞(Ω)

)

‖fD‖W−1,p(Ω). (2.1.16)

También, gracias al Lema 2.1.4, tenemos

‖
N
∑

i,j=1

∂xj
(aijy∂xi

ϕs) ‖W−1,p(Ω) ≤
N
∑

i,j=1

‖aijy∂xi
ϕs‖Lp(Ω) ≤

≤ C
(

‖aij‖L∞(Ω), ‖ϕs‖W 1,∞(Ω)

)

‖fD‖W−1,p(Ω). (2.1.17)

Por otro lado, las condiciones impuestas a p implican que L2(Ω) ⊂ W−1,p(Ω) ⊂
H−1(Ω), con inclusión continua. Usando las estimaciones usuales en H1

0 (Ω) tenemos

‖
N
∑

i,j=1

aij∂xi
ϕs∂xj

y‖W−1,p(Ω) ≤ ‖
N
∑

i,j=1

aij∂xi
ϕs∂xj

y‖L2(Ω) ≤

N
∑

i,j=1

‖aij‖L∞(Ω)‖ϕs‖W 1,∞(Ω)‖∂xj
y‖L2(Ω) ≤

≤ C
(

‖aij‖L∞(Ω), ‖ϕs‖W 1,∞(Ω)

)

‖y‖H1
0 (Ω) ≤ (2.1.18)

C
(

‖aij‖L∞(Ω), ‖ϕs‖W 1,∞(Ω)

)

‖fD‖H−1(Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω)
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Veamos que ys ∈ W 1,p(Ω) y que se satisface la estimación

‖ys‖W 1,p(Ω) ≤ C‖fD‖W−1,p(Ω). (2.1.19)

Para probar esto, introduzcamos alguna notación. Dado ξ ∈ W 1,p
0 (Ω), definimos Tξ como

sigue

Tξ(z) = < fDϕs, z > +

∫

Ω

N
∑

i,j=1

aij(x)y(x)∂xi
ϕs(x)∂xj

z(x)

+

∫

Ω

N
∑

i,j=1

aij(x)∂xi
y(x)∂xj

ϕs(x)z(x)

+

∫

Cs
ρ

N
∑

i,j=1

(aij(xs) − aij(x)) ∂xi
ξ(x)∂xj

z(x).

Es obvio que Tξ ∈ W−1,p(Ω) y usando el Lema 2.1.5 deducimos la existencia y unicidad

de una solución yξ ∈ W 1,p
0 (Ω) de la igualdad variacional

as(yξ, z) = Tξ(z) ∀z ∈ W 1,p′

0 (Ω),

donde as(·, ·) es la forma bilineal asociada al operadorAs. Además se satisface la siguiente

estimación

‖yξ‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C0‖Tξ‖W−1,p(Ω),

donde C0 depende de ‖aij‖L∞(Ω), Ω y de p.

Ahora usando esta notación y teniendo en cuenta que el soporte de ϕs es compacto,

la ecuación (2.1.15) se puede escribir de manera variacional como sigue

as(ys, z) = Tys(z) ∀z ∈W 1,p′

0 (Ω).

La aplicación ξ 7→ yξ es contractiva: Tomemos ξ1, ξ2 ∈W 1,p
0 (Ω) y sean y1 = yξ1 , y2 =

yξ2 . Entonces se satisface la igualdad

as(y1 − y2, z) = Tξ1(z) − Tξ2(z) ∀z ∈W 1,p′

0 (Ω).

De aqúı deducimos que

‖y1 − y2‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C0‖Tξ1 − Tξ2‖W−1,p(Ω). (2.1.20)



32 2. Teoremas de regularidad para ecuaciones lineales

Tenemos que

|Tξ1(z) − Tξ2(z)| = |
∫

Cs
ρ

N
∑

i,j=1

(aij(xs) − aij(x)) ∂xi
(ξ1(x) − ξ2(x))∂xj

z(x)|

≤ εN‖ξ1 − ξ2‖W 1,p
0 (Ω)‖z‖W 1,p′

0 (Ω)
, (2.1.21)

lo cual implica

‖Tξ1 − Tξ2‖W−1,p(Ω) ≤ εN‖ξ1 − ξ2‖W 1,p
0 (Ω). (2.1.22)

Tomando 0 < ε < 1
2N

min {1, 1/C0}, de (2.1.20) y (2.1.22) deducimos la contractividad

de la aplicación ξ 7→ yξ. Por lo tanto existe un único punto fijo ŷ para esta aplicación.

Por otro lado, en H1
0 (Ω) hay también un único punto fijo, que es necesariamente ys. Pero

ŷ ∈W 1,p
0 (Ω) ⊂ H1

0 (Ω) es también un punto fijo, luego ŷ = ys.

Veamos ahora que se cumple la estimación (2.1.19). Usando la condición de conti-

nuidad (2.1.13) como en (2.1.21) y la elección de ε, tenemos que

‖
N
∑

i,j=1

∂xj
[(aij(xs) − aij(x))∂xi

ys] ‖W−1,p(Ω) ≤ εN‖ys‖W 1,p
0 (Ω) <

<
1

2
min {1, 1/C0} ‖ys‖W 1,p

0 (Ω).

Esta desigualdad, junto con (2.1.16), (2.1.17) y (2.1.18) nos lleva a

‖ys‖W 1,p
0 (Ω) ≤

1

2
‖ys‖W 1,p

0 (Ω) + C
(

‖aij‖L∞(Ω), ‖ϕs‖W 1,∞(Ω)),Ω, p
)

‖fD‖W−1,p(Ω).

Notemos que ‖ϕs‖W 1,∞(Ω), depende del tamaño del soporte de la función, que depende

de ρ, y éste a su vez depende del modulo de continuidad de las funciones aij y de ε, el

cual, como se dijo antes, sólo depende de Ω, ‖aij‖L∞(Ω), N y p.

Una vez obtenida esta desigualdad, sumando todos los ys, obtenemos la estimación

(2.1.8):

‖y‖W 1,p
0 (Ω) = ‖

µ
∑

s=1

ys‖W 1,p
0 (Ω) ≤

µ
∑

s=1

‖ys‖W 1,p
0 (Ω) ≤ µC‖fD‖W−1,p(Ω),

donde el número µ de funciones de la partición de la unidad sólo depende de ρ, y por lo

tanto de Ω, ‖aij‖L∞(Ω), N , p y el módulo de continuidad de las funciones aij.

Supongamos ahora que p > 2N
N−2

si N = 3 o N = 4 y

2N

N − 2
≤ p ≤ 2N

N − 4
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si N ≥ 5. En este caso, todos los argumentos previos son todav́ıa válidos, excepto la

desigualdad (2.1.18). En lugar de las inclusiones L2(Ω) ⊂ W−1,p(Ω) ⊂ H−1(Ω) usaremos

ahora que L
2N

N−2 (Ω) ⊂ W−1,p(Ω) ⊂ W−1, 2N
N−2 (Ω) y el hecho de que y ∈ W

1, 2N
N−2

0 (Ω), aśı

como las estimaciones que acabamos de obtener, para conseguir

‖
N
∑

i,j=1

aij(x)∂xi
ϕs∂xj

y‖W−1,p(Ω) ≤ ‖
N
∑

i,j=1

aij(x)∂xi
ϕs∂xj

y‖
L

2N
N−2 (Ω)

≤

N
∑

i,j=1

‖aij(x)‖L∞(Ω)‖ϕs‖W 1,∞(Ω)‖∂xj
y‖

L
2N

N−2 (Ω)
≤

C(‖aij‖L∞(Ω), ‖ϕs‖W 1,∞(Ω))‖y‖
W

1, 2N
N−2

0 (Ω)
≤

C(aij, ‖ϕs‖W 1,∞(Ω), p,N,Ω)‖fD‖
W

−1, 2N
N−2 (Ω)

≤ C‖fD‖W−1,p(Ω).

Este proceso puede ser repetido tomando p cada vez más grande, y el resultado

queda aśı demostrado para 2 ≤ p <∞. Por lo tanto hemos probado hasta ahora que la

aplicación

A : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p(Ω)

es un isomorfismo para p ≥ 2, Por lo tanto su operador adjunto

A∗ : W 1,p′

0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

es también un isomorfismo. Esto no permite concluir que el teorema también es valido

para 1 < p < 2.

Demostración del Teorema 2.1.2. La prueba es como la del Teorema 2.1.1, con dos

excepciones. La colección de conjuntos abiertos
{

Cs
ρ

}µ

s=1
debe ser tomada con fronteras

Lipschitz. Además, las condiciones impuestas a p en el teorema implican que L2(Ω) ⊂
W−1,p(Ω) ⊂ H−1(Ω) y por lo tanto no hay necesidad de imponer condiciones adicionales

a p durante la demostración.

Problema de Neumann. Prueba del Teorema 2.1.3

Para hacer esta demostración, conseguiremos antes estimaciones para un problema

en el espacio y en el semiespacio. Usaremos algunas de las ideas expuestas por Grisvard

[59, Sección 2.3.2], aunque sus métodos no pueden ser aplicados directamente.
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Denotaremos E la solución fundamental del operador −∆ + 1.

Lema 2.1.6 El operador de convolución por E es continuo de W k,p(RN) en W k+2,p(RN)

para todo entero k.

Demostración. Es un hecho conocido que para todo f ∈ Lp(RN), E ∗ f ∈ W 2,p(RN)

y existe una constante que cumple que

‖E ∗ f‖W 2,p(RN ) ≤ C‖f‖Lp(RN ). (2.1.23)

Para k < 0 la demostración se basa en dos hechos: el primero es que todo f ∈ W k,p(RN)

se puede escribir como la suma de derivadas hasta el orden |k|-ésimo de funciones fα de

Lp(RN):

f =
∑

0≤|α|≤|k|

∂αfα

y la norma de f en W k,p(RN) se puede expresar en términos de las normas de las fα en

Lp(RN). El segundo es que ‖∂α(E ∗ fα)‖Wk+2,p(RN ) ≤ C‖E ∗ fα‖W 2,p(RN ) para cualquier

multíındice α de orden menor o igual que |k|, y gracias a (2.1.23) ‖E ∗ fα‖W 2,p(RN ) ≤
C‖fα‖Lp(RN ). Por lo tanto podemos estimar la norma en W k+2(RN) de E ∗f en términos

de las normas en Lp(RN) de las fα y por lo tanto en términos de la norma en W k,p(RN)

de f .

Si k > 0 sólo tenemos que tener en cuenta que para cualquier multíındice β = α+α2

con |α| = k, |α2| = 2, ‖∂β(E ∗ f)‖Lp(RN ) = ‖∂α2(E ∗ ∂αf)‖Lp(RN ). Por la definición de

la norma en W 2,p, esta cantidad es menor o igual que ‖E ∗ ∂αf‖W 2,p(RN ) y aplicando

(2.1.23), esto es menor o igual que C‖∂αf‖Lp(RN ) ≤ C‖f‖Wk,p(RN ).

Corolario 2.1.7 Sea A = (aij) una matriz definida positiva de entradas reales, λ > 0

y f ∈
(

W 1,p′(RN)
)′

= W−1,p(RN). Entonces existe una única solución y ∈ W 1,p(RN) de

la ecuación

−
N
∑

i,j=1

∂xj
(aij∂xi

y) + λy = f en R
N (2.1.24)

Además, se cumple la estimación

‖y‖W 1,p(RN ) ≤ C‖f‖(W 1,p′ (RN ))
′

para alguna C que depende de los coeficientes del operador, N y p.
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Demostración. Si renombramos f = f/λ y bij = (aij + aji)/(2λ), entonces (2.1.24) se

puede escribir como

−
N
∑

i,j=1

∂xj
(bij∂xi

y) + y = f en R
N (2.1.25)

Como B = (bij) es una matriz simétrica y definida positiva, existe P regular tal que

B = PP T . Hacemos el cambio de variable x = x̂ y definimos ŷ = y ◦ P y f̂ = f ◦ P , con

lo que (2.1.25) se escribe como

−∆ŷ + ŷ = f̂ en R
N . (2.1.26)

Como E es la solución fundamental del operador −∆+1, entonces ŷ = E∗ f̂ ∈ W 1,p(RN)

es la única solución de (2.1.26) y satisface

‖ŷ‖W 1,p(RN ) ≤ C‖f̂‖(W 1,p′ (RN ))
′ .

La unicidad se deduce a través de la transformada de Fourier teniendo en cuenta la

densidad del espacio W 1,p(RN) ∩H1(RN) en W 1,p(RN).

Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que y ∈ W 1,p(RN) es la única solución

de (2.1.24) y

‖y‖W 1,p(RN ) ≤ C‖f‖(W 1,p′ (RN ))
′ ,

donde C depende de p, N y (aij).

Ahora vamos a deducir algunas estimaciones en un semiespacio. Comenzamos con

problemas que involucran sólo al operador de Laplace.

Introduzcamos alguna notación, siguiendo a Grisvard [59, págs. 97–105]. Para toda

función f definida en R
N
+ , f̃ es su extensión por cero a todo el espacio.

f̃(x) =







f(x) si x ∈ R
N
+

0 si no.

Con δN denotamos la medida de Dirac en la variable xN y δ′N su derivada en el sentido

de las distribuciones en R. Para todo s > 1/p y p > 1, la aplicación

γN : W s,p(RN
+ ) → W s−1/p,p(RN−1)

denota el operador traza sobre el eje xN . Para g ∈ W s,p(RN−1), s < 0, definimos

g ⊗ δN ∈
(

W 1/p′−s,p′(RN)
)′
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por

< g ⊗ δN , u >=< g, γNu > .

Sea Fϕ la transformada de Fourier de ϕ en las variables x′ = (x1, . . . , xN−1)

Fϕ =
1

(2π)
N−1

2

∫

RN−1

e−iξx
′

ϕ(x′)dx′.

Lema 2.1.8 Para f ∈
(

W 1,p′(RN
+ )
)′

existe una única solución variacional y ∈ W 1,p(RN
+ )

del problema de Neumann






−∆y + y = f en R
N
+

∂xN
y = 0 sobre R

N−1 × {0}.
(2.1.27)

Además, se cumple la estimación

‖y‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖f‖(W 1,p′ (RN

+ ))
′ ,

donde C depende de N y p.

Nota 2.1.2 Recuérdese que en todo momento estamos hablando de la solución de un

problema variacional, y que la escritura del problema en forma de ecuación en derivadas

parciales es meramente simbólica, y nos sirve para mantener una unidad de notación

respecto al caso Dirichlet.

Demostración. Tomemos una sucesión de funciones fk en D(RN
+ ) que converja hacia

f en la norma de
(

W 1,p′(RN
+ )
)′

y sea

wk = E ∗ f̃k.

Tenemos que wk ∈W 1,p(RN) y

‖wk‖W 1,p(RN ) ≤ C‖f̃k‖W−1,p(RN ) = C‖fk‖(W 1,p′ (RN
+ ))

′ .

Definamos ahora, para xN > 0

yk(x
′, xN) = wk(x

′, xn) + wk(x
′,−xN).

Claramente en R
N
+

−∆yk + yk = [−∆wk(x
′, xN) + wk(x

′, xN)] + [−∆wk(x
′,−xN) + wk(x

′,−xN)] =
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= fk + 0 = fk (2.1.28)

y como wk ∈W 2,p(RN
+ ) podemos escribir

∂xN
yk(x

′, 0) = ∂xN
wk(x

′, 0) − ∂xN
wk(x

′, 0) = 0. (2.1.29)

Ahora (2.1.28) y (2.1.29) nos llevan a

∫

RN
+

(∇yk∇z + ykz) =< fk, z > ∀z ∈W 1,p′(RN
+ ). (2.1.30)

Además

‖yk‖W 1,p(RN
+ ) ≤ ‖wk‖W 1,p(RN

+ ) + ‖wk‖W 1,p(RN
−

) = ‖wk‖W 1,p(RN )

y por tanto

‖yk‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖fk‖(W 1,p′ (RN

+ ))
′ .

De la continuidad de la convolución, deducimos que wk = E ∗ f̃k → w = E ∗ f̃ en

W 1,p(RN), y consecuentemente, yk → y en W 1,p(RN
+ ), con y(x′, xN) = w(x′, xN) +

w(x′,−xN). Ahora podemos pasar al ĺımite en (2.1.30) para deducir que y es la solución

variacional de (2.1.27).

La unicidad se sigue de la densidad de W 1,p(RN
+ ) ∩H1(RN

+ ) en W 1,p(RN
+ ).

Damos ahora un resultado clave para el tratamiento del problema de Neumann cuando

la matriz de coeficientes no es simétrica. Se trata de un resultado para un problema con

derivada oblicua. El mismo problema ha sido considerado por Grisvard en [59], donde

se ha prueba regularidad W 2,p de la solución para un dato más regular.

Lema 2.1.9 Para g ∈ W−1/p,p(RN−1) y m1, . . . ,mN ∈ R, mN 6= 0, existe una única

solución variacional y ∈W 1,p(RN
+ ) del problema















−∆y + y = 0 en R
N
+

N
∑

j=1

mj∂xj
y = g sobre R

N−1 × {0}
(2.1.31)

Además, se cumple la estimación

‖y‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖g‖W−1/p,p(RN−1)

para alguna constante C que depende de N , p y de los coeficientes mj.
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Demostración. Nótese que para funciones enW 1,p(RN
+ ), y 1 ≤ j ≤ N−1, ∂xj

y(x′, 0) =

(∂xj
γNy)(x

′) ∈ W−1/p,p(RN−1). Por lo tanto, la solución variacional de (2.1.31) es la

solución del problema variacional

∫

RN
+

(∇y∇z + yz) +
N−1
∑

j=1

mj

mN

< ∂xj
y, γNz >=

1

mN

< g, γNz > ∀z ∈W 1,p′(RN
+ ).

Vamos a adaptar algunas de las ideas de Grisvard [59]. Para ese propósito toma-

mos una sucesión de funciones gn ∈ W 1−1/p,p(RN−1) con gn → g en W−1/p,p(RN−1).

Estudiemos las ecuaciones variacionales

∫

RN
+

(∇yn∇z + ynz) +
N−1
∑

j=1

mj

mN

< ∂xj
yn, γNz >=

1

mN

< gn, γNz > ∀z ∈ W 1,p′(RN
+ ).

(2.1.32)

Estas ecuaciones se pueden escribir como















−∆yn + yn = 0 en R
N
+

N
∑

j=1

mj∂xj
yn = gn sobre R

N−1 × {0}.

Gracias a Grisvard [59], sabemos que cada una de estas ecuaciones tiene una solución

única yn ∈ W 2,p(RN
+ ), y que puede ser expĺıcitamente representada por medio de trans-

formadas de Fourier como

yn = −E ∗ (kn0 ⊗ δ′N + kn1 ⊗ δN), (2.1.33)

donde

kn0 = F−1bFgn,

kn1 = F−1p−bFgn,

b =

(

mNp− +
N−1
∑

j=1

imjξj

)−1

y

p− = −i
√

1 + ‖ξ‖2.

Queremos una estimación de la norma en W 1,p(RN
+ ) de yn en términos de la norma

de gn en W−1/p,p(RN−1), para poder pasar al ĺımite en (2.1.32).
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El Lema 2.3.2.5 en Grisvard [59] implica que

kn1 ∈ W−1/p,p(RN−1)

y

‖kn1 ‖W−1/p,p(RN−1) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.34)

Aplicando el Lema 2.3.2.2 en Grisvard [59], con s = −1/p, tenemos que

kn1 ⊗ δN ∈ W−1,p(RN)

y

‖kn1 ⊗ δN‖W−1,p(RN ) ≤ C‖kn1 ‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.35)

El Lema 2.1.6 implica que

E ∗ (kn1 ⊗ δN) ∈W 1,p(RN)

y que

‖E ∗ (kn1 ⊗ δN)‖W 1,p(RN ) ≤ C‖kn1 ⊗ δN‖W−1,p(RN ). (2.1.36)

Poniendo juntas (2.1.34), (2.1.35) y (2.1.36) tenemos

‖E ∗ (kn1 ⊗ δN)‖W 1,p(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.37)

De la misma manera,, usando los Lemas 2.3.2.5 y 2.3.2.2 en Grisvard [59] tenemos

que

kn0 ∈W−1/p,p(RN−1),

‖kn0 ‖W−1/p,p(RN−1) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1),

kn0 ⊗ δN ∈ W−1,p(RN)

y

‖kn0 ⊗ δN‖W−1,p(RN ) ≤ C‖kn0 ‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.38)

Siguiendo de nuevo el mismo método que para kn1 , tenemos que

E ∗ (kn0 ⊗ δN) ∈W 1,p(RN)

y

‖E ∗ (kn0 ⊗ δN)‖W 1,p(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1).
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Por lo tanto

∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] ∈ Lp(RN)

y

‖∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)‖]Lp(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1).

Pero

∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] = E ∗ (kn0 ⊗ δ′N), (2.1.39)

aśı que

E ∗ (kn0 ⊗ δ′N) ∈ Lp(RN)

y

‖E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)‖Lp(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.40)

Para ver que E ∗ (kn0 ⊗ δ′N) ∈ W 1,p(RN
+ ), sólo hay que probar que sus derivadas

pertenecen a Lp(RN
+ ). Para 1 ≤ j ≤ N − 1 podemos escribir

∂xj
kn0 = F−1iξjbFgn,

y entonces, usando los Lemas 2.3.2.5 y 2.3.2.2 en Grisvard y el Lema 2.1.6 tenemos que

∂xj
kn0 ∈ W−1/p,p(RN−1),

‖∂xj
kn0 ‖W−1/p,p(RN−1) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1),

∂xj
kn0 ⊗ δN ∈ W−1,p(RN),

‖∂xj
kn0 ⊗ δN‖W−1,p(RN ) ≤ C‖∂xj

kn0 ‖W−1/p,p(RN−1),

E ∗ (∂xj
kn0 ⊗ δN) ∈ W 1,p(RN) (2.1.41)

y

‖E ∗ (∂xj
kn0 ⊗ δN)‖W 1,p(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1).

Y por lo tanto

∂xj
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] ∈ Lp(RN)

y

‖∂xj
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] ‖Lp(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.42)
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Para comprobar que ∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] ∈ Lp(RN

+ ) y obtener una estimación de su

norma en términos de la norma de gn en W−1/p,p(RN−1), podemos escribir

∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] = ∂2

x2
N

[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] = E∗(kn0⊗δN)−
N−1
∑

j=1

∂2
x2

j
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] en R

N
+

ya que E es una solución fundamental de −∆+1 y kn0 ⊗δN es una distribución con soporte

en RN−1×{0}. Ya sabemos que E ∗ (kn0 ⊗δN) ∈ Lp(RN) y tenemos una estimación de su

norma en términos de ‖gn‖W−1/p,p(RN−1) (de hecho, sabemos que pertenece a W 1,p(RN)).

Teniendo en cuenta (2.1.41) y escribiendo para 1 ≤ j ≤ N − 1

∂2
x2

j
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] = ∂xj

[

E ∗ (∂xj
kn0 ⊗ δN)

]

,

tenemos que

∂2
x2

j
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] ∈ Lp(RN)

y

‖∂2
x2

j
[E ∗ (kn0 ⊗ δN)] ‖Lp(RN ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1).

Aśı que finalmente obtenemos

∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] ∈ Lp(RN

+ )

y

‖∂xN
[E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)] ‖Lp(RN

+ ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.43)

Poniendo juntas (2.1.40), (2.1.42) y (2.1.43), obtenemos que

E ∗ (kn0 ⊗ δ′N) ∈W 1,p(RN
+ )

y

‖E ∗ (kn0 ⊗ δ′N)‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1). (2.1.44)

Ahora, de (2.1.33), (2.1.37) y (2.1.44), deducimos

‖yn‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖gn‖W−1/p,p(RN−1).

Ahora podemos tomar y el limite de yn en W 1,p(RN
+ ), y pasar al ĺımite en la ecuación

(2.1.32), para aśı obtener que y es una solución variacional de nuestro problema.

La unicidad se sigue de nuevo de la densidad de W 1,p(RN
+ ) ∩H1(RN

+ ) en W 1,p(RN
+ ).
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Corolario 2.1.10 Para f ∈
(

W 1,p′(RN
+ )
)′
, g ∈ W−1/p,p(RN−1) y m1, . . . ,mN ∈ R,

mN 6= 0, existe una única solución variacional y ∈ W 1,p(RN
+ ) del problema















−∆y + y = f en R
N
+

N
∑

j=1

mj∂xj
y = g sobre R

N−1 × {0}.

además, se satisface la estimación

‖y‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C

(

‖f‖(W 1,p′ (RN
+ ))

′ + ‖g‖W−1/p,p(RN−1)

)

,

donde C depende de N , p y los coeficientes mj.

Demostración. Gracias al Lema 2.1.8, sabemos que existe una única solución varia-

cional v ∈W 1,p(RN
+ ) de







−∆v + v = f en R
N
+

∂xN
v = 0 sobre R

N−1 × {0}.

Esta función satisface

‖v‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖f‖(W 1,p′ (RN

+ ))
′ (2.1.45)

Entonces tenemos que

γNv ∈ W 1−1/p,p(RN−1),

y para 1 ≤ j ≤ N − 1,

∂xj
γNv ∈W−1/p,p(RN−1)

y

‖∂xj
γNv‖W−1/p,p(RN−1) ≤ ‖v‖W 1,p(RN

+ ). (2.1.46)

Gracias al Lema 2.1.9 podemos resolver el problema














−∆w + w = 0 en R
N
+

N
∑

j=1

mj∂xj
w = g −

N−1
∑

j=1

mj∂xj
(γNv) sobre R

N−1 × {0}

Tenemos que w ∈W 1,p(RN
+ ) y que

‖w‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C

(

‖g‖W−1/p,p(RN−1) + ‖
N−1
∑

j=1

mj∂xj
γNv‖W−1/p,p(RN−1)

)

.
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Usando esta desigualdad junto con (2.1.46) y (2.1.45), conseguimos

‖w‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C

(

‖f‖(W 1,p′ (RN
+ ))

′ + ‖g‖W−1/p,p(RN−1)

)

. (2.1.47)

Obtenemos que y = v +w ∈W 1,p(RN
+ ) es la solución de nuestro problema, y de (2.1.45)

y (2.1.47) se deduce que se cumple la estimación requerida.

Corolario 2.1.11 Sea A = (aij) una matriz definida positiva de entradas reales, λ > 0

y f ∈
(

W 1,p′(RN
+ )
)′
. Entonces, existe una solución única y ∈ W 1,p(RN

+ ) de la igualdad

variacional

N
∑

i,j=1

aij

∫

RN
+

∂xi
y∂xj

z + λ

∫

RN
+

yz =< f, z > ∀z ∈ W 1,p′(RN
+ ). (2.1.48)

Además, se satisface la estimación

‖y‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖f‖(W 1,p′ (RN

+ ))
′ , (2.1.49)

donde C es una constante que depende sólo de p, m, M , λ y N .

Demostración. Si llamamos B = (bij), bij = (aij+aji)/(2λ), y renombramos f = f/λ,

entonces nuestra ecuación puede ser escrita formalmente como















−
N
∑

i,j=1

∂xj
(bij∂xi

y) + y = f en R
N
+

∇yTAn = 0 sobre R
N−1 × {0},

(2.1.50)

donde n = (0, . . . , 0, 1)T . Nótese que An no pertenece a R
N−1 × {0}.

La matriz B es simétrica y definida positiva, por lo tanto existe una matriz regular

P tal que B = PP T . Si escribimos T = P−1 y hacemos el cambio de variable x̂ = Tx,

entonces (2.1.50) se convierte en







−∆ŷ + ŷ = f̂ en TR
N
+

∇ŷTTAn = 0 sobre T (RN−1 × {0}),

donde ŷ = y ◦ P y f̂ = f ◦ P . Nótese de nuevo que debido a que T es regular TAn 6∈
T (RN−1 × {0}).
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Tomemos ahora una matriz ortogonal Q tal que QT (RN−1 × {0}) = R
N−1 × {0} y

QTR
N
+ = R

N
+ . Si llamamos x̃ = Qx̂, ỹ = ŷ ◦Q−1 y f̃ = f̂ ◦Q−1, obtenemos la ecuación







−∆ỹ + ỹ = f̃ en R
N
+

∇ỹTQTAn = 0 sobre R
N−1 × {0}.

(2.1.51)

Otra vez, como Q es regular QTAn 6∈ R
N−1 × {0}. Si llamamos m = QTAn, esto

significa que mN 6= 0 y estamos bajo las condiciones del Corolario 2.1.10. Por lo tanto

existe una única solución variacional ỹ ∈ W 1,p(RN
+ ) y

‖ỹ‖W 1,p(RN
+ ) ≤ C‖f̃‖(W 1,p′ (RN

+ ))
′

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que existe una única solución variacional

y ∈W 1,p(RN
+ ) de (2.1.48) y que cumple la estimación (2.1.49).

Nota 2.1.3 Notemos que la condición frontera de (2.1.51) se reduce a ∂xN
ỹ = 0 sobre

R
N−1 × {0} cuando la matriz A = (aij) es simétrica. En tal caso, el Lema 2.1.9 no es

necesario para establecer el Corolario 2.1.11, siendo la demostración mucho más simple.

De hecho se puede realizar aplicando solamente el Lema 2.1.8.

Ahora estamos listos para probar el Teorema 2.1.3. En lo que sigue denotaremos

fN = f + g ◦ γ y tenemos que fN ∈
(

W 1,p′(Ω)
)′

. Entonces (2.1.9) se puede escribir como

sigue.

a(y, z) = 〈fN , z〉 ∀z ∈ W 1,p′(Ω). (2.1.52)

Usaremos un resultado análogo al Lema 2.1.4; véanse Troianiello [87] y Stampacchia [84]

para una demostración.

Lema 2.1.12 Supongamos que p ≥ 2. Entonces existe una solución variacional única

y ∈ H1(Ω)∩Lp∗(Ω) que satisface la ecuación (2.1.4). Además, se satisface la estimación

‖y‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖fN‖(W 1,p′ (Ω))
′ , (2.1.53)

donde C es una constante que sólo depende de p, la dimensión N , m, M y la medida de

Ω. Nótese que obviamente también

‖y‖Lp(Ω) ≤ C‖fN‖(W 1,p′ (Ω))
′ ,
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Demostración del Teorema 2.1.3. Consideremos primero el caso 2 ≤ p < +∞ si

N = 2 y 2 ≤ p ≤ 2N/(N − 2) si N ≥ 3. Sea y ∈ H1(Ω)∩Lp(Ω) como en el Lema 2.1.12.

El plan de la demostración es como sigue.

1. Tomamos una colección de sistemas de coordenadas sobre Γ y un subdominio de

Ω, aśı como una partición de la unidad relativa a esta colección. Estudiamos la

ecuación (2.1.52) en cada uno de estos dominios.

2. Hacemos un cambio de variable para aśı obtener un problema con coeficientes

continuos en un rectángulo. Además sabemos que el soporte de la solución interseca

a lo sumo uno de los lados del rectángulo y está “lejos” de los otros.

3. “Congelamos” los coeficientes. Aśı obtenemos un problema con coeficientes cons-

tantes en un rectángulo. El soporte de la solución puede estar, bien en el interior

del rectángulo, bien intersecando sólo uno de los lados.

4. Extendemos el problema a todo el espacio o al semiespacio y lo resolvemos.

Paso 1.

Como la frontera de Ω es de clase C1, existen (cf: Nečas [72]) números α > 0, β > 0,

sistemas de coordenadas (xk1, xk2, . . . , xkN), para abreviar (x′k, xkN), k = 1, 2, . . . ,Λ, y

funciones bk de clase C1 en los cubos cerrados N − 1 dimensionales |xki| ≤ α, i =

1, 2, . . . , N − 1, de tal modo que cada punto x de Γ se puede representar al menos en

unos de estos sistemas como x = (x′k, bk (x′k)). También se supone que os puntos (x′k, xkN)

tales que x′k ∈ [−α, α]N−1, bk(x
′
k) < xkN < bk(x

′
k)+β están en Ω, mientras que los puntos

(x′k, xkN) tales que x′k ∈ [−α, α]N−1, bk(x
′
k) − β < xkN < bk(x

′
k) están fuera de Ω.

Para cada k = 1, 2, . . . ,Λ denotemos

Gk =
{

(x′k, bk(x
′
k) + t), x′k ∈ (−α, α)N−1, 0 < t < β

}

,

y tomemos un conjunto abierto GΛ+1 ⊂ ḠΛ+1 ⊂ Ω tal que {G1, . . . , GΛ, GΛ+1} sea un

recubrimiento por abiertos de la clausura de Ω. También escogemos {ψ1, . . . , ψΛ, ψΛ+1}
una partición de la unidad relativa a este recubrimiento.

Tomando

yk = ψky

y

< fk, z >=< ψkfN , z > −
∫

Gk

N
∑

i,j=1

zaij∂xi
y∂xj

ψk+

∫

Gk

N
∑

i,j=1

aijy∂xi
ψk∂xj

z ∀z ∈W 1,p′(Gk)
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se comprueba que yk verifica la ecuación

∫

Gk

N
∑

i,j=1

aij∂xi
yk∂xj

z +

∫

Gk

ykz =< fk, z > ∀z ∈W 1,p′(Gk).

Usando el Lema 2.1.12, las hipótesis sobre p establecidas previamente y argumentando

como en las relaciones (2.1.16)–(2.1.18), obtenemos que fk ∈
(

W 1,p′(Gk)
)′

.

Nótese que el tanto el soporte de yk como el de fk están “lejos”de la parte de la

frontera de Gk que no interseca Γ.

Paso 2.

Ahora vamos a hacer un cambio de variable para transformar nuestro dominio Gk en

un rectángulo. Para k = 1, 2, . . . ,Λ definamos Jk : Gk −→ R = (−α,+α)N−1 × (0, β)

por

x̃ = Jk(x) = (x′,−bk(x′) + xn).

Jk es un difeomorfismo C1. La función zk(x̃) = yk(x̃
′, bk(x̃

′) + x̃N) satisface la ecuación

variacional

ak(zk, z) =< fkR, z > ∀z ∈ W 1,p′(R),

donde fkR ∈
(

W 1,p′(R)
)′

es la transformada de fk por el cambio de variable y

ak(zk, z) =

∫

R

∇zk(DJk)Â(DJk)
T∇zT |JacJ−1

k | +
∫

R

zkz|JacJ−1
k |,

donde Â es la matriz (aij).

La forma bilineal ak tiene coeficientes continuos y es coerciva enH1(R). Denotaremos

los coeficientes de ak por akij y ak0. Por construcción, sabemos que zk ∈ H1(R) ∩ Lp(R)

y que su soporte interseca una de las caras de R y está “lejos”de los otros. Probemos

que zk ∈W 1,p(R) y que satisface la estimación

‖zk‖W 1,p(R) ≤ C‖fkR‖(W 1,p′ (R))
′ . (2.1.54)

Para GΛ+1 no es necesario hacer ningún cambio de variable. En este caso el soporte

de yΛ+1 está dentro de GΛ+1.

Paso 3.

Esta parte de la demostración es análoga a la del caso Dirichlet. Usando (2.1.13),

tomamos de nuevo un recubrimiento por abiertos de diámetro menor o igual que ρ,
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{

Ck,s
ρ

}µ

s=1
. Estos conjuntos son cuadrados para k = 1, 2, . . . ,Λ o tienen una frontera

de clase C∞ para k = Λ + 1. Escogemos un punto xk,s ∈ Ck,s
ρ . También tomamos

una partición de la unidad relativa a ese recubrimiento {ϕk,s}µs=1. Tomamos zk,s para

1 ≤ s ≤ µ como en (2.1.14) y aśı obtenemos que zk,s satisface la igualdad variacional

ak,s(zk,s, z) = TNzk,s
(z) ∀z ∈W 1,p′(R)

donde

ak,s(z, v) =
N
∑

i,j=1

akij(xk,s)

∫

R

∂xi
z∂xj

v + ak0(xk,s)

∫

R

zv

y

TNξ (z) = < fN , ϕk,sz > +

∫

R

n
∑

i,j=1

akij(x)z(x)∂xi
ϕk,s(x)∂xj

z(x) +

∫

R

n
∑

i,j=1

akij(x)∂xi
zk(x)∂xj

ϕk,s(x)z(x) +

∫

Ck,s
ρ

n
∑

i,j=1

(

akij(xk,s) − aij(x)
)

∂xi
ξ(x)∂xj

z(x) +

∫

Ck,s
ρ

(

ak0(xk,s) − ak0(x)
)

ξz,

para cualquier ξ ∈ W 1,p(R). Para k = Λ + 1 las relaciones previas se mantienen reem-

plazando R por GΛ+1.

Paso 4.

Nótese que gracias a las propiedades de los soportes de zk y ϕk,s, sólo dos casos

pueden aparecer:

• Primer caso: el soporte de zk,s está dentro de Ck,s
ρ .

• Segundo caso: el soporte de zk,s interseca una cara de Ck,s
ρ y está “lejos” de las

otras.

Tomando E = R
N en el primer caso y E = R

N
+ en el segundo, tenemos que zk,s ∈

H1(E) ∩ Lp(E) y satisface la siguiente igualdad variacional.

ãk,s(zk,s, z) = TNzk,s
(z) ∀z ∈W 1,p′(E),
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donde

ãk,s(z, v) =
N
∑

i,j=1

akij(xk,s)

∫

E

∂xi
z∂xj

v + ak0(xk,s)

∫

E

zv.

Usando los Corolarios 2.1.7 y 2.1.11 deducimos la existencia de una única solución zξ ∈
W 1,p(E) de

ãk,s(zξ, z) = TNξ (z) ∀z ∈ W 1,p′(E)

para cada ξ ∈ W 1,p(E). Como en la demostración del Teorema 2.1.1 podemos mostrar

la contractividad de la aplicación ξ → zξ para ρ suficientemente pequeño. Por lo tanto

existe un único punto fijo de esta aplicación, que es zk,s. Aśı tenemos que zk,s ∈ W 1,p(R)

y zk,s satisface la estimación (2.1.54).

La demostración concluye sumando todos los zk,s, deshaciendo el cambio de variable

y sumando todos los yk.

De nuevo, argumentando como en la demostración del Teorema 2.1.1, el resultado se

puede extender para todo p > 2N/(N − 2) y por dualidad para todo 1 < p < 2.

2.2 Ecuaciones parabólicas

En esta sección nos ocupamos de la regularidad en Lτ (0, T ;W 1+ε,p(Ω)), ε ≥ 0

de la solución de un problema parabólico con condición de frontera Neumann.

El objetivo es deducir regularidad Lτ (0, T ;W 1+ε,p(Ω)) de la solución bajo con-

diciones mı́nimas de regularidad sobre los coeficientes de la parte principal

del operador y sobre la frontera del dominio. Como en el caso eĺıptico, coefi-

cientes continuos y frontera C1 son suficientes para esta regularidad si ε = 0.

Si ε > 0, serán necesarios coeficientes Hölder continuos y frontera de clase

C1+ε̂.

Introducción

Sea Ω un subconjunto abierto acotado y conexo de R
N . De nuevo denotaremos por

Γ la frontera de Ω. Sea T un número real positivo. Sean Q = Ω×]0, T [ y Σ = Γ×]0, T [.

Introducimos el operador eĺıptico

Ay = −
N
∑

i,j=1

∂xj
(aij(x, t)∂xi

y) .
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El propósito de esta sección es estudiar resultados de regularidad en Lτ (0, T ;W 1+ε,p(Ω))

de la solución del problema























∂y

∂t
+ Ay = f̂ en Q,

∂y

∂nA
= ĝ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω.

(2.2.1)

En esta sección, siempre que no lleve a confusión, usaremos las siguientes abrevia-

turas: Lτ (W s,p), L2(H1), W 1,τ ((W 1,p)′), Lk̃(Lk(Ω)), Lσ̃(Lσ(Γ)), y C(C0,ε(Ω̄)) respecti-

vamente por Lτ (0, T ;W s,p(Ω)), L2(0, T ;H1(Ω)), W 1,τ (0, T ; (W 1,p(Ω))′), Lk̃(0, T ;Lk(Ω)),

Lσ̃(0, T ;Lσ(Γ)) y C([0, T ];C0,ε(Ω̄)).

Existen en la literatura diferentes resultados relacionados con este. Por sencillez en

la exposición, y por que la mayor parte de la literatura trata el problema de Dirichlet,

consideraremos en esta introducción el problema de Dirichlet



















∂y

∂t
+ Ay = f en Q

y = 0 sobre Σ

y(0) = 0 en Ω × {0}

(2.2.2)

Los resultados que buscamos están relacionados con resultados de regularidad maximal

en el espacio Lτ (0, T ;W 1,p(Ω) (Lτ (W 1,p)-MRR para abreviar):

“La aplicación Λ que asocia f con la solución y de la ecuación (2.2.2) es

continua de Lτ (0, T ;W−1,p(Ω)) en Lτ (0, T ;W 1,p
0 (Ω))∩W 1,τ (0, T ;W−1,p(Ω)).”

Como se explica en el Teorema 2.2.1, este resultado de regularidad está estrechamente

relacionado con este otro

“La aplicación Λ que asocia f con la solución y de (2.2.2) es continua de

Lτ (0, T ;Lp(Ω)) en Lτ (0, T ;W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)) ∩W 1,τ (0, T ;Lp(Ω)).”

Nos referiremos a él como un resultado de regularidad maximal en Lτ (W 2,p) (Lτ (W 2,p)-

MRR para abreviar). Hay una literatura extensa para tales resultados:

Si la frontera de Ω es de clase C2, el operador está en forma de no-divergencia y

ai,j(x, t) ∈ C(Q̄), entonces se pueden encontrar Lτ (W 2,p)-MRR en Schlag [80] o Lady-

zhenskaya, Solonnikov y Ural’tseva [64] para p = τ , Dore y Venni [48] o Amann [4]
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para p 6= τ pero ai,j independientes del tiempo. Para ai,j dependientes del tiempo, un

Lτ (W 2,p)-MRR se puede encontrar para Γ de clase C4 en Von Wahl [90]. Amann anuncia

al final del Caṕıtulo IV de [4] que aparecerán otros resultados en el segundo volumen de

su monograf́ıa [5]. Labbas y Moussaoui en [63] establecen un Lτ (W 2,p)-MRR suponiendo

que Γ es de clase C2, ai,j(x, t) ∈ C(Q̄),
∂ai,j

∂xk
∈ L∞(Q), y ai,j(x, t) = a1(x)a2(t) si i = j,

ai,j = 0 si no. En Cannarsa y Vespri [14] un Lτ (W 2,p)-MRR se establece para Ω = R
N ,

con coeficientes acotados ai,j(x, t) ∈ C(Q̄),
∂ai,j(x,t)

∂xk
∈ C(Q̄).

Veamos que un Lτ (W 1,p)-MRR se puede deducir de un Lτ (W 2,p)-MRR por dualidad

e interpolación.

Teorema 2.2.1 Si la aplicación Λ que asocia la solución y de (2.2.2) con f es continua

del espacio Lτ (0, T ;Lp(Ω)) en Lτ (0, T ;W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω))∩W 1,τ (0, T ;Lp(Ω)) entonces Λ

es también continua de Lτ (0, T ;W−1,p(Ω)) en Lτ (0, T ;W 1,p
0 (Ω))∩W 1,τ (0, T ;W−1,p(Ω)).

Demostración. Consideremos la ecuación parabólica


















−∂y
∂t

+ Ay = f en Q

y = 0 sobre Σ

y(T ) = 0 en Ω × {T}

(2.2.3)

De la hipótesis de continuidad hecha sobre Λ, se deduce que la aplicación L que asocia

la solución y de (2.2.3) con f es continua de Lτ
′

(Lp
′

) en Lτ
′

(W 2,p′ ∩W 1,p′

0 ) ∩W 1,τ ′(Lp
′

).

Ahora supongamos que f pertenece a Lτ ((W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )′). Podemos definir la solución

de (2.2.2) por el llamado método de transposición de la siguiente manera:

Decimos que y ∈ Lτ (Lp) es una solución de (2.2.2) (cuando f ∈ Lτ ((W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )′)

) si

y = L∗f (2.2.4)

(donde L∗ es el operador adjunto del operador L arriba definido), esto es
∫

Q

y(−∂ϕ
∂t

+ Aϕ)dxdt = 〈f, ϕ〉
Lτ ((W 2,p′∩W 1,p′

0 )′)×Lτ ′ (W 2,p′(Ω)∩W 1,p′

0 )
(2.2.5)

para todo ϕ ∈ Lτ
′

(W 2,p′ ∩W 1,p′

0 ) ∩W 1,τ ′(Lp
′

).

Como L es continua de Lτ
′

(Lp
′

) en Lτ
′

(W 2,p′ ∩W 1,p′

0 ), entonces L∗ es continua de

Lτ ((W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )′) en Lτ (Lp).

Obsérvese que Lτ (Lp) puede ser identificada con un subespacio de Lτ ((W 2,p′∩W 1,p′

0 )′)

y que si f ∈ Lτ (Lp) entonces Λf = L∗f .
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Por lo tanto L∗ es un operador continuo de Lτ (Lp)+Lτ ((W 2,p′∩W 1,p′

0 )′) = Lτ ((W 2,p′∩
W 1,p′

0 )′) en Lτ (Lp). También es continuo de Lτ (Lp) en Lτ (W 2,p′ ∩W 1,p′

0 ).

Luego también es un operador continuo de

[

Lτ (Lp), Lτ ((W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )′)
]

1/2

en
[

Lτ (Lp), Lτ (W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )
]

1/2
= Lτ (W 1,p

0 ),

(donde [·, ·]1/2 es el functor de interpolación compleja de exponente 1/2).

Usando Triebel [85, Teorema 1.11.3] y con la identidad

[Lτ
′

(Lp
′

), Lτ
′

(W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )]1/2 = Lτ
′

(W 1,p′

0 ),

obtenemos

[Lτ (Lp), Lτ ((W 2,p′ ∩W 1,p′

0 )′)]1/2 = Lτ (W−1,p).

Por lo tanto L∗ (o Λ) es un operador continuo de Lτ (W−1,p) en Lτ (W 1,p
0 ).

Ahora, si y es una solución de (2.2.2) podemos escribir

〈dy
dt
, ϕ〉

W−1,p(Ω)×W 1,p′

0 (Ω)
= 〈f, ϕ〉 −

∫

Ω

(
N
∑

i,j=1

ai,j∂xj
y∂xi

ϕ)dx

para cada ϕ ∈ W 1,p′

0 (Ω). Como y ∈ Lτ (W 1,p
0 ) se sigue que la distribución

dy

dt
pertenece

a Lτ (W−1,p) y satisface
∥

∥

∥

∥

dy

dt

∥

∥

∥

∥

Lτ (W−1,p)

≤ C‖f‖Lτ (W−1,p).

La prueba está completa.

El objetivo de esta sección es conseguir un resultado de regularidad en Lτ (W 1,p) con

coeficientes continuos y frontera de clase C1. Bajo estas condiciones es imposible obtener

un resultado en Lτ (W 2,p), por lo que el teorema anterior resulta inaplicable. El único

resultado parecido que hemos encontrado en la literatura es de Vespri [89, Teorema 3.1].

La técnica que usamos es la de perturbación del caso de coeficientes constantes y la

aplicamos directamente para deducir regularidad Lτ (W 1+ε,p).
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Estimaciones preliminares

Supondremos que τ ∈ (1,∞) y p ∈ (1,∞) son dados y fijos en todo la sección.

Establezcamos ahora algunas hipótesis.

• La frontera Γ es de clase C1,ε̂ para algún 0 < ε̂ < 1.

• Los coeficientes aij pertenecen a C([0, T ];C0,ε̂(Ω̄)) y existen m,M > 0 tales que

m‖ξ‖2 ≤
N
∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤M‖ξ‖2

para todo ξ ∈ R
N y todo (x, t) ∈ Q.

Recordemos algunos resultados de regularidad. Supongamos que la frontera Γ es de

clase C2. Sean āij = aij(x̄, t̄) y Āy = −∑N
i,j=1 ∂xj

(āij∂xi
y), donde (x̄, t̄) es cualquier

punto de Q̄. Entonces la aplicación que asocia f̂ con la solución y de






















∂y

∂t
+ Āy = f̂ en Q,

∂y

∂nĀ
= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,

es continua de Lk̃1(Lk1(Ω)) en Lτ (W 1+εk,p) si se cumple alguna de las condiciones si-

guientes

0 <
εk
2
<
N

2p
+

1

τ
+

1

2
− N

2k1

− 1

k̃1

, si k1 ≤ p y k̃1 ≤ τ, (2.2.6)

0 <
εk
2
<
N

2p
+

1

2
− N

2k1

, si k1 ≤ p y k̃1 > τ, (2.2.7)

0 <
εk
2
<

1

τ
+

1

2
− 1

k̃1

, si k1 > p y k̃1 ≤ τ, (2.2.8)

0 < εk < 1, si k1 > p y k̃1 > τ. (2.2.9)

Para datos no homogéneos en la frontera, la aplicación que asocia ĝ con la solución

y de






















∂y

∂t
+ Āy = 0 en Q,

∂y

∂nĀ
= ĝ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,
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es continua de Lσ̃1(Lσ1(Γ)) en Lτ (W 1+εσ ,p) si se cumple alguna de las condiciones si-

guientes:

0 <
εσ
2
<
N

2p
+

1

τ
− N − 1

2σ1

− 1

σ̃1

, si σ1 ≤ p y σ̃1 ≤ τ, (2.2.10)

0 <
εσ
2
<
N

2p
− N − 1

2σ1

, si σ1 ≤ p y σ̃1 > τ, (2.2.11)

0 <
εσ
2
<

1

2p
+

1

τ
− 1

σ̃1

, si σ1 > p y σ̃1 ≤ τ, (2.2.12)

0 < εσ <
1

p
, si σ1 > p y σ̃1 > τ. (2.2.13)

Los anteriores resultados de regularidad se pueden demostrar usando las mismas

técnicas que en [77, Prop. 3.2].

En todo lo que sigue ε > 0 es dado y fijo, estrictamente menor que min(ε̂, 2/τ, 2/p),

y menor o igual que min(εσ, εk), donde εσ, εk son escogidos como en (2.2.6)–(2.2.13).

Hacemos las siguientes hipótesis sobre k̃1, k1, σ̃1, σ1.

• El par (k̃1, k1) satisface una de las condiciones (2.2.6)–(2.2.9) y

N

2k1

+
1

k̃1

< 1. (2.2.14)

• El par (σ̃1, σ1) satisface una de las condiciones (2.2.10)–(2.2.13) y

N − 1

2σ1

+
1

σ̃1

<
1

2
. (2.2.15)

Nota 2.2.1 Las condiciones (2.2.14) y (2.2.15) son necesarias para demostrar las Pro-

posiciones 2.2.7 y 2.2.9.

Un resultado de regularidad en Lτ (W 1+ε,p) para la ecuación lineal (2.2.1) se establece en

la Proposición 2.2.7. Primero establecemos algunas estimaciones preliminares.

Proposición 2.2.2 Supongamos que la frontera Γ es de clase C2. Sean āij = aij(x̄, t̄) y

Āy = −
N
∑

i,j=1

∂xj
(āij∂xi

y),
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donde (x̄, t̄) es cualquier punto en Q̄. Sea f̂ un elemento de Lk̃1(Lk1(Ω)) y ĝ un elemento

de Lσ̃1(Lσ1(Γ)). Entonces la solución débil y de la ecuación






















∂y

∂t
+ Āy = f̂ en Q,

∂y

∂nĀ
= ĝ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,

(2.2.16)

pertenece a Lτ (W 1+ε,p) ∩ L2(H1), y satisface

‖y‖Lτ (W 1+ε,p)∩L2(H1) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))), (2.2.17)

donde C depende de Ω, T , ε, k̃1, k1, σ̃1, y σ1 pero es independiente del punto (x̄, t̄).

Demostración. La demostración se puede llevar a cabo usando las estimaciones en

semigrupos anaĺıticos como en Raymond y Zidani [77, Proposición 3.2]. Obsérvese que

las condiciones establecidas ligando k̃1, k1, σ̃1, y σ1, con p, τ , εσ y εk son necesarias para

probar estas estimaciones.

Proposición 2.2.3 Supongamos que la frontera Γ es de clase C2, y definamos los coe-

ficientes āij como en la Proposición 2.2.2. Sea ~f un elemento de (Lτ (W ε,q) ∩ L2(Q))N ,

con min(p, 2N
N−2+2ε

) ≤ q ≤ p. Entonces la solución débil y de la ecuación variacional

−
∫

Q

y
∂φ

∂t
dx dt+

∫

Q

N
∑

i,j=1

āij∂xiy∂xj
φ dx dt =

∫

Q

~f · ∇φ dx dt

para todo φ ∈ C1(Q̄) tal que φ(T ) = 0, pertenece a Lτ (W 1+ε,q) ∩ L2(H1) y satisface

‖y‖Lτ (W 1+ε,q)∩L2(H1) ≤ C‖~f‖(Lτ (W ε,q)∩L2(Q))N ,

donde C es independiente de (x̄, t̄) ∈ Q̄ y de q ∈ [min(p, 2N
N−2+2ε

), p].

Demostración. La estimación en L2(H1), cuando ~f pertenece a (L2(Q))N es clásica.

Probemos la estimación en Lτ (W 1+ε,q). De resultados de regularidad maximal para

ecuaciones con coeficientes regulares, deducimos que la aplicación ~f 7→ y~f (donde y~f
denota la solución de la ecuación) es continua de Lτ (W 1,q) en Lτ (W 2,q), y de Lτ (Lq(Ω))

en Lτ (W 1,q) (véase Vespri [89]). Además la constante en las correspondientes esti-

maciones puede ser escogida independientemente de q ∈ [min(p, 2N
N−2+2ε

), p]. Como

(Lτ (W 2,q), Lτ (W 1,q))ε,q ≡ Lτ (W 1+ε,q) (véase Triebel [85], o Daners y Medina [46]), el

resultado se sigue por medio de interpolación real.
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Proposición 2.2.4 Supongamos que la frontera Γ es de clase C2, y definamos los coe-

ficientes āij como en la Proposición 2.2.2. Sea f un elemento de L2(Q), y sea y la

solución débil en L2(H1) de la ecuación variacional

−
∫

Q

y
∂φ

∂t
dx dt+

∫

Q

N
∑

i,j=1

āij∂xi
y ∂xj

φ dx dt =

∫

Q

fφ dx dt

para todo φ ∈ C1(Q̄) tal que φ(T ) = 0. Si p ≤ 2, entonces

‖y‖Lτ (W 1+ε,p)∩L2(H1) ≤ C‖f‖L2(Q).

Se τ ≤ 2 y p > 2, entonces

‖y‖Lτ (W 1+ε,q)∩L2(H1) ≤ C‖f‖L2(Q),

con q = 2N
N−2+2ε

. Si τ > 2 y p > 2, entonces

‖y‖Lτ (W 1+ε,q)∩L2(H1) ≤ C‖f‖L2(Q),

para cualquier q ≥ 2 que satisfaga N
4

+ 1
2
< N

2q
+ 1

τ
+ 1

2
− ε

2
. Además, en las anteriores

estimaciones, las constantes C son independientes de(x̄, t̄) ∈ Q̄.

Demostración. Si p ≤ 2, usando estimaciones en semigrupos anaĺıticos, probamos que

y pertenece a Lτ (W 1+ε,2) para todo τ ≥ 2 tal que 1/2 < 1/τ +1/2−ε/2. Como ε < 2/τ ,

y pertenece a Lτ (W 1+ε,2) para todo τ ≥ 2. Si τ ≤ 2 y p > 2, entonces y pertenece a

L2(W 2,2). En este caso, la estimación se sigue de las desigualdades de Sobolev. El último

caso se puede tratar también usando estimaciones en semigrupos anaĺıticos.

Proposición 2.2.5 Supongamos que la frontera Γ es de clase C3, y definamos los coe-

ficientes āij como en la Proposición 2.2.2. Sea f un elemento de Lτ (W ε,q)∩L2(Q), con

min(p, 2N
N−2+2ε

) ≤ q ≤ p. Entonces la solución débil y de la ecuación variacional

−
∫

Q

y
∂φ

∂t
dx dt+

∫

Q

N
∑

i,j=1

āij∂xi
y ∂xj

φ dx dt =

∫

Q

fφ dx dt

para todo φ ∈ C1(Q̄) tal que φ(T ) = 0, pertenece a Lτ (W 1+ε,q̃) ∩ L2(H1) con q̃ = Nq
N−q

si

q < N , q = p si q ≥ N , y satisface

‖y‖Lτ (W 1+ε,q̃)∩L2(H1) ≤ C‖f‖Lτ (W ε,q)∩L2(Q),

donde C es independiente de (x̄, t̄) ∈ Q̄ y de q ∈ [min(p, 2N
N−2+2ε

), p].
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Demostración. Usando interpolación real, como en la prueba de la Proposición 2.2.3,

demostramos primero que

‖y‖Lτ (W 2+ε,q)∩L2(H1) ≤ C‖f‖Lτ (W ε,q)∩L2(Q).

Concluimos con desigualdades de Sobolev.

Lema 2.2.6 Sea ε < ε̃ < ε̂. Para todo q ∈ [min(p, 2N
N−2+2ε

), p], todo y ∈ Lτ (W ε,q), y

todo a ∈ C([0, T ];C0,ε̃(Ω̄)), ay pertenece a Lτ (W ε,q), y

‖ay‖Lτ (W ε,q) ≤ C‖a‖C([0,T ];C0,ε̃(Ω̄)‖y‖Lτ (W ε,q),

donde C no depende de q ∈ [min(p, 2N
N−2+2ε

), p].

Demostración. Usando la definición de la norma en Lτ (W ε,q), con cálculos directos

llegamos a

‖ay‖τLτ (W ε,q) =

∫ T

0

(∫

Ω×Ω

|a(x, t)y(x, t) − a(x′, t)y(x′, t)|q
|x− x′|n+εq

dx dx′
)τ/q

dt

≤ C

∫ T

0

(∫

Ω×Ω

|a(x, t) − a(x′, t)|q
|x− x′|ε̃q

|y(x, t)|q
|x− x′|n+(ε−ε̃)q

dx dx′
)τ/q

dt

+C

∫ T

0

(∫

Ω×Ω

|a(x′, t)|q |y(x, t) − y(x′, t)|q
|x− x′|n+εq

dx dx′
)τ/q

dt

≤ C‖a‖τC(C0,ε̃(Ω̄))maxξ∈Ω̄

(∫

Ω

dx′

|ξ − x′|n+(ε−ε̃)q

)τ/q ∫ T

0

(∫

Ω

|y(x, t)|qdx
)τ/q

dt

+C‖a‖τC(Q̄)‖y‖τLτ (W ε,q).

La prueba está completa.

Una vez establecidos estas estimaciones auxiliares, ya estamos en disposición de escribir

los resultados de regularidad necesarios para el estudio de las ecuaciones que intervienen

en el problema de control. Comencemos con el resultado principal de esta sección.

Proposición 2.2.7 Sean a ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), b ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), f̂ ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)) y ĝ ∈
Lσ̃1(Lσ1(Γ)). Entonces la solución y en L2(H1) ∩ C([0, T ];L2) de la ecuación























∂y

∂t
+ Ay + ay = f̂ en Q,

∂y

∂nA
+ by = ĝ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,

(2.2.18)
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satisface la estimación

‖y‖Lτ (W 1+ε,p) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))), (2.2.19)

donde C sólo depende de Ω, T , A y una cota superior de ‖a‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖b‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)).

Demostración. Debido a (2.2.14) y (2.2.15), notemos primero que y ∈ L∞(Q) (véase

Casas, Raymond y Zidani [35]), y que

‖y‖L∞(Q) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))), (2.2.20)

donde C depende de una cota superior de ‖a‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖b‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)). Por lo tanto

es suficiente considerar el caso donde a ≡ 0 y b ≡ 0. Supondremos que estamos en ese

caso pues. Para probar (2.2.19), cuando los coeficientes aij ∈ C([0, T ];C ε̂(Ω̄)), usamos

la técnica de “congelar los coeficientes” como en Vespri [89, Teorema 3.1]. Hasta el Paso

3, supondremos que la frontera Γ es regular.

Paso 1.

Probemos primero una estimación en Lτ (W ε,p). De Ladyz̆enskaja et al. [64, Caṕıtulo

3, Teorema 5.1], sabemos que la solución débil de (2.2.18) pertenece al espacio L2(0, T ;H1(Ω))∩
C([0, T ];L2(Ω)), y satisface

‖y‖L2(0,T ;H1(Ω))∩C([0,T ];L2(Ω)) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))). (2.2.21)

Escojamos r̃ y r, tales que ε̃
2

+ 1−ε̃
r

= 1
p
, y ε̃

2
+ 1−ε̃

r̃
= 1

τ
, donde ε̃ es un exponente

estrictamente mayor que ε. Como ‖y‖Lr̃(Lr(Ω)) ≤ C‖y‖L∞(Q) y [Lr(Ω),W 1,2(Ω)]ε̃ →֒
W ε,p(Ω), de (2.2.20) y (2.2.21), y por interpolación se sigue que

‖y‖Lτ (W ε,p) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))).

Paso 2.

Para cualquier ρ > 0, sea 0 = t1 < t2 < . . . < tk < . . . < tK = T una subdivisión

regular de [0, T ], tal que tk − tk−1 = ℓ(ρ) y

max{‖aij(t, ·)−aij(t′, ·)‖C0,ε̂(Ω̄) | t ∈ [tk−1, tk], t
′ ∈ [tk−1, tk], 1 ≤ i, j ≤ N, 2 ≤ k ≤ K} ≤ ρ.

Sea
{

Cs
ρ

}µ

s=1
una colección de conjuntos abiertos de clase C∞, de diámetro menor o igual

que ρ > 0 tales que

Ω̄ ⊂ ∪µs=1C
s
ρ,
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y sea {ϕs}µs=1 una partición de la unidad subordinada a ese recubrimiento. Sea ψk la

función continua en [0, T ], af́ın en cada intervalo [tk, tk+1], que es igual a 1 en tk y 0 en

tj si j 6= k. Para un punto fijo dado xs ∈ Cs
ρ, sea

āskij = aij(xs, tk) y ysk(x, t) = ψk(t)ϕs(x)y(x, t) para 1 ≤ s ≤ µ, 1 ≤ k ≤ K.

(2.2.22)

Fijemos 1 ≤ k ≤ K y 1 ≤ s ≤ µ. Para todo ξ ∈ L2(H1), definimos el operador T ksξ como

T ksξ (φ) =

∫

Q

ψkϕsf̂φ dx dt+

∫

Σ

ψkϕsĝφ ds dt

+

∫

Q

ψk

N
∑

i,j=1

aijy∂xi
ϕs∂xj

φ dx dt−
∫

Q

ψk

N
∑

i,j=1

aij∂xi
y∂xj

ϕsφ dx dt

+

∫

Q

ϕsy
∂ψk
∂t

φ dx dt+

∫ tk+1

tk−1

∫

Cs
ρ

N
∑

i,j=1

(āskij − aij)∂xi
ξ∂xj

φ dx dt,

con la convención t0 = t1 = 0 y tK+1 = tK = T . Para todo ξ ∈ L2(H1), sea z(ξ) la única

solución en L2(H1) de la ecuación variacional

−
∫

Q

z
∂φ

∂t
dx dt+

∫

Q

N
∑

i,j=1

āskij ∂xi
z∂xj

φ dx dt = T ksξ (φ) (2.2.23)

para todo φ ∈ C1(Q̄) tal que φ(T ) = 0. Obsérvese que z(ysk) ≡ ysk. Probemos que,

si ρ es suficientemente pequeño, entonces la aplicación ξ 7→ z(ξ) admite un punto fi-

jo en Lτ (W 1+ε,p1) ∩ L2(H1), donde p1 = min(p, 2N
N−2+2ε

). Debido al Lema 2.2.6, si

ξ ∈ Lτ (W 1+ε,p1) ∩ L2(H1), entonces
∑N

i=1(ā
st
ij − aij)∂xi

ξ pertenece a Lτ (W ε,p1) ∩ L2(Q)

para todo 1 ≤ j ≤ N . Nótese que ψkϕsf̂ pertenece a Lk̃1(Lk1(Ω)), ψkϕsĝ pertene-

ce a Lσ̃1(Lσ1(Γ)). Debido al Paso 1 y el Lema 2.2.6, ψk
∑N

i=1 aijy∂xi
ϕs pertenece a

Lτ (W ε,p)∩L2(Q) para 1 ≤ j ≤ N . Obsérvese también que ψk
∑N

i,j=1 aij∂xi
y∂xj

ϕs perte-

nece a L2(Q), y ϕsy
∂ψk

∂t
pertenece a L∞(Q). De las Proposiciones 2.2.2 a 2.2.4, se sigue

que z(ξ) pertenece a Lτ (W 1+ε,p1) ∩ L2(H1) para todo ξ ∈ Lτ (W 1+ε,p1) ∩ L2(H1).

Por otro lado, debido a la Proposición 2.2.3 y el Lema 2.2.6, se sigue que

‖z(ξ1)−z(ξ2)‖Lτ (W 1+ε,p1)∩L2(H1) ≤ C

N
∑

i,j=1

‖(āskij−aij)(∂xi
ξ1−∂xi

ξ2)‖Lτ (W ε,p1)∩L2(]tk−1,tk+1[×Cs
ρ)

≤ C
(

maxi,j‖āskij − aij(tk, ·)‖C0,ε̃(C̄s
ρ) + maxi,j‖aij(tk, ·) − aij(·)‖C([tk−1,tk+1];C0,ε̃(C̄s

ρ))

)

·
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·‖∇ξ1 −∇ξ2‖(Lτ (W ε,p1 )∩L2(Q))N

≤ C(ρε̂−ε̃ + ρ)‖∇ξ1 −∇ξ2‖(Lτ (W ε,p1)∩L2(Q))N ,

para algún ε̃ ∈]ε, ε̂[. Por lo tanto, para ρ suficientemente pequeño, la aplicación ξ → z(ξ)

es una contracción en Lτ (W 1+ε,p1) ∩ L2(H1). Como la solución z de la ecuación

−
∫

Q

z
∂φ

∂t
dx dt+

∫

Q

N
∑

i,j=1

āskij ∂xi
z∂xj

φ dx dt = T ksysk
(v)

para todo φ ∈ C1(Q̄) tal que φ(T ) = 0, es única en L2(H1) y es igual a ysk, este punto

fijo es ysk. De la igualdad y = ΣK
k=1Σ

µ
s=1ysk, se sigue que y pertenece a Lτ (W 1+ε,p1).

Paso 3.

Si p = p1 la demostración está completa. De otro modo, definimos p2 = Np1
N−p1

si

p1 < N , y p2 = p si p1 ≥ N . Repetimos el Paso 2. Queremos probar que la aplicación

ξ 7→ z(ξ) admite un punto fijo en Lτ (W 1+ε,p2) ∩ L2(H1). Debido al Lema 2.2.6, si

ξ ∈ Lτ (W 1+ε,p2) ∩ L2(H1), entonces
∑N

i=1(ā
st
ij − aij)∂xi

ξ pertenece a Lτ (W ε,p2) ∩ L2(Q)

para todo 1 ≤ j ≤ N . Como y pertenece a Lτ (W 1+ε,p1), ψk
∑N

i,j=1 aij∂xi
y∂xj

ϕs pertenece

a Lτ (W ε,p1)∩L2(Q), y debido a las desigualdades de Sobolev, ψk
∑N

i=1 aijy∂xi
ϕs pertenece

a Lτ (W ε,p2) ∩ L2(Q) para 1 ≤ j ≤ N .

Como antes ψkϕsf̂ pertenece a Lk̃1(Lk1(Ω)), ψkϕsĝ pertenece a Lσ̃1(Lσ1(Γ)), y ϕsy
∂ψk

∂t

pertenece a L∞(Q). De las Proposiciones 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.5, se sigue que z(ξ) pertenece

a Lτ (W 1+ε,p2) ∩ L2(H1) para todo ξ ∈ Lτ (W 1+ε,p2) ∩ L2(H1). Concluimos demostrando

que la aplicación ξ 7→ z(ξ) es una contracción en Lτ (W 1+ε,p2) ∩ L2(H1) para el mismo

ρ que en el Paso 2, y que y pertenece a Lτ (W 1+ε,p2). Repitiendo este argumento un

número finito de veces, finalmente probamos que y pertenece a Lτ (W 1+ε,p) y que

‖y‖Lτ (W 1+ε,p) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))).

Obsérvese que la primera iteración del Paso 2 (con p1) es diferente de la segunda.

De hecho, para la primera iteración sólo sabemos que ψk
∑N

i,j=1 aij∂xi
y∂xj

ϕs pertenece a

L2(Q), y usamos la Proposición 2.2.4. Para la segunda iteración del Paso 2, sabemos

que ψk
∑N

i,j=1 aij∂xi
y∂xj

ϕs pertenece a Lτ (W ε,p1)∩L2(Q), y usamos la Proposición 2.2.5.

Paso 4.
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Si la frontera Γ es de clase C1,ε̂, haciendo un cambio de variable en la formulación

variacional de la ecuación (2.2.18), la ecuación puede ser reducida a una ecuación si-

milar a (2.2.18) pero en un dominio con frontera regular. Debido a los Pasos 1-3, la

correspondiente solución pertenece a Lτ (W 1+ε,p). Deshaciendo el cambio de variable,

demostramos que la solución de la ecuación (2.2.18) satisface (2.2.19).

Supongamos ahora que las hipótesis de regularidad sobre Γ y los coeficientes son

reemplazadas por

• La frontera Γ es de clase C1.

• Los coeficientes aij pertenecen a C(Q̄) y existen m,M > 0 que satisfacen

m‖ξ‖2 ≤
N
∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤M‖ξ‖2 para todo ξ ∈ R
N y todo (x, t) ∈ Q.

En este caso, podemos adaptar la prueba de la Proposición 2.2.7 para establecer los

siguientes resultados.

Proposición 2.2.8 Sean a ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), b ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), f̂ ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)) y ĝ ∈
Lσ̃1(Lσ1(Γ)). Entonces la solución y en L2(H1) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) de la ecuación























∂y

∂t
+ Ay + ay = f̂ en Q,

∂y

∂nA
+ by = ĝ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,

(2.2.24)

satisface la estimación

‖y‖Lτ (W 1,p) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))), (2.2.25)

donde C sólo depende de Ω, T , A y una cota superior de ‖a‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖b‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)).

Proposición 2.2.9 Sean a ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), b ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), f̂ ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)) , ĝ ∈
Lσ̃1(Lσ1(Γ)) y ζ ∈ Lτ (W 1,p). Entonces, la solución y de la ecuación























∂y

∂t
+ Ay + ay = f̂ ζ en Q,

∂y

∂nA
+ by = ĝζ sobre Σ,

y(·, 0) = 0 en Ω,

(2.2.26)
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satisface la estimación

‖y‖Lτ (W 1,p) ≤ C(‖f̂‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖ĝ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)))‖ζ‖Lτ (W 1,p), (2.2.27)

donde C sólo depende de Ω, T , A y una cota superior de ‖a‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+ ‖b‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)).

Demostración. Por sencillez en la exposición, trataremos sólo el caso donde k1 ≤ p,

k̃1 ≤ τ , σ1 ≤ p, y σ̃1 ≤ τ . Los otros casos funcionan de una manera similar.

Nótese que f̂ ζ pertenece a Lk̃(Lk) con 1
k̃

= 1
k̃1

+ 1
τ

y 1
k

= 1
k1

+ N−p
Np

si p < N , todo

k < k1 si p = N , y k = k1 si p > N . Debido a la condición (2.2.14) satisfecha por k1 y

k̃1, podemos verificar que
N

2k
+

1

k̃
<
N

2p
+

1

τ
+

1

2
.

Podemos también verificar que ĝζ pertenece a Lσ̃(Lσ(Γ)) con 1
σ̃

= 1
σ̃1

+ 1
τ

y 1
k

= 1
σ1

+ N−p
(N−1)p

si p < N , todo σ < σ1 si p = N , y σ = σ1 si p > N . Debido a la condición (2.2.15)

satisfecha por σ1 y σ̃1, podemos verificar que

N − 1

2σ
+

1

σ̃
<
N

2p
+

1

τ
.

Por lo tanto, si a ≡ 0 y b ≡ 0 podemos probar que y pertenece a Lτ (W 1,p), y que se

cumple la estimación (2.2.27). Para a ∈ Lk̃1(Lk1) y b ∈ Lσ̃1(Lσ1), (2.2.27) se demuestra

por un argumento de punto fijo, como al final de la demostración de la Proposición

2.2.10.

Para tratar la ecuación de estado adjunto para problemas de control gobernados por

ecuaciones parabólicas, es necesario darle un sentido. Consideremos la siguiente ecuación






















−∂ϕ
∂t

+ A∗ϕ = div ~η en Q,

∂ϕ

∂nA∗

= −~η · ~n sobre Σ,

ϕ(·, T ) = 0 en Ω,

(2.2.28)

donde ~n es el vector unidad normal exterior a Γ, y suponemos que ~η es regular. (Como de

costumbre A∗ denota el adjunto formal de A.) Por definición, una función ϕ ∈ L1(W 1,1)

es una solución de (2.2.28) si, y sólo si,

∫

Q

(ϕ
∂y

∂t
+

N
∑

i,j=1

aij∂xj
ϕ∂xi

y) dx dt = −
∫

Q

~η · ∇y dx dt (2.2.29)
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para todo y ∈ C1(Q̄) tal que y(0) = 0. La ecuación variacional (2.2.29) tiene sentido si

~η pertenece a Lr(Q) para algún r > 1, incluso si la traza normal ~η · ~n no esta definida.

Por simplicidad en la exposición, seguiremos escribiendo la ecuación variacional

(2.2.29) de la forma (2.2.28), incluso aunque la notación ~η · ~n sea abusiva cuando ~η

no es regular.

En el resto de la sección k̃2, k2, σ̃2, σ2 y ν son constantes que satisfacen

N

2k2

+
1

k̃2

≤ 1,
N − 1

2σ2

+
1

σ̃2

≤ 1

2
, y

N

2ν
< min(

N

2k′1
+

1

k̃′1
,
N − 1

2σ′
1

+
1

σ̃′
1

)(2.2.30)

donde k′1 (resp. k̃′1, σ
′
1, σ̃

′
1) es el exponente conjugado de k1 (resp. k̃1, σ1, σ̃1). También

supondremos que k̃1, k1, σ̃1, y σ1 satisfacen las siguientes condiciones adicionales

k̃1 ≥ τ, σ̃1 ≥ τ,

k1 ≥
Np′

Np′ −N + p′
y σ1 ≥

(N − 1)p′

(N − 1)p′ −N + p′
si p′ < N.

Proposición 2.2.10 Sean a ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), b ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), F̂ ∈ Lk̃2(Lk2(Ω)), ~η ∈
(Lτ

′

(Lp
′

))N , Ĝ ∈ Lσ̃2(Lσ2(Γ)) y L̂ ∈ Lν(Ω). Entonces, existe un único ϕ ∈ Lτ
′

(W 1,p′) +

L2(H1) que satisface la ecuación























−∂ϕ
∂t

+ A∗ϕ+ aϕ = F̂ + div ~η en Q,

∂ϕ

∂nA∗

+ bϕ = Ĝ− ~η · ~n sobre Σ,

ϕ(·, T ) = L̂ en Ω,

(2.2.31)

y se satisface la estimación

‖ϕ‖Lτ ′ (W 1,p′)+L2(H1) ≤ C(‖η‖(Lτ ′(Lp′ ))N + ‖F̂‖
Lk̃2 (Lk2 (Ω))

+ ‖Ĝ‖Lσ̃2 (Lσ2 (Γ)) + ‖L̂‖Lν(Ω)),

donde C depende sólo de Ω, T , A y una cota superior para ‖a‖
Lk̃1 (Lk1 (Ω))

+‖b‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ)).

Además, si y es la solución de la ecuación (2.2.18), se satisface la fórmula de Green

∫

Q

ϕ

(

∂y

∂t
+ Ay + ay

)

dx dt+

∫

Σ

ϕ

(

∂y

∂nA
+ by

)

ds dt =
∫

Q

F̂ y dx dt−
∫

Q

~η · ∇y dx dt+

∫

Σ

Ĝy ds dt+

∫

Ω

L̂y(T ) dx.
(2.2.32)
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Demostración. Paso 1. Primero consideraremos el caso donde F̂ ≡ 0, L̂ ≡ 0, y

Ĝ ≡ 0.

Si a ≡ 0 y b ≡ 0, y si los coeficientes del operador A son regulares e independientes del

tiempo, la existencia de ϕ ∈ Lτ
′

(W 1,p′) satisfaciendo (2.2.31) se puede obtener usando

técnicas de dualidad, interpolación y resultados de regularidad maximal como en el

Teorema 2.2.1 o Vespri [89, Teorema 3.3] y las referencias ah́ı contenidas. El paso de

coeficientes regulares a coeficientes continuos (también dependientes del tiempo) para A

se puede llevar a cabo por localización y un teorema de punto fijo como en la Proposición

2.2.7 o [89, Teorema 3.1].

El caso a 6≡ 0 y b 6≡ 0 se puede deducir del anterior usando un argumento de punto

fijo. De hecho, obsérvese que si ξ ∈ Lτ
′

(W 1,p′) entonces ξ ∈ Lτ
′

(Lp
′∗

), ξ|Σ ∈ Lτ
′

(Lβ(Γ)),

donde p′∗ = p′N/(N − p′) y β = ((N − 1)p′)/(N − p′) si p′ < N , p′∗ y β son reales

cualesquiera en (1,+∞) si p′ ≥ N . Como a ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), b ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), se verifica

que aξ ∈ Lr̃(Lr) y bξ|Σ ∈ Ls̃(Ls(Γ)), donde 1/r̃ = 1/k̃1 + 1/τ ′, 1/r = 1/k1 + 1/p′∗,

1/s̃ = 1/σ̃1 + 1/τ ′ y 1/s = 1/σ1 + 1/β. Usando (2.2.14) y (2.2.15), se sigue que

N

2r
+

1

r̃
<

N

2p′
+

1

τ ′
+

1

2
y
N − 1

2s
+

1

s̃
<

N

2p′
+

1

τ ′
.

Supongamos que 1/k1 ≥ 1/p′ − 1/p′∗ y 1/σ1 ≥ 1/p′ − 1/β. En este caso, la aplicación

que asocia la solución ϕξ de la ecuación























−∂ϕξ
∂t

+ A∗ϕξ = div ~η − aξ en Q,

∂ϕξ
∂nA∗

= −~η · ~n− bξ sobre Σ,

ϕξ(·, T ) = 0 en Ω,

con ξ es af́ın y continua de Lτ
′

(W 1,p′) en si mismo. Usando esta propiedad, podemos

probar que ξ → ϕξ es una contracción en Lτ
′

(0, t̄;W 1,p′) para t̄ suficientemente pequeño.

La estimación en Lτ
′

(W 1,p′) se puede deducir mediante una técnica estándar. Si 1/k1 <

1/p′−1/p′∗ r 1/σ1 < 1/p′−1/β, el método de punto fijo anteriormente expuesto se puede

llevar a cabo reemplazando k1 por min(k1, (1/p
′ − 1/p′∗)−1), y σ1 por min(σ1, (1/p

′ −
1/β)−1).
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Paso 2. La ecuación






















−∂ϕ
∂t

+ A∗ϕ+ aϕ = F̂ en Q,

∂ϕ

∂nA∗

+ bϕ = Ĝ sobre Σ,

ϕ(·, T ) = L̂ en Ω,

(2.2.33)

admite una única solución ϕ que satisface

‖ϕ‖L2(H1) ≤ C(‖F̂‖
Lk̃2 (Lk2 (Ω))

+ ‖Ĝ‖Lσ̃2 (Lσ2 (Γ)) + ‖L̂‖Lν(Ω))

(cf. [64]). Además, debido a la condición (2.2.30), podemos probar que ϕ pertenece

a Lk̃
′

1(Lk
′

1(Ω)), y ϕ|Σ pertenece a Lσ̃
′

1(Lσ
′

1(Γ)). (Estos resultados de regularidad son

necesarios para la fórmula de Green.)

La fórmula de Green es cierta para funciones regulares, y se sigue de un argumento

de densidad.



Caṕıtulo 3

Estudio de las ecuaciones de estado

En este caṕıtulo estudiamos las ecuaciones no lineales que ligan al control y

al estado en los problemas de control estudiados en la segunda parte de la

memoria. Se establecen resultados de existencia y unicidad de las soluciones,

aśı como la dependencia continua de las mismas respecto al control. Bajo

ciertas hipótesis extra se prueba diferenciabilidad de primer y segundo orden

de la solución respecto al control.

Por último se hacen desarrollos de Taylor del estado respecto al control ba-

sados en perturbaciones difusas de este último. Esto es preciso cuando el

conjunto de controles no es convexo. En este caso no es necesario suponer

condiciones de diferenciabilidad respecto al control.

En este caṕıtulo, y a no ser que se diga lo contrario, Ω denotará un subcon-

junto abierto, acotado y conexo de R
N , cuya frontera Γ es de clase C1.

3.1 Ecuaciones eĺıpticas

Sean A un operador eĺıptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pág. 23),

p > N , a0 ∈ Lp/2(Ω), f una función f : Ω × R
2 −→ R y g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ).

Consideremos

Uad = {u ∈ L∞(Ω) : u(x) ∈ KΩ(x) c.t.p. x ∈ Ω} ,

donde KΩ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y cerrada en P(R).
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Teorema 3.1.1 Supongamos que f : Ω×(R×R) −→ R es una función de Carathéodory,

monótona decreciente en la segunda variable, y tal que

E0 - para todo M ≥ 0 existe una función ψM ∈ Lp/2(Ω) tal que |f(x, t, u(x)| ≤ ψM(x)

para c.t.p. x ∈ Ω, para todo |t| ≤M y para todo u ∈ Uad.

Entonces, para todo u ∈ Uad existe una única solución variacional yu ∈ W 1,p(Ω) del

problema






Ayu + a0yu = f(x, yu, u) en Ω

∂νA
yu = g sobre Γ.

(3.1.1)

y una constante CUad
tal que

‖yu‖W 1,p(Ω) ≤ CUad
para todo u ∈ Uad.

Además, si {uj}∞j=1 ⊂ Uad y uj(x) → u(x) c.t.p. x ∈ Ω con u ∈ Uad, entonces yuj
→ yu

en W 1,p(Ω).

Demostración. Sea u ∈ Uad.

Supondremos para empezar que existe ψ ∈ Lp/2(Ω) tal que |f(x, y, u(x))| ≤ ψ(x)

para todo y ∈ R y casi todo x ∈ Ω.

Mostremos primero que existe solución. Definimos F : L2(Ω) → L2(Ω) tal que

F (z) = y si y sólo si







Ay + a0y = f(x, z, u) en Ω

∂nA
y = 0 sobre Γ.

Como p > N , existe una solución yz = F (z) ∈ H1(Ω) y además ‖F (z)‖H1
0 (Ω) ≤

c‖ψ‖Lp/2(Ω). De la inclusión compacta H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) tenemos que F es un opera-

dor compacto de L2(Ω) en L2(Ω), y por el teorema del punto fijo de Schauder, existe

una solución y ∈ H1
0 (Ω) de (3.1.1).

La unicidad de sigue de la monotońıa de f en la segunda variable.

Veamos que la solución está acotada. Sea k > 0. Definimos

yk =



















y − k si y > k

0 si −k ≤ y ≤ k

y + k si y < −k.
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Tenemos que yk ∈ H1(Ω) por ser la composición de una función de H1(Ω) con una

función Lipschitz. Además yk tiene el mismo signo que y. Usando todo esto y que

donde yk 6= 0, se tiene que las derivadas parciales de yk coinciden con las de y, y que
∫

Ω
a0ykyk dx ≤

∫

Ω
a0yyk, tenemos que

m‖yk‖2
H1(Ω) ≤ a(yk, yk) ≤ a(y, yk)

≤ a(y, yk) −
∫

Ω

(f(x, y, u(x)) − f(x, 0, u(x))yk dx

=

∫

Ω

f(x, 0, u(x))yk dx

≤ ‖f(x, 0, u(x))‖Lp/2(Ω)‖yk‖Lp/(p−2)(Ω),

donde a(·, ·) es la forma bilineal asociada al operador y está definida en (2.1.10) (pág.

27). Usando la inclusión continua de W 1,p′(Ω) en Lp/(p−2)(Ω) tenemos que

m‖yk‖2
H1(Ω) ≤ C‖yk‖W 1,p′ (Ω).

Ahora seguimos por el procedimiento habitual. Sea Ak = {x ∈ Ω : |y(x)| > k} Por el

lado derecho tenemos

‖yk‖W 1,p′(Ω) ≤ C|Ak|
2−p′

2p′ ‖yk‖H1(Ω),

luego

‖yk‖H1(Ω) ≤ C|Ak|
2−p′

2p′ .

Por el lado izquierdo

‖yk‖H1(Ω) ≥ ‖yk‖
L

2N
N−2 (Ω)

= ‖yk‖
L

2N
N−2 (Ak)

.

Sea h > k. En Ah, se tiene que |yk| > h − k, y además ‖yk‖
L

2N
N−2 (Ak)

≥ ‖yk‖
L

2N
N−2 (Ah)

.

Como

‖yk‖
L

2N
N−2 (Ah)

=

(∫

Ah

|yk|
2N

N−2

)
N−2
2N

≥
(∫

Ah

|h− k| 2N
N−2

)
N−2
2N

= (h− k)|Ah|
N−2
2N ,

tenemos

(h− k)|Ah|
N−2
2N ≤ c|Ak|

2−p′

2p′ ,

o lo que es lo mismo:

|Ah| ≤ c
|Ak|

(2−p′)N

p′(N−2)

(h− k)
2N

N−2

.
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Aplicamos el lema de Kinderlehrer-Stampacchia, teniendo en cuenta que 2N/(N−2) > 0

y que las condiciones impuestas sobre p implican que (2 − p′)N/(p′(N − 2)) > 1, y

tenemos que |Ak| = 0 para todo k > d, con d una constante que sólo depende de Ω, N ,

p, y ‖f(x, 0, u(x))‖Lp/2(Ω). Luego y ∈ L∞(Ω) y

‖y‖L∞(Ω) ≤ d.

La regularidad W 1,p(Ω) de y se sigue inmediatamente del Teorema 2.1.3 y la inclusión

Lp/2(Ω) ⊂
(

W 1,p′(Ω)
)′

.

Supongamos ahora que no existe necesariamente una ψ que acote a f independien-

temente de y, pero que se cumple E0. En este caso definimos

fj(x, y, u(x)) =



















f(x, j, u(x)) si y > j

f(x, y, u(x)) si −j ≤ y ≤ j

f(x,−j, u(x)) si y < −j.

Tenemos que fj es monótona decreciente en la segunda variable y que |f(x, y, u(x)| ≤
ψj(x) para casi todo x ∈ Ω con ψj ∈ Lp/2(Ω). Por lo tanto existe una única yj ∈W 1,p(Ω)

tal que






Ayj + a0yj = fj(x, yj, u) en Ω

∂νA
yj = g sobre Γ.

Además ‖yj‖L∞(Ω) ≤ d para todo j. Por lo tanto, para j > d, fj(x, yj, u(x)) =

f(x, yj, u(x)) y se tiene que yj es solución de (3.1.1). De la monotońıa de f respec-

to de y se deduce la unicidad de solución yu de (3.1.1) en W 1,p(Ω), lo que implica yu = yj

para todo j > d.

Del Teorema 2.1.3 y la inclusión Lp/2(Ω) ⊂
(

W 1,p′(Ω)
)′

, se sigue que, para M ≥
‖yu‖L∞(Ω), tenemos que

‖yu‖W 1,p(Ω) ≤ C‖ψM‖Lp/2(Ω).

Pero, como vimos antes, la norma en L∞(Ω) de yu está acotada por una constante

que sólo depende de Ω, N , p, y ‖f(x, 0, u(x))‖Lp/2(Ω). Luego podemos encontrar un M

suficientemente grande y tal que si denotamos CUad
= C‖ψM‖Lp/2(Ω), se tiene

‖yu‖W 1,p(Ω) ≤ CUad
.

Sea ahora uj(x) → u(x) c.t.p. x ∈ Ω. De la anterior propiedad de acotación, se

tiene que existe y ∈ W 1,p(Ω) tal que yuj
⇀ y débilmente en W 1,p(Ω), y por tanto
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yuj
→ y uniformemente. Luego, usando E0 y el teorema de la convergencia dominada,

f(x, yuj
, uj) → f(x, y, u) en Lp/2(Ω) y al pasar al ĺımite en la ecuación, necesariamente

y = yu. Restando las ecuaciones que satisfacen yuj
e yu y aplicando el Teorema 2.1.1, se

sigue inmediatamente que yuj
→ yu en W 1,p(Ω).

Teorema 3.1.2 Supongamos que

E1 - f : Ω×R
2 → R es de clase C1 respecto a las variables segunda y tercera, f(·, 0, 0) ∈

Lp/2(Ω), para todo M > 0 existen una constante CM > 0 y una función ψM ∈
Lp/2(Ω) tal que

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

≤ CM y

∣

∣

∣

∣

∂f

∂u
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

si |t|, |s| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω, y

∂f

∂y
(x, t, s) ≤ 0

para todo (t, s) ∈ R
2 y c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces para todo u ∈ L∞(Ω) existe una única solución de la ecuación de estado







Ayu + a0yu = f(x, yu, u) en Ω

∂νA
yu = g sobre Γ.

(3.1.2)

y la aplicación G : L∞(Ω) → W 1,p(Ω) que relaciona el control con el estado, dada por

G(u) = yu, es de clase C1. Si u, h ∈ L∞(Ω) yu = G(u) y zh = G′(u)h, entonces zh es la

solución de






Az + a0z =
∂f

∂y
(x, yu, u)z +

∂f

∂u
(x, yu, u)h en Ω

∂νA
z = 0 sobre Γ.

(3.1.3)

Demostración. Obsérvese que las hipótesis de este teorema son suficientes para dedu-

cir para cada u ∈ L∞(Ω) existencia y unicidad de solución en W 1,p(Ω) de yu satisfaciendo

(3.1.1), sin más que aplicar el Teorema 3.1.1. Por lo tanto, la aplicación G está bien

definida. Para comprobar que G es de clase C1, tomamos

V (A) =
{

y ∈W 1,p(Ω) : Ay + a0y ∈ Lp/2(Ω), ∂nA
y ∈ Lp−1(Γ)

}
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con la norma

‖y‖V (A) = ‖y‖W 1,p(Ω) + ‖Ay + a0y‖Lp/2(Ω) + ‖∂nA
y‖Lp−1(Γ).

Definamos ahora la función F : V (A) × L∞(Ω) → Lp/2(Ω) × Lp−1(Γ), F (y, u) =

(Ay+a0y−f(x, y, u), ∂nA
y−g). Las hipótesis sobre las derivadas de f implican que F es

de clase C1. Además
∂F

∂y
(y, u)z = (Az + a0z −

∂f

∂y
(x, y, u)z, ∂nA

z) es un isomorfismo de

V (A) en Lp/2(Ω)×Lp−1(Γ) gracias al Teorema 2.1.2. Teniendo en cuenta que F (y, u) = 0

si y sólo si y = G(u), podemos aplicar el teorema de la función impĺıcita (véase por

ejemplo Cartan [15] o Zeidler [93]) para deducir que G es de clase C1 y satisface que

F (G(u), u) = 0.

De esta igualdad, derivando, se deduce (3.1.3).

Teorema 3.1.3 Supongamos que se cumplen las hipótesis en la condición E1 del teore-

ma anterior y además que

E2 - f es de clase C2 respecto a las variables segunda y tercera y para todo M > 0 existe

ψM ∈ Lp/2(Ω) tal que

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂y2
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂u∂y
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂u2
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

si |t|, |s| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces la aplicación G es de clase C2, y si tomamos h1, h2 ∈ L∞(Ω), zi = G′(u)hi y

z12 = G′′(u)[h1, h2], tenemos















































Az12 + a0z12 =
∂f

∂y
(x, yu, u)z12 +

∂2f

∂y2
(x, yu, u)z1z2 +

∂2f

∂u2
(x, yu, u)h1h2

+
∂2f

∂y∂u
(x, yu, u)(z1h2 + z2h1) en Ω

∂νA
z12 = 0 sobre Γ.

(3.1.4)
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Demostración. Obsérvese que las hipótesis de este teorema son suficientes para dedu-

cir para cada u ∈ L∞(Ω) existencia y unicidad de solución en W 1,p(Ω) de yu satisfaciendo

(3.1.1), sin más que aplicar el Teorema 3.1.1. Por lo tanto, la aplicación G está bien

definida. Introducimos de nuevo el espacio V (A) y la aplicación F igual que en la demos-

tración del Teorema 3.1.2. Las propiedades sobre las derivadas de f implican que F es de

clase C2. Además
∂F

∂y
(y, u) es de nuevo un isomorfismo de V (A) en Lp/2(Ω) × Lp−1(Γ).

Teniendo en cuenta que F (y, u) = 0 si y sólo si y = G(u), de nuevo podemos aplicar el

teorema de la función impĺıcita para deducir que G es de clase C2 y satisface que

F (G(u), u) = 0.

De esta igualdad, derivando dos veces, se deduce (3.1.4).

3.2 Ecuaciones parabólicas

Sean T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con los coeficientes

del operador A de clase C([0, T ];C(Ω̄)). Sean f, g, y0 funciones, f : Q × R −→ R,

g : Σ × R × R −→ R y y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩ W 1,p(Ω). Vamos a estudiar la

ecuación parabólica






















∂y

∂t
+ Ay = f(x, t, y) en Q,

∂y

∂nA
= g(s, t, y, v) sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω.

(3.2.1)

Para cada v denotaremos por yv la solución de la ecuación (3.2.1).

Supongamos que

P1 - Para todo y ∈ R, f(·, ·, y) es medible en Q. Para casi todo (x, t) ∈ Q, f(x, t, ·) es

de clase C1 en R. Se satisfacen las siguientes desigualdades:

|f(x, t, 0)| ≤M1(x, t), C0 ≥
∂f

∂y
(x, t, y) ≥M1(x, t)η(|y|),

donde C0 ∈ R, η es una función decreciente de R
+ en R

+, y M1 ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)).

Para todo y, v ∈ R, g(·, ·, y, v) es medible en Σ. Para todo v ∈ R y casi todo

(s, t) ∈ Σ, g(s, t, ·, v) es de clase C1 en R. Para casi todo (s, t) ∈ Σ, g(s, t, ·) y
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g′y(s, t, ·) son continuos en R
2. Se satisfacen las siguientes desigualdades:

|g(s, t, 0, v)| ≤ N1(s, t) + |v|, C0 ≥
∂g

∂y
(s, t, y, v) ≥ (N1(s, t) + |v|)η(|y|),

donde N1 ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)).

Entonces tenemos

Teorema 3.2.1 Para todo v ∈ L∞(Σ) existe una única yv ∈ Lτ (W 1,p)∩Cb(Q̄\ Ω̄×{0})
solución de (3.2.1). Además la aplicación Φ, dada por Φ(v) = yv es continua de Lα(Σ)

en Lτ (W 1,p) ∩ Cb(Q̄ \ Ω̄ × {0}) para cualquier N + 1 < α <∞.

Demostración. Teniendo en cuenta la Proposición 2.2.8, la prueba se puede realizar

como en Casas, Raymond y Zidani [35], o Raymond y Zidani [78, 79].

Dando hipótesis suficientes de diferenciabilidad sobre las funciones que intervienen, po-

demos asegurar además que Φ es diferenciable.

Teorema 3.2.2 Supongamos que se satisface P1 y además

P2 - Para casi todo (s, t) ∈ Σ, g(s, t, ·) es de clase C1 y se satisface la desigualdad

∣

∣

∣

∣

∂g

∂v
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ (N1(s, t) + |v|)η(|y|). (3.2.2)

Entonces, la aplicación Φ : L∞(Σ) → Lτ (W 1,p(Ω)), dada por Φ(v) = yv es de clase C1.

Además, si v, h ∈ L∞(Σ), yv = Φ(v) y zh = Φ′(v)h, entonces zh es la solución de























∂zh
∂t

+ Azh =
∂f

∂y
(x, t, yv)zh en Q,

∂zh
∂nA

=
∂g

∂y
(s, t, yv, v)zh +

∂g

∂v
(s, t, yv, v)h sobre Σ,

zh(·, 0) = 0 en Ω.

(3.2.3)

Demostración. Del teorema anterior tenemos que la aplicación está bien definida y

es continua. Vamos a actuar como en el caso eĺıptico para ver que es de clase C1. Para

ello tomemos

V (A) =
{

y ∈ Lτ (W 1,p) : ∂ty + Ay ∈ Lk̃1(Lk1(Ω)), ∂nA
y ∈ Lσ̃1(Lσ1(Γ)), y(0) ∈ L∞(Ω)

}

.
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La aplicación

F : V (A) × L∞(Σ) −→ Lk̃1(Lk1(Ω)) × Lσ̃1(Lσ1(Γ)) × L∞(Ω)

F (y, v) = (∂ty + Ay − f(·, y), ∂nA
y − g(·, y, v), y(0) − y0)

es de clase C1. Además

∂F

∂y
(y, v)z = (∂tz + Az − ∂f

∂y
(·, y)z, ∂nA

z − ∂g

∂y
(·, y, v)z, z(0))

es un isomorfismo de V (A) en Lk̃1(Lk1(Ω)) × Lσ̃1(Lσ1(Γ)) × L∞(Ω). (Esto se deduce

inmediatamente de la Proposición 2.2.8 y la discusión sobre los exponentes de la prueba

de la Proposición 2.2.9). Como F (y, v) = 0 si y sólo si y = Φ(v), tenemos que

F (Φ(v), v) = 0.

Aplicando el Teorema de la Función Impĺıcita, obtenemos que Φ es de clase C1 y deri-

vando, se obtiene la expresión (3.2.3).

Si además hacemos las siguientes hipótesis extra sobre la regularidad de f y g, podemos

probar que la aplicación que relaciona al estado y al control es de clase C2.

P3 - Para casi todo (x, t) ∈ Q, f(x, t, ·) es de clase C2 y se satisface la desigualdad

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂y2
(x, t, y)

∣

∣

∣

∣

≤M1(x, t)η(|y|). (3.2.4)

Para casi todo (s, t) ∈ Σ, g(s, t, ·) es de clase C2 y se satisface la desigualdad

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂y2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v∂y
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ (N1(s, t)+ |v|)η(|y|), (3.2.5)

Bajo todas estas hipótesis, podemos probar que la aplicación que relaciona el control con

el estado es de clase C2.

Teorema 3.2.3 Supongamos que se satisfacen P1, P2 y P3. Entonces la aplicación

Φ : L∞(Σ) → Lτ (W 1,p(Ω)) es de clase C2. Además, si tomamos h1, h2 ∈ L∞(Σ),
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zi = G′(v)hi y z12 = G′′(v)[h1, h2], tenemos


















































∂z12

∂t
+ Az12 =

∂f

∂y
(x, t, yv)z12 +

∂2f

∂y2
(x, t, yv)z1z2 en Q,

∂z12

∂nA
=

∂g

∂y
(s, t, yv, v)z12 +

∂2g

∂y2
(s, t, yv, v)z1z2+

+
∂2g

∂v2
(s, t, yv, v)h1h2 +

∂2g

∂y∂v
(s, t, yv, v)(z1h2 + z2h1) sobre Σ,

zh(·, 0) = 0 en Ω.

(3.2.6)

Demostración. Definimos V (A) y F (y, v) como en la demostración del resultado

anterior. Ahora la hipótesis P3 nos permite asegurar que F es de clase C2. Como
∂F
∂y

(y, v) es un isomorfismo, el Teorema de la Función Impĺıcita nos permite asegurar que

Φ es de clase C2. Derivando dos veces obtenemos la expresión (3.2.6).

3.3 Sensitividad del estado respecto a perturbacio-

nes difusas del control

Para establecer un principio de Pontryagin para los problemas de la página 16, de-

bemos establecer otro tipo de desarrollo de Taylor, basado en perturbaciones difusas

del control. Ahora no hace falta suponer diferenciabilidad de las funciones involucradas

respecto al control y sólo hace falta suponer que es de clase C1 respecto al estado.

3.3.1 Caso eĺıptico

Sean A el operador eĺıptico introducido en la Sección 3.1, p > N , a0 ∈ Lp/2(Ω), f

una función f : Ω × R
2 −→ R y g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ). Empezamos enunciando un

lema.

Lema 3.3.1 Para todo ρ ∈ (0, 1), existe una sucesión de conjuntos medibles Ek
ρ ⊂ Ω

tales que

|Ek
ρ | = ρ|Ω|

y

lim
k→0

1

ρ
χEk

ρ
= 1 *-débilmente en L∞(Ω), (3.3.1)
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donde χEk
ρ

es la función caracteŕıstica del conjunto Ek
ρ .

Demostración. Existen dos pruebas distintas de este importante lema en la literatura.

Una constructiva, debida a Casas [22] y una de Raymond y Zidani [78] que utiliza el

Teorema de convexidad de Liapunov.

Sea

Uad = {u : Ω → R : u(x) ∈ KΩ(x) c.t.p. x ∈ Ω} ,

donde KΩ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y cerrada en P(R).

Teorema 3.3.2 Supongamos que se satisface E0 (pág. 66) y que

E3 - f : Ω × R × R → R es C1 respecto de y, continua respecto a u y medible respecto

de x, para todo M > 0 existe CM > 0 tal que
∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(x, t, u(x))

∣

∣

∣

∣

≤ CM

si |t| ≤M para todo u ∈ Uad y c.t.p. x ∈ Ω, y

∂f

∂y
(x, t, u(x)) ≤ 0

para todo t ∈ R, todo u ∈ Uad y c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces para todo ρ ∈ (0, 1) y todo u1, u2 ∈ Uad existe un conjunto medible Eρ ⊂ Ω tal

que

|Eρ| = ρ|Ω|,

y

yρ = y1 + ρz + rρ, con lim
ρ→0

1

ρ
‖rρ‖W 1,p(Ω) = 0, (3.3.2)

donde

uρ =







u1 en Ω \ Eρ
u2 en Eρ,

yρ = yuρ , y1 = yu1 ,

y






Az + a0z =
∂f

∂y
(x, y1, u1)z + f(x, y1, u2) − f(x, y1, u1) en Ω

∂nA
z = 0 sobre Γ.
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Demostración. Sea (Ek
ρ )k como en el Lema 3.3.1 y sean

ukρ =







u1 en Ω \ Ek
ρ

u2 en Ek
ρ ,

ykρ = yuk
ρ

y

ξkρ =
ykρ − y1

ρ
− z.

Se satisface la ecuación






Aξkρ + a0ξ
k
ρ + akρξ

k
ρ = fkρ + hkρ en Ω

∂nA
ξkρ = 0 sobre Γ,

donde

akρ = −
∫ 1

0

∂f

∂y
(x, y1 + θ(ykρ − y1), u

k
ρ) dθ,

fkρ =

(∫ 1

0

∂f

∂y
(x, y1 + θ(ykρ − y1), u

k
ρ) dθ −

∂f

∂y
(x, y1, u1)

)

z

y

hkρ =

(

1 − 1

ρ
χEk

ρ

)

(f(x, y1, u1) − f(x, y1, u2)) .

Podemos escribir ξkρ = ξk,1ρ + ξk,2ρ , donde






Aξk,1ρ + a0ξ
k,1
ρ + akρξ

k,1
ρ = fkρ en Ω

∂nA
ξk,1ρ = 0 sobre Γ,

y






Aξk,2ρ + a0ξ
k,2
ρ + akρξ

k,2
ρ = hkρ en Ω

∂nA
ξk,2ρ = 0 sobre Γ.

Debido al Teorema 2.1.3

‖ξk,1ρ ‖W 1,p(Ω) ≤ C‖fkρ ‖L∞(Ω). (3.3.3)

Denotamos por ζkρ la solución de






Aζkρ + a0ζ
k
ρ + aζkρ = hkρ en Ω

∂nA
ζkρ = 0 sobre Γ,



3.3. Sensitividad del estado respecto a perturbaciones difusas del control 77

donde

a = −∂f
∂y

(x, y1, u1).

El operador T que asocia ζ, la solución en W 1,p(Ω) de






Aζ + a0ζ + aζ = h en Ω

∂nA
ζ = 0 sobre Γ,

con h es continuo de
(

W 1,p′(Ω)
)′

en W 1,p(Ω) (Teorema de regularidad 2.1.3). Como

la inyección de L∞(Ω) en
(

W 1,p′(Ω)
)′

es compacta, T se puede considerar un operador

compacto de L∞(Ω) en W 1,p(Ω). De (3.3.1) se sigue que

lim
k→∞

hkρ = 0 débilmente en Lp/2(Ω),

y por tanto

lim
k→∞

‖ζkρ‖W 1,p(Ω) = 0.

Aśı para todo ρ ∈ (0, 1) existe k(ρ) tal que

‖ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) ≤ ρ. (3.3.4)

Nótese que

lim
ρ→0

uk(ρ)ρ (x) = u1(x) para c.t.p. x ∈ Ω

y, por el Teorema 3.1.1 y la inyección continua de W 1,p(Ω) en C(Ω̄), tenemos que

lim
ρ→0

yk(ρ)ρ = y1 en C(Ω̄).

Por lo tanto

lim
ρ→0

‖fk(ρ)ρ ‖L∞(Ω) = 0, (3.3.5)

y

lim
ρ→0

‖a− ak(ρ)ρ ‖L∞(Ω) = 0. (3.3.6)

Obviamente






A(ξ
k(ρ),2
ρ − ζ

k(ρ)
ρ ) + a0(ξ

k(ρ),2
ρ − ζ

k(ρ)
ρ ) + a

k(ρ)
ρ (ξ

k(ρ),2
ρ − ζ

k(ρ)
ρ ) = (a− a

k(ρ)
ρ )ζ

k(ρ)
ρ en Ω

∂nA
(ξ
k(ρ),2
ρ − ζ

k(ρ)
ρ ) = 0 sobre Γ,

y

‖ξk(ρ),2ρ − ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) ≤ ‖a− ak(ρ)ρ ‖L∞(Ω)‖ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω). (3.3.7)
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Si escribimos

‖ξk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) = ‖ξk(ρ),1ρ + ξk(ρ),2ρ − ζk(ρ)ρ + ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) ≤

≤ ‖ξk(ρ),1ρ ‖W 1,p(Ω) + ‖ξk(ρ),2ρ − ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) + ‖ζk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω),

teniendo en cuenta (3.3.3), (3.3.5), (3.3.4), (3.3.6) y (3.3.7), tenemos que

lim
ρ→0

‖ξk(ρ)ρ ‖W 1,p(Ω) = 0.

Tomemos pues Eρ = E
k(ρ)
ρ . Tenemos que rρ = ρξ

k(ρ)
ρ y se cumple (3.3.2).

3.3.2 Caso parabólico

Sean Ω, Γ, T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2. Supondremos un

poco más de regularidad que para el problema introducido en la Sección 3.2. La frontera

Γ es de clase C1+ε̂ y los coeficientes del operador A son de clase C([0, T ];C0,ε̂(Ω̄)), para

algún 0 < ε̂ < 1. Sean f, g, y0 funciones, f : Q × R −→ R, g : Σ × R × R −→ R y

y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω).

Gracias a los resultados de regularidad y de continuidad, estamos en posición de

establecer desarrollos de Taylor para el estado. Para una prueba del siguiente lema

véanse por ejemplo [22] o [78].

Lema 3.3.3 Para ρ ∈ (0, 1), existe una sucesión de conjuntos medibles Ek
ρ ⊂ Σ tales

que

|Ek
ρ | = ρ|Σ|

y

lim
k→∞

1

ρ
χEk

ρ
= 1 débil-* en L∞(Σ), (3.3.8)

donde χEk
ρ

es la función caracteŕıstica del conjunto Ek
ρ .

Nota 3.3.1 Ahora mediante |Ek
ρ | denotamos la medida de Lebesgue sobre Σ, y no sobre

R
N × R, ya que si no todas las medidas seŕıan nulas

Sea

Vad = {v ∈ L∞(Σ) : v(s, t) ∈ KΣ(s, t) para casi todo (s, t) ∈ Σ} ,

donde KΣ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y compacta en P(R) .
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Teorema 3.3.4 Supongamos que se satisface P1. Entonces para todo ρ ∈ (0, 1), y todo

v1, v2 ∈ Vad, existe un conjunto medible Eρ ⊂ Σ tal que

|Eρ| = ρ|Σ|,

y

yρ = y1 + ρz + rρ con lim
ρ→0

1

ρ
‖rρ‖Lτ (W 1,p) = 0, (3.3.9)

donde

vρ(s, t) =







v1 en Σ \ Eρ
v2 en Eρ

, yρ = yvρ , y1 = yv1 ,

y























∂z

∂t
+ Az = f ′

y(x, t, y1)z en Q,

∂z

∂nA
= g′y(s, t, y1, v1)z + g(s, t, y1, v2) − g(s, t, y1, v1) sobre Σ,

z(·, 0) = 0 en Ω × {0}.

Demostración. Probemos (3.3.9). Tomemos una sucesión (Ek
ρ )k como en el Lema

3.3.3. Definamos

vkρ(s, t) =







v1 en Σ \ Ek
ρ

v2 en Ek
ρ

, ykρ = yvk
ρ

y ξkρ =
ykρ − y1

ρ
− z.

La función ξkρ satisface la ecuación



























∂ξkρ
∂t

+ Aξkρ + akρξ
k
ρ = fkρ en Q,

∂ξkρ
∂nA

+ bkρξ
k
ρ = gkρ + hkρ sobre Σ,

ξkρ(·, 0) = 0 en Ω,

con

akρ(x, t) = −
∫ 1

0

f ′
y(x, t, (y1 + θ(ykρ − y1))) dθ,

fkρ = (−f ′
y(x, t, y1) − akρ)z,

bkρ(s, t) = −
∫ 1

0

g′y(s, t, (y1 + θ(ykρ − y1)), v
k
ρ) dθ,
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gkρ = (−g′y(s, t, y1, v1) − bkρ)z,

y

hkρ = (1 − 1

ρ
χEk

ρ
)(g(s, t, y1, v1) − g(s, t, y1, v2)).

Denotamos por ξk,1ρ la solución de


























∂ξk,1ρ
∂t

+ Aξk,1ρ + akρξ
k,1
ρ = fkρ en Q,

∂ξk,1ρ
∂nA

+ bkρξ
k,1
ρ = gkρ sobre Σ,

ξk,1ρ (·, 0) = 0 en Ω,

por ξk,2ρ la solución de


























∂ξk,2ρ
∂t

+ Aξk,2ρ + akρξ
k,2
ρ = 0 en Q,

∂ξk,2ρ
∂nA

+ bkρξ
k,2
ρ = hkρ sobre Σ,

ξk,2ρ (·, 0) = 0 en Ω,

(3.3.10)

y por ζkρ la solución de


























∂ζkρ
∂t

+ Aζkρ + aζkρ = 0 en Q,

∂ζkρ
∂nA

+ bζkρ = hkρ sobre Σ,

ζkρ (·, 0) = 0 en Ω,

(3.3.11)

donde a(x, t) = −f ′
y(x, t, y1(x, t)), y b(s, t) = −g′y(s, t, y1(s, t), v1(s, t)). De (3.3.10) y

(3.3.11) se sigue que:


























∂(ξk,2ρ − ζkρ )

∂t
+ A(ξk,2ρ − ζkρ ) + akρ(ξ

k,2
ρ − ζkρ ) = (a− akρ)ζ

k
ρ en Q,

∂(ξk,2ρ − ζkρ )

∂nA
+ bkρ(ξ

k,2
ρ − ζkρ ) = (b− bkρ)ζ

k
ρ sobre Σ,

(ξk,2ρ − ζkρ )(·, 0) = 0 en Ω.

Debido a las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9, ξk,1ρ , ξk,2ρ y ζkρ pertenecen a Lτ (W 1,p) y se

satisfacen las estimaciones:

‖ξk,2ρ − ζkρ‖Lτ (W 1,p) ≤ C1

(

‖a− akρ‖Lk̃1 (Lk1 (Ω))
+ ‖b− bkρ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))

)

‖ζkρ‖Lτ (W 1,p), (3.3.12)
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‖ξk,1ρ ‖Lτ (W 1,p) ≤ C2(‖fkρ ‖Lk̃1 (Lk1 (Ω))
+ ‖gkρ‖Lσ̃1 (Lσ1 (Γ))), (3.3.13)

donde las constantes C1 y C2 no dependen de k.

El operador T que asocia ζ, la solución en Lτ (W 1+ε,p) ∩W 1,τ ((W 1,p′)′) de























∂ζ

∂t
+ Aζ + aζ = 0 en Q,

∂ζ

∂nA
+ bζ = h sobre Σ,

ζ(·, 0) = 0 en Ω,

(3.3.14)

con h, es continuo de Lσ̃1(Lσ1(Γ)) en Lτ (W 1+ε,p) ∩W 1,τ ((W 1,p′)′). La continuidad en

Lτ (W 1+ε,p) se sigue de la Proposición 2.2.7. Con la ecuación (3.3.14) probamos que ζ

pertenece a W 1,τ ((W 1,p′)′), y la estimación correspondiente se sigue de la estimación en

Lτ (W 1+ε,p), de una manera similar a como se hace al final de la prueba del Teorema 2.2.1.

Como la inyección de W 1+ε,p(Ω) en W 1,p(Ω) es compacta, (véase Grisvard [59]), entonces

la inyección de Lτ (W 1+ε,p)∩W 1,τ ((W 1,p′)′) en Lτ (W 1,p) es compacta (véase Simon, [83,

Corolario 4]). Aśı T se puede considerar un operador compacto de Lσ̃1(Lσ1(Γ)) en

Lτ (W 1,p). De (3.3.8) se sigue que

lim
k→∞

hkρ = 0 débilmente en Lσ̃1(Lσ1(Γ)),

y por tanto

lim
k→∞

‖ζkρ‖Lτ (W 1,p) = 0.

Aśı, para todo ρ ∈ (0, 1), existe un k(ρ) tal que

‖ζk(ρ)ρ ‖Lτ (W 1,p) ≤ ρ. (3.3.15)

Nótese que

lim
ρ→0

vk(ρ)ρ = v1 en Lα(Σ) para cualquier α <∞.

Por lo tanto, debido al Teorema 3.2.1, tenemos que

lim
ρ→0

yk(ρ)ρ = y1 en Cb(Q̄ \ Ω̄ × {0}). (3.3.16)

La relación (3.3.16) implica que

lim
ρ→0

fk(ρ)ρ = 0 en Lk̃1(Lk1(Ω)), lim
ρ→0

gk(ρ)ρ = 0 en Lσ̃1(Lσ1(Γ)), (3.3.17)
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y

lim
ρ→0

(a− ak(ρ)ρ ) = 0 en Lk̃1(Lk1(Ω)), lim
ρ→0

(b− bk(ρ)ρ ) = 0 en Lσ̃1(Lσ1(Γ)). (3.3.18)

Con (3.3.12), (3.3.13), (3.3.15), (3.3.17) y (3.3.18), obtenemos

lim
ρ→0

‖ξk(ρ)ρ ‖Lτ (W 1,p) = 0. (3.3.19)

Sea Eρ = E
k(ρ)
ρ . Tenemos que rρ = ρξ

k(ρ)
ρ . Luego (3.3.9) se sigue de (3.3.19).
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Condiciones de optimalidad
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Esta parte de la memoria, que constituye el núcleo de la misma, está dedicada al

estudio de condiciones de optimalidad de primer y segundo orden para los problemas de

control estudiados.

Para las condiciones de primer orden existen dos v́ıas principales. Deducir una ecua-

ción de Euler-Lagrange en el caso de que el conjunto de controles sea convexo o demostrar

que se satisface el Principio de Pontryagin en el caso de que el conjunto de controles no

sea convexo.

Las condiciones de Euler-Lagrange vamos a deducirlas de resultados generales para

problemas de optimización abstractos. Sin embargo, el Principio de Pontryagin requiere

un estudio más adaptado al problema de control. En este caso la clave está en hacer un

desarrollo de Taylor apropiado para el estado, como se hizo en el Caṕıtulo 3, y para el

funcional, basados en perturbaciones apropiadas del control. En nuestro caso utilizamos

perturbaciones difusas.

Estudiaremos también en esta parte condiciones de segundo orden para problemas

con un número finito de restricciones sobre el estado y conjunto de controles admisibles

convexo. Primero aplicaremos resultados para problemas de optimización abstractos.

En este caso nos limitamos a ver que bajo las hipótesis impuestas, nuestros problemas

de control verifican las condiciones de los teoremas abstractos. Las hipótesis a verificar

para un resultado de condiciones necesarias no revisten mayor dificultad. Es al deducir

condiciones suficientes cuando se complica la demostración. Los resultados abstractos

se deben a Casas y Tröltzsch [36]. Ellos mismos explican en su art́ıculo como aplicarlo

a distintos problemas de control y los problemas que surgen. Hacen notar que la regu-

laridad del estado adjunto se convierte a veces en el principal obstáculo para deducir

condiciones suficientes. Nosotros hemos de dar condiciones de regularidad suficiente-

mente fuertes sobre las derivadas de las funciones que intervienen en el objetivo y en las

restricciones para lograr que el estado adjunto sea suficientemente regular.

Por último, establecemos condiciones de segundo orden que involucran al Hamilto-

niano.





Caṕıtulo 4

Funcionales involucrados en los

problemas de control

En este caṕıtulo estudiamos los funcionales involucrados en los problemas

de control. Establecemos bajo hipótesis adecuadas propiedades de continui-

dad y diferenciabilidad. El objetivo es lograr que se satisfagan las hipótesis

de un teorema sobre condiciones de optimalidad para problemas generales

de optimización. Para los problemas donde el conjunto de controles no es

necesariamente convexo, establecemos un desarrollo de Taylor del funcional

para perturbaciones difusas del control. El objetivo en este caso es establecer

condiciones en forma de principio de Pontryagin.

4.1 Propiedades de diferenciabilidad

En esta sección, y a no ser que se diga lo contrario, Ω denotará un subconjunto

abierto, acotado y conexo de R
N , cuya frontera Γ es de clase C1.

4.1.1 Caso eĺıptico

Supondremos de nuevo que A un operador eĺıptico de coeficientes continuos de la

forma (2.1.1) (pág. 23), p > N , a0 ∈ Lp/2(Ω), f una función f : Ω × R
2 −→ R y

g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ).
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Teorema 4.1.1 Supongamos que se satisface la hipótesis sobre diferenciabilidad C1 de

f E1 (pág. 69) y que L : Ω × R × R → R es una función

E4 - medible en x y de clase C1 en las variables segunda y tercera y tal que para todo

M > 0 existe ψM ∈ L1(Ω) tal que |L(x, 0, 0)| ≤ ψM(x) para c.t.p. x ∈ Ω y
∣

∣

∣

∣

∂L

∂y
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂L

∂u
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

si |y|, |u| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces, el funcional J : L∞(Ω) → R, dado por

J(u) =

∫

Ω

L(x, yu, u)dx (4.1.1)

es de clase C1. Además, para todo u, h ∈ L∞(Ω)

J ′(u)h =

∫

Ω

(

∂L

∂u
(x, yu, u) + ϕ0u

∂f

∂u
(x, yu, u)

)

h dx (4.1.2)

donde yu = G(u) (G(u) definido como en el Teorema 3.1.2) y ϕ0u ∈W 1,p′(Ω) es la única

solución del problema







A∗ϕ+ a0ϕ =
∂f

∂y
(x, yu, u)ϕ+

∂L

∂y
(x, yu, u) en Ω

∂nA∗
ϕ = 0 sobre Γ,

(4.1.3)

donde A∗ es el operador adjunto de A

A∗ϕ = −
N
∑

i,j=1

∂

∂xj

(

aji(x)
∂ϕ

∂xi

)

.

Demostración. Consideremos la función F0 : C(Ω̄) × L∞(Ω) → R definida por

F0(y, u) =

∫

Ω

L(x, y(x), u(x)) dx.

Gracias a las hipótesis sobre L es directo probar que F0 es de clase C1. Ahora, aplicando

la regla de la cadena a J(u) = F0(G(u), u) y usando el Teorema 3.1.2 y el hecho de que

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄) obtenemos que J es de clase C1 y

J ′(u)h =

∫

Ω

(

∂L

∂y
(x, yu, u)zh +

∂L

∂u
(x, yu, u)h

)

dx,
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donde zh = G′(u)h y viene dada por (3.1.3). Tomemos ahora ϕ0u solución de (4.1.3).

Las hipótesis hechas sobre las derivadas de f y L y el Teorema 2.1.3 nos aseguran que

ϕ0u ∈ W 1,p′(Ω). Podemos por tanto aplicar la fórmula de Green y deducir (4.1.2) de la

igualdad anterior.

Teorema 4.1.2 Supongamos que se cumplen las hipótesis de diferenciabilidad sobre f

E1 (pág. 69) y E2 (pág. 70) y sobre L E4 (pág. 88). Supongamos además que

E5 - L es de clase C2 en y, u y para todo M > 0 existe ψM ∈ L1(Ω), tal que
∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y2
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u∂y
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u2
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

si |y|, |u| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces el funcional J : L∞(Ω) → R es de clase C2 y para todo u, h1, h2 ∈ L∞(Ω)

J ′′(u)h1h2 =

∫

Ω

[

∂2L

∂y2
(x, yu, u)z1z2 +

∂2L

∂y∂u
(x, yu, u)(z1h2 + z2h1) +

∂2L

∂u2
(x, yu, u)h1h2

+ϕ0u

(

∂2f

∂y2
(x, yu, u)z1z2 +

∂2f

∂y∂u
(x, yu, u)(z1h2 + z2h1) +

∂2f

∂u2
(x, yu, u)h1h2

)]

dx

(4.1.4)

donde yu = G(u) (G(u) definido como en el Teorema 3.1.2), ϕ0u ∈W 1,p′(Ω) es la única

solución del problema (4.1.3) y zi = G′(u)hi, i = 1, 2.

Demostración. Consideremos de nuevo la función F0 : C(Ω̄) × L∞(Ω) → R definida

por

F0(y, u) =

∫

Ω

L(x, y(x), u(x)) dx.

Gracias a las hipótesis sobre L es directo probar que F0 es de clase C2. Ahora, aplicando

la regla de la cadena a J(u) = F0(G(u), u) y usando el Teorema 3.1.3 y el hecho de que

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄) obtenemos que J es de clase C2 y la fórmula (4.1.4) para la derivada

segunda.

Teorema 4.1.3 Supongamos que se satisfacen las hipótesis de diferenciabilidad C1 sobre

f en E1 (pág. 69) y que para todo 1 ≤ j ≤ nd + ni, gj : Ω × R
N → R es una función
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E6 - medible en x, de clase C1 en la variable η (η designa a la variable muda para el

gradiente) y existen una constante C > 0 y una función ψ1 ∈ Lp
′

(Ω) tal que
∣

∣

∣

∣

∂gj
∂η

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|p−1 + ψ1(x)

para c.t.p. x ∈ Ω.

Entonces para todo 1 ≤ j ≤ nd + ni, el funcional Gj : L∞(Ω) → R, dado por

Gj(u) =

∫

Ω

gj(x,∇yu(x))dx, (4.1.5)

es de clase C1. Además, para todo u, h ∈ L∞(Ω)

G′
j(u)h =

∫

Ω

ϕju
∂f

∂u
(x, yu, u)h dx (4.1.6)

donde yu = G(u), ϕju ∈W 1,p′(Ω) es la única solución del problema










A∗ϕju + a0ϕju =
∂f

∂y
(x, yu, u)ϕju − div

(

∂gj
∂η

(x,∇yu)
)

en Ω

∂nA∗
ϕju = 0 sobre Γ,

(4.1.7)

Demostración. Es suficiente considerar la función de clase C1 Fj : W 1,p(Ω) → R

definida por

Fj(y) =

∫

Ω

gj(x,∇y(x)) dx.

Teniendo en cuenta el Teorema 3.1.2, sabemos que yu ∈ W 1,p(Ω). Además, gracias a la

hipótesis E6,
∂gj
∂ηi

(x,∇yu) ∈ Lp
′

(Ω);

por lo tanto, el Teorema 2.1.3 se puede usar para deducir que ϕju está bien definida

y pertenece a W 1,p′(Ω). Derivando Fj, usando la regla de la cadena e integrando por

partes, obtenemos la expresión (4.1.6) para la derivada.

Teorema 4.1.4 Supongamos que se cumplen las hipótesis de diferenciabilidad sobre f

E1 (pág. 69) y E2 (pág. 70) y sobre gj E6. Supongamos además que

E7 - gj es de clase C2 en η y existen una constante C > 0 y una función ψ2 ∈ Lp/(p−2)(Ω)

tales que
∣

∣

∣

∣

∂2gj
∂η2

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|p−2 + ψ2(x) c.t.p. x ∈ Ω.
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Entonces para todo 1 ≤ j ≤ nd + ni, el funcional Gj : L∞(Ω) → R es de clase C2.

Además para todo u, h1, h2 ∈ L∞(Ω)

G′′
j (u)h1h2 =

∫

Ω

[

∇T z2
∂2gj
∂η2

(x,∇yu)∇z1

+ϕju

(

∂2f

∂y2
(x, yu, u)z1z2 +

∂2f

∂y∂u
(x, yu, u)(z1h2 + z2h1) +

∂2f

∂u2
(x, yu, u)h1h2

)]

dx

(4.1.8)

donde yu = G(u), ϕju ∈W 1,p′(Ω) es la única solución del problema (4.1.7) y zi = G′(u)hi,

i = 1, 2.

Demostración. La función Fj : W 1,p(Ω) → R definida por

Fj(y) =

∫

Ω

gj(x,∇y(x)) dx

es de clase C2. Derivando con la regla de la cadena, obtenemos la expresión (4.1.8)

para la derivada segunda. La hipótesis E7 nos asegura que la derivada segunda de gj

respecto al gradiente del estado pertenece a Lp/(p−2)(Ω), y la hipótesis E1 nos asegura

que el gradiente de zi está en Lp(Ω), con lo cual la integral está bien definida. El segundo

sumando de la integral debe entenderse como producto de dualidad en W 1,p′(Ω), ya que,

como Lp/2(Ω) ⊂
(

W 1,p′(Ω)
)′

, gracias a E2 aśı está bien definido.

Nota 4.1.1 Recuérdese que la solución de la ecuación (4.1.7) se debe interpretar en el

sentido variacional

∫

Ω

(

N
∑

i,j=1

aji(x)
∂ϕku
∂xi

(x)
∂ψ

∂xj
(x) + a0(x)ϕku(x)ψ(x)

)

dx =

∫

Ω

∂f

∂y
(x, yu, u)ϕku(x)ψ(x) dx

+
N
∑

j=1

∫

Ω

∂gk
∂ηj

(x,∇yu)
∂ψ

∂xj
(x) dx

para todo ψ ∈W 1,p(Ω).

4.1.2 Caso parabólico

Sean T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con los coeficientes

del operador A de clase C([0, T ];C(Ω̄)). Sean f, g, y0 funciones, f : Q × R −→ R,
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g : Σ × R × R −→ R, F : Q × R −→ R, G : Σ × R −→ R y y0 : Ω −→ R, y0 ∈
L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω). Sean k2, k̃2, σ2, σ̃2 y ν como en la sección 2.2.

Para demostrar que el funcional

J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, yv) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, yv, v) ds dt+

∫

Ω

L(x, yv(x, T )) dx

es de clase C1, utilizaremos las siguientes hipótesis.

P4 - Para todo y ∈ R, F (·, ·, y) es medible en Q. Para casi todo (x, t) ∈ Q, F (x, t, ·) es

de clase C1 en R. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

|F (x, t, 0)| ≤M2(x, t),

∣

∣

∣

∣

∂F

∂y
(x, t, y)

∣

∣

∣

∣

≤M2(x, t)η(|y|),

donde M2 ∈ Lk̃2(Lk2(Ω)).

Para todo y, v ∈ R, G(·, y, v) es medible en Σ. Para todo v ∈ R y casi todo

(s, t) ∈ Σ, G(s, t, ·, v) es de clase C1 en R. Para casi todo (s, t) ∈ Σ, G(s, t, ·) y

G′
y(s, t, ·) son continuas R

2. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

|G(s, t, 0, v)| ≤ N2(s, t) + |v|,
∣

∣

∣

∣

∂G

∂y
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ (N2(s, t) + |v|)η(|y|),

donde N2 ∈ Lσ̃2(Lσ2(Γ)).

Para todo y ∈ R, L(·, y) es medible en Ω. Para casi todo x ∈ Ω, L(x, ·) es de clase

C1 en R. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

|L(x, y)| ≤M3(x),

∣

∣

∣

∣

∂L

∂y
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤M4(x)η(|y|),

donde M3(x) ∈ L1(Ω) y M4 ∈ Lν(Ω).

P5 - G(s, t, v, ·) es de clase C1 en R. Se satisface la siguiente estimación:

∣

∣

∣

∣

∂G

∂v
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ (N∗
2 (s, t) + |v|)η(|y|),

donde N∗
2 ∈ L1(Σ).
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Teorema 4.1.5 Supongamos que se satisfacen las hipótesis hechas sobre f y g, P1 y P2,

y las hipótesis hechas sobre F , G y L P4 y P5. Entonces el funcional J : L∞(Σ) → R

es de clase C1. Además para todo v, h ∈ L∞(Σ)

J ′(v)h =

∫

Σ

(

∂G

∂v
(s, t, yv, v) + ϕ0v

∂g

∂v
(s, t, yv, v)

)

h ds dt,

donde yv = Φ(v) es la solución de la ecuación (3.2.1), ϕ0v ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1) es la

única solución del problema



















































−∂ϕ
∂t

+ A∗ϕ− ∂f

∂y
(x, t, yv)ϕ =

∂F

∂y
(x, t, yv) en Q,

∂ϕ

∂nA∗

− ∂g

∂y
(s, t, yv, v)ϕ =

∂G

∂y
(s, t, yv, v) sobre Σ,

ϕ(·, T ) =
∂L

∂y
(x, y(T )) en Ω,

(4.1.9)

Demostración. Consideremos la función F0 : Lτ (W 1,p(Ω))×L∞(Σ) → R definida por

F0(y, v) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, y) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, y, v) ds dt+

∫

Ω

L(x, y(x, T )) dx

Gracias a las hipótesis sobre F , G y L es directo probar que F0 es de clase C1. Ahora,

aplicando la regla de la cadena a J(v) = F0(Φ(v), v) y usando el Teorema 3.2.2 tenemos

que J es de clase C1 y

J ′(v)h =

∫ T

0

∫

Ω

∂F

∂y
(x, t, y)zh dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

∂G

∂y
(s, t, y, v)zh ds dt+

∫ T

0

∫

Γ

∂G

∂v
(s, t, y, v)h ds dt+

∫

Ω

∂L

∂y
(x, y(x, T ))zh(T ) dx

donde zh = Φ′(v)h y viene dada por (3.2.3). Tomemos ahora ϕ0v solución de (4.1.9).

Las hipótesis hechas sobre las derivadas de f , g, F , G y L y la Proposición 2.2.10 nos

aseguran que ϕ0u ∈ Lτ
′

(W 1,p′(Ω)) + L2(H1) y que podemos aplicar la fórmula de Green

y deducir la expresión para la derivada de la igualdad anterior.

Para lograr que el funcional sea dos veces diferenciable supondremos que
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P6 - F (x, t, y) es de clase C2 en y y existe ψ1 ∈ L1(Q) tal que

∣

∣

∣

∣

∂2F

∂y2
(x, t, y)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ1(x, t)η(|y|)

para casi todo (x, t) ∈ Q.

G(s, t, y, v) es de clase C2 en y y en v y existe ψ2 ∈ L1(Σ) tal que

∣

∣

∣

∣

∂2G

∂y2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2G

∂y∂v
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2G

∂v2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ (ψ2(s, t) + |v|)η(|y|)

para casi todo (s, t) ∈ Σ.

L(x, y) es de clase C2 en y y existe ψ3 ∈ L1(Ω) tal que

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y2
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ3(x)η(|y|)

para casi todo x ∈ Ω.

Teorema 4.1.6 Supongamos que se satisfacen P1–P6. Entonces el funcional J : L∞(Σ) →
R es de clase C2. Además para todo v, h1, h2 ∈ L∞(Σ)

J ′′(v)h1h2 =

=

∫

Σ

(

∂2G

∂y2
(s, t, yv, v)z1z2 +

∂2G

∂y∂v
(s, t, yv, v)(z1h2 + z2h1) +

∂2G

∂v2
(s, t, yv, v)h1h2

)

ds dt+

+

∫

Σ

ϕ0v

(

∂2g

∂y2
(s, t, yv, v)z1z2 +

∂2g

∂y∂v
(s, t, yv, v)(z1h2 + z2h1) +

∂2g

∂v2
(s, t, yv, v)h1h2

)

ds dt,

donde yv es la solución de la ecuación (3.2.1), ϕ0v es la solución de (4.1.9) y zi es la

solución de (3.2.3) respectivamente para hi, i ∈ {1, 2}.

Demostración. Consideremos F0 como en la demostración del resultado anterior.

Gracias a las hipótesis sobre f , g, F , G y L se tiene que F0 es de clase C2. Aplicando

la regla de la cadena y el Teorema 3.2.3, obtenemos que J es de clase C2 y la expresión

para su derivada segunda.

Por último vamos a dar condiciones de diferenciabilidad adecuadas para las restric-

ciones. En el problema (Pp) de la página 16 definimos

C =

{

~f ∈ Lτ (Lp)N :

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt = 0 si 1 ≤ j ≤ ni,
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∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd

}

,

donde ζj : R → R y gj : Q× R
N → R son funciones.

Ejemplo 4.1.1 Si tuviéramos una relación de desigualdad con ζ1(s) = sτ/p − δ/T y

g1(x, t, f) = |f − gd(x, t)|p, con δ ∈ R y gd ∈ Lτ (Lp)N dados, la restricción seŕıa

∫ T

0

(∫

Ω

|∇y − gd(x, t)|pdx
) τ

p

dt ≤ δ,

o sea, que C = B̄Lτ (Lp)(gd, δ).

Nos interesarán las propiedades de diferenciabilidad sobre

Gj(v) =

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)

dt.

Supongamos que

P7 - ζj(s) es C1 y gj(x, t, η) es de clase C1 en η y existen una constante C > 0 y una

función ψ ∈ Lτ
′

(Lp
′

) tales que

|ζ ′j(s)| ≤ C|s| τ
p
−1 y

∣

∣

∣

∣

∂gj
∂η

(x, t, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|p−1 + ψ(x, t)

para c.t.p. (x, t) ∈ Q.

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.7 Supongamos que se satisfacen P1, P2 y P7. Entonces para todo j, el

funcional Gj : L∞(Σ) → R es de clase C1. Además, para todo v, h ∈ L∞(Σ)

G′
j(v)h =

∫

Σ

ϕjv
∂g

∂v
(s, t, yv, v)ds dt,

donde yv es la solución de la ecuación (3.2.1), ϕjv ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1) es la única
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solución del problema











































































−∂ϕ
∂t

+ A∗ϕ− ∂f

∂y
(x, t, yv)ϕ = −div ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xyv(x, t))

en Q,

∂ϕ

∂nA∗

− ∂g

∂y
(s, t, yv, v)ϕ = div ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇x(yv))dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xyv(x, t)) · ~n

sobre Σ,

ϕ(·, T ) =
∂L

∂y
(x, ȳ(T )) en Ω.

(4.1.10)

Demostración. Consideremos la función de clase C1, Fj : Lτ (W 1,p(Ω)) → R definida

por

Fj(y) =

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xy)dx

)

dt.

Aśı tenemos que Gj = Fj ◦ Φ, y por la regla de la cadena, Gj es de clase C1.

Ahora, teniendo en cuenta el Teorema 3.2.2, podemos asegurar que yv ∈ Lτ (W 1,p(Ω)),

y gracias a P7, tenemos que

ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xyv(x, t)) ∈ Lτ
′

(Lp
′

)N .

Por lo tanto podemos usar la Proposición 2.2.10 para deducir que ϕjv está bien definida

y pertenece a Lτ
′

(W 1,p′(Ω)) + L2(H1). Derivando Fj, usando la regla de la cadena e

integrando por partes, obtenemos la expresión para la derivada de Gj(v).

Ejemplo 4.1.2 Retomemos el Ejemplo 4.1.1, con gd = 0 para simplificar la notación.

En este caso

F1(y) =

∫ T

0

(∫

Ω

|∇xy|pdx
) τ

p

dt− δ

y

F ′
1(y)z =

∫ T

0

[

(∫

Ω

|∇xy|pdx
) τ

p
−1 ∫

Ω

|∇xy|p−2∇xy∇xzdx

]

dt.

Para probar que las restricciones son de clase C2, haremos la siguiente hipótesis.
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P8 - ζj(s) es C2 y gj(x, t, η) es de clase C2 en η y existen una constante C > 0 y una

función ψ ∈ Lτ/(τ−2)(Lp/(p−2)) tales que

|ζ ′′j (s)| ≤ C|s| τ
p
−2 y

∣

∣

∣

∣

∂2gj
∂η2

(x, t, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|p−2 + ψ(x, t)

para c.t.p. (x, t) ∈ Q.

Ahora podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.1.8 Supongamos que se satisfacen P1, P2, P3, P7 y P8. Para todo j, el

funcional Gj : L∞(Σ) → R es de clase C2. Además, para todo v, h1, h2 ∈ L∞(Σ)

G′′
j (v)h1h2 =

∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

∇xz1 dx

∫

Ω

∂gj
∂η

∇xz2 dx

]

dt+

∫ T

0

[

ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)∫

Ω

∇T
x z1

∂2gj
∂η2

(x, t,∇xyv)∇xz2dx

]

dt+

+

∫

Σ

ϕjv

(

∂2g

∂y2
(s, t, yv, v)z1z2 +

∂2g

∂y∂v
(s, t, yv, v)(z1h2 + z2h1) +

∂2g

∂v2
(s, t, yv, v)h1h2

)

ds dt,

donde yv es la solución de la ecuación (3.2.1), ϕjv ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1) es la solución

de (4.1.10) y zi es la solución de (3.2.3) respectivamente para hi, i ∈ {1, 2}.

Demostración. La función Fj : Lτ (W 1,p(Ω)) → R definida por

Fj(y) =

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xy)dx

)

dt

es de clase C2. Derivando y usando la regla de la cadena obtenemos la expresión para la

derivada segunda de Gj(v). Las hipótesis hechas nos aseguran que la integral está bien

definida.

Ejemplo 4.1.3 Retomemos los ejemplos 4.1.1 y 4.1.2. Se tiene que

F ′′
1 (y)z1z2 =

∫ T

0

[

(∫

Ω

|∇xy|pdx
) τ

p
−2 ∫

Ω

|∇xy|p−2∇xy∇xz1dx

∫

Ω

|∇xy|p−2∇xy∇xz2dx

]

dt+

∫ T

0

[

(∫

Ω

|∇xy|pdx
) τ

p
−1 ∫

Ω

∇T
x z2

(

|∇xy|p−4∇xy∇T
x y + |∇xy|p−2IN

)

∇xz1dx

]

dt,

donde IN es la matriz identidad N ×N .
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4.2 Sensitividad de los funcionales respecto a per-

turbaciones difusas

4.2.1 Caso eĺıptico

Ω denotará un subconjunto abierto, acotado y conexo de R
N , cuya frontera Γ es de

clase C1; A un operador eĺıptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pág. 23);

p > N ; a0 ∈ Lp/2(Ω); f : Ω × R
2 −→ R; g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ); L : Ω × R × R → R y

gj : Ω × R
N → R para 1 ≤ j ≤ ni + ne.

Para establecer un principio de Pontryagin para el problema (Pe) de la página 16,

debemos establecer otro tipo de desarrollo de Taylor, basado en perturbaciones difusas

del control. Ahora no hace falta suponer diferenciabilidad de las funciones involucradas

respecto al control.

Teorema 4.2.1 Supongamos que se satisfacen las hipótesis sobre f E0 (pág. 66), E3

(pág. 75) y sobre gj E6(pág. 90). Supongamos además que L : Ω× (R×R) → R es una

E8 - función de Carathéodory, de clase C1 en la segunda variable y para todo M > 0

existe ψM ∈ L1(Ω) tal que |L(x, 0, u(x))| ≤ ψM(x) para todo u ∈ Uad y c.t.p. x ∈ Ω

y
∣

∣

∣

∣

∂L

∂y
(x, y, u(x))

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

si |y| ≤M para todo u ∈ Uad y c.t.p. x ∈ Ω.

Para todo ρ ∈ (0, 1) y todo u1, u2 ∈ Uad tomemos Eρ, uρ, yρ y z como en el Teorema

3.3.2.

Entonces para todo ρ ∈ (0, 1) y todo u1, u2 ∈ Uad se cumple que

J(uρ) = J(u1) + ρ∆J + o(ρ)

y

Gj(uρ) = Gj(u1) + ρ∆Gj + o(ρ) para 1 ≤ j ≤ ni + nd,

donde

∆J =

∫

Ω

∂L

∂y
(x, y1, u1)z dx+

∫

Ω

(L(x, y1, u2) − L(x, y1, u1)) dx

y

∆Gj =

∫

Ω

∂gj
∂η

(x,∇y1)∇z dx

para 1 ≤ j ≤ ni + nd.
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Nota 4.2.1 Nótese que ∆Gj 6= G′
j(u1)u2, ya que z 6= G′(u1)u2.

Demostración. Usando las definiciones de Eρ, uρ, yρ y z dadas en el Teorema 3.3.2

tenemos que

J(uρ) − J(u1)

ρ
− ∆J =

∫

Ω

(∫ 1

0

∂L

∂y
(x, y1 + θ(yρ − y1), uρ)dθ −

∂L

∂y
(x, y1, u1)

)

z dx−

−
∫

Ω

(

1 − 1

ρ
χEρ

)

(L(x, y1, u2) − L(x, y1, u1)) dx

y en virtud del Lema 3.3.1 esta cantidad converge hacia 0.

También

Gj(uρ) −Gj(u1)

ρ
− ∆Gj =

∫

Ω

(∫ 1

0

gj
∂η

(x,∇y1 + θ(∇yρ −∇y1))dθ −
gj
∂η

(x,∇y1)

)

∇z dx

y en virtud de la propiedades de crecimiento impuestas sobre gj(η) en E6 y (3.3.2), esta

cantidad tiende hacia 0. La prueba está completa.

4.2.2 Caso parabólico

Sean Ω, Γ, T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con la frontera

Γ de clase C1+ε̂ y los coeficientes del operador A de clase C([0, T ];C0,ε̂(Ω̄)), para algún

0 < ε̂ < 1. Sean f, g, y0 funciones, f : Q×R −→ R, g : Σ×R×R −→ R, F : Q×R −→ R,

G : Σ × R −→ R y y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω). Sean k2, k̃2, σ2, σ̃2 y ν como

en la sección 2.2.

Consideremos el Problema (Pp) de la página 16.

Teorema 4.2.2 Supongamos que se satisfacen las hipótesis P1 y P4. Para todo ρ ∈
(0, 1) y todo v1, v2 ∈ Vad tomemos Eρ, vρ, yρ y z como en el Teorema 3.3.4.

Entonces, para todo ρ ∈ (0, 1), y todo v1, v2 ∈ Vad se cumple que

J(vρ) = J(v1) + ρ∆J + o(ρ), (4.2.1)

donde

∆J =

∫

Q

F ′
y(·, y1)z dx dt+

∫

Σ

G′
y(·, y1, v1)zds dt+

∫

Ω

L′
y(·, y1(·, T ))z(·, T ) dx

+

∫

Σ

(G(s, t, y1, v2) −G(s, t, y1, v1)) ds dt.
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Demostración. Usando las definiciones de Eρ, uρ, yρ y z dadas en el Teorema 3.3.4

tenemos que,

J(vρ) − J(v1)

ρ
− ∆J =

∫

Q

(∫ 1

0

F ′
y(x, t, y1 + θ(yρ − y1))dθ − F ′

y(x, t, y1)

)

z dxdt+

+

∫

Σ

(∫ 1

0

G′
y(s, t, y1 + θ(yρ − y1), vρ)dθ −G′

y(s, t, y1, v1)

)

z dsdt+

+

∫

Ω

(∫ 1

0

L′
y(x, y1 + θ(yρ − y1))dθ − L′

y(x, y1)

)

z dx−
∫

Σ

(

1 − 1

ρ

)

χEρ (G(s, t, y1, u2) −G(s, t(y1, u1)) dsdt.

Gracias al Lema 3.3.3 podemos pasar al ĺımite y verificar (4.2.1).



Caṕıtulo 5

Principio de Pontryagin

El principal resultado de este caṕıtulo es un principio de Pontryagin para los proble-

mas (Pe) (pág. 16) y (Pp) (pág. 16). En los últimos años ha habido un interés creciente

en principios de Pontryagin para problemas de control gobernados por ecuaciones en de-

rivadas parciales con restricciones puntuales o integrales sobre la variable estado. Entre

otros podemos citar a Casas [22], Fattorini [52, 54], Bei Hu y Yong [60], Li y Yong [65],

Raymond y Zidani [78], Casas, Raymond y Zidani [35].

La prueba de los Teoremas 5.1.1 y 5.2.1 está basada en el principio variacional de

Ekeland. Para obtener un principio de Pontryagin aproximado correspondiente a las

condiciones de optimalidad que se deducen del principio variacional de Ekeland, usamos

el método de perturbaciones difusas, como en los art́ıculos de Raymond y Zidani [78] o

Casas, Raymond y Zidani [35].

5.1 Caso eĺıptico

Consideremos el problema (Pe) de la página 16. De nuevo tomamos Ω de clase C1;

Γ su frontera; A un operador eĺıptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pág.

23); p > N ; a0 ∈ Lp/2(Ω); f : Ω×R
2 −→ R; g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ); L : Ω×R×R → R

y gj : Ω × R
N → R para 1 ≤ j ≤ ni + ne.

Definimos el Hamiltoniano H : Ω × R
4 −→ R como

H(x, y, u, ϕ, ν) = νL(x, y, u) + ϕf(x, y, u).

Se satisface el principio de Pontryagin
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Teorema 5.1.1 Sea ū una solución de (Pe). Supongamos además que se cumplen las

hipótesis sobre f E0 (pág. 66) y E3 (pág. 75), sobre gj E6 (pág. 90) y sobre L E8 (pág.

98). Entonces existen números reales ν̄, λ̄j, j = 1, . . . , nd+ni no todos nulos y funciones

ȳ ∈W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) tales que satisfacen

λ̄j ≥ 0 ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j

∫

Ω

gj(x,∇ȳ(x)) dx = 0, (5.1.1)







Aȳ + a0ȳ = f(x, ȳ(x), ū(x)) en Ω

∂nA
ȳ = 0 sobre Γ,

(5.1.2)















A∗ϕ̄+ a0ϕ̄ =
∂f

∂y
(x, ȳ, ū)ϕ̄+ ν̄

∂L

∂y
(x, ȳ, ū) −

ni+nd
∑

j=1

λ̄jdiv

(

∂gj
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕ̄ = 0 sobre Γ,

(5.1.3)

y para casi todo x ∈ Ω,

H(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x), ν̄) = min
k∈KΩ(x)

H(x, ȳ(x), k, ϕ̄(x), ν̄).

Demostración. Definimos la distancia de Ekeland sobre el conjunto Uad como

dE(u1, u2) = |{x ∈ Ω : u1(x) 6= u2(x)}|.

Tenemos que (Uad, dE) es un espacio métrico completo y la convergencia en (Uad, dE)

implica convergencia puntual en Ω.

Definimos el funcional penalizado

Jn(u) =







[

(

J(u) − J(ū) +
1

n2

)+
]2

+

ni
∑

j=1

Gj(u)
2 +

ni+nd
∑

j=ni+1

(

Gj(u)
+
)2







1
2

,

donde para todo a ∈ R

a+ =







a si a > 0,

0 si a ≤ 0.

Consideramos el problema

(Pn)

{

min
u∈Uad

Jn(u).
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La solución de nuestro problema original ū es una 1
n2 -solución de (Pn). Jn es continuo

para la distancia de Ekeland, luego por el principio variacional de Ekeland [50] existe

un ∈ Uad tal que

dE(un, ū) ≤
1

n

y

Jn(un) ≤ Jn(u) +
1

n
dE(u, un) para todo u ∈ Uad. (5.1.4)

Sea u ∈ Uad cualquiera. Por los Teoremas 3.3.2 y 4.2.1, para todo ρ ∈ (0, 1) existe

un conjunto medible Eρ ⊂ Ω tal que

|Eρ| = ρ|Ω|,

yρ = yn + ρzn + rρ, con lim
ρ→0

1

ρ
‖rρ‖W 1,p(Ω) = 0,

J(uρ) = J(un) + ρ∆Jn + o(ρ) (5.1.5)

y

Gj(uρ) = Gj(un) + ρ∆Gn
j + o(ρ) para 1 ≤ j ≤ ni + nd,

donde

uρ =







un en Ω \ Eρ
u en Eρ,

yρ = yuρ ,






Azn + a0zn =
∂f

∂y
(x, yn, un)zn + f(x, yn, u) − f(x, yn, un) en Ω

∂nA
zn = 0 sobre Γ,

∆Jn =

∫

Ω

∂L

∂y
(x, yn, un)zn dx+

∫

Ω

(L(x, yn, u) − L(x, yn, un)) dx

y

∆Gn
j =

∫

Ω

∂gj
∂η

(x,∇yn)∇zn dx

para 1 ≤ j ≤ ni + nd.

Por (5.1.4)

Jn(un) ≤ Jn(uρ) +
1

n
dE(uρ, un).

Pero

dE(uρ, un) = |Eρ| = ρ|Ω|,
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y por tanto
Jn(un) − Jn(uρ)

ρ
≤ 1

n
|Ω|.

Vamos a pasar al ĺımite cuando ρ tiende hacia cero en esta expresión para obtener aśı

un Principio de Pontryagin en forma integral aproximado.

Jn(un) − Jn(uρ)

ρ
=

J2
n(un) − J2

n(uρ)

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
=

=

[

(

J(un) − J(ū) + 1
n2

)+
]2

−
[

(

J(uρ) − J(ū) + 1
n2

)+
]2

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
+

+

ni
∑

j=1

(

Gj(un)
2 −Gj(uρ)

2
)

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
+

ni+nd
∑

j=ni+1

(

(Gj(un)
+)2 − (Gj(uρ)

+)2
)

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))

Vamos a ver que pasa cuando ρ→ 0 sumando a sumando.

Aρ =

[

(

J(un) − J(ū) + 1
n2

)+
]2

−
[

(

J(uρ) − J(ū) + 1
n2

)+
]2

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
= Aρ1 · Aρ2,

donde

Aρ1 =

(

J(un) − J(ū) + 1
n2

)+ −
(

J(uρ) − J(ū) + 1
n2

)+

ρ
,

y

Aρ2 =

(

J(un) − J(ū) + 1
n2

)+
+
(

J(uρ) − J(ū) + 1
n2

)+

Jn(un) + Jn(uρ)

debido a la continuidad de J tenemos que

lim
ρ→0

Aρ2 =

(

J(un) − J(ū) + 1
n2

)+

Jn(un)

A esta cantidad la llamaremos νn. Para pasar al ĺımite en Aρ1 tenemos que tener en cuenta

el signo de J(un)−J(ū)+ 1
n2 . Si J(un)−J(ū)+ 1

n2 > 0, entonces para ρ suficientemente

pequeño se tiene que J(uρ) − J(ū) + 1
n2 > 0 y por tanto

Aρ1 =
J(un) − J(uρ)

ρ
;

en virtud de (5.1.5), esta cantidad converge hacia −∆Jn. Si J(un) − J(ū) + 1
n2 ≤ 0

entonces νn = 0. Además para todo ρ se tiene que |Aρ1| está acotado: Sabemos que para
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cualquier par de números reales t1 y t2 se tiene que |t+1 − t+2 | ≤ |t1 − t2|. Por lo tanto, y

usando (5.1.5) tenemos que

|Aρ1| ≤
|J(un) − J(uρ)|

ρ
≤ |∆Jn| + |o(ρ)|

ρ
,

y por tanto |Aρ1| está acotado independientemente de ρ.. Aśı que en cualquier caso

podemos escribir que

lim
ρ→0

Aρ = −νn∆Jn.

En segundo lugar, para 1 ≤ j ≤ ni, se tiene que

Gj(un)
2 −Gj(uρ)

2

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
=
Gj(un) −Gj(uρ)

ρ
· Gj(un) +Gj(uρ)

Jn(un) + Jn(uρ)

y esta cantidad converge hacia −λnj∆Gn
j , donde

λnj =
Gj(un)

Jn(un)

De la misma manera, si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd se puede asegurar que

lim
ρ→0

(Gj(un)
+)2 − (Gj(uρ)

+)2

ρ(Jn(un) + Jn(uρ))
= −λnj∆Gn

j ,

siendo en este caso

λnj =
Gj(un)

+

Jn(un)
.

Con lo cual tenemos que

lim
ρ→0

Jn(un) − Jn(uρ)

ρ
= −νn∆Jn −

ni+nd
∑

j=1

λnj∆G
n
j ,

y por lo tanto

−νn∆Jn −
ni+nd
∑

j=1

λnj∆G
n
j ≤ 1

n
|Ω|.

Si escribimos el primer miembro expĺıcitamente tenemos que

−νn∆Jn−
ni+nd
∑

j=1

λnj∆G
n
j = −

∫

Ω

νn
∂L

∂y
(x, yn, un)zn dx−

∫

Ω

νn (L(x, yn, u) − L(x, yn, un)) dx−

−
ni+nd
∑

j=1

∫

Ω

λnj
∂gj
∂η

(x,∇yn)∇zn dx ≤ 1

n
|Ω|.
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Sea ϕn el estado adjunto aproximado, que cumple la ecuación































A∗ϕn + a0ϕn =
∂f

∂y
(x, yn, un)ϕn+

νn
∂L

∂y
(x, yn, un) −

ni+nd
∑

j=1

λnj div

(

∂gj
∂η

(x,∇yn)
)

en Ω

∂nA∗
ϕn = 0 sobre Γ.

Integrando por partes y usando la definición de zn, obtenemos

−
∫

Ω

ϕn (f(x, yn, u) − f(x, yn, un)) dx−
∫

Ω

νn (L(x, yn, u) − L(x, yn, un)) ≤
1

n
|Ω|.

Y por lo tanto, tenemos un Principio de Pontryagin aproximado y en forma integral:

∫

Ω

(νnL(x, yn, un) + ϕnf(x, yn, un)) dx ≤
∫

Ω

(νnL(x, yn, u) + ϕnf(x, yn, u)) dx+
1

n
|Ω|

para todo u ∈ Uad.

Ahora, como

νn2 +

ni+nd
∑

j=1

λnj
2 = 1,

podemos tomar subsucesiones que converjan hacia números reales ν̄ y λ̄j, 1 ≤ j ≤ ni+nd,

obviamente no todos nulos. Éstos cumplen (5.1.1). Se tiene asimismo que un → ū

puntualmente, y por tanto, debido al Teorema 3.1.1 yn → ȳ en W 1,p(Ω), y por lo tanto

uniformemente, con lo que ϕn → ϕ̄ en W 1,p′(Ω), y podemos pasar al ĺımite para obtener

el Principio de Pontryagin en forma integral:

∫

Ω

(ν̄L(x, ȳ, ū) + ϕ̄f(x, ȳ, ū)) dx ≤
∫

Ω

(ν̄L(x, ȳ, u) + ϕ̄f(x, ȳ, u)) dx

para todo u ∈ Uad.

La forma puntual del principio de Pontryagin se deduce como en [78, pág. 1875]
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Algunas extensiones

De la misma manera podemos llegar a probar un principio de Pontryagin para un

control frontera. Consideremos el problema

(P′
e)







































Minimizar J(v) =

∫

Γ

ℓ(s, yv, v)ds,

v ∈ Vad = {v : Γ → R : v(s) ∈ KΓ(s) c.t.p. s ∈ Γ} ,
∫

Ω

gj(x,∇yu(x)) dx = 0, 1 ≤ j ≤ ni,
∫

Ω

gj(x,∇yu(x)) dx ≤ 0, ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd,

donde






Ayv + a0y = f en Ω

∂nA
yu = g(s, yv, v) sobre Γ,

y KΓ es una multiaplicación medible con imagen no vaćıa y cerrada en P(R).

Definimos el Hamiltoniano frontera H : Γ × R
4 → R, como

H(s, y, v, ϕ, ν) = νℓ(s, y, v) + ϕg(s, y, v).

Teorema 5.1.2 Sea v̄ solución de (P′
e). Supongamos que f ∈ Lp/2(Ω); g : Γ×R×R → R

es una función medible en Γ, de clase C1 en la segunda variable, continua en la tercera

variable y para todo M > 0 existen ψM ∈ Lp−1(Γ) y CM > 0 tales que |g(s, 0, v(s))| ≤
ψM(s),

−CM ≤ ∂g

∂y
(s, t, v(s)) ≤ 0

para todo |t| ≤M , v ∈ Vad y c.t.p. s ∈ Γ; ℓ : Γ × R × R → R es una función medible en

Γ, de clase C1 en la segunda variable, continua en la tercera variable y para todo M > 0

existe ψM ∈ L1(Γ) tal que |ℓ(s, 0, v(s))| ≤ ψM(s),

|∂ℓ
∂y

(s, t, v(s))| ≤ ψM(s)

para todo |t| ≤M , v ∈ Vad y c.t.p. s ∈ Γ. Supongamos además que se satisface E6 (pág.

90).

Entonces existen números reales ν̄, λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni no todos nulos y funciones

ȳ ∈W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) tales que satisfacen

λ̄j ≥ 0 ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j

∫

Ω

gj(x,∇ȳ(x)) dx = 0,
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Aȳ + a0ȳ = f en Ω

∂nA
ȳ = g(s, yv, v) sobre Γ,



















A∗ϕ̄+ a0ϕ̄ = −
ni+nd
∑

j=1

λ̄jdiv

(

∂gj
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕ̄ =

∂g

∂y
(s, ȳ, v̄)ϕ̄+ ν̄

∂ℓ

∂y
(s, ȳ, v̄) sobre Γ,

y para casi todo s ∈ Γ,

H(s, ȳ(s), v̄(s), ϕ̄(s), ν̄) = min
k∈KΓ(s)

H(s, ȳ(s), k, ϕ̄(s), ν̄).

5.2 Caso parabólico

Sean Ω, Γ, T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con la frontera

Γ de clase C1+ε̂ y los coeficientes del operador A de clase C([0, T ];C0,ε̂(Ω̄)), para algún

0 < ε̂ < 1. Sean f, g, y0 funciones, f : Q×R −→ R, g : Σ×R×R −→ R, F : Q×R −→ R,

G : Σ × R −→ R y y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω). Sean k2, k̃2, σ2, σ̃2 y ν como

en la sección 2.2.

Consideremos el problema (Pp) de la página 16. Para el problema parabólico, a modo

de ilustración, no vamos a considerar tan sólo el caso de un número finito de restricciones

sobre el gradiente del estado, sino que trataremos la restricción de la manera más general

∇xy ∈ C,

donde C es un subconjunto cerrado, convexo y con interior no vaćıo de (Lτ (0, T ;Lp(Ω)))N .

Definimos el Hamiltoniano frontera como

HΣ(s, t, y, v, ϕ, ν) = νG(s, t, y, v) + ϕg(s, t, y, v)

para todo (s, t, y, v, ϕ, ν) ∈ Γ × [0, T ] × R
4.

En el siguiente teorema, establecemos el principio de Pontryagin.
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Teorema 5.2.1 Supongamos que se satisfacen P1 y P4. Si (v̄) es una solución del

problema de control (Pp) de la página 16, entonces existen ϕ̄ ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1),

ν̄ ∈ R
+, y ~f ∈ (Lτ

′

(Lp
′

))N , tales que

(~f, ν̄) 6= (0, 0), (5.2.1)
∫

Q

(z −∇xȳ)~f ≤ 0 para todo z ∈ C, (5.2.2)



















































−∂ϕ̄
∂t

+ A∗ϕ̄− ∂f

∂y
(x, t, ȳ)ϕ̄ = ν̄

∂F

∂y
(x, t, ȳ) + div ~f en Q,

∂ϕ̄

∂nA∗

− ∂g

∂y
(s, t, ȳ, v̄)ϕ̄ = ν̄

∂G

∂y
(s, t, ȳ, v̄) − ~f · ~n sobre Σ,

ϕ̄(·, T ) = ν̄
∂L

∂y
(x, ȳ(T )) en Ω,

(5.2.3)

y

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t), ν̄) = min
v∈KΣ(s,t)

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v, ϕ̄(s, t), ν̄) (5.2.4)

para casi todo (s, t) en Σ.

Demostración. Definimos la distancia de Ekeland en el espacio Vad:

dE(v1, v2) = |{(s, t) : v1(s, t) 6= v2(s, t)}|.

El espacio (Vad, dE) es un espacio métrico completo, y la convergencia en (Vad, dE) implica

la convergencia en Lα(Σ) para cualquier α <∞. Consideremos el funcional penalizado

Jn(v) =







[

(

J(v) − J(v̄) +
1

n2

)+
]2

+ dC(∇xyv)
2







1/2

,

donde dC(·) es la distancia (Lτ (Lp))N al conjunto C definida por

dC(z) = inf
ϕ∈C

‖z − ϕ‖(Lτ (Lp))N .

El funcional dC(·) es Lipschitz, convexo y diferenciable Gâteaux para todo z 6∈ C, y en

esos puntos

‖∇dC(z)‖(Lτ ′ (Lp′ ))N = 1.
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Considérese el problema

(Pn) : min
v∈Vad

Jn(v).

Con tal elección, v̄ es una 1
n2 -solución de (Pn). El Teorema 3.2.1 y la hipótesis P4

implican que Jn(v) es continuo para la distancia de Ekeland. Aśı, debido al principio

variacional de Ekeland existe vn ∈ Vad tal que

dE (vn, v̄) ≤
1

n
y Jn(vn) ≤ Jn(v) +

1

n
dE (v, vn) para todo v ∈ Vad. (5.2.5)

Sea v ∈ Vad. Debido a los Teoremas 3.3.4 y 4.2.2, para todo ρ ∈ (0, 1), existe un

conjunto medible Eρ ⊂ Σ tal que

|Eρ| = ρ|Σ|, (5.2.6)

yρ = yn + ρzn + rρ con lim
ρ→0

1

ρ
‖rρ‖Lτ (W 1,p) = 0, (5.2.7)

y

J(vρ) = J(vn) + ρ∆JN + o(ρ), (5.2.8)

donde

vρ(s, t) =







vn en Σ \ Eρ
v en Eρ

, yρ = yvρ ,























∂zn
∂t

+ Azn −
∂f

∂y
(x, t, yn)zn = 0 en Q,

∂zn
∂nA

− ∂g

∂y
(s, t, yn, vn)zn = g(s, t, yn, v) − g(s, t, yn, vn) sobre Σ,

zn(·, 0) = 0 en Ω,

y

∆JN =

∫

Q

∂F

∂y
(·, yn)zndx dt+

∫

Σ

∂G

∂y
(·, yn, vn)znds dt+

∫

Ω

∂L

∂y
(·, yn(·, T ))zn(·, T ) dx

+

∫

Σ

(G(·, yn, v) −G(·, yn, vn)) ds dt.

Las relaciones (5.2.5) y (5.2.6) implican que

Jn(vn) − Jn(vρ)

ρ
≤ 1

n
|Σ|. (5.2.9)
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Tenemos
Jn(vn) − Jn(vρ)

ρ
=

J2
n(vn) − J2

n(vρ)

ρ (Jn(vn) + Jn(vρ))

=

[

(

J(vn) − J(v̄) + 1
n2

)+
]2

−
[

(

J(vρ) − J(v̄) + 1
n2

)+
]2

ρ (Jn(vn) + Jn(vρ))
+

dC(∇yn)2 − dC(∇yρ)2

ρ (Jn(vn) + Jn(vρ))
.

De (5.2.8) se sigue que

lim
ρ→0

[

(

J(vn) − J(v̄) + 1
n2

)+
]2

−
[

(

J(vρ) − J(v̄) + 1
n2

)+
]2

ρ (Jn(vn) + Jn(vρ))
= −νn∆JN , (5.2.10)

con

νn =

(

J(vn) − J(v̄) + 1
n2

)+

Jn(vn)
.

Con (5.2.7), y las propiedades de la función distancia dC(·), podemos escribir

lim
ρ→0

dC(∇yn)2 − dC(∇yρ)2

ρ (Jn(vn) + Jn(vρ))
= lim

ρ→0

dC(∇yn) − dC(∇yρ)
ρ

dC(∇yn) + dC(∇yρ)
(Jn(vn) + Jn(vρ))

=

=

∫

Q

~fn · ∇zn dx dt, (5.2.11)

donde

~fn =











dC(∇yn)
Jn(vn)

∇dC(∇yn) si ∇yn 6∈ C,

0 si no.

Para deducir un principio de Pontryagin aproximado, introducimos la ecuación de

estado adjunto aproximada. Debido a las hipótesis hechas sobre las derivadas de las

funciones que intervienen en el problema y al resultado de regularidad en la Proposición

2.2.10, existe un único ϕn ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1) que satisface

−∂ϕn
∂t

+ A∗ϕn −
∂f

∂y
(x, t, yn)ϕn = νn

∂F

∂y
(x, t, yn) + div ~fn en Q,

∂ϕn
∂nA∗

− ∂g

∂y
(s, t, yn, vn)ϕn = νn

∂G

∂y
(s, t, yn, vn) − ~fn · ~n sobre Σ,

ϕn(·, T ) = νn
∂L

∂y
(·, yn(T )) en Ω.
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Con la fórmula de Green (2.2.32) de la Proposición 2.2.10 tenemos que
∫

Q

νn
∂F

∂y
(x, t, yn)zn dx dt−

∫

Q

~f · ∇zn dx dt+

∫

Σ

νn
∂G

∂y
(s, t, yn, vn) ds dt+

∫

Ω

νn
∂L

∂y
(x, yn(T )) dx =

=

∫

Q

ϕn

(

∂zn
∂t

+ Azn −
∂f

∂y
(x, t, yn)zn

)

dx dt+

+

∫

Σ

ϕn

(

∂zn
∂nA

− ∂g

∂y
(s, t, yn, vn)zn

)

ds dt

=

∫

Σ

ϕn (g(s, t, yn, v) − g(s, t, yn, vn)) ds dt.

Pasando al ĺımite cuando ρ tiende a cero en (5.2.9), con (5.2.10), (5.2.11) y la anterior

fórmula de Green, obtenemos el principio de Pontryagin aproximado:
∫

Σ

(νnG(s, t, yn, vn) + ϕng(s, t, yn, vn)) ds dt ≤
∫

Σ

(νnG(s, t, yn, v) + ϕng(s, t, yn, v)) ds dt+
1

n
|Σ| para todo v ∈ Vad. (5.2.12)

Nótese que ν2
n + ‖~fn‖2

(Lτ ′ (Lp′ ))N = 1. Luego existen subsucesiones, aún indexadas por n,

tales que (νn)n converge a ν, y (~fn)n converge débilmente a ~f en (Lτ
′

(Lp
′

))N . Si ν > 0

entonces se satisface (5.2.1). De otro modo, usando que limn→∞ ‖~fn‖2
(Lτ ′ (Lp′ ))N = 1, y

que el interior de C es no vaćıo, podemos demostrar que ~f 6= 0 de una manera estándar

(véase [78], por ejemplo). Sabemos que existe una bola BLτ (Lp)N (~z, ρ) ⊂ C, con ρ > 0.

Tomemos ~zn ∈ BLτ (Lp)N (~0, ρ) tales que

∫

Q

~zn · ~fndx dt =
1

2
ρ+ ‖~fn‖Lτ (Lp)N .

Como ~z + ~zn ∈ C, de la definición de ~fn y la definición de subdiferencial en el sentido

del análisis convexo (véase por ejemplo [45]), se tiene que
∫

Q

~fn · (~z + ~zn −∇yn)dx dt ≤ 0.

Pasando al ĺımite obtenemos que

1

2
ρ+

∫

Q

~f · (~z −∇yn) ≤ 0,
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lo cual prueba que ~f 6= 0.

La condición (5.2.2) se cumple debido a la definición de subdiferencial del funcional

convexo dC(·).
Con (5.2.5), podemos probar que (yn)n converge hacia ȳ en Cb(Q̄ \ Ω̄ × {0}). Con

las hipótesis hechas y con la Proposición 2.2.10, podemos probar que (ϕn)n converge en

Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1) a la solución ϕ̄ de (5.2.3).

Teniendo en cuenta los resultados de convergencia para (yn)n, (vn)n, (ϕn)n, (νn)n,

podemos pasar al ĺımite en (5.2.12) cuando n tiende a infinito, y obtener un principio de

Pontryagin en forma integral.

∫

Σ

(ν̄G(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄g(s, t, ȳ, v̄)) ds dt ≤
∫

Σ

(ν̄G(s, t, ȳ, v) + ϕ̄g(s, t, ȳ, v)) ds dt.

para todo v ∈ Vad.

El principio de Pontryagin puntual se puede deducir ahora como en [78, pág. 1875].

La prueba está completa.

Algunas extensiones

En esta sección hemos tratado sólo de controles frontera acotados. El tratamiento

de controles no acotados se puede llevar a cabo como en [78], pero ello conlleva algunas

dificultades técnicas. Nos remitimos a [78] para tales extensiones. Todos los resultados se

pueden conseguir para controles distribuidos sin cambios de importancia en las pruebas.

Para ilustrar estros comentarios, consideremos el problema de control correspondiente

a:

• la ecuación de estado:






















∂y

∂t
+ Ay + f(x, t, y, u) = 0 en Q,

∂y

∂nA
+ g(s, t, y, v) = 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(5.2.13)

con u ∈ Uad ⊂ Lq(Q), v ∈ Vad ⊂ Lσ(Σ), q > N/2 + 1 y σ > N + 1. Los conjuntos

de control Uad y Vad se definen como sigue.

Uad = {u ∈ Lq(Σ) : u(x, t) ∈ KQ(x, t) para casi todo (x, t) ∈ Q} ,
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Vad = {v ∈ Lσ(Σ) : v(s, t) ∈ KΣ(s, t) para casi todo (s, t) ∈ Σ} ,

donde KQ y KΣ son multiaplicaciones medibles con imagen no vaćıa y cerrada en

P(R).

• El funcional de coste:

J(yuv, u, v) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, yuv, u) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, yuv, v) ds dt

+

∫

Ω

L(x, yuv(x, T )) dx,
(5.2.14)

• la restricción sobre el estado:
∫ T

0

(∫

Ω

|∇xy − gd|pdx
)τ/p

dt ≤ δ, (5.2.15)

donde gd es una función dada en (Lτ (Lp))N .

Definimos los Hamiltonianos distribuido y frontera como

HQ(x, t, y, u, ϕ, ν) = νF (x, t, y, u) − ϕf(x, t, y, u)

para todo (x, t, y, u, ϕ, ν) ∈ Ω × [0, T ] × R
4,

HΣ(s, t, y, v, ϕ, ν) = νG(s, t, y, v) − ϕg(s, t, y, v)

para todo (s, t, y, v, ϕ, ν) ∈ Γ × [0, T ] × R
4. Con algunas modificaciones en las hipótesis

P1 y P4 sobre f , g, F y G (hay que suponer que f y F dependen del control u y dar

condiciones de crecimiento adecuadas en u), podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 5.2.2 Si (ȳ, ū, v̄) es una solución del problema de control, entonces existen

ϕ̄ ∈ Lτ
′

(W 1,p′) + L2(H1), ν̄ ∈ R
+, µ̄ ∈ R

+ tales que

(ν̄, µ̄) 6= (0, 0), (5.2.16)

µ̄

(∫ T

0

(|∇xȳ − gd|pdx)τ/p dt− δ

)

= 0, (5.2.17)























−∂ϕ̄
∂t

+ Aϕ̄+ f ′
y(x, t, ȳ, ū)ϕ̄ = ν̄F ′

y(x, t, ȳ, ū) + µ̄ div ~f en Q,

∂ϕ̄

∂nA
+ g′y(s, t, ȳ, v̄)ϕ̄ = ν̄G′

y(s, t, ȳ, v̄) − µ̄ ~f · ~n sobre Σ,

ϕ̄(·, T ) = ν̄L′
y(x, ȳ(T )) en Ω,

(5.2.18)
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donde

~f =

(∫

Ω

|∇xȳ − gd|p dx
) τ

p
−1
(

|∇xȳ − gd|p−2(∇xȳ − gd)
)

,

HQ(x, t, ȳ(x, t), ū(x, t), ϕ̄(x, t), ν̄) = min
u∈KQ(x,t)

HQ(x, t, ȳ(x, t), u, ϕ̄(x, t), ν̄)

para casi todo (x, t) en Q, y

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t), ν̄) = min
v∈KΣ(s,t)

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v, ϕ̄(s, t), ν̄)

para casi todo (s, t) en Σ.





Caṕıtulo 6

Condiciones de primer y segundo

orden

Establecemos en este caṕıtulo condiciones de primer y segundo orden para

los problemas de control estudiados. Aplicamos directamente un teorema

para problemas de optimización. Teoremas parecidos para problemas con un

número finito de restricciones puntuales o integrales sobre el estado han sido

estudiados por ejemplo en [37]. El mismo teorema no puede ser aplicado

directamente para problemas con un número infinito de restricciones sobre el

estado (por ejemplo |y(x)| ≤ δ en Ω̄). En [10] se pueden encontrar condiciones

necesarias de primer orden para este tipo de problemas.

6.1 Condiciones para problemas de optimización abs-

tractos

En esta sección presentamos algunos resultados sobre condiciones de optimalidad para

problemas de optimización abstractos que han sido obtenidos por Casas y Tröltzsch [36].

Sea (X,B, µ) un espacio de medida. Consideremos el siguiente problema de optimi-

117
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zación

(Q)



























Minimizar J(u)

u ∈ Uad = {u ∈ L∞(X) : ua(x) ≤ u(x) ≤ ub(x) para c.t.p. x ∈ X},
Gj(u) = 0, 1 ≤ j ≤ ni,

Gj(u) ≤ 0, ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd

donde ua, ub ∈ L∞(X) y J,Gj : L∞(X) −→ R son funciones dadas, 1 ≤ j ≤ ni + nd.

Además, para u ∈ L∞(X) y λ = (λj)
ni+nd
j=1 ∈ R

ni+nd definimos la Lagrangiana del

problema como

L(u, λ) = J(u) +

ni+nd
∑

j=1

λjGj(u)

Condiciones necesarias de primer orden

Supondremos que ū es una solución local de (Q), i.e. existe un número real ρ > 0 tal

que para todo punto admisible de (Q), con ‖u− ū‖L∞(X) < ρ, tenemos que J(ū) ≤ J(u).

Bajo esta hipótesis, podemos deducir condiciones de optimalidad necesarias de primer

orden satisfechas por ū. Para una demostración de las mismas, véase Clarke [44]).

Teorema 6.1.1 Supongamos que J y {Gj}ni+nd
j=1 son de clase C1 en un entorno de ū.

Entonces existen números reales λ0, {λ̄j}ni+nd
j=1 no todos nulos tales que

λ̄j ≥ 0, ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j = 0 si Gj(ū) < 0; (6.1.1)

〈λ0J
′(ū) +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′
j(ū), u− ū〉 ≥ 0 para todo ua ≤ u ≤ ub. (6.1.2)

Obviamente, si λ0 = 0, la ecuación (6.1.2) no proporciona mucha información. En

ese caso se dice que las condiciones de optimalidad están en forma no cualificada. Es-

tableciendo hipótesis extra, podemos asegurar que λ0 6= 0 (y por lo tanto reescalando,

que λ0 = 1). En dimensión finita es t́ıpico imponer la condición de independencia de los

gradientes de las restricciones activas. Esta condición ha de ser un poco más fuerte en

problemas donde hay un número infinito de restricciones (las restricciones de cota sobre

u). Estableceremos la siguiente hipótesis de regularidad que garantiza la cualificación de

las condiciones de optimalidad. Sea

I0 = {j ≤ ni + nd |Gj(ū) = 0}
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el conjunto de ı́ndices correspondientes a las restricciones activas. También denotamos

el conjunto de restricciones no activas por

I− = {j ≤ ni + nd |Gj(ū) < 0}.

Para todo ε > 0, denotamos

Xε = {x ∈ X : ua(x) + ε ≤ ū(x) ≤ ub(x) − ε}.

Hacemos la siguiente hipótesis de regularidad






∃εū > 0 y {hj}j∈I0 ⊂ L∞(X), con supphj ⊂ Xεū , tal que

G′
i(ū)hj = δij, i, j ∈ I0,

(6.1.3)

Tenemos que

Teorema 6.1.2 Supongamos que se cumple (6.1.3) y las hipótesis del Teorema 6.1.1.

Entonces las conclusiones de dicho teorema son válidas con λ0 = 1.

Demostración. Supongamos que λ0 = 0. Tomemos ρ > 0 suficientemente pequeño

de tal manera que u0 = ū − ρ
∑

i>ni,i∈I0
hj pertenezca a Uad. Usando la hipótesis de

regularidad (6.1.3)

〈G′
j(ū), (u0 − ū)〉 =







0 si j ≤ ni

−ρ si j > ni y j ∈ I0.

Además sabemos que si j > ni entonces λ̄j ≥ 0, y que si además j ∈ I−, entonces λ̄j = 0.

Por lo tanto, usando (6.1.2) y estas consideraciones, tenemos que

0 ≤
ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′
j(ū)(u0 − ū) =

∑

j>ni, j∈I0

λ̄jG
′
j(ū)(u0 − ū) = −

∑

j>ni, j∈I0

λ̄jρ ≤ 0,

Luego si j > ni entonces λ̄j = 0.

Supongamos ahora que j ≤ ni, y tomemos un ρ > 0 suficientemente pequeño de tal

manera que uj− = ū− ρhj y uj+ = ū+ ρhj pertenezcan a Uad. Tenemos que para i ≤ ni

G′
i(ū)(uj− − ū) = −ρδij

y

G′
i(ū)(uj+ − ū) = ρδij.
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Luego

0 ≤
ni+nd
∑

i=1

λ̄iG
′
i(ū)(uj− − ū) = −ρλ̄j

y

0 ≤
ni+nd
∑

i=1

λ̄iG
′
i(ū)(uj+ − ū) = ρλ̄j,

de donde se tiene que λ̄j = 0.

Hemos demostrado que λ̄j = 0 para 1 ≤ j ≤ ni + nd. Esto contradice el hecho de

que no todos los multiplicadores son nulos, luego λ0 6= 0, y reescalando podemos tomar

λ0 = 1.

Nótese que podemos reescribir (6.1.2) como

∂L
∂u

(ū, λ̄)(u− ū) ≥ 0 para todo ua ≤ u ≤ ub. (6.1.4)

Condiciones necesarias de segundo orden

Recogemos en esta sección los principales resultados para problemas de optimización

de [36].

Como queremos dar condiciones de optimalidad de segundo orden útiles para el es-

tudio del problema de control (Pe) de la página 16 y (Pp) de la página 16, necesitamos

tener en cuenta la discrepancia de las dos normas (the two-norm discrepancy); para estas

cuestiones véanse por ejemplo Ioffe [61] y Maurer [69]. Entonces tenemos que imponer

condiciones adicionales sobre las funciones J y Gj.

(A1) Existen funciones φ, ψj ∈ L2(X), 1 ≤ j ≤ ni+nd, tales que para todo h ∈ L∞(X)

J ′(ū)h =

∫

X

φ(x)h(x)dx y G′
j(ū)h =

∫

X

ψj(x)h(x)dx, 1 ≤ j ≤ ni + nd. (6.1.5)

(A2) Si {hk}∞k=1 ⊂ L∞(X) está acotado, h ∈ L∞(X) y hk(x) → h(x) para casi todo

punto en X, entonces

[J ′′(ū) +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′′
j (ū)]h

2
k → [J ′′(ū) +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′′
j (ū)]h

2. (6.1.6)
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Si definimos

d(x) = φ(x) +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jψj(x), (6.1.7)

entonces

∂L
∂u

(ū, λ̄)h = [J ′(ū) +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′
j(ū)]h =

∫

X

d(x)h(x)dx ∀h ∈ L∞(X). (6.1.8)

De (6.1.4) deducimos que

d(x) =



















0 para c.t.p. x ∈ X tal que ua(x) < ū(x) < ub(x),

≥ 0 para c.t.p. x ∈ X tal que ū(x) = ua(x),

≤ 0 para c.t.p. x ∈ X tal que ū(x) = ub(x).

(6.1.9)

Asociado con d definimos

X0 = {x ∈ X : |d(x)| > 0}. (6.1.10)

Dados {λ̄j}ni+nd
j=1 por el Teorema 6.1.2 definimos

C0
ū = {h ∈ L∞(X) que cumplen (6.1.12) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ X0}, (6.1.11)

con


















































G′
j(ū)h = 0 si (j ≤ ni) ó (j > ni, Gj(ū) = 0 y λ̄j > 0);

G′
j(ū)h ≤ 0 si j > ni, Gj(ū) = 0 y λ̄j = 0;

h(x) =







≥ 0 si ū(x) = ua(x);

≤ 0 si ū(x) = ub(x).

(6.1.12)

En el siguiente teorema establecemos condiciones de optimalidad necesarias de se-

gundo orden.

Teorema 6.1.3 Supongamos que se cumplen (6.1.3), (A1) y (A2), {λ̄j}ni+nd
j=1 son los

multiplicadores de Lagrange que cumplen (6.1.1) y (6.1.2), con λ̄0 = 1, y J y {Gj}ni+nd
j=1

son de clase C2 en un entorno de ū. Entonces se satisface la siguiente desigualdad

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 ≥ 0 ∀h ∈ C0
ū. (6.1.13)
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Con una hipótesis un poco más fuerte que (A2) se puede probar una condición

necesaria un poco más fuerte que la del Teorema 6.1.3. Introduzcamos para ello el

siguiente conjunto

C0
ū,L2(X) = {h ∈ L2(X) que cumplen (6.1.12) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ X0}, (6.1.14)

Tenemos la siguiente propiedad

Lema 6.1.4 Supongamos que se satisfacen (A1) y la hipótesis de regularidad (6.1.3).

Entonces

C0
ū,L2(X) = C̄0

ū,

donde C̄0
ū denota la clausura de C0

ū en L2(X).

Demostración. Que C0
ū ⊂ C0

ū,L2(X) es directo. Además C0
ū,L2(X) es cerrado, lo que

conduce a la conclusión C̄0
ū ⊂ C0

ū,L2(X).

Para ver que C0
ū,L2(X) ⊂ C̄0

ū tomemos h ∈ C0
ū,L2(X). Vamos a construir una sucesión

{hk}∞k=1 ⊂ C0
ū que converja hacia h en L2(X). Sea

ĥk(x) =



















k si h(x) ≥ k

h(x) si −k ≤ h(x) ≤ k

−k si h(x) ≤ −k.

Obviamente

lim
k→∞

ĥk = h en L2(X).

Para j ∈ I0, tomamos

αkj = G′
j(ū)ĥk −G′

j(ū)h.

Se tiene que para todo j

lim
k→∞

αkj = 0.

Gracias a la hipótesis de regularidad, sabemos que existen εū > 0 y {h̄j}j∈I0 ⊂ L∞(X),

con supp h̄j ⊂ Xεū , tal que G′
i(ū)h̄j = δij, i, j ∈ I0.

Tomemos

hk = ĥk −
∑

j∈I0

αkjh̄j.

Obviamente, de las consideraciones sobre los ĺımites de ĥk y αjk se tiene que

lim
k→∞

hk = h en L2(X).
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Veamos que las hk ∈ C0
ū.

En primer lugar notar que h(x) = 0 c.t.p. en X0. Dado x ∈ X, para j ∈ I0, si

h̄j(x) 6= 0, entonces x ∈ Xεū . Por tanto ua(x) < ū(x) < ub(x), y por (6.1.9), d(x) = 0.

Luego x 6∈ X0. Aśı que en X0, h̄j = 0. Gracias a la definición de ĥk se tiene entonces

que hk(x) = 0 en c.t.p. de X0.

En segundo lugar, para i ∈ I0

G′
i(ū)hk = G′

i(ū)ĥk −
∑

j∈I0

αkjG
′
i(ū)h̄j = G′

i(ū)ĥk − αki = G′
i(ū)h.

Utilizando ahora que h satisface las relaciones G′
i(ū)h = 0 si j ≤ ni ó j > ni, Gi(ū) = 0,

λ̄i > 0 y G′
i(ū)h ≤ 0 si j > ni, Gi(ū) = 0, λ̄i = 0 de (6.2.8), se deduce de la igualdad

G′
i(ū)hk = G′

i(ū)h que hk también las cumple.

Por último hay que comprobar la condición de signo. Como supp h̄j ⊂ Xεū , entonces

h̄j(x) = 0 siempre que ū(x) = ua(x) ó ū(x) = ub(x). Consecuentemente, el signo de

ĥk(x) es el mismo que el signo de hk(x) si ū(x) = ua(x) ó ū(x) = ub(x). Finalmente,

es suficiente notar que signo de ĥk(x) es igual al signo de h(x) para todo x ∈ X y que

h ∈ C0
u,L2(X) para concluir que hk satisface la condición de signo. Aśı hk ∈ C0

ū y la prueba

está completa.

Introducimos ahora la siguiente hipótesis, un poco más fuerte que (A2).

(A2’)
∂2L
∂u2

(ū, λ̄) es bilineal y continua en L2(X).

Entonces podemos probar que

Teorema 6.1.5 Supongamos que se cumplen (6.1.3), (A1) y (A2’), {λ̄j}ni+nd
j=1 son los

multiplicadores de Lagrange que cumplen (6.1.1) y (6.1.2) con λ̄0 = 1, y J y {Gj}ni+nd
j=1

son de clase C2 en un entorno de ū. Entonces se satisface la siguiente desigualdad

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 ≥ 0 ∀h ∈ C0
ū,L2(X). (6.1.15)

Demostración. Sea h ∈ C0
ū,L2(X). Gracias al Lema 6.1.4 podemos encontrar una

sucesión {hk}∞k=1 ⊂ C0
ū tal que hk → h en L2(X). Notando que (A2’) implica (A2) y

usando el Teorema 6.1.3 se tiene

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k ≥ 0
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para todo k. Por la hipótesis (A2’), podemos pasar al ĺımite y obtener aśı

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 ≥ 0.

La prueba está completa.

Condiciones suficientes de segundo orden

Ahora ū es un elemento dado y admisible para el problema (Q) que satisface con-

diciones necesarias de primer orden. Motivados de nuevo por las consideraciones de la

discrepancia de las dos normas, tenemos que hacer algunas hipótesis que involucran a

las normas de L∞(X) y L2(X).

(A3) Existe un número positivo ρ > 0 tal que J y {Gj}ni+nd
j=1 son de clase C2 en la

bola de L∞(X), BL∞(X)(ū, ρ) y para todo δ > 0 existe ε ∈ (0, ρ) tal que para todo

u ∈ BL∞(X)(ū, ρ), ‖v − ū‖L∞(X) < ε, h, h1, h2 ∈ L∞(X) y 1 ≤ j ≤ ni + nd se tiene



































































∣

∣

∣

∣

[

∂2L
∂u2

(v, λ̄) − ∂2L
∂u2

(ū, λ̄)

]

h2

∣

∣

∣

∣

≤ δ‖h‖2
L2(X),

|J ′(u)h| ≤M0,1‖h‖L2(X), |G′
j(u)h| ≤Mj,1‖h‖L2(X),

|J ′′(u)h1h2| ≤M0,2‖h1‖L2(X)‖h2‖L2(X),

|G′′
j (u)h1h2| ≤Mj,2‖h1‖L2(X)‖h2‖L2(X),

(6.1.16)

Análogamente a (6.1.10) y (6.1.11) definimos para todo τ > 0

Xτ = {x ∈ X : |d(x)| > τ} (6.1.17)

y

Cτ
ū = {h ∈ L∞(X) que cumplen (6.1.12) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ Xτ}. (6.1.18)

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes de segundo orden para (Q).
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Teorema 6.1.6 Sea ū un punto admisible para el problema (Q) que cumpla condiciones

necesarias de primer orden, y supongamos que se satisfacen las hipótesis (6.1.3), (A1)

y (A3). Supongamos también que

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 ≥ δ‖h‖2
L2(X) ∀h ∈ Cτ

ū (6.1.19)

para δ > 0 y τ > 0 dados. Entonces existen ε > 0 y α > 0 tales que J(ū)+α‖u−ū‖2
L2(X) ≤

J(u) para cada punto admisible u para (Q), con ‖u− ū‖L∞(X) < ε.

Nota 6.1.1 Si se satisfacen (A1) y la hipótesis de regularidad (6.1.3), podemos probar,

al igual que en el Lema 6.1.4, que

Cτ
ū,L2(X) = C̄τ

ū ,

donde

Cτ
ū,L2(X) = {h ∈ L2(X) que cumplen (6.1.12) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ Xτ}

y C̄τ
ū denota la clausura de Cτ

ū en L2(X).

Nótese también que la condición (A3) implica (A2’). Por lo tanto, si se satisfacen

las hipótesis (6.1.3), (A1), (A3) y (6.1.19) para δ > 0 y τ > 0 dados, entonces la con-

dición (6.1.19) se cumple no sólo para las funciones de Cτ
ū , sino para todas las funciones

de Cτ
ū,L2(X):

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 ≥ δ‖h‖2
L2(X) ∀h ∈ Cτ

ū,L2(X),

que es una condición que a priori parece más fuerte.

6.2 Caso eĺıptico

Ω denotará un subconjunto abierto, acotado y conexo de R
N , cuya frontera Γ es de

clase C1; A un operador eĺıptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pág. 23);

p > N ; a0 ∈ Lp/2(Ω); f : Ω × R
2 −→ R; g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ); L : Ω × R × R → R y

gj : Ω × R
N → R para 1 ≤ j ≤ ni + ne.

Además supondremos que el conjunto de controles admisibles es de la forma

Uad = {u ∈ L∞(Ω) : ua(x) ≤ u(x) ≤ ub(x) en c.t.p.x ∈ Ω},
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donde ua, ub ∈ L∞(Ω). Con la notación del Caṕıtulo 1, tenemos queKΩ(x) = [ua(x), ub(x)].

Usaremos la misma notación que en la Sección 6.1. En este caso X = Ω. Ahora J(u)

viene definido como en (4.1.1) y Gj(u) está definido como en (4.1.5).

J(u) =

∫

Ω

L(x, yu, u)dx,

Gj(u) =

∫

Ω

gj(x,∇yu(x))dx.

La Lagrangiana del problema en este caso vendrá dada por

L(u, λ) =

∫

Ω

L(x, yu, u)dx+

ni+nd
∑

j=1

λj

∫

Ω

gj(x,∇yu(x))dx.

Es interesante introducir de nuevo

Fj(y) =

∫

Ω

gj(x,∇y(x))dx.

Obsérvese que

F ′
j(y) = −div

∂g

∂η
(x,∇y)

y Gj = Fj ◦G, donde G(u) = yu.

Vamos a establecer una hipótesis de regularidad análoga a (6.1.3). Para ε > 0, sea

Ωε = {x ∈ Ω : ua(x) + ε ≤ ū(x) ≤ ub(x) − ε}

Lema 6.2.1 Dado ū un elemento de Uad, las dos condiciones siguientes son equivalentes:

(1) existe εū > 0 y funciones {hj}j∈I0 ⊂ L∞(Ω) con supp hj ⊂ Ωεū tales que G′
i(ū)hj =

δij para i, j ∈ I0;

(2) existe εū > 0 tal que

la familia {ϕ̄i
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)}i∈I0 es linealmente independiente en L1(Ωεū), (6.2.1)

donde ȳ = G(ū) y ϕ̄i = ϕiū es la solución de (4.1.7) para u = ū.

Demostración. Antes de empezar recordemos que la expresión para G′
i(ū)h, según

(4.1.6),

G′
j(ū)h =

∫

Ω

ϕ̄j
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h dx.
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Probemos primero que (1) implica (2). Supongamos queG′
i(ū)hj = δij y {ϕ̄i ∂f∂u(x, ȳ, ū)}i∈I0

no son linealmente independientes. Entonces existen números {αi}i∈I0 no todos nulos

tales que
∑

i∈I0
αiϕ̄i

∂f
∂u

(x, ȳ, ū) = 0 para c.t.p. x ∈ Ωεū . Supongamos que αj 6= 0. Por

un lado
∫

Ω

(

∑

i∈I0

αiϕ̄i
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)

)

hjdx =

∫

Ω

0hjdx = 0

y por otro
∫

Ω

(

∑

i∈I0

αiϕ̄i
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)

)

hjdx =
∑

i∈I0

αiG
′
i(ū)hjdx = αj.

Ambas identidades implican que αj = 0, lo cual es una contradicción con nuestra

hipótesis αj = 0. Luego
{

ϕ̄i
∂f
∂u

(x, ȳ, ū)
}

i∈I0
son linealmente independientes.

Veamos ahora que (2) implica (1). De la independencia lineal de {ϕ̄i ∂f∂u(x, ȳ, ū)}i∈I0
se sigue que el funcional T : L∞(Ωεū) → R

|I0| que a cada h hace corresponder

Th =

(∫

Ω

ϕ̄i
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h dx

)

i∈I0

es suprayectivo. En efecto, si T no es suprayectivo, entonces existe α ∈ R
|I0|, α 6= 0 tal

que

α · Th = 0 para todo h ∈ L∞(Ωεū),

lo que implica que
∑

j∈I0

ϕ̄j
∂f

∂u
(x, ȳ, ū) = 0 para c.t.p. x ∈ Ωεū ,

lo cual contradice (2). Luego para todo j, existe un hj ∈ L∞(Ωεū) tal que la Thj es

el vector que tiene un 1 en la componente j y ceros en las demás componentes. Por lo

tanto podemos concluir de ah́ı la existencia de los hj.

Condiciones necesarias de primer orden

Las condiciones necesarias de primer orden satisfechas por una solución local de (Pe)

se pueden deducir del Teorema 6.1.2 con la ayuda de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.3.

Teorema 6.2.2 Supongamos que ū es una solución local del problema (Pe). Suponga-

mos que se satisfacen las hipótesis sobre f , L y gj establecidas en E1 (pág. 69), E4 (pág.

88) y E6 (pág. 90). Supongamos además que se satisface (6.2.1). Entonces existen

números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones ȳ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) tales que



128 6. Condiciones de primer y segundo orden

λ̄j ≥ 0 ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j

∫

Ω

gj(x,∇ȳ(x)) dx = 0, (6.2.2)







Aȳ + a0ȳ = f(x, ȳ(x), ū(x)) en Ω

∂nA
ȳ = 0 sobre Γ,

(6.2.3)















A∗ϕ̄+ a0ϕ̄ =
∂f

∂y
(x, ȳ, ū)ϕ̄+

∂L

∂y
(x, ȳ, ū) −

ni+nd
∑

j=1

λ̄jdiv

(

∂gj
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕ̄ = 0 sobre Γ,

(6.2.4)

y

∂L
∂u

(ū, λ̄)(u− ū) =

∫

Ω

(

∂L

∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂f

∂u
(x, ȳ, ū)

)

(u− ū)dx ≥ 0 para todo u ∈ Uad.

(6.2.5)

Además, si ϕ̄0 = ϕ0ū y ϕ̄j = ϕjū para 1 ≤ j ≤ ni + nd son las soluciones de (4.1.3) y

(4.1.7) respectivamente, para u = ū , entonces

ϕ̄ = ϕ̄0 +

ni+nd
∑

j=1

λ̄jϕ̄j. (6.2.6)

Demostración. Las hipótesis hechas, los teoremas 4.1.1 y 4.1.3 y el Lema 6.2.1 nos

permiten calcular la expresión

∂L
∂u

(ū, λ̄)(u− ū) =

∫

Ω

(

∂L

∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂f

∂u
(x, ȳ, ū)

)

(u− ū)dx.

Ahora podemos aplicar directamente el Teorema 6.1.2 para deducir las condiciones

(6.2.2)–(6.2.5).

Veamos ahora un ejemplo de condición suficiente para que se satisfaga la condición

de regularidad (6.2.1)

Lema 6.2.3 Supongamos que existen εū > 0 y un conjunto abierto no vaćıo Aεū ⊂ Ωεū

tal que
∂f

∂u
(x, ȳ(x), ū(x)) 6= 0 en Aεū

y {F ′
j(ȳ)}j∈I0 son linealmente independientes en

(

W 1,p′(Aεū)
)′
. Entonces se satisface la

condición de regularidad (6.2.1).
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Demostración. Lo que queremos demostrar es la independencia lineal de
{

ϕ̄i
∂f
∂u

(x, ȳ, ū)
}

i∈I0
.

Supongamos que
{

ϕ̄i
∂f
∂u

(x, ȳ, ū)
}

i∈I0
no son linealmente independientes en L1(Ωεū).

Entonces existen números reales {αi}i∈I0 no todos nulos tales que

∑

i∈I0

αiϕ̄i(x)
∂f

∂u
(x, ȳ, ū) = 0

para c.t.p. x ∈ Ωεū . Como |Aεū | > 0 y ∂f
∂u

(x, ȳ, ū) 6= 0 en Aεū , entonces para casi todo

x ∈ Aεū
∑

i∈I0

αiϕ̄i(x) = 0.

Teniendo en cuenta que ϕ̄i es solución de










A∗ϕ̄i + a0ϕ̄i =
∂f

∂y
(x, yu, u)ϕ̄i − div

(

∂gi
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕi = 0 sobre Γ

la expresión

F ′
i (ȳ) = −div

∂gi
∂η

(x,∇ȳ),

y que Aεū es abierto, obtenemos que

∑

i∈I0

αiF
′
i (ȳ) = 0 en Aεū

con no todos los {αi}i∈I0 nulos. Esto contradice la hipótesis. La prueba está completa.

Condiciones necesarias de segundo orden

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4 podemos mostrar que las hipótesis

para el Teorema 6.1.3 se cumplen para el problema (Pe). Además en este caso, dado

ū ∈ Uad, podemos identificar

d(x) =
∂L

∂u
(x, ȳ(x), ū(x)) + ϕ̄(x)

∂f

∂u
(x, ȳ(x), ū(x)),

donde ȳ viene dado por (6.2.3) y ϕ̄ viene dado por (6.2.4). Introducimos

Ω0 = {x ∈ Ω : |d(x)| > 0}. (6.2.7)

C0
ū = {h ∈ L∞(Ω) que cumplen (6.2.8) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ Ω0},
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y

C0
ū,L2(Ω) = {h ∈ L2(Ω) que cumplen (6.2.8) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ Ω0},

donde






































































∫

Ω

ϕ̄j
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h dx = 0 si (j ≤ ni) ó (j > ni,

∫

Ω

gj(x,∇ȳ)dx = 0 y λ̄j > 0)

∫

Ω

ϕ̄j
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h dx ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ nd + ni y

∫

Ω

gj(x,∇ȳ)dx = 0 y λ̄j = 0

h(x) ≥ 0 si ū(x) = ua(x)

h(x) ≤ 0 si ū(x) = ub(x).

(6.2.8)

La forma cuadrática asociada a la derivada segunda de la Lagrangiana viene dada en

este caso por la expresión

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
h dx+

2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hzh dx+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx

Ahora es necesario exigir un poco más de regularidad a algunas derivadas segundas de

f y L. En concreto vamos a suponer que f y L son de clase C2 respecto a las variables

segunda y tercera y existe ε > 0 tal que para todo M > 0 existen ψ1
M ∈ L1+ε(Ω) y

ψ2
M ∈ Lp/2+ε̃(Ω), ε̃ = p2ε/(4 − 2(p− 2)ε) tales que

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u∂y
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u2
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ1
M(x) (6.2.9)
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y
∣

∣

∣

∣

∂2f

∂u∂y
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂u2
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ2
M(x) (6.2.10)

si |y|, |u| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω. Aśı obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4 Supongamos que ū es una solución local del problema (Pe) y que se

satisfacen las hipótesis sobre f , L y gj establecidas en E1 (pág. 69), E2 (pág. 70), E4

(pág. 88), E5 (pág. 89), E6 (pág. 90), E7 (pág. 90), (6.2.9) y (6.2.10). Supongamos

además que se satisface (6.2.1). Entonces

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
h dx+

2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hzh dx+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx ≥ 0

(6.2.11)

para todo h ∈ C0
ū, donde zh viene dado por







Azh + a0zh =
∂f

∂y
(x, ȳ, ū)zh +

∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h en Ω

∂νA
zh = 0 sobre Γ.

Demostración. Nótese que podemos aplicar el Teorema 6.2.2 para deducir la existen-

cia de los multiplicadores de Lagrange. Ahora, debido al Teorema 6.1.3, no hay más que

verificar que se satisfacen (A1) y (A2). En nuestro caso, la hipótesis (A1) (véase la

página 120), se satisface con

φ =
∂L

∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄0

∂f

∂u
(x, ȳ, ū)

y

ψj = ϕ̄j
∂f

∂u
(x, ȳ, ū).
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De la expresión para las derivadas segundas de J y Gj y de las propiedades impuestas a

las derivadas de f , L y gj, se sigue que se verifica (A2). En efecto, sea {hk}∞k=1 ⊂ L∞(Ω),

acotada en L∞(Ω) y puntualmente convergente hacia h. Queremos comprobar que

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
hk
dx+

2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hkzhk
dx+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2
k dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zhk

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zhk
dx

converge hacia

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
h dx+

2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hzh dx+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx,

donde






Azhk
+ a0zhk

=
∂f

∂y
(x, ȳ, ū)zhk

+
∂f

∂u
(x, ȳ, ū)hk en Ω

∂νA
zhk

= 0 sobre Γ.

Esto lo podemos hacer sumando a sumando. En primer lugar, destacar que hk → h en

Lq(Ω) para todo q <∞, lo cual implica que zhk
→ zh en W 1,p(Ω).
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Aśı, usando la desigualdad de Hölder y las hipótesis sobre las derivadas segundas,

tenemos que
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

∣

∣

∣

∣

|z2
hk

− z2
h| dx ≤

≤ ‖∂
2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)‖L1(Ω)‖zhk

+ zh‖L∞(Ω)‖zhk
− zh‖L∞(Ω).

Los dos primeros factores están acotados y el último converge a cero.
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

∣

∣

∣

∣

|hkzhk
− hzh| dx ≤

‖∂
2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)‖L1(Ω)‖hk‖L∞(Ω)‖zhk

− zh‖L∞(Ω)+

+‖∂
2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)‖L1+ε(Ω)‖zh‖L∞(Ω)‖hk − h‖L(1+ε)/ε(Ω).

En cada sumando, los dos primeros factores están acotados y el último converge a cero.

Aqúı se ve la necesidad de introducir la nueva hipótesis sobre algunas derivadas segundas

de f y L, ya que no tenemos convergencia uniforme de las hk.
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

∣

∣

∣

∣

|hk2 − h2| dx ≤

≤ ‖∂
2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)‖L1+ε(Ω)‖hk + h‖L∞(Ω)‖hk − h‖L(1+ε)/ε(Ω).

Los dos primeros factores están acotados y el último converge a cero. Por último
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇T zhk

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zhk
∇T zh

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh
∣

∣

∣

∣

dx =

=

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇T (zhk
+ zh)

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇(zhk
− zh)

∣

∣

∣

∣

dx ≤

≤ ‖∇(zhk
+ zh)‖Lp(Ω)‖

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)‖Lp/(p−2)(Ω)‖∇(zhk
− zh)‖Lp(Ω).

De nuevo, los dos primeros factores están acotados y el último converge a cero. Por lo

tanto se cumple la también la hipótesis (A2).

Para probar un resultado análogo al Teorema 6.1.5 hay que dar condiciones sobre las

derivadas de f , L y gj para que la derivada segunda de la Lagrangiana sea una forma

bilineal y continua sobre L2(Ω). Como antes queremos comprobar que

∂2L
∂u

(ū, λ̄)h2
k →

∂2L
∂u

(ū, λ̄)h2,
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pero ahora sólo tenemos que hk → h en L2(Ω). Fijándonos en la demostración anterior,

una de las primeras cosas que se ven es que para probar la convergencia de
∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2
k dx

hacia
∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx

es necesario que
∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū) ∈ L∞(Ω).

Nótese que vamos a necesitar que el estado adjunto esté acotado, y por tanto será

necesario imponer también condiciones sobre las derivadas primeras de f , L y gj.

Otra de las cuestiones que surgen es la regularidad de zh y de su gradiente. Tenemos

que L2(Ω) ⊂ (W 1,q′(Ω))′ para todo q <∞ si N = 2 y para todo q ≤ 2N/(N−2) si N ≥ 3.

Por lo tanto, la máxima regularidad que podemos conseguir para zh es zh ∈ W 1,q(Ω),

dependiendo de la regularidad de las derivadas primeras de f (cf. pág 69 para la ecuación

de zh y pág. 27 para el resultado de regularidad). Además, para N = 3, tenemos que

q = 2N/(N − 2) = 6, que es mayor que N , luego zh ∈ L∞(Ω), pero si N > 4 entonces

zh no tiene porque ser una función acotada. En vista de estas consideraciones, vamos

a introducir las siguientes hipótesis sobre las funciones que intervienen en el problema,

dejando claro que podŕıan ser debilitadas un poco para los casos N = 2 y N = 3.

E8

• f es de clase C2 respecto a las variables segunda y tercera,

∂f

∂y
(x, t, s) ≤ 0

y para todo M > 0 existe una constante CM > 0 tal que
∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂f

∂u
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂y2
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂y∂u
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂u2
(x, t, s)

∣

∣

∣

∣

≤ CM

si |t|, |s| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω.

• L : Ω × R × R → R es de Carathéodory, de clase C2 en las variables segunda y

tercera, |L(x, 0, 0)| ∈ Lp/2(Ω), y para todo M > 0 existen una constante CM > 0 y

funciones ψM ∈ Lp/2(Ω) y ψ∗
M ∈ Lmax{p/2,2}(Ω) tales que
∣

∣

∣

∣

∂L

∂y
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x),
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∣

∣

∣

∣

∂L

∂u
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ∗
M(x)

y
∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y2
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂y∂u
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u2
(x, y, u)

∣

∣

∣

∣

≤ CM

si |y|, |u| ≤M para c.t.p. x ∈ Ω,

• para todo 1 ≤ j ≤ nd + ni, gj : Ω × R
N → R es medible en x, de clase C2 en

la variable η y existen exponentes r ∈ [1,∞) y s > N una constante C > 0, una

función ψ1 ∈ Ls(Ω) tales que
∣

∣

∣

∣

∂gj
∂η

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|r + ψ1(x)

y
∣

∣

∣

∣

∂2gj
∂η2

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C(1 + |η|r).

Bajo esta hipótesis, podemos formular la siguiente condición necesaria.

Teorema 6.2.5 Supongamos que ū es una solución local del problema (Pe) y que se

satisfacen las hipótesis sobre f , L y gj establecidas en E8. Supongamos además que se

satisface la hipótesis de regularidad (6.2.1). Entonces

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
h dx+

2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hzh dx+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx ≥ 0

(6.2.12)

para todo h ∈ C0
ū,L2(Ω).

Demostración. La hipótesis E8 implica que
∂2L
∂u2

(ū, λ̄) es bilineal y continua en L2(Ω).

Estamos pues en condiciones de aplicar Teorema 6.1.5 y deducir que la desigualdad

(6.2.12) es cierta para todo h ∈ C0
ū,L2(Ω).
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Condiciones suficientes de segundo orden

Claramente, aqúı vamos a aplicar el Teorema 6.1.6. Veamos que nuestro problema

satisface las hipótesis para este teorema. La principal dificultad aparece al probar que

(A3) se cumple. Para ello es clave probar regularidad suficiente para el estado adjun-

to. En concreto es necesario que el estado adjunto esté en L∞(Ω). Para lograr está

regularidad es necesario suponer más regularidad para las derivadas de f , L y gj. De

nuevo vamos a suponer que se cumple (E8). Análogamente a como hicimos en el caso

abstracto, dado ū un control admisible, introducimos

Ωτ = {x ∈ Ω : |d(x)| > τ}.

Teorema 6.2.6 Sea ū un control admisible para el problema (Pe) que satisface la hipótesis

de regularidad (6.2.1), (E8) y tal que existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y

funciones ȳ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y (6.2.5).

Supongamos también que

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z2
hdx

+2

∫

Ω

(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

hzhdx

+

∫

Ω

(

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

)

h2 dx+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx ≥ δ‖h‖2
L2(Ω) (6.2.13)

para todo h ∈ L∞(Ω) que cumpla (6.2.8) y h(x) = 0 para casi todo x ∈ Ωτ y δ > 0 y

τ > 0 dados. Entonces existen ε > 0 y α > 0 tales que J(ū)+α‖u− ū‖2
L2(Ω) ≤ J(u) para

todo control admisible u con ‖u− ū‖L∞(Ω) < ε.

Demostración. Obsérvese primero que las nuevas condiciones introducidas sobre las

derivadas primeras de f , L y gj implican que el estado pertenece a W 1,p(Ω) para todo

p > N y por lo tanto el estado adjunto pertenece a L∞(Ω).

Vamos a demostrar que se satisface (A3). Sea ū un control admisible que cumple las

condiciones necesarias de primer orden (6.2.2)–(6.2.5). Dado v ∈ L∞(Ω), denotaremos

ϕv = ϕ0v+

ni+nd
∑

j=1

λ̄jϕjv, donde ϕ0v y ϕjv son las soluciones de (4.1.3) y (4.1.7) para u = v,

respectivamente. Tomemos h ∈ L∞(Ω) y δ > 0.
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Verifiquemos la primera desigualdad en (6.1.16). De hecho, estableceremos que
∣

∣

∣

∣

[

∂2L
∂u2

(v, λ̄) − ∂2L
∂u2

(ū, λ̄)

]

h2

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2L

∂u2
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂u2
(x, yv, v) −

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) − ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

∣

∣

∣

∣

h2 dx+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

(

∂2L

∂y∂u
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂y∂u
(x, yv, v)

)

zh −
(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

z̄h

∣

∣

∣

∣

|h|

+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

(

∂2L

∂y2
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂y2
(x, yv, v)

)

z2
h −

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z̄2
h

∣

∣

∣

∣

dx+

ni+ni
∑

j=1

|λ̄j|
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇yv)∇zh −∇T z̄h
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇z̄h
∣

∣

∣

∣

dx ≤ δ‖h‖2
L2(Ω) (6.2.14)

supuesto que ‖v − ū‖L∞(Ω) < ε con ε suficientemente pequeño, donde







Az̄h + a0z̄h =
∂f

∂y
(x, ȳ, ū)z̄h +

∂f

∂u
(x, ȳ, ū)h en Ω

∂nA
z̄h = 0 sobre Γ.

(6.2.15)







Azh + a0zh =
∂f

∂y
(x, yv, v)zh +

∂f

∂u
(x, yv, v)h en Ω

∂nA
zh = 0 sobre Γ.

(6.2.16)

Podemos argumentar trabajando con cada término de forma separada. Enfaticemos

el hecho de que los principales ingredientes para probar (6.2.14) son la continuidad del

funcional G, la regularidad C2 de f y gj j = 0, 1, . . . , ni + nd y las hipótesis sobre la

regularidad de las derivadas de f , L y gj.

Dados δ̃ > 0, para el primer término de la izquierda de (6.2.14) se puede establecer

que
∥

∥

∥

∥

∂2L

∂u2
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂u2
(x, yv, v) −

∂2L

∂u2
(x, ȳ, ū) − ϕ̄

∂2f

∂u2
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

< δ̃

supuesto ‖v − ū‖L∞(Ω) es suficientemente pequeño: ello es una consecuencia directa de

la dependencia continua de ϕv respecto a v en la norma de L∞(Ω), la cual puede ser

obtenida con la ayuda de la Proposición 2.1.3.
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Para el segundo término de (6.2.14), la desigualdad de Hölder nos lleva a

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

(

∂2L

∂y∂u
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂y∂u
(x, yv, v)

)

zh −
(

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

)

z̄h

∣

∣

∣

∣

|h|

≤ ‖h‖L2(Ω)

(

∥

∥

∥

∥

∂2L

∂y∂u
(x, yv, v) −

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh‖L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

∂2L

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh − z̄h‖L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

ϕv
∂2f

∂y∂u
(x, yv, v) − ϕ̄

∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh‖L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

ϕ̄
∂2f

∂y∂u
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh − z̄h‖L2(Ω)

)

La discusión se completa teniendo en cuenta las estimaciones

‖zh‖L2(Ω) + ‖z̄h‖L2(Ω) ≤ C1‖h‖L2(Ω) y (6.2.17)

‖zh − z̄h‖L2(Ω) ≤ δ̃‖h‖L2(Ω), (6.2.18)

cuando ‖v − ū‖L∞(Ω) es pequeño.

Siguiendo el mismo esquema tenemos
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

(

∂2L

∂y2
(x, yv, v) + ϕv

∂2f

∂y2
(x, yv, v)

)

z2
h −

(

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū) + ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

)

z̄2
h

∣

∣

∣

∣

dx ≤

≤
∥

∥

∥

∥

∂2L

∂y2
(x, yv, v) −

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh‖2
L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

∂2L

∂y2
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh − z̄h‖L2(Ω)‖zh + z̄h‖L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

ϕv
∂2f

∂y2
(x, yv, v) − ϕ̄

∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh‖2
L2(Ω)

+

∥

∥

∥

∥

ϕ̄
∂2f

∂y2
(x, ȳ, ū)

∥

∥

∥

∥

L∞(Ω)

‖zh − z̄h‖L2(Ω)‖zh + z̄h‖L2(Ω),
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que, junto con (6.2.17)-(6.2.18) nos permite tratar el tercer término de (6.2.14).

Estudiamos el último término descomponiéndolo como sigue y usando de nuevo la

desigualdad de Hölder

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇yv)∇zh −∇T z̄h
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇z̄h
∣

∣

∣

∣

dx ≤

≤
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇T zh

(

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
)

∇zh
∣

∣

∣

∣

dx

+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

(∇T zh −∇T z̄h)
∂2gj
∂η2

(∇ȳ)(∇zh + ∇z̄h)
∣

∣

∣

∣

dx ≤

≤ ‖∇zh‖2
Lp(Ω)N

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

Lq(Ω)N2

+‖∇zh −∇z̄h‖Lp(Ω)N‖∇zh + ∇z̄h‖Lp(Ω)N

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

Lq(Ω)N2

con p = 2N/(N − 2) (si N > 2), p = 3 (si N = 1 ó 2) y q = pp′/(p − p′) (q es en este

caso el exponente conjugado de p/2).

El exponente p se ha escogido de tal modo que L2(Ω) ⊂ (W 1,p′(Ω))′. Luego, usando

el Teorema2.1.3, tenemos que

‖∇zh‖Lp(Ω) + ‖∇z̄h‖Lp(Ω) ≤ C2‖h‖L2(Ω). (6.2.19)

cuando ‖v−ū‖L∞(Ω) está acotado. Además, en este caso, restando las ecuaciones (6.2.15)

y (6.2.16) y usando el Teorema 2.1.3 de nuevo, podemos deducir que

‖∇zh −∇z̄h‖Lp(Ω) ≤ δ̃‖h‖L2(Ω).

Finalmente, podemos deducir que

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

Lq(Ω)N2

< δ̃

para ‖v − ū‖L∞(Ω) suficientemente pequeño, uniformemente respecto a v. Mostremos

esto en detalle: por la continuidad del funcional G y usando la regularidad Lp(Ω) del
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gradiente del estado y la hipótesis hecha sobre las derivadas segundas de gj, fijado q̃ > q,

existe una constante positiva C3 tal que para cada control admisible v

‖∇yv‖Lrq̃(Ω) + ‖∇ȳ‖Lrq̃(Ω) +

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv)
∥

∥

∥

∥

Lq̃(Ω)N2

+

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

Lq̃(Ω)N2

≤ C3,

siendo el exponente r el exponente introducido en las hipótesis del teorema. DadoM > 0,

introduzcamos los siguientes conjuntos EM
1 = {x ∈ Ω : ‖∇yv(x)‖ ≥ M} y EM

2 = {x ∈
Ω : ‖∇ȳ(x)‖ ≥ M}. Claramente EM

1 y EM
2 dependen de v y ū, respectivamente, pero

no remarcaremos esto. Aqúı es importante señalar la desigualdad trivial

m(EM
1 ) ≤ 1

M

∫

Ω

‖∇yv(x)‖dx ≤ C4

M
.

El mismo razonamiento vale para EM
2 .

Gracias a la regularidad de gj, las derivadas de segundo orden son uniformemente

continuas en la bola de R
N con centro en el origen y radio M . Por lo tanto, existe ǫ1 > 0

tal que siempre que ‖η − η̃‖RN ≤ ǫ1 con ‖η‖RN , ‖η̃‖RN ≤M , tenemos

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x, η) − ∂2gj
∂η2

(x, η̃)

∥

∥

∥

∥

RN2

<

(

δ̃

4m(Ω)

)1/q

.

Usando de nuevo la continuidad del funcional G, existe ǫ2 > 0 tal que cuando ‖v −
ū‖L∞(Ω) ≤ ǫ2, entonces

∫

Ω

‖∇yv(x) −∇ȳ(x)‖dx ≤ ǫ1
C4

M
.

Introduzcamos ahora otro conjunto EM
3 = {x ∈ Ω : ‖∇yv(x) − ∇ȳ(x)‖ > ǫ1}.

Razonando como antes, deducimos que

ǫ1m(EM
3 ) ≤

∫

Ω

‖∇yv(x) −∇ȳ(x)‖dx.

En particular, las dos últimas relaciones implican m(EM
3 ) ≤ C4

M
. Combinando las esti-

maciones precedentes y usando la desigualdad de Hölder con s = q̃/q, obtenemos

∫

Ω

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q

dx ≤
∫

EM
1

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q

dx+

∫

EM
2

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q

dx+

∫

EM
3

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q

dx+
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∫

Ω\(EM
1 ∪EM

2 ∪E3
M )

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q

dx ≤

δ̃

4
+

(

3
∑

j=1

m(EM
j )1/s′

)(

∫

Ω

∥

∥

∥

∥

∂2gj
∂η2

(x,∇yv) −
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)
∥

∥

∥

∥

q̃

dx

)1/s

≤ δ̃

4
+ 3

(

C4

M

)1/s′

2q+1/sCq
3

Este término a la derecha se puede tomar menor que δ̃, si M es suficientemente grande.

Por todas estas consideraciones, podemos asegurar que la primera condición sobre

la continuidad de la derivada segunda de la Lagrangiana en (6.1.16) se satisface. El

resto de las condiciones se sigue fácilmente de las propiedades de las funciones f , L y gj,

j = 0, 1, . . . , ni + nd.

Algunas extensiones

Se pueden demostrar resultados análogos para el problema con control frontera (Pe)
′

descrito el página 107. Tomemos en este caso

KΓ(x) = [va(x), vb(x)],

donde va, vb ∈ L∞(Γ). La Lagrangiana asociada a este problema es

L(v, λ) =

∫

Γ

ℓ(x, yv, v)dx+

ni+nd
∑

j=1

λj

∫

Ω

gj(x,∇yv(x))dx.

Recordemos que

Fj(y) =

∫

Ω

gj(x,∇y(x))dx.

Establecemos una hipótesis de regularidad análoga a (6.2.1). Dado v̄ ∈ Vad, para ε > 0,

sea

Γε = {x ∈ Γ : va(x) + ε ≤ v̄(x) ≤ vb(x) − ε}.

Dado un control v̄, diremos que satisface la condición de regularidad si existe εv̄ > 0 tal

que

la familia {ϕ̄i
∂g

∂v
(s, ȳ, v̄)}i∈I0 es linealmente independiente en L1(Γεv̄), (6.2.20)
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donde ȳ es el estado asociado a v̄ y ϕi es la única solución de














A∗ϕ̄+ a0ϕ̄ = −div

(

∂gj
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕ̄ =

∂g

∂y
(s, ȳ, v̄)ϕ̄ sobre Γ.

Supongamos que

• g : Γ × R × R es medible sobre Γ y de clase C1 respecto a las variables segunda y

tercera, g(·, 0, 0) ∈ Lp−1(Γ), para todo M > 0 existen CM > 0 y ψM ∈ Lp−1(Γ) tal

que
∣

∣

∣

∣

∂g

∂y
(x, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ CM y

∣

∣

∣

∣

∂g

∂v
(x, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

para todo (y, v) ∈ R
2 y c.t.p. x ∈ Γ y

∂g

∂y
(x, y, v) ≤ 0.

• ℓ : Γ × R × R es medible sobre Γ y de clase C1 respecto a las variables segunda y

tercera para todo M > 0 existe ψM ∈ L1(Γ) tal que
∣

∣

∣

∣

∂ℓ

∂y
(x, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂ℓ

∂v
(x, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(x)

y además se satisfacen las condiciones de diferenciabilidad sobre las gj establecidas en

E6 (pág. 90).

Teorema 6.2.7 Supongamos que v̄ es una solución local de (Pe)
′. Supongamos además

que se satisface (6.2.20). Entonces existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y

funciones ȳ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈W 1,p′(Ω) tales que

λ̄j ≥ 0 ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j

∫

Ω

gj(x,∇ȳ(x)) dx = 0, (6.2.21)







Aȳ + a0ȳ = f en Ω

∂nA
ȳ = g(s, yv, v) sobre Γ,

(6.2.22)



















A∗ϕ̄+ a0ϕ̄ = −
ni+nd
∑

j=1

λ̄jdiv

(

∂gj
∂η

(x,∇ȳ)
)

en Ω

∂nA∗
ϕ̄ =

∂g

∂y
(s, ȳ, v̄)ϕ̄+

∂ℓ

∂y
(s, ȳ, v̄) sobre Γ,

(6.2.23)
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y

∂L
∂v

(v̄, λ̄)(v − v̄) =

∫

Γ

(

∂ℓ

∂v
(s, ȳ, ū) + ϕ̄

∂f

∂v
(s, ȳ, s̄)

)

(v − v̄)ds ≥ 0 para todo v ∈ Vad.

(6.2.24)

Sea

d(s) =
∂ℓ

∂v
(s, ȳ, ū) + ϕ̄

∂f

∂v
(s, ȳ, s̄)

y

Γ0 = {s ∈ Γ : |d(s)| > 0}.

La derivada segunda de la Lagrangiana viene dada en este caso por

∂2L
∂v2

(v̄, λ̄)h2 =

∫

Γ

(

∂2ℓ

∂y2
(s, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y2
(s, ȳ, v̄)

)

z2
h ds+

2

∫

Γ

(

∂2ℓ

∂y∂v
(s, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y∂v
(s, ȳ, v̄)

)

hzh ds+

∫

Γ

(

∂2ℓ

∂v2
(s, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂v2
(s, ȳ, v̄)

)

h2 ds+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

(x,∇ȳ)∇zh dx,

donde h ∈ L∞(Γ) y zh es la solución de







Azh + a0zh = 0 en Ω

∂nA
zh =

∂g

∂y
(s, ȳ, v̄)zh +

∂g

∂v
(s, ȳ, v̄)h sobre Γ.

Supongamos que se satisfacen las condiciones sobre diferenciabilidad C1 de g y ℓ

establecidas anteriormente y sobre gj establecidas en E6. Supongamos además que se

satisface la condición E7 sobre las derivadas segundas de las gj y que g y ℓ son de clase

C2 respecto a las variables segunda y tercera y que para todo M > 0 existen ε, ε̃ > 0 y

funciones ψ1
M ∈ L1(Γ), ψ1,ε

M (Γ) ∈ L1+ε(Γ), ψ2
M ∈ Lp−1(Γ) y ψ2,ε̃

M (Γ) ∈ Lp−1+ε̃(Γ) tales que
∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂y2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ1
M(s),

∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂y∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂v2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ1,ε
M (s),
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∣

∣

∣

∣

∂2g

∂y2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ2
M(s) y

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂y∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ2,ε̃
M (s)

si |y|, |v| ≤ M para c.t.p. s ∈ Γ. Entonces podemos enunciar condiciones necesarias de

segundo orden.

Teorema 6.2.8 Supongamos que v̄ es una solución local de (Pe)
′. Supongamos además

que se satisface (6.2.20). Entonces

∂2L
∂v2

(v̄, λ̄)h2 ≥ 0

para todo h ∈ L∞(Γ) tal que h(s) = 0 para casi todo s ∈ Γ0 y






































































∫

Γ

ϕ̄j
∂g

∂u
(s, ȳ, v̄)h ds = 0 si (j ≤ ni) ó (j > ni,

∫

Ω

gj(x,∇ȳ) = 0 y λ̄j > 0)

∫

Γ

ϕ̄j
∂f

∂v
(s, ȳ, v̄)h ds ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ nd + ni,

∫

Ω

gj(x,∇ȳ) = 0, λ̄j = 0

h(s) ≥ 0 si v̄(s) = va(s)

h(s) ≤ 0 si v̄(s) = vb(s).

(6.2.25)

Para establecer condiciones suficientes es necesario introducir

Γτ = {s ∈ Γ : |d(s)| > τ}.

De nuevo las hipótesis que se hacen sobre las funciones que intervienen en el problema

son más fuertes, para lograr que la traza del estado adjunto sea una función acotada.

• g es de clase C2 respecto a las variables segunda y tercera,

∂g

∂y
(s, y, v) ≤ 0

y para todo M > 0 existe una constante CM > 0 tal que
∣

∣

∣

∣

∂g

∂y
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂g

∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂y2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂y∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ CM

si |y|, |v| ≤M para c.t.p. s ∈ Γ.
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• ℓ : Ω × R × R → R es de Carathéodory, de clase C2 en las variables segunda y

tercera, |ℓ(s, 0, 0)| ∈ Lp−1(Γ) y para todo M > 0 existen una constante CM > 0 y

una función ψM ∈ Lp−1(Γ) tal que

∣

∣

∣

∣

∂ℓ

∂y
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂ℓ

∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψM(s)

y
∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂y2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂y∂v
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ℓ

∂v2
(s, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ CM

si |y|, |v| ≤M para c.t.p. s ∈ Γ,

• para todo 1 ≤ j ≤ nd + ni, gj : Ω × R
N → R es medible en x, de clase C2 en la

variable η y existen exponentes r ∈ [1,∞) y s > N , una constante C > 0, una

función ψ1 ∈ Ls(Ω) tal que

∣

∣

∣

∣

∂gj
∂η

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|r + ψ1(x)

y
∣

∣

∣

∣

∂2gj
∂η2

(x, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C(1 + |η|r).

Entonces

Teorema 6.2.9 Sea v̄ un control admisible para el problema (Pe)
′ que satisface la hipótesis

de regularidad (6.2.20) y tal que existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funcio-

nes ȳ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) que satisfacen (6.2.21), (6.2.22), (6.2.23) y (6.2.24).

Supongamos también que
∂2L
∂v2

(v̄, λ̄)h2 ≥ δ‖h‖2
L2(Ω)

para todo h ∈ L∞(Γ) que cumpla (6.2.25) y h(s) = 0 para casi todo s ∈ Γτ y δ > 0 y

τ > 0 dados. Entonces existen ε > 0 y α > 0 tales que J(v̄) +α‖v− v̄‖2
L2(Γ) ≤ J(v) para

todo control admisible v con ‖v − v̄‖L∞(Γ) < ε.

6.3 Caso parabólico

Ω denotará un subconjunto abierto, acotado y conexo de R
N , cuya frontera Γ es de

clase C1. Sean T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con la frontera
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Γ de clase C1 y los coeficientes del operador A de clase C([0, T ];C(Ω̄)). Sean f, g, y0

funciones, f : Q× R −→ R, g : Σ × R × R −→ R, F : Q× R −→ R, G : Σ × R −→ R y

y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω). Sean k2, k̃2, σ2, σ̃2 y ν como en la sección 2.2.

Consideremos el problema (Pp) de la página 16. Supondremos que el conjunto de

controles admisibles es de la forma

Vad = {v ∈ L∞(Σ) : va(s, t) ≤ v(s, t) ≤ vb(s, t) c.t.p. (s, t) ∈ Σ},

donde va, vb ∈ L∞(Σ). Esta elección corresponde al caso de tomar

KΣ(s, t) = [va(s, t), vb(s, t)].

Al igual que en la sección 4.1.2, consideraremos

C =

{

~f ∈ Lτ (Lp)N :

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt = 0 si 1 ≤ j ≤ ni,

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd

}

,

donde ζj : R → R y gj : Q× R
N → R son funciones. Vamos a adaptar para el problema

(Pp) los teoremas abstractos dados al inicio de este caṕıtulo. En este caso

J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, yv) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, yv, v) ds dt+

∫

Ω

L(x, yv(x, T )) dx

y

Gj(v) =

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)

dt.

La Lagrangiana de este problema viene dada por

L(v, λ) =

∫ T

0

∫

Ω

F (x, t, yv) dx dt+

∫ T

0

∫

Γ

G(s, t, yv, v) ds dt+

∫

Ω

L(x, yv(x, T )) dx+

ni+nd
∑

j=1

λj

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xyv)dx

)

dt.

Recordemos también

Fj(y) =

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xy)dx

)

dt,
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y que su derivada viene dada por

F ′
j(y) = −div ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xy)dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xy).

Vamos a establecer una hipótesis de regularidad análoga a (6.1.3). Para ε > 0, sea

Σε = {(s, t) ∈ Σ : va(s, t) + ε ≤ v̄(s, t) ≤ vb(s, t) − ε}

Lema 6.3.1 Dado v̄ un elemento de Vad, las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. existe εv̄ > 0 y funciones {hj}j∈I0 ⊂ L∞(Ω) con supp hj ⊂ Σεv̄ tales que G′
i(v̄)hj =

δij para i, j ∈ I0;

2. existe εv̄ > 0 tal que

la familia {ϕ̄i
∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)}i∈I0 es linealmente independiente en L1(Σεū), (6.3.1)

donde ȳ = G(ū) y ϕ̄i = ϕiv̄ es la solución de (4.1.10) para v = v̄.

Demostración. La prueba es completamente análoga a la del Lema 6.2.1.

Condiciones necesarias de primer orden

Las condiciones necesarias de primer orden satisfechas por v̄ se pueden deducir del

Teorema abstracto 6.1.2 con la ayuda de los Teoremas 4.1.5 y 4.1.7.

Teorema 6.3.2 Supongamos que f y g satisfacen las hipótesis P1 y P2, que F , G y

L satisfacen P4 y P5 y que las ζj y las gj satisfacen P7. Supongamos además que se

satisface (6.3.1). Entonces existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones

ȳ ∈ Lτ (W 1,p(Ω)) y ϕ̄ ∈ Lτ
′

(W 1,p′(Ω)) + L2(H1) tales que

λ̄j ≥ 0 ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, λ̄j

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)

dt = 0, (6.3.2)























∂ȳ

∂t
+ Aȳ = f(x, t, ȳ) en Q,

∂ȳ

∂nA
= g(s, t, ȳ, v̄) sobre Σ,

ȳ(·, 0) = w en Ω,

(6.3.3)
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−∂ϕ̄
∂t

+ A∗ϕ̄− ∂f

∂y
(x, t, ȳ)ϕ̄ = −

nd+ni
∑

j=1

λjdiv ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xȳ)+

∂F

∂y
(x, t, ȳ) en Q,

∂ϕ̄

∂nA∗

− ∂g

∂y
(s, t, ȳ, v̄)ϕ̄ =

nd+ni
∑

j=1

λjζ
′
j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)

∂gj
∂η

(s, t,∇xȳ) · ~n+

∂G

∂y
(s, t, ȳ, v̄) sobre Σ,

ϕ̄(·, T ) =
∂L

∂y
(x, ȳ(T )) en Ω,

(6.3.4)
∂L
∂v

(v̄, λ̄)(v − v̄) =

∫

Σ

(

∂G

∂v
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)

)

(v − v̄)ds dt ≥ 0 ∀ va ≤ v ≤ vb.

(6.3.5)

Además,

ϕ̄ = ϕ0v̄ +

ni+nd
∑

j=1

λjϕjv̄,

donde ϕ0v̄ y ϕjv̄ para 1 ≤ j ≤ ni +nd son las soluciones de (4.1.9) y (4.1.10) para v = v̄.

Demostración. Aplicamos los teoremas 4.1.5 y 4.1.7 para calcular la expresión de la

derivada de la Lagrangiana, y deducimos la expresión (6.3.5) como directa aplicación del

Teorema 6.1.2 y el Lema 6.3.1.

De nuevo podemos dar una condición suficiente para que se cumpla la condición de

regularidad (6.3.1).

Lema 6.3.3 Supongamos que existen εv̄ > 0 y un conjunto abierto (relativo a la topo-

loǵıa de Σ) no vaćıo Aεū ⊂ Σεv̄ tal que

∂g

∂u
(s, tȳ(s, t), v̄(s, t)) 6= 0 en Aεv̄

y {F ′
j(ȳ)}j∈I0 son linealmente independientes en Lτ

′
(

(W 1,p′(Aεū))′
)

. Entonces se satis-

face la condición de regularidad (6.3.1).

Demostración. La prueba es análoga a la del caso eĺıptico.
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Condiciones necesarias de segundo orden

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.1.5 y 4.1.7, podemos mostrar que las hipótesis del

Teorema 6.1.3 se cumplen para el problema (Pp). En este caso podemos identificar

d(s, t) =
∂G

∂v
(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t)) + ϕ̄(s, t)

∂g

∂v
(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t)),

donde ȳ viene dada por (6.3.3) y ϕ̄ viene dada por (6.3.4). Introducimos

Σ0 = {(s, t) ∈ Σ : |d(s, t)| > 0}.

De nuevo es necesario exigir un poco más de regularidad a las derivadas segundas de g

y G. En concreto, además de P3 y P6, supondremos que existen ε1 > 0, ε2 > 0, ε̃2 > 0,

ψ1
M ∈ L1+ε1(Σ) y ψ2

M ∈ Lσ̃2+ε̃2(Lσ2+ε2(Γ)), tales que

∣

∣

∣

∣

∂2G

∂v2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2G

∂v∂y
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ1
M(s, t) (6.3.6)

y

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v2
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2g

∂v∂y
(s, t, y, v)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ2
M(s, t) (6.3.7)

si |y|, |v| ≤M para c.t.p. (s, t) ∈ Σ.

Aśı obtenemos

Teorema 6.3.4 Supongamos que v̄ es una solución local para el problema (Pp) y que se

satisfacen P1–P8, (6.3.6) y (6.3.7). Supongamos además que se satisface la hipótesis de
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regularidad (6.3.1). Entonces

∂2L
∂v2

(v̄, λ̄)h2 =

∫

Σ

(

∂2G

∂y2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y2
(s, t, ȳ, v̄)

)

z2
h ds dt+

2

∫

Σ

(

∂2G

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄)

)

hzh ds dt+

∫

Σ

(

∂2G

∂v2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂v2
(s, t, ȳ, v̄)

)

h2 ds dt+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

{∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

]

dt+

∫ T

0

[

ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∇T
x zh

∂2gj
∂η2

(x, t,∇xȳ)∇xzhdx

]

dt

}

≥ 0

(6.3.8)

para todo h ∈ L∞(Σ) tal que h(s, t) = 0 para casi todo (s, t) ∈ Σ0 y











































































∫

Σ

ϕ̄j
∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)h ds dt = 0 si (j ≤ ni) ó (j > ni,

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt = 0, λ̄j > 0)

∫

Σ

ϕ̄j
∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)h ds dt ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ nd + ni,

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt = 0, λ̄j = 0

h(s, t) ≥ 0 si v̄(s, t) = va(s, t)

h(s, t) ≤ 0 si v̄(s, t) = vb(s, t),

(6.3.9)

donde zh viene dado por























∂zh
∂t

+ Azh =
∂f

∂y
(x, t, ȳ)zh en Q,

∂zh
∂nA

=
∂g

∂y
(s, t, ȳ, v̄)zh +

∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)h sobre Σ,

zh(·, 0) = 0 en Ω.
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Demostración. Nótese primero que podemos aplicar el Teorema 6.3.2 para deducir la

existencia de los multiplicadores de Lagrange. Ahora, debido al Teorema 6.1.3, no hay

más que verificar que se satisfacen (A1) y (A2). En nuestro caso, la hipótesis (A1)

(véase la página 120), se satisface con

φ =
∂G

∂v
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄0

∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)

y

ψj = ϕ̄j
∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄).

De la expresión para las derivadas segundas de J y Gj y de las propiedades impuestas a

las derivadas de g, G y gj, se sigue que se verifica (A2). En efecto, sea {hk}∞k=1 ⊂ L∞(Σ),

acotada en L∞(Σ) y puntualmente convergente hacia h. Queremos comprobar que

∫

Σ

(

∂2G

∂y2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y2
(s, t, ȳ, v̄)

)

z2
hk
ds dt+

2

∫

Σ

(

∂2G

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄)

)

hkzhk
ds dt+

∫

Σ

(

∂2G

∂v2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂v2
(s, t, ȳ, v̄)

)

h2
k ds dt+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

{∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzhk
dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzhk
dx

]

dt+

∫ T

0

[

ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∇T
x zhk

∂2gj
∂η2

(x, t,∇xȳ)∇xzhk
dx

]

dt

}

,

donde zhk
viene dado por























∂zhk

∂t
+ Azhk

=
∂f

∂y
(x, t, ȳ)zhk

en Q,

∂zhk

∂nA
=

∂g

∂y
(s, t, ȳ, v̄)zhk

+
∂g

∂v
(s, t, ȳ, v̄)hk sobre Σ,

zhk
(·, 0) = 0 en Ω,
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converge hacia
∫

Σ

(

∂2G

∂y2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y2
(s, t, ȳ, v̄)

)

z2
h ds dt+

2

∫

Σ

(

∂2G

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂y∂v
(s, t, ȳ, v̄)

)

hzh ds dt+

∫

Σ

(

∂2G

∂v2
(s, t, ȳ, v̄) + ϕ̄

∂2g

∂v2
(s, t, ȳ, v̄)

)

h2 ds dt+

nd+ni
∑

j=1

λ̄j

{∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

]

dt+

∫ T

0

[

ζ ′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∇T
x zh

∂2gj
∂η2

(x, t,∇xȳ)∇xzhdx

]

dt

}

Esto lo podemos hacer sumando a sumando. En primer lugar, destacar que hk → h en

Lq(Σ) para todo q <∞, lo cual implica que zhk
→ zh en Lτ (W 1,p(Ω)).

Las “ĺıneas” 1, 2, 3 y 5 se hacen exactamente igual que en el caso eĺıptico. Veamos

que
∣

∣

∣

∣

∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzhk
dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzhk
dx

]

dt −
∫ T

0

[

ζ ′′j

(∫

Ω

gj(x, t,∇xȳ)dx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(x, t,∇xȳ)∇xzh dx

]

dt

∣

∣

∣

∣

converge hacia cero. Para simplificar la escritura, supongamos sin perdida de generalidad

que en P7 tenemos
∣

∣

∣

∣

∂gj
∂η

(x, t, η)

∣

∣

∣

∣

≤ C|η|p−1.

Aśı, suponiendo que g(x, t, 0) = 0, tendremos que

|gj(x, t, η)| ≤ C|η|p.

Omito ahora la dependencia de (x, t,∇xȳ) en gj y su derivada por falta de espacio en

la ĺınea ya que ello no puede llevar a confusión. Tenemos pues, aplicando P8 y la

desigualdad de Hölder,
∣

∣

∣

∣

∫ T

0

(

ζ ′′j

(∫

Ω

gjdx

)∫

Ω

∂gj
∂η

(∇xzhk
+ ∇xzh) dx

∫

Ω

∂gj
∂η

(∇xzhk
−∇xzh) dx

)

dt

∣

∣

∣

∣

≤
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∫ T

0

(

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

gjdx

∣

∣

∣

∣

τ
p
−2

‖∂gj
∂η

‖2
Lp′ (Ω)

‖∇xzhk
+ ∇xzh‖Lp(Ω)‖∇xzhk

−∇xzh‖Lp(Ω)

)

dt ≤

∫ T

0

(

(∫

Ω

|∇xȳ|p dx
)

τ−2p
p
(∫

Ω

|∇xȳ|(p−1)p′ dx

) 2
p′

‖∇xzhk
+ ∇xzh‖Lp(Ω)‖∇xzhk

−∇xzh‖Lp(Ω)

)

dt ≤

∫ T

0

(

(∫

Ω

|∇xȳ|p dx
)

τ−2p
p

τ
τ−2
(∫

Ω

|∇xȳ|p dx
)

2p−2
p

τ
τ−2

)

dt·

‖∇xzhk
+ ∇xzh‖Lτ (Lp(Ω))‖∇xzhk

−∇xzh‖Lτ (Lp(Ω)) ≤
∫ T

0

(∫

Ω

|∇xȳ|p dx
) τ

p

dt · ‖∇xzhk
+ ∇xzh‖Lτ (Lp(Ω))‖∇xzhk

−∇xzh‖Lτ (Lp(Ω))

La regularidad de ȳ, zhk
y zh, junto con la convergencia de zhk

arriba indicada, nos

aseguran que los dos primeros factores están acotados y que el último converge hacia

cero.

Se cumple por tanto la hipótesis (A2) y el resultado es por tanto consecuencia directa

del Teorema 6.1.3.

Nota 6.3.1 Ahora no podemos, como en el caso eĺıptico, dar condiciones suficientes para

que la derivada segunda de la Lagrangiana sea bilineal y continua en L2(Σ). El motivo

de ello es que no podemos dar regularidad suficiente para el estado adjunto. Véanse a

este respecto los comentarios dados a continuación para las condiciones suficientes.

Condiciones suficientes

Demostrar un resultado análogo para el caso parabólico es todav́ıa un problema

abierto. La principal dificultad radica en la regularidad del estado adjunto. Más en

concreto, la regularidad de la traza lateral del estado adjunto. Es clave demostrar que

pertenece a L∞(Σ) y depende continuamente de los datos. Este mismo problema es

señalado por Raymond y Tröltzsch en [76]. Ellos muestran que si el estado adjunto viene

dado por una ecuación con segundo miembro -la parte que corresponde al multiplicador-

en un espacio de Lebesgue, entonces śı es posible demostrar en algún caso que el estado

adjunto es acotado. Sin embargo, si el multiplicador es una medida, esto en general no

es posible (cf. Teorema 4.3 y sección 7.3 de [76] ). En nuestro caso el multiplicador es

un elemento de Lτ
′

((W 1,p)′). No está en un espacio de Lebesgue y es una medida. No

se puede demostrar que su traza está acotada.





Caṕıtulo 7

Condiciones de segundo orden que

involucran al Hamiltoniano

7.1 Introducción

Consideraremos en este caṕıtulo los problemas (Pe) y (Pp), tomando el conjunto

de controles admisibles convexo. En estos dos problemas, bajo hipótesis adecuadas, se

satisface como hemos visto el Principio de Pontryagin. Es el objetivo de esta sección

dar condiciones de segundo orden que involucran al Hamiltoniano del problema. Las

condiciones necesarias surgen de manera natural y no son más que corolarios del resul-

tado análogo para funciones reales de variable real. El quid de la cuestión es deducir

condiciones suficientes. Con la ayuda de una condición sobre el Hamiltoniano, podemos

deducir condiciones análogas a las que se dan en dimensión finita.

Las condiciones de segundo orden impuestas en el Teorema 6.2.6 difieren en un detalle

importante de las condiciones de segundo orden para problemas con un número finito

de restricciones sobre el control. Para problemas de tipo finito, es suficiente que la

Lagrangiana sea definida positiva para todo h ∈ C0
ū. Existen ejemplos (véase por ejemplo

Dunn [49] y Casas y Tröltzsch [36]) que demuestran que esta condición en general no es

suficiente para problemas con un número infinito de restricciones.

Bonnans y Zidani en [12] prueban que esta condición es suficiente siempre que la

derivada segunda de la Lagrangiana sea una forma de Legendre. Recordemos que una

forma cuadrática Q sobre un espacio de Hilbert X, se dice de Legendre si es débilmente

semicontinua inferiormente, y para toda sucesión {xk} ⊂ X que converja débilmente

155
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xk ⇀ x y tal que Q(xk) → Q(x), se tiene que xk → x fuertemente. En este caso se puede

seguir el mismo esquema de demostración que para dimensión finita.

7.2 Caso eĺıptico

Consideremos el problema (Pe), donde tomamos

KΩ(x) = [ua(x), ub(x)].

De nuevo tomamos Ω de clase C1; Γ su frontera; A un operador eĺıptico de coeficientes

continuos de la forma (2.1.1) (pág. 23); p > N ; a0 ∈ Lp/2(Ω); f : Ω × R
2 −→ R;

g : Γ → R, g ∈ Lp−1(Γ); L : Ω × R × R → R y gj : Ω × R
N → R para 1 ≤ j ≤ ni + ne.

Recuérdese que el Hamiltoniano del problema viene dado por

H(x, y, u, ϕ) = L(x, y, u) + ϕf(x, y, u).

En este caṕıtulo vamos a dar condiciones suficientes para que el multiplicador ν que

acompaña a L sea 1, y por tanto no lo escribimos expĺıcitamente en el Hamiltoniano.

Es interesante escribir algunas de las derivadas de H y observar su relación con las

derivadas de la Lagrangiana.

Hu(x, y, u, ϕ) =
∂L

∂u
(x, y, u) + ϕ

∂f

∂u
(x, y, u),

Huu(x, y, u, ϕ) =
∂2L

∂u2
(x, y, u) + ϕ

∂2f

∂u2
(x, y, u),

Huy(x, y, u, ϕ) =
∂2L

∂u∂y
(x, y, u) + ϕ

∂2f

∂u∂y
(x, y, u)

y

Hyy(x, y, u, ϕ) =
∂2L

∂y2
(x, y, u) + ϕ

∂2f

∂y2
(x, y, u).

Dados ū ∈ Uad, λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones ȳ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) que

satisfacen (6.2.2), (6.2.3) y (6.2.4), si denotamos

H̄u(x) = Hu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)),

H̄uu(x) = Huu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)),

H̄yu(x) = Hyu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x))
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y

H̄yy(x) = Hyy(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)),

entonces
∂L
∂u

(ū, λ̄)h =

∫

Ω

H̄u(x)h(x) dx

y

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 =

∫

Ω

H̄uu(x)h
2(x) dx+ 2

∫

Ω

H̄yu(x)h(x)zh(x) dx+

∫

Ω

H̄yy(x)z
2
h(x) dx+

+

ni+nd
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

∇zh dx.

donde zh viene dado por (3.1.3) y L(u, λ) es la Lagrangiana del problema, definida en la

Sección 6.2, pág. 126.

Condiciones necesarias de primer orden

Lo primero que vamos a hacer es escribir condiciones de primer orden en forma

cualificada.

Teorema 7.2.1 Sea ū una solución local de (Pe) y supongamos que se satisfacen las

condiciones sobre f , L y g E1 (pág. 69), E4 (pág. 88) y E6 (pág. 90) y la hipótesis de

regularidad (6.2.1). Entonces existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones

ȳ ∈W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) tales que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y

Hu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x))(k − ū(x)) ≥ 0

para todo ua(x) ≤ k ≤ ub(x) y c.t.p. x ∈ Ω.

Demostración. Sea

Hν(x, y, u, ϕ) = νL(x, y, u) + ϕf(x, y, u).

Obsérvese primero que se satisfacen las condiciones del Teorema 5.1.1, y por lo tanto se

satisface el principio de Pontryagin.

Hn̄u(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)) = min
k∈KΩ(x)

Hν̄(x, ȳ(x), k, ϕ̄(x)) para c.t.p. x ∈ Ω.
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Debido a las condiciones de diferenciabilidad sobre L y f se tiene que

∂Hn̄u

∂u
(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x))(k − ū(x)) ≥ 0 para todo ua(x) ≤ k ≤ ub(x) y c.t.p. x ∈ Ω.

Denotemos

Lν(u, λ) = νJ(u) +

ni+nd
∑

j=1

λjGj(u).

Tenemos que

∂Lν̄
∂u

(ū, λ̄)(u− ū) =

∫

Ω

∂Hν̄

∂u
(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x))(u− ū(x))dx ≥ 0 para todo u ∈ Uad.

Pero como se vio en el Teorema 6.1.2, la hipótesis de regularidad implica que ν̄ tiene

que ser forzosamente distinto de cero, ya que de lo contrario llegaŕıamos a una contra-

dicción. Reescalando podemos tomar ν̄ = 1. La prueba está completa observando que

H(x, y, u, ϕ) = H1(x, y, u, ϕ).

Condiciones necesarias de segundo orden

Para establecer condiciones necesarias de segundo orden, no es necesario establecer

hipótesis extra sobre la regularidad de algunas de las derivadas segundas de f y L, como

hicimos en (6.2.9) y (6.2.10).

Recordemos que Ω0, definido como en el caṕıtulo anterior (pág 129), es

Ω0 = {x ∈ Ω : |d(x)| > 0},

donde

d(x) =
∂L

∂u
(x, ȳ(x), ū(x)) + ϕ̄(x)

∂f

∂u
(x, ȳ(x), ū(x)).

Nótese que d(x) = H̄u(x).

Teorema 7.2.2 Sea ū de nuevo una solución local para el problema (Pe) (pág. 16).

Supongamos que se satisfacen las hipótesis sobre f , L y gj establecidas en E1 (pág. 69),

E2 (pág. 70), E4 (pág. 88), E5 (pág. 89), E6 (pág. 90) y E7 (pág. 90) y la hipótesis

de regularidad (6.2.1). Entonces

Huu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)) ≥ 0 para c.t.p. x ∈ Ω \ Ω0. (7.2.1)
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Demostración. De nuevo se satisface el principio del mı́nimo de Pontryagin, y como

H es C2 respecto de u, la condición necesaria de segundo orden para problemas de una

variable se escribe en este caso

Huu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)) ≥ 0 para c.t.p. x ∈ Ω \ Ω0.

O sea, donde Hu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)) = 0, la derivada segunda es mayor o igual que 0.

La condición (7.2.1) es información complementaria a (6.2.11).

Un resultado análogo a estos para problemas de control gobernados por ecuaciones dife-

renciales ordinarias se puede encontrar en Warga [91].

Condiciones suficientes de segundo orden

En el siguiente teorema se da una condición adicional sobre el Hamiltoniano para que

la condición de positividad de la Lagrangiana análoga a la condición en dimensión finita

sea suficiente. Recordemos que

C0
ū,L2(Ω) = {h ∈ L2(Ω) que cumplen (6.2.8) y h(x) = 0 c.t.p. x ∈ Ω0}

y

Ωτ = {x ∈ Ω : |d(x)| > τ}.

Para establecer el siguiente resultado, hemos de suponer también que se satisfacen las

hipótesis extra sobre las derivadas de f , L y gj establecidas en la página 134, hipótesis

E8.

Teorema 7.2.3 Sea ū un control admisible para el problema (Pe) que satisface la hipótesis

de regularidad (6.2.1) y tal que existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones

ȳ ∈W 1,p(Ω), ϕ̄ ∈ W 1,p′(Ω) que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y (6.2.5). Supongamos

también que existen ω > 0, τ > 0 tales que



















Huu(x, ȳ(x), ū(x), ϕ̄(x)) ≥ ω para c.t.p. x ∈ Ω \ Ωτ

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 > 0 para todo h ∈ C0
ū,L2(Ω).

(7.2.2)

Entonces existen ε > 0 y α > 0 tales que J(ū) + α‖u− ū‖2
L2(Ω) ≤ J(u) para todo control

admisible u con ‖u− ū‖L∞(Ω) ≤ ε.
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Demostración. Supongamos que el resultado es falso. Entonces existe una sucesión

{uk} de controles admisibles con uk → u en L∞(Ω) tal que

J(ū) +
1

k
‖uk − ū‖2

L2(Ω) > J(uk). (7.2.3)

Como uk es admisible, se tiene que

Gj(uk) = 0 si 1 ≤ j ≤ ni

y

Gj(uk) ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd.

Como λ̄j ≥ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd, se tiene que

λ̄jGj(uk) ≤ 0 para 1 ≤ j ≤ ni + nd.

Por otro lado λ̄jGj(ū) = 0. Luego

L(ū, λ̄) +
1

k
‖uk − ū‖2

L2(Ω) > L(uk, λ̄). (7.2.4)

Sea δk = ‖uk − ū‖L2(Ω) y

hk =
uk − ū

δk
.

La norma ‖hk‖L2(Ω) = 1, luego existe una subsucesión de {hk}, que denotaremos igual

y h ∈ L2(Ω) tal que hk ⇀ h débilmente en L2(Ω). Además h satisface la condición de

signo en (6.2.8), ya que los hk la cumplen, y el conjunto de funciones que cumplen la

condición de signo en (6.2.8) es convexo y cerrado, luego débilmente cerrado. Además

L(uk, λ̄) = L(ū, λ̄) + δk
∂L
∂u

(vk, λ̄)hk,

donde vk es un punto intermedio entre u y uk. Al ser δk > 0 y usando (7.2.4), se tiene

∂L
∂u

(vk, λ̄)hk <
1

k
‖uk − ū‖L2(Ω).

Esta expresión expĺıcitamente es

∫

Ω

(

∂L

∂u
(x, yk, vk) + ϕk

∂f

∂u
(x, yk, vk)

)

hk <
1

k
‖uk − ū‖L2(Ω), (7.2.5)

donde yk y ϕk son respectivamente el estado y el estado adjunto asociados a vk. Los

teoremas de regularidad, las condiciones impuestas sobre gj y la convergencia uniforme
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vk → ū implican la convergencia uniforme yk → ȳ y la convergencia en L2(Ω), ϕk → ϕ̄.

Además las condiciones impuestas sobre L implican la convergencia en L2(Ω) de su

derivada respecto a u. Luego la convergencia débil hk ⇀ h en L2(Ω) es suficiente para

pasar al ĺımite en (7.2.5) y obtener

∂L
∂u

(ū, λ̄)h ≤ 0. (7.2.6)

Pero como hemos supuesto que ū satisface (6.2.5), y hk = (uk − ū)/δk, con δk > 0 y

uk ∈ Uad
∂L
∂u

(ū, λ̄)hk ≥ 0.

Pasando al ĺımite se obtiene
∂L
∂u

(ū, λ̄)h ≥ 0. (7.2.7)

Luego, de (7.2.6) y (7.2.7) se tiene que

∂L
∂u

(ū, λ̄)h = 0. (7.2.8)

Como h satisface las condiciones de signo, ésto sólo es posible si h ∈ C0
ū,L2(Ω). En efecto.

Veamos que

G′
j(ū)h = 0 si



















j ≤ ni

ó

j > ni, Gj(ū) = 0, λ̄j > 0,

y

G′
j(ū)h ≤ 0 si j > ni, Gj(ū) = 0, λ̄j = 0.

Si j ≤ ni, entonces Gj(uk) = Gj(ū+ δkhk) = 0 y Gj(ū) = 0. Luego

0 =
Gj(ū+ δkhk) −Gj(ū)

δk
,

y pasando al ĺımite se obtiene

G′
j(ū)h = 0.

Si j > ni y Gj(ū) = 0, se tiene que Gj(uk) = Gj(ū+ δkhk) ≤ 0. Luego

0 ≥ Gj(ū+ δkhk) −Gj(ū)

δk
,

y pasando al ĺımite se obtiene

G′
j(ū)h ≤ 0.
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Tan sólo nos queda ver que pasa cuando λ̄j > 0. Teniendo en cuenta (7.2.3) y que

δk = ‖uk − ū‖L2(Ω), llegamos a

δk
k

≥ J(uk) − J(ū)

δk
.

Como δk → 0, pasando al ĺımite se obtiene

0 ≥ J ′(ū)h.

Utilizando ahora (7.2.8) y la expresión para la derivada de la Lagrangiana, tenemos que

0 = J ′(ū)h+

ni+nd
∑

j=1

λ̄jG
′
j(ū)h.

Teniendo en cuenta que si j ≤ ni acabamos de demostrar que G′
j(ū)h = 0, y que si

Gj(ū) < 0, entonces λ̄j = 0, si denotamos

I1 = {j : ni < j < ni + nd; Gj(ū) = 0; λ̄j > 0},

tenemos que

0 = J ′(ū)h+
∑

j∈I1

λ̄jG
′
j(ū)h.

Aśı que

0 ≤ −J ′(ū)h =
∑

j∈I1

λ̄jG
′
j(ū)h ≤ 0.

Con lo cual si j ∈ I1 necesariamente G′
j(ū)h = 0. Para acabar de comprobar que

h ∈ C0
ū,L2(Ω) hay que demostrar que h(x) = 0 en c.t.p. Ω0. Como h satisface la condición

de signo, en c.t.p. de Ω0 se tiene que d(x)h(x) ≥ 0. Si existiera un conjunto A ⊂ Ω0,

con |A| > 0, tal que |h(x)| > 0 en A, entonces
∫

Ω

d(x)h(x) dx > 0,

pero
∫

Ω

d(x)h(x) dx =
∂L
∂u

(ū, λ̄)h = 0.

Por lo tanto h(x) = 0 en c.t.p. Ω0 y h ∈ C0
ū,L2(Ω). Luego, por hipótesis del teorema, se

tiene que
∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2 > 0 si h 6= 0. (7.2.9)
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Por otro lado

L(uk, λ̄) = L(ū, λ̄) + δk
∂L
∂u

(ū, λ̄)hk +
δ2
k

2

∂2L
∂u2

(wk, λ̄)h2
k, (7.2.10)

donde wk es un punto intermedio entre uk y ū.

Ahora, teniendo en cuenta las consideraciones hechas antes sobre la relación entre las

derivadas de la Lagrangiana y las del Hamiltoniano, podemos escribir

δk
∂L
∂u

(ū, λ̄)hk +
δ2
k

2

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k = δk

∫

Ω

H̄u(x)hk(x) dx+
δ2
k

2

∫

Ω

H̄uu(x)h
2
k(x) dx+

+
δ2
k

2

[

∫

Ω

H̄yy(x)z
2
hk

(x) dx+ 2

∫

Ω

H̄yu(x)hk(x)zhk
(x) dx+

ni+nd
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇zhk

∂2gj
∂η2

∇zhk
dx

]

.

Teniendo en cuenta que H̄u(x) = 0 en Ω \ Ω0

A = δk

∫

Ω

H̄u(x)hk(x) dx+
δ2
k

2

∫

Ω

H̄uu(x)h
2
k(x) dx = δk

∫

Ω0\Ωτ

H̄u(x)hk(x) dx+

+δk

∫

Ωτ

H̄u(x)hk(x) dx+
δ2
k

2

∫

Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x) dx+

δ2
k

2

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x) dx.

Usando ahora que H̄u(x)hk(x) ≥ 0 para c.t.p. x ∈ Ω, que en Ωτ se tiene H̄u(x) ≥ τ ,

A ≥ δkτ

∫

Ωτ

|hk(x)| dx+
δ2
k

2

∫

Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x) dx+

δ2
k

2

∫

Ω\Ωτ

Huu(x)h
2
k(x) dx.

Como ‖δkhk‖L∞(Ω) = ‖uk − ū‖L∞(Ω) < ε, entonces para c.t.p. x ∈ Ω, δk|hk(x)| ≤ ε. Por

lo tanto
δ2
kh

2
k(x)

ε
≤ δk|hk(x)|.

Luego

A ≥ δ2
k

2

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2
k(x) dx+

δ2
k

2

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x) dx.

Ahora, de (7.2.4), (7.2.10) y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, tenemos

que

δ2
k

k
> δk

∂L
∂u

(ū, λ̄)hk +
δ2
k

2

∂2L
∂u2

(wk, λ̄)h2
k = δk

∂L
∂u

(ū, λ̄)hk +
δ2
k

2

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k+

+
δ2
k

k

[

∂2L
∂u2

(wk, λ̄)h2
k −

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k

]

,
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δ2
k

2
>
δ2
k

2

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2
k(x) dx+

δ2
k

2

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x)dx+

+
δ2
k

2

[

∫

Ω

H̄yy(x)z
2
hk

(x) dx+ 2

∫

Ω

H̄yu(x)hk(x)zhk
(x) dx+

ni+nd
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zhk

∂2gj
∂η2

∇zhk
dx

]

+
δ2
k

2

[

∂2L
∂u2

(wk, λ̄)h2
k −

∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2
k

]

. (7.2.11)

Dividimos ahora por δ2
k/2. Teniendo en cuenta las hipótesis hechas sobre las derivadas

segundas de las funciones, existe una constante CH > 0 tal que H̄uu(x) ≥ −CH para

c.t.p. x ∈ Ω. Aśı, tomando ε suficientemente pequeño, tenemos que

2τ

ε
+ H̄uu(x) ≥

2τ

ε
− CH > 0 c.t.p. x ∈ Ω.

Aśı que

lim inf
k→∞

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2
kdx ≥

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2dx.

Por otro lado, en Ω \ Ωτ , H̄uu(x) > ω > 0, luego

lim inf
k→∞

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
kdx ≥

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2dx.

Teniendo en cuenta que se verifica la hipótesis (A3), tomamos el ĺımite inferior en

(7.2.11) y obtenemos

0 ≥
∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2(x) dx+

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2dx+

+

∫

Ω

H̄yy(x)z
2
h(x) dx+ 2

∫

Ω

H̄yu(x)h(x)zh(x) dx+

ni+nd
∑

j=1

λ̄j

∫

Ω

∇T zh
∂2gj
∂η2

∇zh dx.

Por lo tanto

0 ≥ ∂2L
∂u2

(ū, λ̄)h2

y de (7.2.9) y esto, obtenemos que h = 0.

Luego en la expresión donde tomamos ĺımite inferior, en realidad podemos tomar el

ĺımite. Como todos los sumandos convergen a cero, salvo a lo sumo

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2
k(x) dx+

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x)dx,
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se tiene que este a su vez tiende hacia cero. Pero

min

{

ω,
2τ

ε
− CH

}∫

Ω

h2
k(x)dx ≤

∫

Ωτ

(

2τ

ε
+ H̄uu(x)

)

h2
k(x) dx+

∫

Ω\Ωτ

H̄uu(x)h
2
k(x)dx.

Por lo tanto,

lim
k→∞

‖hk‖L2(Ω) = 0.

Pero ‖hk‖L2(Ω) = 1. Y aśı hemos llegado a una contradicción. Luego el teorema es cierto.

Nota 7.2.1 Si imponemos la condición (7.2.2) para c.t.p. x ∈ Ω, obtendremos durante

la prueba que la derivada segunda de la función Lagrangiana es una forma cuadrática de

Legendre para la sucesión {hk}.

7.3 Caso parabólico

Sean Ω, Γ, T , Q, Σ y A, p, τ , k1, k̃1, σ1, σ̃1 como en la Sección 2.2, con la frontera

Γ de clase C1 y los coeficientes del operador A de clase C([0, T ];C(Ω̄)). Sean f, g, y0

funciones, f : Q× R −→ R, g : Σ × R × R −→ R, F : Q× R −→ R, G : Σ × R −→ R y

y0 : Ω −→ R, y0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p(Ω). Sean k2, k̃2, σ2, σ̃2 y ν como en la sección 2.2.

Consideremos el problema (Pp) de la página 16. Supondremos que el conjunto de

controles admisibles es de la forma

Vad = {v ∈ L∞(Σ) : va(s, t) ≤ v(s, t) ≤ vb(s, t) c.t.p. (s, t) ∈ Σ},

donde va, vb ∈ L∞(Σ). Esta elección corresponde al caso de tomar

KΣ(s, t) = [va(s, t), vb(s, t)].

Al igual que en la sección 4.1.2, consideraremos

C =

{

~f ∈ Lτ (Lp)N :

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt = 0 si 1 ≤ j ≤ ni,

∫ T

0

ζj

(∫

Ω

gj(x, t, ~f)dx

)

dt ≤ 0 si ni + 1 ≤ j ≤ ni + nd

}

,

donde ζj : R → R y gj : Q× R
N → R son funciones.
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El Hamiltoniano del problema viene dado por

H(s, t, y, v, ϕ) = G(s, t, y, v) + ϕg(s, t, y, v).

Lo escribimos aśı y no como en la página 108 por que vamos a dar condiciones suficientes

para que ν̄ = 1. Ahora

Hv(s, t, y, v, ϕ) =
∂G

∂v
(s, t, y, v) + ϕ

∂g

∂v
(s, t, y, v).

Dados v ∈ Vad, números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones ȳ ∈ Lτ (W 1,p(Ω)) y

ϕ̄ ∈ Lτ
′

(W 1,p′(Ω)) que cumplen (6.3.2)–(6.3.4), entonces

∂L
∂v

(v̄, λ̄)h =

∫

Σ

Hv(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t))h(s, t) ds dt,

donde L(v, λ) es la Lagrangiana del problema definida en la sección 6.3, pág. 146.

Condiciones necesarias de primer orden

Lo primero que vamos a hacer es escribir condiciones de primer orden en forma

cualificada.

Teorema 7.3.1 Supongamos que f y g satisfacen las hipótesis P1 y P2, que F , G y

L satisfacen P4 y P5 y que las ζj y las gj satisfacen P7. Supongamos además que se

satisface (6.3.1). Entonces existen números reales λ̄j, j = 1, . . . , nd + ni y funciones

ȳ ∈ Lτ (W 1,p(Ω)) y ϕ̄ ∈ Lτ
′

(W 1,p′(Ω)) + L2(H1) tales que satisfacen (6.3.2)–(6.3.4) y

Hv(s, t, ȳ(s, t), ū(s, t), ϕ̄(s, t))(k − v̄(s, t)) ≥ 0

para todo va(x) ≤ k ≤ vb(x) y c.t.p. (s, t) ∈ Σ.

Demostración. La prueba es completamente análoga a la del caso eĺıptico. Si defini-

mos

HΣ(s, t, y, v, ϕ, ν) = νG(s, t, y, v) + ϕg(s, t, y, v),

en virtud del principio de Pontryagin, demostrado en el Teorema 5.2.1,

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t), ν̄) = min
v∈KΣ(s,t)

HΣ(s, t, ȳ(s, t), v, ϕ̄(s, t), ν̄)

Debido a las condiciones de diferenciabilidad impuestas ahora, se tiene que

HΣv(s, t, ȳ(s, t), ū(s, t), ϕ̄(s, t), ν̄)(k − v̄(s, t)) ≥ 0
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para todo va(x) ≤ k ≤ vb(x) y c.t.p. (s, t) ∈ Σ. Si denotamos

L̃(v, λ, ν) = νJ(v) +

ni+nd
∑

j=1

λjGj(v),

entonces

∂L
∂v

(v̄, λ̄, ν̄)(v − v̄) =

∫

Σ

HΣv(s, t, ȳ(s, t), ū(s, t), ϕ̄(s, t), n̄u)(v − v̄(s, t)) ≥ 0

para todo v ∈ Vad. Pero como se vio en el Teorema 6.1.2, la hipótesis de regularidad

implica que ν̄ tiene que ser forzosamente distinto de cero, ya que de lo contrario lle-

gaŕıamos a una contradicción. Reescalando podemos tomar ν̄ = 1. La prueba está

completa observando que H(s, t, y, v, ϕ) = HΣ(s, t, y, v, ϕ, 1).

Condiciones necesarias de segundo orden

Para establecer condiciones necesarias de segundo orden, no es necesario establecer

hipótesis extra sobre la regularidad de las derivadas segundas de G y g como hicimos en

(6.3.6) y (6.3.7).

Recordemos que

Σ0 = {(s, t) ∈ Σ : |d(s, t)| > 0},

donde

d(s, t) =
∂G

∂v
(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t)) + ϕ̄(s, t)

∂g

∂v
(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t)),

Nótese que d(s, t) = Hv(s, t, ȳ(s, t), ū(s, t), ϕ̄(s, t)).

Teorema 7.3.2 Supongamos que v̄ es una solución local para el problema (Pp) y que se

satisfacen P1–P8. Entonces

Hvv(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t)) ≥ 0 para c.t.p. (s, t) ∈ Σ \ Σ0.

Demostración. De nuevo se satisface el Principio de Pontryagin, y como H es C2

respecto de v, la condición necesaria de segundo orden para problemas de una variable

se escribe en este caso como

Hvv(s, t, ȳ(s, t), v̄(s, t), ϕ̄(s, t)) ≥ 0 para c.t.p. (s, t) ∈ Σ \ Σ0.

Es decir, donde la derivada primera se anula, la derivada segunda es mayor o igual que

cero.
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Condiciones suficientes

Se nos presenta el mismo problema que en la página 153. No podemos garantizar

que el estado adjunto tenga la traza acotada.
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169





171

La última parte de esta memoria está dedicada al estudio del análisis numérico de un

problema de control. El Caṕıtulo 8 está dedicado a estudiar la convergencia uniforme

para el método de elementos finitos aplicado a la resolución de ecuaciones semilineales.

En el Caṕıtulo 9 se estudia un problema con restricciones puntuales sobre el estado.

Este problema difiere del problema estudiado en el Caṕıtulo 4 en que ahora tenemos un

número infinito de restricciones sobre el estado.





Caṕıtulo 8

Convergencia uniforme del M.E.F.

para ecuaciones semilineales

Este caṕıtulo esta dedicado al estudio de la aproximación de la solución de una

ecuación semilineal mediante el método de elementos finitos. En concreto, se estudia la

convergencia uniforme de las aproximaciones discretas hacia la solución de la ecuación.

Un estudio similar es llevado a cabo en Ciarlet [43] para ecuaciones lineales. Ciarlet

estudia un problema tipo Dirichlet y hace uso de triangulaciones de tipo no negativo.

Nosotros estudiamos también un problema de Neumann y, en algún caso, no hacemos

uso de las triangulaciones de tipo no negativo.

La primera sección describe los elementos comunes a los problemas de Dirichlet y

Neumann, aśı como la discretización. En la segunda sección damos resultados para el

problema de Dirichlet y en la tercera para el problema de Neumann.

8.1 Discretización

Sea Ω un subconjunto convexo de RN , N = 2 ó N = 3, Γ su frontera y A un operador

de la forma

Ay = −
N
∑

i,j=1

∂xj
[aij∂xi

y] ,

donde ai,j ∈ C0,1(Ω̄) y tal que existen m,M > 0 tales que

m‖ξ‖2 ≤
N
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤M‖ξ‖2 ∀ξ ∈ R
N y ∀x ∈ Ω.
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Sea f : Ω × R → R una función de Carathéodory, monótona decreciente en la segunda

variable, con f(·, 0) ∈ Lp/2(Ω) y cumpliendo la siguiente condición de Lipschitz local:

Para todo M > 0 existe φM ∈ L2(Ω) tal que

|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ |φM(x)||y1 − y2| para c.t.p. x ∈ Ω (8.1.1)

si |y1|, |y2| < M .

Para hacer la aproximación numérica tomamos una familia de triangulaciones sobre

Ω̄, {Th}h>0. A cada elemento T ∈ Th asociamos dos parámetros: ρ(T ) y σ(T ), donde ρ(T )

denota el diámetro del conjunto T y σ(T ) es el diámetro de la mayor bola contenida en

T . Se supone que h = maxT∈Th
ρ(T ) tiende hacia cero. Haremos las siguientes hipótesis

de regularidad sobre la triangulación:

• Hipótesis de regularidad: existe σ > 0 tal que ρ(T )
σ(T )

≤ σ ∀T ∈ Th y h > 0.

• Hipótesis inversa: existe ρ > 0 tal que h
ρ(T )

≤ ρ ∀T ∈ Th y h > 0.

• Sea Ω̄h = ∪T∈Th
T , Ωh su interior y Γh su frontera. Entonces supondremos que los

vértices de Th localizados sobre la frontera de Γh son puntos de Γ.

Consideramos los espacios

Vh =
{

yh ∈ C(Ω̄) ∩H1
0 (Ω) : yh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Th yh = 0 en Ω \ Ωh

}

y

Wh =
{

yh ∈ C(Ω̄h) : yh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Th
}

,

donde P1(T ) es el espacio de los polinomios de grado 1 sobre T . Vh es un subespacio

vectorial de W 1,p
0 (Ω) y Wh es un subespacio de W 1,p(Ω).

Nos auxiliaremos del operador de interpolación de Lagrange

Πh : C(Ω̄) −→ Wh

siendo Πhz el único elemento de Wh tal que Πhz(xi) = z(xi) para todo xi nodo de la

triangulación.
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8.2 Caso Dirichlet

Introducimos también f2 ∈ W−1,p(Ω). Queremos estudiar la aproximación uniforme

por el método de elementos finitos de la solución de la ecuación






Ay = f(·, y) + f2 en Ω

y = 0 sobre Γ.
(8.2.1)

Para cada h, definimos yh ∈ Vh como el único elemento que cumple

N
∑

i,j=1

∫

Ω

ai,j(x)∂xi
yh(x)∂xj

zh(x)dx =

∫

Ω

f(x, yh(x))zhdx+〈f2, zh〉W−1,p(Ω)×W 1,p
0 (Ω) ∀zh ∈ Vh.

(8.2.2)

Lema 8.2.1 La ecuación (8.2.2) tiene una única solución.

Demostración. Sea Nh la dimensión de Vh. Para demostrar el lema escribiremos la

ecuación de la forma

Ahy = F (y) + b

donde Ah es una matriz Nh × Nh definida positiva, F : R
Nh → R

Nh es localmente

Lipschitz, de constante digamos L, y cumple que

〈F (y1) − F (y2), y1 − y2〉 ≤ 0 para todo y1, y2 ∈ R
Nh

y b es un vector de R
Nh . Sin pérdida de generalidad supondremos que F (0) = 0. Trun-

camos F mediante

FM(y) =











F (y) si ‖F (y)‖ ≤M

M
F (y)

‖F (y)‖ si ‖F (y)‖ ≥M.

Tenemos que la aplicación que a cada z ∈ R
Nh le hace corresponder yz tal que Ah(yz) =

FM(z) + b cumple que ‖yz‖ ≤ (M + ‖b‖)/α, donde α es el menor autovalor de Ah.

Luego aplicando el teorema del punto fijo de Brauer, tenemos que existe yM que resuelve

AhyM = FM(yM) + b. Además

α‖yM‖2 ≤ yTMAhyM = (FM(yM), yM) + (b, yM) ≤ ‖b‖‖yM‖,

con lo que

‖yM‖ ≤ ‖b‖
α
.
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Por tanto yM está acotada independientemente de M . Como F es Lipschitz sobre la

bola B̄(0, ‖b‖
α

),

‖F (yM)‖ ≤ L‖b‖
α

para todo M > 0

y si tomamos M ≥ L‖b‖/α, F (yM) = FM(yM), y por lo tanto habremos encontrado una

solución a nuestra ecuación. La unicidad sale de la monotońıa de F .

Nuestro objetivo es demostrar que yh → y en L∞(Ω). Comenzamos estudiando el caso

lineal, suponiendo la solución suficientemente regular. Seguidamente aplicamos estos

resultados al estudio de una ecuación semilineal, también con solución regular. Final-

mente, estudiamos el caso que nos ocupa, en el cual la máxima regularidad del estado

es la regularidad W 1,p
0 (Ω).

Caso Lineal. y ∈ H2(Ω)

Supongamos que f(·, y) ≡ 0 y que f2 = g ∈ L2(Ω). Existe una única función

y ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) (cf. Grisvard [59]) que cumple







Ay = g en Ω

y = 0 sobre Γ.
(8.2.3)

Se tiene además que existe una constante C > 0 tal que

‖y‖H2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω). (8.2.4)

Podemos formular variacionalmente el problema (8.2.3) como







Encontrar y ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(y, z) = (g, z) ∀z ∈ H1
0 (Ω).

(8.2.5)

Se puede formular el problema aproximado como







Encontrar yh ∈ Vh tal que

a(yh, zh) = (g, zh) ∀zh ∈ Vh.
(8.2.6)

El siguiente lema es conocido como lema de Aubin-Nitsche; ver por ejemplo Ciarlet

[43, Teorema 19.1] o Raviart-Thomas [74, Teorema 5.2-1].
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Lema 8.2.2 Sean y e yh las soluciones de los problemas (8.2.5) y (8.2.6) respectivamen-

te. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − yh‖L2(Ω) ≤ Ch2‖g‖L2(Ω).

Demostración. Veamos que existe una constante C > 0 independiente de h tal que

∀ψ ∈ L2(Ω) se cumple:
∫

Ω

ψ(y − yh)dx ≤ Ch2‖ψ‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Sea ψ ∈ L2(Ω) y sea zψ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) el único elemento que cumple







A∗zψ = ψ en Ω

zψ = 0 sobre Γ,
(8.2.7)

donde A∗ es el operador adjunto de A.

Al igual que antes se sabe que existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖zψ‖H2(Ω) ≤ C‖ψ‖L2(Ω). (8.2.8)

La formulación variacional de (8.2.7) se escribe:






Encontrar zψ ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(z, zψ) = (ψ, z) ∀z ∈ H1
0 (Ω).

(8.2.9)

y se puede aproximar por






Encontrar zψ,h ∈ Vh tal que

a(zh, zψ,h) = (ψ, zh) ∀zh ∈ Vh.
(8.2.10)

Aśı, usando (8.2.9), (8.2.5) y (8.2.6), la continuidad de la forma bilineal a sobre

H1(Ω), las estimaciones usuales para elementos finitos (ver por ejemplo Raviart-Thomas

[74, Teorema 5.2-1, ecuación (5.2-20)]), y las acotaciones (8.2.4) y (8.2.8), se obtiene:

(ψ, y − yh) = a(y − yh, zψ) =

= a(y − yh, zψ − zψ,h) ≤
≤ C‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω) ≤
≤ Ch2‖y‖H2(Ω)‖zψ‖H2(Ω) ≤
≤ Ch2‖g‖L2(Ω)‖ψ‖L2(Ω).
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Por lo tanto

‖y − yh‖L2(Ω) = sup
‖ψ‖L2(Ω)≤1

(ψ, y − yh) ≤ Ch2‖g‖L2(Ω),

de donde se sigue el resultado.

Ahora vamos a dar una estimación del error del método en la norma de L∞(Ω). Por

las hipótesis hechas y ∈ C(Ω̄), y por tanto y − yh ∈ C(Ω̄).

Usaremos el siguiente lema ( ver Ciarlet [43, Teorema 16.1]), que nos da el error de

interpolación:

Lema 8.2.3 Sean m ≥ 0, k ≥ 0, y p, q ∈ [1,∞]. Si se dan las inclusiones

W k+1,p(T ) →֒ C0(T )

W k+1,p(T ) →֒ Wm,q(T )

entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − ΠTy‖Wm,q(T ) ≤ ChN( 1
q
− 1

p)+k+1−m‖y‖Wk+1,p(T ),

donde ΠTy es la restricción al elemento T de Πhy.

La siguiente desigualdad, cuya demostración se puede encontrar en Ciarlet [43, Teore-

ma 17.2], nos da la constante de equivalencia entre dos normas de Sobolev en un espacio

de dimensión finita:

‖yh‖Wm,q(Ωh) ≤ C
1

hN max{0, 1
p
− 1

q}hm−l
‖yh‖W l,p(Ωh) ∀yh ∈ Vh, si l ≤ m, (8.2.11)

siendo C > 0 independiente de h.

Se tiene aśı el resultado principal de esta sección (Ciarlet [43, Teorema 19.3]):

Teorema 8.2.4 Sean y e yh las soluciones de los problemas (8.2.5) y (8.2.6) respectiva-

mente. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch2−N
2 ‖y‖H2(Ω).

Demostración. Tenemos que

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ ‖y − Πhy‖L∞(Ωh) + ‖Πhy − yh‖L∞(Ωh). (8.2.12)
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En virtud del lema 8.2.3, tomando m = 0, q = ∞, k = 1 y p = 2, se obtiene

‖y − Πhy‖L∞(Ωh) ≤ Ch2−N
2 ‖y‖H2(Ω). (8.2.13)

Aplicando (8.2.11), se tiene que

‖Πhy − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch−
N
2 ‖Πhy − yh‖L2(Ωh), (8.2.14)

donde C es independiente de h.

De nuevo por el Lema 8.2.3, tomando m = 0, q = 2, k = 1 y p = 2, obtenemos

‖Πhy − y‖L2(Ωh) ≤ Ch2‖y‖H2(Ω), (8.2.15)

y por el Lema 8.2.2

‖y − yh‖L2(Ωh) ≤ ‖y − yh‖L2(Ω) ≤ Ch2‖y‖H2(Ω). (8.2.16)

De (8.2.15) y (8.2.16) se sigue que

‖Πhy − yh‖L2(Ωh) ≤ ‖Πhy − y‖L2(Ωh) + ‖y − yh‖L2(Ωh),≤ Ch2‖y‖H2(Ω).

Esto, junto con (8.2.14) implica que

‖Πhy − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch2−N
2 ‖y‖H2(Ω),

que junto con (8.2.13) y con (8.2.12) completan la prueba del teorema.

Caso Semilineal. y ∈ H2(Ω)

Supongamos ahora que f2 ≡ 0. Además supondremos que existe una función φ ∈
L2(Ω) tal que

|f(x, t1) − f(x, t2)| ≤ |φ(x)| |t1 − t2| ∀t1, t2 ∈ R, c.t.p. x ∈ Ω. (8.2.17)

Esta restrictiva condición de tipo global se relajará a una de tipo local como se verá

más tarde. También vamos a suponer que f(·, 0) ∈ L2(Ω). Aśı

|f(x, t)| ≤ |f(x, t) − f(x, 0)| + |f(x, 0)| ≤ |φ(x)| |t| + |f(x, 0)|

y de esta manera se cumple que para todo numero real M > 0 existe una función

ϕM(x) = φ(x)M + f(x, 0) ∈ L2(Ω) tal que si |t| ≤ M entonces |f(x, t)| ≤ |ϕM(x)|.
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Combinando la técnica del Teorema 3.1.1 con los resultados de regularidad de Grisvard

[59], bajo las dos condiciones anteriores se deduce ahora que la ecuación






Ay = f(x, y) en Ω

y = 0 sobre Γ,
(8.2.18)

posee una única solución en H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Veamos ahora las estimaciones del error del método de elementos finitos en las normas

de H1(Ω), L2(Ω) y L∞(Ω).

La ecuación (8.2.18) se puede formular variacionalmente como






Encontrar y ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(y, z) = (f(x, y), z) ∀z ∈ H1
0 (Ω),

(8.2.19)

y se puede aproximar por






Encontrar yh ∈ Vh tal que

a(yh, zh) = (f(x, yh), zh) ∀zh ∈ Vh.
(8.2.20)

El siguiente resultado es una generalización para ecuaciones semilineales del conocido

lema de Céa (cf. Céa [39, Proposición 3.1])

Lema 8.2.5 Sean y e yh soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − yh‖H1(Ω) ≤ C‖y − Πhy‖H1(Ω).

Demostración. El resultado es consecuencia de la H1
0 (Ω)-elipticidad de a, la mo-

notońıa de f en la segunda variable, la condición de Lipschitz impuesta sobre f y la

inclusión continua de H1(Ω) en L4(Ω):

‖y − yh‖2
H1(Ω) ≤ Ca(y − yh, y − yh) ≤

≤ Ca(y − yh, y − yh) − (f(·, y) − f(·, yh), y − yh) =

= Ca(y − yh, y − zh) − (f(·, y) − f(·, yh), y − zh) ≤
≤ C

{

‖y − yh‖H1(Ω)‖y − zh‖H1(Ω) + ‖φ‖L2(Ω)‖y − yh‖L4(Ω)‖y − zh‖L4(Ω)

}

≤
≤ C

{

‖y − yh‖H1(Ω)‖y − zh‖H1(Ω) + ‖φ‖L2(Ω)‖y − yh‖H1(Ω)‖y − zh‖H1(Ω)

}

≤
≤ C‖y − yh‖H1(Ω)‖y − zh‖H1(Ω) para todo zh ∈ Vh.
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Dividiendo entre ‖y − yh‖H1(Ω) y tomando zh = Πhy se llega al resultado

Aśı las cosas, se tiene el siguiente lema.

Lema 8.2.6 Sean y e yh soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − yh‖H1(Ω) ≤ Ch‖y‖H2(Ω).

Demostración. Usando el Lema 8.2.5, la desigualdad

‖y‖H1(Ω\Ωh) ≤ Ch‖y‖H2(Ω) para todo y ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

(cf. Raviart-Thomas [74, Lema 5.2-3]) y el Lema 8.2.3 con m = 1, q = 2, k = 1 y p = 2,

se tiene

‖y − yh‖H1(Ω) ≤ C‖y − Πhy‖H1(Ω) ≤ C
(

‖y‖H1(Ω\Ωh) + ‖y − yh‖H1(Ωh)

)

≤ Ch‖y‖H2(Ω),

de donde el resultado.

Para obtener la estimación del error en L2(Ω) introducimos la función

α(x) =











f(x, yh(x)) − f(x, y(x))

y(x) − yh(x)
si y(x) 6= yh(x)

0 en otro caso.

(8.2.21)

Nótese que α(x) ≥ 0.

De nuevo tenemos que para todo ψ ∈ L2(Ω) existe una única zψ ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)

cumpliendo






A∗zψ + α(x)zψ = ψ en Ω

zψ = 0 sobre Γ.

Como ‖α‖L2(Ω) ≤ ‖φ‖L2(Ω), existe una constante C > 0 que independiente de α tal que

‖zψ‖H2(Ω) ≤ C‖ψ‖L2(Ω).

Este problema se formula variacionalmente como

a(z, zψ) + (αzψ, z) = (ψ, z) ∀z ∈ H1
0 (Ω), (8.2.22)

y se puede aproximar por

a(zh, zψ,h) + (αzψ,h, zh) = (ψ, zh) ∀zh ∈ Vh. (8.2.23)

Vamos a aplicar una técnica muy parecida a la del caso lineal para hallar una cota del

error y − yh en L2(Ω).
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Lema 8.2.7 Sean y e yh soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖y − yh‖L2(Ω) ≤ Ch2‖y‖H2(Ω).

Demostración. Sea ψ ∈ L2(Ω) cualquiera. Utilizando (8.2.22), la definición de α(x),

(8.2.19) y (8.2.20), la continuidad de a, la condición de Lipschitz (8.2.17), y las desi-

gualdades de Sobolev y la desigualdad de Hölder igual que en la demostración anterior

tenemos

(ψ, y − yh) = a(y − yh, zψ) + (αzψ, y − yh) =

= a(y − yh, zψ − zψ,h) + a(y − yh, zψh
) + (αzψ, y − yh) =

= a(y − yh, zψ − zψ,h) +

∫

Ω

(f(x, y) − f(x, yh))zψ,h dx+

+

∫

Ω

f(x, yh) − f(x, y)

y − yh
zψ(y − yh) dx =

= a(y − yh, zψ − zψ,h) +

∫

Ω

(f(x, yh) − f(x, y))(zψ − zψ,h) dx ≤

≤ C‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω) +

∫

Ω

|φ(x)| |y − yh| |zψ − zψ,h| dx ≤

≤ C
{

‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω) + ‖φ‖L2(Ω)‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω)

}

≤
≤ C‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω) ≤ Ch‖y‖H2(Ω)h‖zψ‖H2(Ω) ≤
≤ Ch2‖y‖H2(Ω)‖ψ‖L2(Ω),

donde las últimas estimaciones se siguen del Lema 8.2.6 y de las estimaciones usuales

para elementos finitos. Por lo tanto

‖y − yh‖L2(Ω) = sup
‖ψ‖L2(Ω)≤1

(ψ, y − yh) ≤ Ch2‖y‖H2(Ω),

de donde se sigue el resultado.

Por último, no hay más que repetir la demostración del Teorema 8.2.4 para obtener

un resultado idéntico para el caso semilineal:

Teorema 8.2.8 Sean y e yh soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C > 0, independiente de h tal que

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch2−N
2 ‖y‖H2(Ω).
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Veamos ahora como se obtienen los mismos resultados con condiciones menos restric-

tivas sobre el crecimiento de f en la segunda variable.

Teorema 8.2.9 Supongamos que se cumple (8.1.1) y que f(x, 0) ∈ L2(Ω). Entonces

permanecen válidas las conclusiones de los lemas 8.2.6 y 8.2.7 y el Teorema 8.2.8.

Demostración. Nótese primero que esta nueva condición también implica que para

todo M > 0 existe ϕM(x) = φM(x)M + f(x, 0) ∈ L2(Ω) tal que |f(x, t)| ≤ ϕM(x)

para todo |t| ≤ M , con lo cual estamos en las mismas condiciones que antes en lo que

respecta a la existencia, unicidad y regularidad de la solución. Tenemos que y ∈ C(Ω̄).

Sea M = ‖y‖L∞(Ω) + 1 y sea

fM(x, t) =



















f(x,−M) si t < −M
f(x, t) si |t| ≤M

f(x,M) si t > M.

Se tiene que para todo x ∈ Ω, fM(x, y(x)) ≡ f(x, y(x)). Aśı que se cumple







Ay = fM(x, y) en Ω

y = 0 sobre Γ.

Sea yMh la solución al problema variacional discreto







Encontrar yMh ∈ Vh tal que

a(yMh , zh) = (fM(x, yMh ), zh) ∀zh ∈ Vh.

Del teorema 8.2.8 se tiene que

‖y − yMh ‖L∞(Ωh)) ≤ Ch2−N
2 ‖y‖H2(Ω),

por tanto para todo h menor que un cierto h0 se tiene que ‖y − yMh ‖L∞(Ωh)) ≤ 1, y

por tanto ‖yMh ‖L∞(Ωh) ≤ ‖y‖L∞(Ω) + 1 = M y se tiene que fM(x, yMh ) = f(x, yMh ) y

consecuentemente yMh es solución al problema (8.2.20) y se cumplen las estimaciones

deseadas.



184 8. Convergencia uniforme del M.E.F. para ecuaciones semilineales

Caso y ∈ W 1,p
0 (Ω), p > N

Supongamos ahora que estamos en el caso extremo: f(·, 0) ∈ Lp/2(Ω), f2 ∈W−1,p(Ω)

y se cumple la condición de Lipschitz local (8.1.1). Igual que antes, empezaremos su-

poniendo que se cumple la condición global (8.2.17). En este caso, mediante el método

de truncamientos de Stampacchia y utilizando los resultados de regularidad (2.1.1) para

una frontera de clase C1 y (2.1.2) en el caso general (recuérdese que un dominio convexo

es siempre Lipschitz), podemos asegurar que y ∈ W 1,p
0 (Ω) para p > N , p próximo a N ,

supuesto que los coeficientes ai,j ∈ C(Ω̄).

Basándonos en la convergencia del método de elementos finitos en la norma de H1(Ω)

se puede demostrar la convergencia uniforme para N = 2. Para llegar al mismo resultado

para N = 3 hay que utilizar triangulaciones de tipo no negativo, tal y como se hace

en Ciarlet y Raviart [42] para el caso lineal. En el último caso tan sólo es necesario

que los coeficientes ai,j estén en L∞(Ω) (supuesta conocida la regularidad W 1,p(Ω) de

la solución, porque, como ya vimos, esta hipótesis es insuficiente para demostrar esta

regularidad para y). Veamos primero cuatro lemas.

Lema 8.2.10 Para todo y ∈W 1,p(Ω), p > N

lim
h→0

‖y − Πhy‖W 1,p(Ω) = 0.

Demostración. En virtud del lema 8.2.3, Πh es continua sobre W 1,p(Ω) con norma

acotada independientemente de h. En efecto, sea y ∈ W 1,p(Ω), entonces

‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh) ≤ C‖y‖W 1,p(Ω)

y por tanto

‖Πhy‖W 1,p(Ω) = ‖Πhy‖W 1,p(Ωh) ≤ (1 + C)‖y‖W 1,p(Ω).

Sea y ∈ W 2,p(Ω). También directamente del lema 8.2.3 se tiene

‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh) ≤ Ch‖y‖W 2,p(Ω). (8.2.24)

El resultado se sigue por un argumento de densidad: Sea y ∈ W 1,p(Ω), p < ∞. De la

densidad de W 2,p(Ω) en W 1,p(Ω) se tiene que, dado un ε > 0, existe yε ∈W 2,p(Ω) tal que

‖y− yε‖W 1,p(Ωh) ≤ ‖y− yε‖W 1,p(Ω) ≤ 1
3(1+C)

ε ≤ 1
3
ε. Por la continuidad de Πh demostrada

más arriba también se tiene que ‖Πhy − Πhyε‖W 1,p(Ωh) ≤ 1
3
ε. De (8.2.24) deducimos la
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existencia de h0 > 0, que depende de ε, tal que para todo h ≤ h0, ‖yε−Πhyε‖W 1,p(Ωh) ≤
1
3
ε. Y el resultado se sigue de la desigualdad triangular:

‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh) ≤ ‖y − yε‖W 1,p(Ωh) + ‖yε − Πhyε‖W 1,p(Ωh) + ‖Πhy − Πhyε‖W 1,p(Ωh) ≤

≤ 1

3
ε+

1

3
ε+

1

3
ε = ε.

Y por tanto el limite es cero. Para concluir la demostración no hay más que observar

que como |Ω \ Ωh| → 0,

‖y − Πhy‖W 1,p(Ω\Ωh) = ‖y‖W 1,p(Ω\Ωh) → 0.

La prueba está completa.

Lema 8.2.11 Sean y e yh respectivamente la solución de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2).

Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖H1(Ω) = 0.

Demostración. Por el Lema de Cea 8.2.5, el resultado anterior y la inclusiónW 1,p(Ω) ⊂
H1(Ω), se tiene que

lim
h→0

‖y − yh‖H1(Ω) ≤ lim
h→0

C‖y − Πhy‖H1(Ω) = 0.

Nota 8.2.1 Para el anterior resultado, tan sólo es necesario que los coeficientes sean

continuos, o incluso sólo acotados, supuesta conocida la regularidad W 1,p(Ω) de la solu-

ción.

También se puede demostrar un resultado de convergencia en L2(Ω).

Lema 8.2.12 Supongamos que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄), y sean y e yh respectiva-

mente la solución de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖L2(Ω)

h
= 0.
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Demostración. Sea ψ ∈ L2(Ω). Siguiendo exactamente la demostración del lema

8.2.7 se obtiene

(ψ, y − yh) ≤ Ch‖y − yh‖H1(Ω)‖zψ − zψ,h‖H1(Ω) ≤ Ch‖y − yh‖H1(Ω)‖ψ‖L2(Ω).

Aśı
1

h
‖y − yh‖L2(Ω) ≤ C‖y − yh‖H1(Ω)

y aplicando el Lema 8.2.11 se obtiene el ĺımite deseado.

Lema 8.2.13 Sea y ∈W 1,p(Ω) con p > N . Entonces

lim
h→0

‖y − Πhy‖Lp(Ωh)

h
= 0.

Demostración. Para la demostración aprovechamos que Πhy ∈ W 1,p(Ωh) usamos el

lema de interpolación 8.2.3 y se tiene que

‖y − Πhy‖Lp(Ωh) = ‖y − Πhy − Πh(y − Πhy)‖Lp(Ωh) ≤ Ch‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh)

y el resultado se obtiene dividiendo por h y aplicando el Lema 8.2.10.

Ahora ya podemos probar la convergencia uniforme, al menos en dimensión 2.

Teorema 8.2.14 Supongamos que N = 2 y que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄). Sean y

e yh respectivamente la solución de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖L∞(Ω) = 0.

Demostración. Si aplicamos la desigualdad triangular, el lema 8.2.3, la desigualdad

(8.2.11) de equivalencia entre dos normas de Sobolev en un espacio de dimensión finita,

y que N = 2 se tiene que

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ ‖y − Πhy‖L∞(Ωh) + ‖Πhy − yh‖L∞(Ωh) ≤

≤ C
[

h1−N
p ‖y‖W 1,p(Ω) + h−

N
2 ‖Πhy − yh‖L2(Ωh)

]

≤

≤ C

[

h1−N
p ‖y‖W 1,p(Ω) +

‖Πhy − y‖L2(Ωh)

h
+

‖y − yh‖L2(Ωh)

h

]

.

Por ser p > N , el Lema 8.2.12 y la inclusión continua Lp(Ω) ∈ H2(Ω) esta cantidad

tiende a cero.
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Nótese que al ser y ∈ C(Ω̄) ∩H1
0 (Ω), ‖y‖L∞(Ω\Ωh) tiende a cero al decrecer h, con lo

que ya tenemos el resultado.

Para dar un resultado para dimensión 3 ó simplemente para coeficientes continuos

hay que hacer dos hipótesis suplementarias:

(H1) La función φ dada en (8.2.17) pertenece a un espacio Lr(Ω) con r > 2

(H2) La triangulación es de tipo no negativo:

Denotemos bi, 1 ≤ i ≤ n y bi, n ≤ i ≤ n+m los vértices de Th que pertenecen a Ω

y a Γ respectivamente, y sean wi, 1 ≤ i ≤ n+m las funciones de Wh que satisfacen

wi(bj) = δij, 1 ≤ i, j ≤ n+m,

i.e., las funciones wi, 1 ≤ i ≤ n o wi, 1 ≤ i ≤ n + m, forman una base de Vh o

Wh. Sean ãij = a(wj, wi), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n + m. Diremos que el problema

discreto (8.2.20) es de tipo no negativo (o que la triangulación Th es de tipo no

negativo) si la matriz Ã = (ãij) es irreduciblemente diagonalmente dominante y se

satisfacen las relaciones

ãij ≤ 0 para i 6= j, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n+m,
n+m
∑

j=1

ãij ≥ 0 1 ≤ i ≤ n.

Siguiendo Ciarlet [43, Teorema 21.4], se tiene para p > N , tomando ai,j ∈ L∞(Ω), que

si yh es solución del problema discreto

a(yh, zh) = 〈g, zh〉 para todo zh ∈ Vh,

con g ∈ W−1,p(Ωh), entonces se cumple el principio del máximo discreto

‖yh‖L∞(Ωh) ≤ C‖g‖W−1,p(Ωh) (8.2.25)

para discretizaciones de tipo no negativo.

Usando este principio, tenemos:

Teorema 8.2.15 Supongamos que los coeficientes ai,j ∈ L∞(Ω), y sean y e yh respecti-

vamente la solución de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces si la triangulación es

de tipo no negativo,

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch‖y‖W 2,p(Ω) si y ∈ W 2,p(Ω), p > 2N (8.2.26)



188 8. Convergencia uniforme del M.E.F. para ecuaciones semilineales

y

lim
h→0

‖y − yh‖L∞(Ω) = 0 si y ∈ W 1,p(Ω), p > N. (8.2.27)

Demostración. Nótese primero que para que la solución esté en W 1,p(Ω) es suficiente

que los coeficientes ai,j ∈ C(Ω̄) y que para que esté en W 2,p(Ω) es suficiente que que

los coeficientes estén en C0,1(Ω̄) y que f(·, y) y f2 estén en Lp(Ω). Sean y ∈ W 1,p
0 (Ω)

e yh ∈ Vh soluciones de los problemas (8.2.19) y (8.2.20) respectivamente (formulación

variacional para (8.2.1) y escritura abreviada para (8.2.2) respectivamente). Se tiene que

yh − Πhy es el único elemento de Vh que cumple

a(yh − Πhy, zh) = a(y − Πhy, zh) + (f(x, yh) − f(x, y), zh) ∀zh ∈ Vh. (8.2.28)

Vamos a estudiar la norma del operador

T : W 1,p′

0 (Ωh) −→ R

que a cada z ∈W 1,p′

0 (Ωh) hace corresponder Tz = a(y−Πhy, z) + (f(x, yh)− f(x, y), z).

Por la desigualdad de Hölder, se ve que

a(y − Πhy, z) ≤ C‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh)‖z‖W 1,p′

0 (Ωh)
∀z ∈W 1,p′

0 (Ωh),

donde p′ es el exponente conjugado de p. Se tiene que W 1,p(Ωh) →֒ H1(Ωh) →֒ L6(Ωh).

Si además p ≤ 3 + ε, con ε suficientemente pequeño, entonces W 1,p′(Ωh) →֒ Ls(Ωh), con

s < 3, tan próximo a 3 como se precise. Aśı s puede elegirse de forma que

1

r
+

1

6
+

1

s
= 1.

Aśı, usando la desigualdad de Hölder y el lema de Cèa generalizado (lema 8.2.5),

∣

∣

∣

∣

∫

Ωh

(f(x, yh) − f(x, y))z dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Ωh

|φ(x)| |y − yh| |z| dx ≤

≤ ‖φ‖Lr(Ω)‖y − yh‖L6(Ωh)‖z‖Ls(Ωh) ≤
≤ C‖y − yh‖H1(Ωh)‖z‖W 1,p′ (Ωh) ≤
≤ C‖y − Πhy‖H1(Ωh)‖z‖W 1,p′ (Ωh) ≤
≤ C‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh)‖z‖W 1,p′ (Ωh).

Por lo tanto

‖T‖W−1,p(Ωh) ≤ C‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh)
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Pero, aplicando el principio del máximo (8.2.25) si 3 < p ≤ 3 + ε a la ecuación (8.2.28)

se tiene que existe una constante C > 0 independiente de h tal que

‖yh − Πhy‖L∞(Ωh) ≤ C‖T‖W−1,p(Ωh) ≤ C‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh),

y usando que W 1,p(Ωh) →֒ L∞(Ωh), se llega a:

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ ‖y − Πhy‖L∞(Ωh) + ‖yh − Πhy‖L∞(Ωh) ≤
≤ C‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh).

(8.2.29)

Si además y ∈ W 2,p(Ω), aplicando el lema 8.2.3 se tiene

‖y − Πhy‖W 1,p(Ωh) ≤ Ch‖y‖W 2,p(Ω), (8.2.30)

de donde se concluye (8.2.26). Si p > 3 + ε el resultado se sigue de la inclusión continua

W 2,p(Ω) →֒ W 2,3+ε(Ω).

El ĺımite

lim
h→0

‖y − yh‖L∞(Ωh) = 0 si y ∈ W 1,p(Ω)

se sigue de (8.2.29) y del Lema 8.2.10 si p <∞. Si y ∈W 1,∞(Ω) basta notar que también

está en W 1,p(Ω) para p <∞.

Para probar (8.2.27) se hace igual que al final de la demostración anterior: como

y ∈ L∞(Ω), ‖y‖L∞(Ω\Ωh) tiende hacia cero al decrecer h.

8.3 Caso Neumann

Supondremos para el problema de Neumann que Γ es poligonal o poliédrica. En este

caso Ωh = Ω. Consideraremos ahora a0 ∈ L
Np

N+p (Ω), a0 ≥ 0, a0 6≡ 0 en Ω, f2 ∈
(

W 1,p′(Ω)
)′

y v ∈ L∞(Γ). Queremos estudiar la aproximación uniforme por el método de elementos

finitos de la solución de la ecuación






Ay + a0y = f(·, y) + f2 en Ω

∂nA
y = v sobre Γ.

(8.3.1)

Para cada h, definimos yh ∈ Wh como el único elemento que cumple

N
∑

i,j=1

∫

Ω

ai,j(x)∂xi
yh(x)∂xj

zh(x)dx+

∫

Ω

a0(x)yh(x)zh(x)dx =

∫

Ω

f(x, yh(x))zhdx+ 〈f2, zh〉(W 1,p′ (Ω))
′

×W 1,p′(Ω)
+

∫

Γ

v(s)yh(s)ds ∀zh ∈ Wh.

(8.3.2)
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Lema 8.3.1 La ecuación (8.3.2) tiene una única solución.

Demostración. La prueba es idéntica a la hecha para la ecuación (8.2.2).

Nuestro objetivo es demostrar que yh → y en L∞(Ω). Aprovecharemos estos resultados

en el próximo caṕıtulo para estudiar un problema de control, donde v hará las veces de

control. En general v 6∈ H
1
2 (Γ) y por lo tanto no tiene sentido estudiar el caso regular.

Mediante el método de truncamientos de Stampacchia [84] y un teorema de regularidad

debido a Dauge [47], podemos probar, como en el Teorema 3.1.1 que y ∈ W 1,p(Ω).

Comenzamos enunciando el conocido resultado de convergencia para el método de

elementos finitos

Lema 8.3.2 Sean y e yh respectivamente la solución de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2).

Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖H1(Ω) = 0.

También tenemos un resultado en L2(Ω).

Lema 8.3.3 Supongamos que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄), y sean y e yh respectiva-

mente la solución de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖L2(Ω)

h
= 0.

Demostración. Para todo ψ ∈ L2(Ω) existe una única zψ ∈ H2(Ω) cumpliendo






A∗zψ + a0zψ + α(x)zψ = ψ en Ω

∂nA∗
zψ = 0 sobre Γ,

(8.3.3)

con α(x) definida como en (8.2.21). Como ‖α‖L2(Ω) ≤ ‖φ‖L2(Ω), existe una constante

C > 0 independiente de α tal que ‖zψ‖H2(Ω) ≤ C‖ψ‖L2(Ω).

Ahora podemos continuar la prueba como la del Lema 8.2.12, y aplicar el lema

anterior.

Ahora ya podemos probar, exactamente de la misma manera que en el Teorema 8.2.14

la convergencia uniforme, al menos en dimensión 2.

Teorema 8.3.4 Supongamos que N = 2 y que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄). Sean y e

yh respectivamente la solución de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces

lim
h→0

‖y − yh‖L∞(Ω) = 0.
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Para probar un resultado de convergencia uniforme para N = 3 ó simplemente para

coeficientes continuos, hemos de suponer de nuevo que φ ∈ Lr(Ω), r > 2 y que la

triangulación es de tipo no negativo. Para el problema de Neumann, definimos aśı una

triangulación de tipo no negativo. Denotemos bi, 1 ≤ i ≤ n +m los vértices de Th que

pertenecen a Ω̄ y sean wi, 1 ≤ i ≤ n+m las funciones de Wh que satisfacen

wi(bj) = δij, 1 ≤ i, j ≤ n+m,

i.e., las funciones wi, 1 ≤ i ≤ n + m, forman una base de Wh. Sean ãij = a(wj, wi),

1 ≤ i ≤ n + m, 1 ≤ j ≤ n + m. Diremos que el problema discreto (8.3.2) es de tipo

no negativo (o que la triangulación Th es de tipo no negativo) si la matriz Ã = (ãij) es

irreduciblemente diagonalmente dominante y se satisfacen las relaciones

ãij ≤ 0 para i 6= j, 1 ≤ i ≤ n+m, 1 ≤ j ≤ n+m,
n+m
∑

j=1

ãij ≥ 0 1 ≤ i ≤ n+m.

En este caso se cumplirá el principio del máximo discreto. Si yh ∈ Wh es solución del

problema discreto

a(yh, zh) = 〈g, zh〉(W 1,p′(Ω))
′

×W 1,p′(Ω)
+ 〈v, γzh〉

W
−

1
p ,p

(Γ)×W
1
p ,p′

(Γ)
para todo zh ∈Wh,

con g ∈
(

W 1,p′(Ω)
)′

entonces se cumple el principio del máximo discreto

‖yh‖L∞(Ω) ≤ C
(

‖g‖(W 1,p′ (Ω))
′ + ‖v‖

W
−

1
p ,p

(Γ)

)

. (8.3.4)

Teorema 8.3.5 Supongamos que los coeficientes ai,j ∈ L∞(Ω), y sean y e yh respecti-

vamente la solución de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces si la triangulación es

de tipo no negativo,

‖y − yh‖L∞(Ωh) ≤ Ch‖y‖W 2,p(Ω) si y ∈ W 2,p(Ω), p > 2N (8.3.5)

y

lim
h→0

‖y − yh‖L∞(Ω) = 0 si y ∈ W 1,p(Ω), p > N. (8.3.6)

Demostración. La prueba es idéntica a la del caso Dirichlet.





Caṕıtulo 9

Convergencia del M.E.F. para

problemas de control

En este caṕıtulo nos dedicamos al estudio de las discretizaciones de un problema

de control. En la primera sección nos dedicamos al estudio de un problema de control

distribuido gobernado por una ecuación semilineal con condiciones de contorno tipo

Dirichlet y en la segunda al estudio de un control frontera gobernado por una ecuación

con condiciones de contorno tipo Neumann.

9.1 Caso Dirichlet

Consideremos los conjuntos, operadores, y espacios descritos en la Sección 8.1.

Sean K un subconjunto convexo, *débilmente cerrado, acotado y no vaćıo en L∞(Ω);

p > N ; f(·, y) = f1(·, y) + f2(·), donde f1 : Ω × R → R una función de Carathéodory,

monótona decreciente en la segunda variable, con f1(·, 0) ∈ Lp/2(Ω) y cumpliendo la

condición de Lipschitz local (8.1.1) y f2 ∈ W−1,p(Ω); L : Ω × R
2 −→ R una función de

Carathéodory, convexa en la tercera variable y que cumple que para todo M > 0 existe

ψM ∈ L1(Ω) tal que |L(x, y, u)| ≤ ψM(x) para c.t.p. x ∈ Ω, para todo |y|, |u| ≤M . Sea

g : Ω̄ × R −→ R una función continua. Formulamos el problema de control óptimo

(Pδ)











min J(u) =

∫

Ω

L (x, yu(x), u(x)) dx

u ∈ K g (x, yu(x)) ≤ δ ∀x ∈ Ω̄,
(9.1.1)

193
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donde






Ayu = f(x, yu) + u en Ω

yu = 0 sobre Γ.
(9.1.2)

Aplicando las mismas técnicas que en el Teorema 3.1.1 tenemos los siguientes resultados.

Teorema 9.1.1 Para cada u ∈ K existe una única yu ∈ W 1,p
0 (Ω) solución de (9.1.2).

Además existe una constante CK, que sólo depende una cota para K, tal que ‖yu‖W 1,p(Ω) ≤
CK para todo u ∈ K. Finalmente si uj → u *débilmente en L∞(Ω) entonces yuj

→ yu

fuertemente en W 1,p(Ω).

Teorema 9.1.2 Si además f1(·, 0) ∈ L2(Ω) y f2 ≡ 0, entonces para cada u ∈ K existe

una única yu ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) solución de (9.1.2). Además existe una constante CK,

que sólo depende una cota para K, tal que ‖yu‖H2(Ω) ≤ CK para todo u ∈ K. Finalmente

si uj → u *débilmente en L∞(Ω) entonces yuj
→ yu fuertemente en H2(Ω).

El siguiente resultado aparece en Casas [18].

Teorema 9.1.3 Existe un número δ0 ∈ R de forma que que el problema (Pδ) posee al

menos una solución para cada δ ≥ δ0, mientras que (Pδ) no posee controles admisibles

para δ < δ0.

Demostración. De los resultados de regularidad y teniendo en cuenta que K es

acotado en L∞(Ω) se deduce que existe una constante C tal que ‖yu‖L∞(Ω) ≤ C para

todo u ∈ K. Sean M y m el supremo y el ı́nfimo respectivamente de g en Ω̄ × [−C,C].

Entonces es obvio que (Pδ) no posee controles admisibles para δ < m y en cambio

todos los elementos de K son controles admisibles para δ ≥ M . Sea δ0 el ı́nfimo de

los valores δ para los cuales (Pδ) posee controles admisibles. Entonces m ≤ δ0 ≤ M

y (Pδ) no posee controles admisibles para δ < δ0. Probemos que existe al menos un

control admisible para (Pδ0). Sea {δj} una sucesión decreciente convergiendo hacia δ0 y

{uj} ⊂ K una sucesión de controles tales que cada uj es admisible para (Pδj). Puesto que

K está acotado, podemos extraer una subsucesión, que denotaremos igual, *-débilmente

convergente en L∞(Ω) hacia un elemento u0 ∈ K. Por continuidad se tiene que los

estados {yuj
} convergen uniformemente hacia yu0 y por lo tanto

g(x, yu0(x)) = lim
j→∞

g(x, yuj
(x)) ≤ lim

j→∞
δj = δ0 para todo x ∈ Ω̄.

Por lo tanto u0 es un control admisible para (Pδ0).
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Para concluir la demostración debemos establecer la existencia de un control óptimo

para cada δ ≥ δ0. Sea {uk} ⊂ K una sucesión minimizante de (Pδ), es decir J(uk) →
inf(Pδ). Podemos extraer una subsucesión, denotada de nuevo de la misma forma, que

converge *-débilmente en L∞(Ω) hacia un elemento ū ∈ K. Utilizando una argumenta-

ción similar a la del párrafo anterior se puede comprobar que g(x, yū(x)) ≤ δ para cada

x ∈ Ω̄. Aśı ū es un control admisible para el problema (Pδ). Veamos que J(ū) = inf(Pδ).

Para ello nos servimos del Teorema de Mazur (ver, por ejemplo, Ekeland y Temam [51]):

dado 1 < p <∞ arbitrario existe una sucesión de combinaciones convexas {vk}k∈N,

vk =

n(k)
∑

j=k

λk,juj, con

n(k)
∑

j=k

λk,j = 1 y λk,j ≥ 0,

tales que vk → ū fuertemente en Lp(Ω). Entonces, utilizando la convexidad de L con

respecto a la tercera variable, el teorema de la convergencia dominada y que L está

dominada por una función de L1(Ω), se obtiene

J(ū) = lim
k→∞

∫

Ω

L(x, yū(x), vk(x))dx ≤ lim sup
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j

∫

Ω

L(x, yū(x), uj(x))dx ≤

lim sup
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,jJ(uj) + lim sup
k→∞

∫

Ω

n(k)
∑

j=k

λk,j|L(x, yuj
(x), uj(x)) − L(x, yū(x), uj(x))|dx =

inf(Pδ) + lim sup
k→∞

∫

Ω

n(k)
∑

j=k

λk,j|L(x, yuj
(x), uj(x)) − L(x, yū(x), uj(x))|dx,

donde se ha utilizado la convergencia J(uk) → inf(Pδ). Para probar que el segundo

sumando de la derecha de la expresión anterior converge hacia cero, basta con notar que

para cada x fijado, la función L(x, ·, ·) es uniformemente continua sobre subconjuntos

acotados de R
2, que la sucesiones {yuj

(x)} y {uj(x)} están uniformemente acotadas y

que yuj
(x) → yū(x) cuando j → ∞, por lo tanto

lim
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j|L(x, yuj
(x), uj(x)) − L(x, yū(x), uj(x))| = 0 para c.t.p. x ∈ Ω.

Usando de nuevo el teorema de la convergencia dominada se deduce que

lim sup
k→∞

∫

Ω

n(k)
∑

j=k

λk,j|L(x, yuj
(x), uj(x)) − L(x, yū(x), uj(x))|dx = 0,
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lo cual termina la demostración.

En esta sección nuestro objetivo es estudiar la convergencia de las discretizaciones de este

problema. Para el estudio de la convergencia del problema de control se hace necesario

el estudio de la ecuación de estado. En este caso y al ser las restricciones de tipo puntual

hay que establecer la convergencia uniforme de las aproximaciones del estado.

Consideramos el espacio

Uh =
{

uh ∈ L∞(Ω) : uh|T ∈ P0(T ) ∀T ∈ Th
}

.

Para todo uh ∈ Uh denotamos por yh(uh) el único elemento de Vh que cumple

N
∑

i,j=1

∫

Ω

ai,j(x)∂xi
yh(x)∂xj

zh(x)dx =

∫

Ω

(f(x, yh(x)) + uh)zhdx ∀zh ∈ Vh, (9.1.3)

donde entendemos que

∫

Ω

f2zh dx denota 〈f2, zh〉W−1,p(Ω)×W 1,p
0 (Ω).

Para cada h > 0 tomamosKh un subconjunto convexo, cerrado, acotado y no vaćıo de

Uh de forma que {Kh} constituye una aproximación interna de K en el sentido siguiente

1. Para todo u ∈ K existe uh ∈ Kh con uh → u en L1(Ω).

2. Si uh ∈ Kh y uh → u *débilmente en L∞(Ω), entonces u ∈ K.

3. Los {Kh} están uniformemente acotados en L∞(Ω).

Formulamos el siguiente problema finito dimensional.

(Pδh)











min Jh(uh) =

∫

Ωh

L (x, yh(uh)(x), uh(x)) dx

uh ∈ Kh g (xj, yh(uh)(xj)) ≤ δ ∀j ∈ Ih,

(9.1.4)

donde {xj}n(h)
j=1 es el conjunto de vértices de Th, Ih es el conjunto de ı́ndices correspon-

dientes a los vértices interiores.

Es el objetivo de este caṕıtulo mostrar que las soluciones de los problemas discretos

convergen hacia la solución del problema continuo. Para ello es imprescindible probar el

hecho de que si uh → u *-débilmente en L∞(Ω), entonces yh(uh) → yu uniformemente

en Ω.
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Obsérvese que no estamos exactamente en el caso del caṕıtulo anterior, ya que ah́ı lo

que demostramos es que yh = yh(u) converge hacia yu.

La técnica para demostrar esto vaŕıa según sea el estado regular o no, y que tengamos

una triangulación de tipo no negativo o no. Vamos a enunciar distintos teoremas, en los

que se ve que, bajo hipótesis distintas cada vez, podemos llegar a la conclusión que nos

interesa.

Teorema 9.1.4 Supongamos ahora que ai,j ∈ C0,1(Ω̄) y que f2 ≡ 0. Además supondre-

mos que para todo M > 0 existe una función φM ∈ L2(Ω) de tal manera que se satisface

la condición de Lipschitz local (8.1.1). También vamos a suponer que f1(·, 0) ∈ L2(Ω).

Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Ω). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) = 0. (9.1.5)

Demostración. Las hipótesis hechas nos aseguran que el estado es suficientemente

regular. Obsérvese que además, como los Kh están uniformemente acotados en L∞(Ω)

(hipótesis 3 sobre los Kh, página 196), existe una constante C tal que

‖yuh
‖H2(Ω) ≤ C para todo uh ∈ Kh y para todo h > 0. (9.1.6)

Este es el caso clásico. Tenemos estimaciones sobre el error. Escribimos

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) ≤ ‖yh(uh) − yuh
‖L∞(Ω) + ‖yuh

− yu‖L∞(Ω).

Del Teorema 9.1.1 se sigue que el segundo sumando converge hacia cero.

Para el primero, si fijamos h, debido al Teorema 8.2.8, tenemos que ‖yh(uh) −
yuh

‖L∞(Ω) ≤ Ch2−N
2 ‖yuh

‖H2(Ω). Gracias a esto y a (9.1.6) tenemos que el primer su-

mando converge hacia cero, lo que completa la prueba.

Para probar resultados análogos en el caso de que los estados no sean suficientemente

regulares, vamos a introducir el siguiente resultado.

Lema 9.1.5 Para todo h > 0, todo u ∈ K y todo uh ∈ Kh existe C > 0 independiente

de h tal que

‖yh(uh) − yh(u)‖H1
0 (Ω) ≤ C‖u− uh‖H−1(Ω).

Demostración. De la monotońıa de f y la H1
0 (Ω) elipticidad de a(·, ·), tenemos que

m‖yh(uh) − yh(u)‖2
H1

0 (Ω) ≤ a(yh(uh) − yh(u), yh(uh) − yh(u)) =
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(f(x, yh(uh)) − f(x, yh(u)), yh(uh) − yh(u)) + (u− uh, yh(uh) − yh(u)) ≤

≤ (u− uh, yh(uh) − yh(u)) ≤ ‖u− uh‖H−1(Ω)‖yh(uh) − yh(u)‖H1
0 (Ω).

Por lo tanto

‖yh(uh) − yh(u)‖H1
0 (Ω) ≤

1

m
‖u− uh‖H−1(Ω).

Teorema 9.1.6 Supongamos que los coeficientes ai,j ∈ C(Ω̄), f1(·, 0) ∈ Lp/2(Ω), f2 ∈
W−1,p(Ω) y para todo M > 0 existe una función φM ∈ Lr(Ω), r > 2 de tal manera que se

cumple la condición de Lipschitz local (8.1.1). Supongamos además que la triangulación

es de tipo no negativo. Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en

L∞(Ω). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) = 0. (9.1.7)

Demostración. Ahora el estado pertenece a W 1,p(Ω) y no tenemos estimaciones para

el error, tan sólo un resultado de convergencia.

En este caso escribimos

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) ≤ ‖yh(uh) − yh(u)‖L∞(Ω) + ‖yh(u) − yu‖L∞(Ω).

El segundo sumando converge a cero como consecuencia del Teorema 8.2.15.

Sabemos que yh(uh) − yh(u) soluciona el problema discreto

a(yh(uh) − yh(u), zh) = (f(x, yh(uh)) + uh − f(x, yh(u)) − u, zh) ∀zh ∈ Vh.

En este caso podemos aplicar el principio del máximo discreto (8.2.25), con lo que

‖yh(uh) − yh(u)‖L∞(Ω) ≤ C‖f(x, yh(u)) + u− f(x, yh(uh)) − uh‖W−1,p(Ω) ≤

≤ C
(

‖f(x, yh(u)) − f(x, yh(uh))‖W−1,p(Ω) + ‖u− uh‖W−1,p(Ω)

)

.

En el segundo sumando, la convergencia *-débil en L∞(Ω) de los uh implica la con-

vergencia fuerte en W−1,p(Ω).

Por otro lado lado

‖f(x, yh(u)) − f(x, yh(uh))‖W−1,p(Ω) ≤ ‖φ‖Lr(Ω)‖yh(u) − yh(uh)‖H1
0 (Ω).

Por el Lema 9.1.5

‖yh(uh) − yh(u)‖H1
0 (Ω) ≤

1

m
‖u− uh‖H−1(Ω).
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La convergencia *-débil de los uh implica la convergencia fuerte en H−1(Ω). Por lo tanto

los estados convergen uniformemente.

Vamos a dar ahora cuatro lemas análogos a los Lemas 8.2.10–8.2.13

Lema 9.1.7 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Ω).

Entonces

lim
h→0

‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ωh) = 0.

Demostración. Podemos acotar ‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ωh) como

‖yuh
−Πhyuh

‖W 1,p(Ωh) ≤ ‖yuh
−yu‖W 1,p(Ωh)+‖yu−Πhyu‖W 1,p(Ωh)+‖Πhyu−Πhyuh

‖W 1,p(Ωh).

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El segundo en virtud

del Lema 8.2.10. El tercero, gracias a la continuidad de Πh (demostrada al principio

de la prueba del Lema 8.2.10), lo podemos acotar por una constante que multiplica a

‖yuh
− yu‖W 1,p(Ωh), que de nuevo converge hacia cero.

Lema 9.1.8 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Ω).

Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yuh
‖H1(Ω) = 0.

Demostración. Podemos acotar ‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω) como

‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω) ≤ ‖yuh

− yu‖H1(Ω) + ‖yu − yh(u)‖H1(Ω) + ‖yh(u) − yh(uh)‖H1(Ω).

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El segundo en virtud del

Lema 8.2.11 y el tercero, gracias al Lema 9.1.5, lo podemos acotar por ‖u − uh‖H−1(Ω).

La convergencia *-débil de los uh implica la convergencia fuerte en H−1(Ω).

Lema 9.1.9 Supongamos N = 2, que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄), f(·, 0) ∈ Lp/2(Ω),

f2 ∈ W−1,p(Ω) y para todo M > 0 existe una función φM ∈ L2(Ω) de tal manera que se

cumple la condición de Lipschitz local (8.1.1). Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que

uh → u *-débilmente en L∞(Ω). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yuh
‖L2(Ω)

h
= 0.
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Demostración. Como yh(uh) y yuh
son los estados discreto y continuo asociados al

mismo control, siguiendo exactamente la demostración del Lema 8.2.7 se obtiene que

para todo ψ ∈ L2(Ω)

(ψ, yuh
−yh(uh)) ≤ Ch‖yuh

−yh(uh)‖H1(Ω)‖zψ−zψ,h‖H1(Ω) ≤ Ch‖yuh
−yh(uh)‖H1(Ω)‖ψ‖L2(Ω),

donde recordemos que zψ es la solución del problema (8.2.7) introducido en la página

177 y zψh es la solución de (8.2.10). Aśı

1

h
‖yuh

− yh(uh)‖L2(Ω) ≤ C‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω)

y podemos aplicar le lema anterior. La prueba está completa.

Lema 9.1.10 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Ω).

Entonces

lim
h→0

‖yuh
− Πhyuh

‖L2(Ωh)

h
= 0.

Demostración. Para la demostración aprovechamos que Πhyuh
∈ W 1,p(Ωh) usamos el

lema de interpolación 8.2.3 y se tiene que

‖yuh
−Πhyuh

‖Lp(Ωh) = ‖yuh
−Πhyuh

−Πh(yuh
−Πhyuh

)‖Lp(Ωh) ≤ Ch‖yuh
−Πhyuh

‖W 1,p(Ωh)

y el resultado se obtiene dividiendo por h y aplicando el Lema 9.1.7.

Teorema 9.1.11 Supongamos N = 2, que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄), f(·, 0) ∈
Lp/2(Ω), f2 ∈ W−1,p(Ω) y para todo M > 0 existe una función φM ∈ L2(Ω) de tal

manera que se cumple la condición de Lipschitz local (8.1.1). Para todo h > 0 sea

uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Ω). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) = 0. (9.1.8)

Demostración. Gracias a la desigualdad triangular tenemos

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ωh) ≤ ‖yh(uh) − yuh
‖L∞(Ωh) + ‖yuh

− yu‖L∞(Ωh).

El segundo sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El primero lo podemos

acotar de nuevo mediante la desigualdad triangular con

‖yh(uh) − yuh
‖L∞(Ωh) ≤ ‖yh(uh) − Πhyuh

‖L∞(Ωh) + ‖Πhyuh
− yuh

‖L∞(Ωh).
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Gracias al Lema (8.2.3), podemos acotar el segundo sumando:

‖Πhyuh
− yuh

‖L∞(Ωh) ≤ Ch1−N
p ‖yuh

‖W 1,p(Ω).

Como {uh}h>0 está uniformemente acotada, debido al Teorema 9.1.1 yuh
también lo está

en W 1,p(Ω). Luego este segundo sumando tiende hacia cero. Para acotar ‖yh(uh) −
Πhyuh

‖L∞(Ωh), tenemos en cuenta (8.2.11), que nos da la equivalencia entre las normas

de Sobolev en espacios de dimensión finita y obtenemos, teniendo en cuenta que N = 2

y aplicando de nuevo la desigualdad triangular

‖yh(uh) − Πhyuh
‖L∞(Ωh) ≤

C

h
‖yh(uh) − Πhyuh

‖L2(Ωh) ≤

C

(‖yh(uh) − yuh
‖L2(Ωh)

h
+

‖yuh
− Πhyuh

‖L2(Ωh)

h

)

.

Ahora podemos aplicar los Lemas 9.1.9 y 9.1.10 y deducir que esta cantidad converge

hacia cero. Aśı que hemos demostrado que

lim
h→0

‖yh(u) − yu‖L∞(Ωh) = 0.

Nótese que al ser yu ∈ C(Ω̄) ∩H1
0 (Ω), ‖yu‖L∞(Ω\Ωh) tiende a cero al decrecer h, con

lo que ya tenemos el resultado.

Ya estamos en condiciones para probar que los controles óptimos discretos convergen

hacia la solución del problema. Una de las hipótesis clave para probar la convergencia

de las discretizaciones es la estabilidad débil por la izquierda.

Definición 9.1.1 Diremos que el problema de control (Pδ) es débilmente estable por la

izquierda en δ si

lim
δ′րδ

inf(Pδ′) = inf(Pδ).

Notemos que la estabilidad débil por la derecha

lim
δ′ցδ

inf(Pδ′) = inf(Pδ) (9.1.9)

siempre se satisface. En efecto, sea uδ una solución de (Pδ). Como K está acotado se

deduce la existencia de una sucesión {δj} tal que δj ց δ cuando j → ∞ y limj→∞ uδj = ū

*-débilmente en L∞(Ω) para algún ū ∈ K, siendo uδj una solución de (Pδj). Si yj e ȳ
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son los estados asociados a uδj y ū respectivamente, tenemos que yj → ȳ uniformemente

en Ω̄. Por lo tanto ū es un control admisible para (Pδ). Ahora, usando la convexidad en

la tercera variable de L y la admisibilidad de uδ para cada (Pδ′), con δ′ > δ, obtenemos

inf(Pδ) ≤ J(ū) ≤ lim inf
j→∞

J(uδj) = lim
δ′ցδ

inf(Pδ′) ≤ J(uδ) = inf(Pδ),

lo que prueba (9.1.9).

Por lo tanto la estabilidad débil por la izquierda lo que nos viene a asegurar es que

inf(Pδ) es una función continua en δ.

Hay problemas no débilmente estables por la izquierda. Veamos dos ejemplos de

problemas no débilmente estables por la izquierda. El primero es en dimensión finita

y sirve para ilustrar geométricamente que la falta de estabilidad débil por la izquierda

implica que el problema numéricamente estará mal condicionado.

Ejemplo 9.1.1 Consideremos el problema

(Qδ)



























Minimizar x2 + (y − 1)2

−5 ≤ x ≤ 5

0 ≤ y ≤ 1

1
5
x3 + 3

5
x2 − y + 2 ≤ δ.

El problema (Qδ) no es débilmente estable por la izquierda para δ = 1. En efecto,

inf(P1) = 0, alcanzándose la solución en el punto (0, 1). Si tomamos δ′ < 1, entonces

debe cumplirse que 1 ≥ y > (1/5)x3 + (3/5)x2 + 1 = x2((1/5)x + 3/5) + 1, por lo tanto

se debe tener x+ 3 < 0, o lo que es lo mismo x < −3. De donde se deduce que

lim
δ′ր1

inf(Pδ′) ≥ 9 > inf(P1).

Obsérvese que el problema es que para δ = 1 la región admisible tiene un punto aislado,

que en este caso es donde se alcanza el mı́nimo.
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A continuación presentamos un problema de control no débilmente estable por la izquier-

da.

Ejemplo 9.1.2 Sea Ω = B(0, 1) en R
n y Γ su frontera. Dada u ∈ L∞(Ω) consideramos

la ecuación en derivadas parciales







−∆yu = u en Ω

yu = 0 sobre Γ.

Sea

z(x) = 2
(

1 − ‖x‖2
)

.

Es claro que z cumple la ecuación en derivadas parciales







−∆z = 4n en Ω

z = 0 sobre Γ,

y además z(0) = 2.
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Sea

g(t) =







t si t ≤ 1

1 si t > 1

Planteamos el siguiente problema de control

(Pδ)











min J(u) =

∫

Ω

(u− 4n)2 dx

u ∈ L∞(Ω) g(yu) ≤ δ en Ω.

Veamos que nuestro ejemplo no es débilmente estable por la izquierda en δ = 1.

La solución a (Pδ) se alcanza al tomar u1 = 4n, con lo que yu1 = z, se cumple que

g(yu1) ≤ 1 ≤ δ y J(u) = 0.

Sea δ′ < 1. Sean uδ′ e yδ′ = yuδ′
tales que resuelvan (Pδ′). Podemos demostrar

existencia de solución para N = 2 o N = 3 mediante el método de tomar una sucesión

minimizante. Por la forma del funcional, está sucesión está acotada en L2(Ω), luego po-

demos extraer un subsucesión que converja débilmente en L2(Ω). La sucesión de estados

asociados converge entonces débilmente en H2(Ω), luego uniformemente, y se tiene aśı

que el control ĺımite es admisible. El resto se concluye como en la prueba del Teorema

9.1.3. Si tomasemos el control en un conjunto de controles Uad acotado, cerrado y con-

vexo (al que perteneciera el control u = 4n), se demuestra existencia de solución para

cualquier dimensión.

Forzosamente yδ′(0) < 1 y por tanto 1 ≤ ‖yδ′ −z‖L∞(Ω) ya que tanto yδ′(x) como z(x)

son funciones continuas. Además yδ′ − z resuelve el problema






−∆ (yδ′ − z) = uδ′ − 4n en Ω

yδ′ − z = 0 sobre Γ,

con lo que se tiene la desigualdad

1 ≤ ‖yδ′ − z‖L∞(Ω) ≤ C‖yδ′ − z‖H2(Ω) ≤ C‖uδ′ − 4n‖L2(Ω) = C
√

J(uδ′).

donde C es una constante que no depende de δ′. Por lo tanto para todo δ′ < 1

inf(Pδ′) ≥
1

C2
> 0

y es imposible que se de la estabilidad por la izquierda.

Sin embargo, casi todos los problemas son débilmente estables por la izquierda.
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Teorema 9.1.12 Sea δ0 como en el Teorema 9.1.3. Entonces, para todo δ > δ0 excepto

a lo sumo un conjunto numerable, el problema (Pδ) es débilmente estable por la izquierda.

Demostración. Sea δ0 el número obtenido en el Teorema 9.1.3. Si definimos ϕ :

[δ0,+∞) → R por ϕ(δ) = inf(Pδ), entonces ϕ es una función monótona decreciente y

por lo tanto es continua en cada punto de [δ0,+∞) excepto a lo sumo en un número

contable de ellos. Pero como ya vimos, la condición de estabilidad débil por la izquierda

es equivalente a la continuidad de ϕ en δ, lo que prueba el teorema.

Para problemas débilmente estables por la izquierda tenemos el siguiente resultado. Ca-

sas [17] da una prueba de este resultado en el caso de que el estado sea regular. La clave

es demostrar que los estados convergen uniformemente.

Definición 9.1.2 Dada una familia de elementos {uh}h>0, con uh ∈ Kh para cada h >

0, diremos que u es un punto de acumulación de {uh}h>0 si existe una subsucesión

{uhk
}∞k=1, con hk → 0 tal que uhk

→ u *-débilmente en L∞(Ω).

Obviamente, de las hipótesis hechas sobre los Kh, para toda familia distinta del vaćıo

existen puntos de acumulación, y estos pertenecen a K. Gracias a la convexidad de L

en la tercera variable, tenemos el siguiente resultado.

Lema 9.1.13 Sea {uhk
}∞k=1 una sucesión con hk → 0, uhk

→ u *-débilmente en L∞(Ω).

Entonces

J(u) ≤ lim inf
k→∞

Jhk
(uhk

).

Demostración. Sabemos que existe una sucesión vhk
de combinaciones convexas fini-

tas de los uhk
que converge fuertemente hacia u en Lp(Ω) para algún p ∈ (1,∞):

vhk
=

n(k)
∑

j=k

λk,juhj
,

con λk,j ≥ 0,

n(k)
∑

j=k

λk,j = 1, lim
k→∞

vhk
= u en Lp(Ω).

Aśı podemos escribir

J(u) =

∫

Ω

L(x, yu, u)dx = lim
k→∞

∫

Ωhk

L(x, yu, vhk
)dx ≤
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≤ lim inf
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j

∫

Ωhk

L(x, yu, uhj
)dx ≤

≤ lim sup
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j

∫

Ωhk

(L(x, yu, uhj
) − L(x, yhj

(uhj
), uhj

))dx+

+ lim inf
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j

∫

Ωhj

L(x, yhj
(uhj

), uhj
)dx.

El segundo sumando es lim inf
k→∞

Jhk
(uhk

). Como al final de la demostración del Teorema

9.1.3 se obtiene que

lim
k→∞

∫

Ωhk

|L(x, yu, uhk
) − L(x, yhk

(uhk
), uhk

)|dx = 0.

De aqúı se sigue que

lim
k→∞

n(k)
∑

j=k

λk,j

∫

Ωhk

|L(x, yu, uhj
) − L(x, yhj

(uhj
), uhj

)|dx = 0.

La prueba está completa.

Teorema 9.1.14 Sea δ0 como en el Teorema 9.1.3 y δ > δ0. Si (Pδ) es débilmente

estable por la izquierda, entonces existe h0 > 0 tal que (Pδh) tiene al menos una solución

uh para h ≤ h0. Además cada punto ū de acumulación de {uh}h≤h0 es solución de (Pδ).

Finalmente

lim
h→0

Jh(uh) = inf(Pδ). (9.1.10)

Demostración. Puesto que cada Kh es compacto y Jh es continua, la existencia de so-

lución de (Pδh) quedará establecida si probamos que el conjunto de controles admisibles

para (Pδh) es no vaćıo. Para ello sea u0 ∈ K un control admisible para el problema (Pδ0)

y tomemos u0h ∈ Kh de tal forma que u0h → u0 c.t.p. x ∈ Ω. Como u0h → u en cada

Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, entonces, gracias a los teoremas anteriores, yh(u0h) → yu0 uniforme-

mente en Ω̄. Ya que g(x, yu0(x)) ≤ δ0 para cada x ∈ Ω, se deduce de la convergencia

uniforme y la relación δ > δ0 la existencia de un h0 > 0 tal que g(x, yh(u0h)) ≤ δ para

todo x ∈ Ω̄ y cada h ≤ h0. Aśı se concluye que (Pδh) posee solución para cada h ≤ h0.

Sea ahora uδh una solución de (Pδh), h ≤ h0, cuyo estado asociado será denotado yδh .

Puesto que {uδh}h≤h0 ⊂ K y K está acotado, podemos extraer una subsucesión {uδhk
}
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de forma que hk → 0 y uδhk
→ ū *débilmente en L∞(Ω) para algún ū ∈ K. Probaremos

que ū es una solución de (Pδ). Sea ȳ el estado asociado a ū. Puesto que yδhk
→ ȳ

uniformemente en Ω y g(xj, yδhk
(xj)) ≤ δ para cada nodo de la triangulación, se deduce

que g(x, ȳ(x)) ≤ δ para cada x ∈ Ω̄, y por lo tanto ū es un control admisible para (Pδ).

Tomemos δ′ ∈ (δ0, δ) y sea uδ′ una solución de (P ′
δ). Para cada h ≤ h0 tomemos

uδ′h ∈ Kh de forma que uδ′h → uδ′ c.t.p. en Ω. De la convergencia uniforme yh(uδ′h) →
yuδ′

y la relación g(x, yδ′(x)) ≤ δ′ < δ para cada x ∈ Ω, se deduce la existencia de hδ′ > 0

tal que g(x, yh(uδ′h)(x)) ≤ δ para todo x ∈ Ω y todo h ≤ hδ′ , es decir, uδ′h es un control

admisible para (Pδh) siempre que h ≤ hδ′ . De aqúı se obtiene que Jhk
(uδhk

) ≤ Jhk
(uδ′hk

)

para cada k suficientemente grande. Utilizando el Lema 9.1.13 se sigue que

J(ū) ≤ lim inf
k→∞

Jhk
(uδhk

) ≤ lim inf
k→∞

Jhk
(uδ′hk

) = J(uδ′) = inf(Pδ′).

Por último, la condición de estabilidad por la izquierda conduce a

inf(Pδ) ≤ J(ū) ≤ lim
δ′րδ

(inf(Pδ′)) = inf(Pδ),

lo que, junto on la admisibilidad de ū para (Pδ) nos permite concluir que ū es una

solución de (Pδ). El resto del teorema es inmediato.

Nota 9.1.1 En el caso de la solución del problema sea única, se tiene que toda la familia

converge *-débilmente hacia la solución del problema.

Teorema 9.1.15 Supongamos que se cumplen las hipótesis del teorema anterior y que

además L es de clase C2 en la tercera variable y existe α > 0 tal que

∂2L

∂u2
(x, y, u) ≥ α > 0 para c.t.p. x ∈ Ω y todo y, u ∈ R.

Para cada h ≤ h0 sea uh una solución de (Pδh) y sea ū un punto de acumulación de {uh}
con uhk

→ ū *débilmente en L∞(Ω). Entonces

lim
k→∞

‖ū− uhk
‖L2(Ω) = 0.

Demostración. Por un lado
∫

Ω

(L(x, yhk
(uhk

), uhk
)−L(x, ȳ, ū))dx = (Jhk

(uhk
) − J(ū))+

∫

Ω\Ωhk

L(x, yhk
(uhk

), uhk
)dx.
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El primer sumando converge a cero por el teorema anterior y el segundo porque {L(x, yhk
, uhk

)}
está dominada por una función ψM ∈ L1(Ω). Aśı que

lim
k→∞

∫

Ω

(L(x, yhk
(uhk

), uhk
) − L(x, ȳ, ū))dx = 0. (9.1.11)

Por otro lado
∫

Ω

(L(x, yhk
(uhk

), uhk
) − L(x, ȳ, ū))dx =

∫

Ω

(L(x, yhk
(uhk

), uhk
) − L(x, ȳ, uhk

))dx+

+

∫

Ω

(L(x, ȳ, uhk
) − L(x, ȳ, ū))dx.

(9.1.12)

Como en la demostración del Teorema 9.1.3

lim
k→∞

∫

Ω

(L(x, yhk
(uhk

), uhk
) − L(x, ȳ, uhk

))dx = 0. (9.1.13)

Como consecuencia de (9.1.11)–(9.1.13) se tiene que

lim
k→∞

∫

Ω

(L(x, ȳ, uhk
) − L(x, ȳ, ū))dx = 0. (9.1.14)

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 2 obtenemos que

∫

Ω

(L(x, ȳ, uhk
)−L(x, ȳ, ū))dx =

∫

Ω

∂L

∂u
(x, ȳ, ū)(uhk

−ū)dx+1

2

∫

Ω

∂2L

∂u2
(x, ȳ, vk)(uhk

−ū)2dx,

donde vk es un punto intermedio entre uhk
y ū. Como uhk

converge *débilmente hacia

ū, el primer sumando converge hacia cero:

lim
k→∞

∫

Ω

∂L

∂u
(x, ȳ, ū)(uhk

− ū)dx = 0. (9.1.15)

Por último tenemos que

1

2

∫

Ω

∂2L

∂u2
(x, ȳ, vk)(uhk

− ū)2dx ≥ α

2
‖ū− uhk

‖2
L2(Ω).

Por lo tanto podemos escribir

α

2
‖ū− uhk

‖2
L2(Ω) ≤

∫

Ω

(L(x, ȳ, uhk
) − L(x, ȳ, ū))dx−

∫

Ω

∂L

∂u
(x, ȳ, ū)(uhk

− ū)dx

que converge hacia cero en virtud de (9.1.14) y (9.1.15). Aśı que ‖ū−uhk
‖L2(Ω) converge

hacia cero, y por tanto la prueba está completa.
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9.2 Caso Neumann

Consideremos los conjuntos, operadores, y espacios descritos en las Secciones 8.1 y

8.3. Denotaremos Γ la frontera de Ω, que supondremos poligonal o poliédrica . Consi-

deraremos también a0 ∈ L
Np

N+p (Ω), a0 ≥ 0, a0 6≡ 0 en Ω, p > N .

Sean K un subconjunto convexo, *débilmente cerrado, acotado y no vaćıo en L∞(Γ),

ℓ : Ω × R
2 −→ R una función de Carathéodory, convexa en la tercera variable y que

cumple que para todo M > 0 existe ψM ∈ L1(Γ) tal que |ℓ(s, y, v)| ≤ ψM(s) para c.t.p.

s ∈ Γ, para todo |y|, |v| ≤ M . Sea g : Ω̄ × R −→ R una función continua. Formulamos

el problema de control óptimo

(PNδ)











min J(u) =

∫

Γ

ℓ (s, yu(s), u(s)) ds

u ∈ K g (x, yu(x)) ≤ δ ∀x ∈ Ω̄,
(9.2.1)

donde






Ay + a0y = f(·, y) + f2 en Ω

∂nA
y = u sobre Γ.

(9.2.2)

Aplicando las mismas técnicas que en el Teorema 3.1.1 y utilizando los resultados de

regularidad de Dauge [47] tenemos al siguiente resultado.

Teorema 9.2.1 Para cada u ∈ K existe una única yu ∈ W 1,p(Ω) solución de (9.2.2).

Además existe una constante CK, que sólo depende una cota para K, tal que ‖yu‖W 1,p(Ω) ≤
CK para todo u ∈ K. Finalmente si uj → u *débilmente en L∞(Γ) entonces yuj

→ yu

fuertemente en W 1,p(Ω).

Análogamente al caso Dirichlet, se tiene el siguiente resultado sobre existencia de solu-

ción.

Teorema 9.2.2 Existe un número δ0 ∈ R de forma que que el problema (PNδ) posee al

menos una solución para cada δ ≥ δ0, mientras que (PNδ) no posee controles admisibles

para δ < δ0.

Consideramos ahora el espacio Uh de elementos u de L∞(Γ) de tal manera que sobre

cada lado de un elemento T de Th que esté sobre Γ, u es constante.
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Para cada uh ∈ Uh, definimos yh(uh) ∈ Wh como el único elemento que cumple

N
∑

i,j=1

∫

Ω

ai,j(x)∂xi
yh(uh)(x)∂xj

zh(x)dx+

∫

Ω

a0(x)yh(uh)(x)zh(x)dx =

∫

Ω

f(x, yh(uh)(x))zhdx+ 〈f2, zh〉(W 1,p′(Ω))
′

×W 1,p′(Ω)
+

∫

Γ

uh(s)yh(uh)(s)ds ∀zh ∈ Wh,

.

(9.2.3)

Lema 9.2.3 La ecuación (9.2.3) tiene una única solución.

El problema de control discreto se formula entonces como

(PNδh)











min Jh(uh) =

∫

Γ

ℓ (s, yh(uh)(s), uh(s)) ds

uh ∈ Kh g (xj, yh(uh)(xj)) ≤ δ ∀j = 1 . . . n(h),
(9.2.4)

donde {xj}n(h)
j=1 es el conjunto de vértices de Th.

Vamos a enunciar ahora los resultados de convergencia para nuestro problema. Las

pruebas son muy similares a las del caso Dirichlet.

Lema 9.2.4 Para todo h > 0, todo u ∈ K y todo uh ∈ Kh existe C > 0 independiente

de h tal que

‖yh(uh) − yh(u)‖H1(Ω) ≤ C‖u− uh‖H−
1
2 (Γ)

.

Demostración. De la monotońıa de f , la H1(Ω) elipticidad de a(·, ·) y la continuidad

de la traza en H1(Ω) tenemos que

m‖yh(uh) − yh(u)‖2
H1(Ω) ≤ a(yh(uh) − yh(u), yh(uh) − yh(u)) =

(f(x, yh(uh)) − f(x, yh(u)), yh(uh) − yh(u)) +

∫

Γ

(u− uh)(yh(uh) − yh(u))ds ≤

≤
∫

Γ

(u− uh)(yh(uh) − yh(u))ds ≤ ‖u− uh‖H−
1
2 (Γ)

‖yh(uh) − yh(u)‖H1(Ω).

Por lo tanto

‖yh(uh) − yh(u)‖H1(Ω) ≤
1

m
‖u− uh‖H−

1
2 (Γ)

.
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Teorema 9.2.5 Supongamos que existe una función φM ∈ Lr(Ω), r > 2 de tal ma-

nera que se cumple la condición de Lipschitz local (8.1.1). Supongamos además que la

triangulación es de tipo no negativo. Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u

*-débilmente en L∞(Γ). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) = 0. (9.2.5)

Demostración. El estado pertenece a W 1,p(Ω) y no tenemos estimaciones para el

error, tan sólo un resultado de convergencia.

En este caso escribimos

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) ≤ ‖yh(uh) − yh(u)‖L∞(Ω) + ‖yh(u) − yu‖L∞(Ω).

El segundo sumando converge a cero como consecuencia del Teorema 8.3.5.

Sabemos que yh(uh) − yh(u) soluciona el problema discreto

a(yh(uh) − yh(u), zh) = (f(x, yh(uh)) − f(x, yh(u)), zh) +

∫

Γ

(uh − u)zhds ∀zh ∈ Wh,

donde

a(y, z) =
N
∑

i,j=1

∫

Ω

ai,j(x)∂xi
y(x)∂xj

z(x)dx+

∫

Ω

a0(x)y(x)z(x)dx.

En este caso podemos aplicar el principio del máximo discreto (8.3.4), con lo que

‖yh(uh) − yh(u)‖L∞(Ω) ≤ C‖f(x, yh(u)) − f(x, yh(uh))‖(W 1,p′ (Ω))
′ + ‖uh − u‖

W
−

1
p ,p

(Γ)
.

Por un lado la convergencia *-débil de los uh implica la convergencia fuerte en W− 1
p
,p(Γ).

Por otro lado

‖f(x, yh(u)) − f(x, yh(uh)‖(W 1,p′ (Ω))
′ ≤ ‖φ‖Lr(Ω)‖yh(u) − yh(uh)‖H1(Ω).

Por el Lema 9.2.4

‖yh(uh) − yh(u)‖H1
0 (Ω) ≤

1

m
‖u− uh‖H−

1
2 (Γ)

.

La convergencia *-débil de los uh implica la convergencia fuerte en H− 1
2 (Γ). Por lo tanto

los estados convergen uniformemente.

Vamos a dar ahora cuatro lemas análogos a los Lemas 8.2.10–8.2.13 y a los Lemas 9.1.7–

9.1.10.
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Lema 9.2.6 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Γ).

Entonces

lim
h→0

‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ω) = 0.

Demostración. Podemos acotar ‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ω) como

‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ω) ≤ ‖yuh
− yu‖W 1,p(Ω) + ‖yu − Πhyu‖W 1,p(Ω) + ‖Πhyu − Πhyuh

‖W 1,p(Ω).

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El segundo en virtud

del Lema 8.2.10. El tercero, gracias a la continuidad de Πh (demostrada al principio

de la prueba del Lema 8.2.10), lo podemos acotar por una constante que multiplica a

‖yuh
− yu‖W 1,p(Ω), que de nuevoconverge hacia cero.

Lema 9.2.7 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Γ).

Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yuh
‖H1(Ω) = 0.

Demostración. Podemos acotar ‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω) como

‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω) ≤ ‖yuh

− yu)‖H1(Ω) + ‖yu − yh(u)‖H1(Ω) + ‖yh(u) − yh(uh)‖H1(Ω).

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El segundo en virtud del

Lema 8.2.11 y el tercero, gracias al Lema 9.2.4, lo podemos acotar por ‖u− uh‖H−
1
2 (Γ)

.

La convergencia *-débil de los uh implica la convergencia fuerte en H− 1
2 (Γ).

Lema 9.2.8 Supongamos N = 2 y que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄). Para todo h > 0

sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Γ). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yuh
‖L2(Ω)

h
= 0.

Demostración. Como yh(uh) y yuh
son los estados discreto y continuo asociados al

mismo control, siguiendo exactamente la demostración del Lema 8.3.3 se obtiene que

para todo ψ ∈ L2(Ω)

(ψ, yuh
−yh(uh)) ≤ Ch‖yuh

−yh(uh)‖H1(Ω)‖zψ−zψ,h‖H1(Ω) ≤ Ch‖yuh
−yh(uh)‖H1(Ω)‖ψ‖L2(Ω),

donde recordemos que zψ es la solución del problema (8.3.3) introducido en la página

190 y zψ,h es la correspondiente aproximación por elementos finitos. Aśı

1

h
‖yuh

− yh(uh)‖L2(Ω) ≤ C‖yuh
− yh(uh)‖H1(Ω)
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y podemos aplicar le lema anterior. La prueba está completa.

Lema 9.2.9 Para todo h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Γ).

Entonces

lim
h→0

‖yuh
− Πhyuh

‖L2(Ω)

h
= 0.

Demostración. Para la demostración aprovechamos que Πhyuh
∈ W 1,p(Ω) usamos el

lema de interpolación 8.2.3 y se tiene que

‖yuh
− Πhyuh

‖Lp(Ω) = ‖yuh
− Πhyuh

− Πh(yuh
− Πhyuh

)‖Lp(Ω) ≤ Ch‖yuh
− Πhyuh

‖W 1,p(Ω)

y el resultado se obtiene dividiendo por h y aplicando el Lema 9.2.6.

Teorema 9.2.10 Supongamos N = 2, que los coeficientes ai,j ∈ C0,1(Ω̄). Para todo

h > 0 sea uh ∈ Kh, tales que uh → u *-débilmente en L∞(Γ). Entonces

lim
h→0

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) = 0. (9.2.6)

Demostración. Gracias a la desigualdad triangular tenemos

‖yh(uh) − yu‖L∞(Ω) ≤ ‖yh(uh) − yuh
‖L∞(Ω) + ‖yuh

− yu‖L∞(Ω).

El segundo sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El primero lo podemos

acotar de nuevo mediante la desigualdad triangular con

‖yh(uh) − yuh
‖L∞(Ω) ≤ ‖yh(uh) − Πhyuh

‖L∞(Ω) + ‖Πhyuh
− yuh

‖L∞(Ω).

Gracias al Lema (8.2.3), podemos acotar el segundo sumando:

‖Πhyuh
− yuh

‖L∞(Ω) ≤ Ch1−N
p ‖yuh

‖W 1,p(Ω).

Como {uh} está uniformemente acotada, por el Teorema 9.2.1 yuh
también lo está

en W 1,p(Ω). Luego este segundo sumando tiende hacia cero. Para acotar ‖yh(uh) −
Πhyuh

‖L∞(Ω), tenemos en cuenta (8.2.11), que nos da la equivalencia entre las normas de

Sobolev en espacios de dimensión finita y obtenemos, teniendo en cuenta que N = 2 y

aplicando de nuevo la desigualdad triangular

‖yh(uh) − Πhyuh
‖L∞(Ω) ≤

C

h
‖yh(uh) − Πhyuh

‖L2(Ω) ≤
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C

(‖yh(uh) − yuh
‖L2(Ω)

h
+

‖yuh
− Πhyuh

‖L2(Ω)

h

)

.

Ahora podemos aplicar los Lemas 9.2.8 y 9.2.9 y deducir que esta cantidad converge

hacia cero. La prueba está completa.

Por último, usando de nuevo el concepto de estabilidad débil por la izquierda, pode-

mos probar que las soluciones de los problemas discretos convergen a las soluciones del

problema continuo.

Definición 9.2.1 Diremos que el problema de control (PNδ) es débilmente estable por

la izquierda en δ si

lim
δ′րδ

inf(PNδ′) = inf(PNδ).

Definición 9.2.2 Dada una familia de elementos {uh}h>0, con uh ∈ Kh para cada h >

0, diremos que u es un punto de acumulación de {uh}h>0 si existe una subsucesión

{uhk
}∞k=1, con hk → 0 tal que uhk

→ u *-débilmente en L∞(Γ).

Teorema 9.2.11 Sea δ0 como en el Teorema 9.2.2 y δ > δ0. Entonces si (PNδ) es

débilmente estable por la izquierda, existe h0 > 0 tal que (PNδh) tiene al menos una

solución uh para h ≤ h0. Además cada punto u de acumulación de {uh}h≤h0 es solución

de (PNδ). Finalmente

lim
h→0

Jh(uh) = inf(PNδ).

Demostración. Puesto que cada Kh es compacto y Jh es continua, la existencia

de solución de (PNδh) quedará establecida si probamos que el conjunto de controles

admisibles para (PNδh) es no vaćıo. Para ello sea u0 ∈ K un control admisible para

el problema (PNδ0) y tomemos u0h ∈ Kh de tal forma que u0h → u0 c.t.p. x ∈ Γ.

Como u0h → u en cada Lp(Γ), 1 ≤ p < ∞, entonces, gracias a los teoremas anteriores,

yh(u0h) → yu0 uniformemente en Ω̄. Ya que g(x, yu0(x)) ≤ δ0 para cada x ∈ Ω, se deduce

de la convergencia uniforme y la relación δ > δ0 la existencia de un h0 > 0 tal que

g(x, yh(u0h)) ≤ δ para todo x ∈ Ω̄ y cada h ≤ h0. Aśı se concluye que (PNδh) posee

solución para cada h ≤ h0.

Sea ahora uδh una solución de (PNδh), h ≤ h0, cuyo estado asociado será denotado

yδh . Puesto que {uδh}h≤h0 ⊂ K y K está acotado, podemos extraer una subsucesión

{uδhk
} de forma que hk → 0 y uδhk

→ ū *débilmente en L∞(Γ) para algún ū ∈ K.

Probaremos que ū es una solución de (PNδ). Sea ȳ el estado asociado a ū. Puesto que
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yδhk
→ ȳ uniformemente en Ω y g(xj, yδhk

(xj)) ≤ δ para cada nodo de la triangulación,

se deduce que g(x, ȳ(x)) ≤ δ para cada x ∈ Ω̄, y por lo tanto ū es un control admisible

para (PNδ).

Tomemos δ′ ∈ (δ0, δ) y sea uδ′ una solución de (PN ′
δ). Para cada h ≤ h0 tomemos

uδ′h ∈ Kh de forma que uδ′h → uδ′ c.t.p. en Γ. De la convergencia uniforme yh(uδ′h) →
yuδ′

y la relación g(x, yδ′(x)) ≤ δ′ < δ para cada x ∈ Ω, se deduce la existencia de hδ′ > 0

tal que g(x, yh(uδ′h)(x)) ≤ δ para todo x ∈ Ω y todo h ≤ hδ′ , es decir, uδ′h es un control

admisible para (PNδh) siempre que h ≤ hδ′ . De aqúı se obtiene que Jhk
(uδhk

) ≤ Jhk
(uδ′hk

)

para cada k suficientemente grande. Utilizando ahora la convexidad de ℓ respecto a la

tercera componente se sigue que

J(ū) ≤ lim inf
k→∞

Jhk
(uδhk

) ≤ lim inf
k→∞

Jhk
(uδ′hk

) = J(uδ′) = inf(PNδ′).

Por último, la condición de estabilidad débil por la izquierda nos permiten concluir

inf(PNδ) ≤ J(ū) ≤ lim
δ′րδ

(inf(PNδ′)) = inf(PNδ),

lo que, junto con la admisibilidad de ū para (PNδ) prueba que ū es una solución de

(PNδ). El resto del teorema es inmediato.

Análogamente al caso distribuido, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 9.2.12 Supongamos que se cumplen las hipótesis del teorema anterior y que

además ℓ es de clase C2 en la tercera variable y existe α > 0 tal que

∂2ℓ

∂u2
(s, y, u) ≥ α > 0 para c.t.p. s ∈ Γ y todo y, u ∈ R.

Para cada h ≤ h0 sea uh una solución de (PNh) y sea ū un punto de acumulación de

{uh} con uhk
→ ū *débilmente en L∞(Γ). Entonces

lim
k→∞

‖ū− uhk
‖L2(Γ) = 0.
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[37] E. Casas and F. Tröltzsch. Second-order necessary optimality conditions for some

state-constrained control problems of semilinear elliptic equations. Applied Mathe-

matics and Optimization, 39:211–227, 1999.

[38] E. Casas and J. Yong. Maximum principle for state–constrained optimal control

problems governed by quasilinear elliptic equations. Differential Integral Equations,

8(1):1–18, 1995.
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problème parabolique à coefficients mesurables bornés. C. R. Acad. Sci. Paris Sér.

I Math., 323(8):889–893, 1996.

[64] O.A. Ladyzhenskaya, V.A. Solonnikov, and N.N. Ural’tseva. Linear and Quasilinear

Equations of Parabolic Type. American Mathematical Society, Rhode Island, 1968.

[65] X. Li and J. Yong. Optimal Control Theory for Infinite Dimensional Systems.
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[72] J. Nečas. Les Méthodes Directes en Théorie des Equations Elliptiques. Editeurs

Academia, Prague, 1967.

[73] L. S. Pontryagin, V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze, and E. F. Mishchenko. The

mathematical theory of optimal processes. A Pergamon Press Book. The Macmillan

Co., New York, 1964. Translated by D. E. Brown.

[74] P.A. Raviart and J.M. Thomas. Introduction à l’Analyse Numérique des Equations
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ordre à coefficients discontinus. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 15:189–258, 1965.

[85] H. Triebel. Interpolation theory, function spaces, differential operators. North-

Holland Publishing Co., Amsterdam, 1978.

[86] H. Triebel. Interpolation theory, function spaces, differential operators. Johann

Ambrosius Barth, Heidelberg, second edition, 1995.

[87] G.M. Troianiello. Elliptic Differential Equations and Obstacle Problems. Plenum

Press, New York and London, 1987.
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