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Capitulo 1
Introduccion

Esta memoria esta dedicada al estudio de problemas de control éptimo goberna-
dos por ecuaciones en derivadas parciales. En un problema de control 6ptimo hay que
minimizar un funcional, que depende de dos variables. La variable de control, que de-
notaremos por u y la variable de estado, que denotaremos por y. El estado y el control
vienen relacionados por alguna ecuacion funcional, donde el control u hace las veces de
algin dato de la ecuacién y el estado y, que llamaremos estado asociado, es la solucién de
la misma. En los problemas aqui tratados, para cada control « hay un tnico estado aso-
ciado, que denotaremos por y,. Normalmente escogeremos el control entre una familia
de controles admisibles K, y tendremos ciertas restricciones sobre el estado y € C.

Uno de los primeros ejemplos que surgen es el de un problema de control gobernado
por una ecuacién diferencial ordinaria. Sean f y ¢ funciones, g : R x R® x R”™ — R,
f i RxR"xR"™ — R" K C R™ no vacio y a un estado inicial dado. Podemos formular

el problema de control como:
(

Encontrar y € Wh(0, T;R"), u € L>(0,T;R™)

T

que minimicen J(y,u) = / g(t,y(t),u(t)) dt,
0

donde u(t) € K para c.t.p. t € [0,T],

y(0) = a,

\ y(t) = f(t,y(t),u(t)) para c.t.p. t € [0,T],

La teoria de control 6ptimo se inici6é con el estudio de problemas gobernados por ecua-

ciones diferenciales ordinarias, y ain hoy este tipo de problemas sigue siendo objeto de
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estudio. Referencias basicas sobre este tema son los libros de Fleming [57], Pontryagin
[73] o Cesari [40]. El rango de aplicaciones de los problemas de control es muy amplio.
Véase por ejemplo [58].

Nosotros nos dedicaremos a problemas de control gobernados por ecuaciones en de-
rivadas parciales. El punto de referencia para el estudio de este tipo de problemas es el
libro de J. L. Lions [66]. Tal vez uno de los ejemplos méas simples de problemas de control
gobernado por ecuaciones en derivadas parciales es el llamado problema lineal-cuadratico

con restricciones puntuales sobre el control y sin restricciones sobre el estado
[ Encontrar y € L*(Q),u € L=(Q)
que minimicen J(y, u / ly(z) — ya(z)|? do + = / u(z)? dx

donde a < u(x) < b para c.t.p. = € Q,

—Ay = u en €,

| y =0 sobre I'.

El problema se complica cuando anadimos restricciones sobre el estado. Han sido
estudiados problemas de control gobernados por ecuaciones en derivadas parciales para
distintos tipos de restricciones sobre el estado. Por ejemplo, restricciones de tipo integral,

tanto de igualdad como de desigualdad

/Q|y(:r)|pd:c <4, /QM‘”) p_

restricciones de tipo puntual en un nimero finito de puntos
y(z;) =6; paraj=1,...,n;
restricciones puntuales en un numero infinito de puntos
y(z) < § para todo x € (.

El Capitulo 9 se dedica al estudio del analisis numérico de un problema con este tipo de
restricciones.

Otro tipo de restricciones son restricciones integrales sobre el gradiente del estado

/ |Vy(z)|P dz < 6.
0
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Esta memoria se dedica principalmente a problemas con este tipo de restricciones. Hay
pocos resultados disponibles para problemas con restricciones sobre el gradiente del es-
tado. Casas y Ferndndez [29] tratan un problema con restricciones sobre el gradiente
del estado en el cual, debido a las hipdtesis hechas, se puede asegurar que la solucién es
C!, simplificando de manera importante las dificultades que aparecen. Fattorini [53, 54]
trata problemas de control formulados en un marco abstracto. La ecuacién de estado ad-
junto resultante no es una ecuacion en derivadas parciales, y debe entenderse de manera
formal.

Otra de las dificultades que se le pueden anadir a este tipo de problemas es considerar
que la ecuacion que relaciona al estado y al control es no lineal. Problemas de control
gobernados por ecuaciones cuasilineales han sido estudiados por Ferndndez [56], Casas
y Fernandez [24, 23, 25, 28, 26, 27, 30], Casas, Fernandez y Yong [32], Hu y Yong [60]
o Casas y Yong [38]. En esta memoria se estudian problemas de control gobernados
por ecuaciones semilineales, tanto elipticas como parabdlicas. También existe literatura
sobre este particular. Citemos a Lions [67], Bonnans [7], Bonnans y Casas [8, 9, 11],
Casas [19, 20, 21, 22], Casas y Ferndndez [29], Fattorini [55, 52], Yong [92], Casas y
Mateos [33], Hu y Yong [60], Raymond [75], Raymond y Zidani [78, 79], Unger [88] o
Casas y Troltzsch [37].

Por 1ltimo decir que el funcional J puede ser més complicado que el arriba expuesto.

En general J sera un funcional que dependera tanto del control como del estado asociado.

1.1 Notacion

Introduciremos ahora los espacios que vamos a usar en esta memoria. Existen muchas
referencias donde se pueden encontrar propiedades de estos espacios. Véase por ejemplo
2, 70, 43, 68, 13, 86] entre otros. Sea 2 un abierto acotado de RY. Denotaremos ) su

clausura y I' su frontera. Sobre este conjunto podemos definir los espacios funcionales
C(Q) ={y:Q — R, continuas},
y param € N={1,2,...},
C™(Q) ={y: Q — R, tales que 9%y € C(Q) para todo multiindice |a| < m}.
Para 1l <p < o0

LP(Q) = {y : @ — R, medibles en el sentido de Lebesgue, tales que [|y|| ) < 00},
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donde

Wl = ( / |y<w>|pdx) |

|yl oo (@) = supess{|y(z)| : = € Q}.

sil<p<ooy

Recuérdese que un elemento de un espacio de Lebesgue es una clase de funciones que
son iguales en casi todo punto, i.e., salvo en un conjunto de medida (de Lebesgue) nula.
Normalmente escribiremos c.t.p. para abreviar casi todo punto. La medida de Lebesgue
de un conjunto A la denotaremos por |A|.

Definimos las normas de Sobolev sobre C™(Q2) como

3=

lollwrre = | 3 / 0y da
Q

la|<m

sil<p<ooy

|yl|wm.oe) = \algﬁ {supess{|0®y(x)| : x € Q}}.

Con estas normas, los espacios C"™(2) no resultan completos. Denotaremos

Wrr(Q) = C(@),

donde la barra indica clausura en el sentido de la norma de Sobolev arriba definida. Para

p = 2, normalmente se escribe
W™(Q) = H™(S).

Dado o € (0,1], diremos que la frontera de 2 es de clase C™7 [resp. C™] si exis-

ten ndmeros o > 0, f > 0, sistemas de coordenadas (xy1,Z2,...,TkN), para abre-
viar (2, xkn), kK = 1,2,..., A, y funciones by de clase C™7 [resp. C™] en los cu-
bos cerrados N — 1 dimensionales |z < «, ¢ = 1,2,..., N — 1, de tal modo que

cada punto x de I' se puede representar al menos en unos de estos sistemas como
x = (z}, by, (z},)). También se supone que los puntos (x}, zxy) tales que 7}, € [—a, ]V 71,
be(x),) < xpn < bg(x)) + 0 estan en €2, mientras que los puntos (z},xrn) tales que
7, € [—a, o]V b(xh) — B < zpn < br(z),) estdn fuera de Q (cf: Necas [72]). Si la

frontera es de clase C%! diremos que es Lipschitz.
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Una definicién rigurosa de los espacios de Lebesgue sobre la frontera a través de
particiones de la unidad y sistemas de cartas asociados a un recubrimiento se puede
encontrar en [72, pags. 82,83].

Si €2 es de clase C™, podemos definir la aplicacién traza para | < m

B 8y 8’

donde n es el vector unitario normal exterior a I'. Esta aplicacion se extiende de manera

mediante

continua a W™P(Q). A la imagen de W™?(Q) por v, la denotaremos
(WmP(Q H Wi

Normalmente llamaremos ~ sin subindice a 7. Para definir v es suficiente que I' sea
Lipschitz.

Definimos ahora
W™ () ={y e W™P(Q) : Yy =0,}
dotado de la misma norma que W™P((2). Es sabido que si I" es Lipschitz,
CiMQ) ={y € C"™(Q) : suppy C Q es compacto }
y denotamos

= () G

m>1

entonces

véase Necas [72].
El espacio de funciones continuas y acotadas en 2 se denomina Cy(£2).
Dado un espacio normado X denotaremos por X’ su dual, i.e., el espacio de funcio-

nales lineales y continuos sobre X. Definimos

W (Q) = (W™ (Q))'
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Dado ¢ € (0, 1) definimos los espacios de funciones Hélder como

CP(Q)={yeC(Q): sup ly(@) = y(a)] < 00}

x,x’' €Q ’Jf - x/lo

La norma en este espacio sera

_ /
HyHCO’U(Q) = Ssup M
z,x'€Q |.I' - |

Para o = 1, C%'(Q) se denomina espacio de funciones Lipschitz, y coincide con W (Q).
También

C™(Q) ={y € C™(Q): 9%y € C*(Q) para |a| = m}.

Definimos los espacios de Sobolev fraccionarios de la siguiente manera. Sea o € (0,1).

ol) = [ BB dra

|z — a/|[Ntop

Sea

y para s > 0
wer(Q) = {y e WEP(Q) : I, 19,(0%y) < oo para |a| = [s]},
donde [s] es la parte entera de s. La norma en este espacio viene dada por
p
yllwer) = | 1ylfyuo@ + D Lip(09)
|| =[s]

Tenemos los siguientes resultados de inclusiéon continua

N
WeP(Q) C LYQ) para ¢ < N L

si N —sp>0,

WP(Q) c C°*(Q) para 0 < A < s — % si sp— N > 0.
Si I' es Lipschitz, la siguiente inclusién es compacta
Wlter(Q) ¢ WhP(Q) para o > 0.
Dado T > 0, definimos los espacios de Lebesgue vectoriales, para 1 < 7 < oo como

L70,T;W*P(Q) ={y: (0,T) x @ — R |[yllzromwsry < 0},
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donde

S

T
Il ravemin = ([ 10t et

sil<7T<ooy
||y||Loo(D7T;Ws,p(Q)) = sup ess {||y(t, Nwsw): t € (O,T)} )

También podemos definir espacios de Sobolev vectoriales:
d
Wm0, T; W5P(Q)) = {y € L7(0,T; W*P(€2)) tales que d_?z e L7(0,T; W”’(Q))} :

donde la derivada se toma en el sentido de las distribuciones.

Definimos también
C([0,T7,C* () = {y € C([0,T] x Q) = [[ylleqo.,000 @) < o0},

donde
1Y llcqom,cor@y = sup [|y(t,-)llcor @)
te[0,T
En esta memoria, siempre que no lleve a confusion, usaremos las siguientes abreviaturas:
LT(We?), LAH(H'), W (WP)),  LMLAQ)), L°(L7(T)), y C(C%(Q)) respectiva-
mente por L7(0, T W*#(Q)), L2(0,T3 H'(R)), W (0,T5 (W (Q))), L0, T5 LK),
L?(0,T; L°(T)) y C([0,T); C*%(Q)), para 7, s, p, k, k, &, o y e ndmeros reales adecuados.

Denotaremos también, como es habitual

W(0,T)={y € L*(0,T; H(Q)) : Z—i € L*(0,T; H(Q)")}.

Dado un espacio métrico X, denotaremos la bola de centro x y radio r por Bx(z, 7).

Como es habitual, denotaremos Rﬂf ={z = (21, -+, zy) € RY tales que zx > 0}.

1.2 Plan de exposicion

El objeto de la memoria es estudiar los siguientes problemas de control:
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Problema eliptico Sean 2 un abierto de RV, I' su frontera, A un operador eliptico
v f, gy L funciones f : O xR? - R, g: ' = R, L: Q x R? — R. Sean n,, ng enteros
no negativos y sean g; : 2 x RY — R funciones para 1 < j < n; + ny. Nuestro primer

problema de control se formula como

(

Minimizar J(u) = / L(z,y.(x),u(x))dx,

0
UE Uy ={u:Q—R: uz) € Kg(x) ct.p. x € Q},
[ 0.Vl =0, 1< <,

9(x, Vyu(x)) dz <0, n; + 1 < j < ni + ng,
 Jao

donde
Ayu = f(x7yu7u) en {2

anAyu = g sobre F,

y Kq es una multiaplicacién medible con imagen no vacia y cerrada en P(R).

Problema parabdlico Sean 2 un abierto de RY, I' su frontera y 7" > 0. Sean @ =
Ox]0,T[y ¥ = I'x]0,T[. Sea A un operador eliptico. Consideremos funciones F' :
QXR —R G:2XRXxR —R, L:OxR—R, f:Q@xRxR — R,
g: U XRXxR—Ryy,: Q2 — R. El problema de control es el siguiente:

¢ T T
min J(v) :/ /F(x,t,yv) dx dt+/ /G(S,t,yv,v) ds dt
0 Jo o Jr
+ [ Lo 7)) da
0

vE Vi =A{veL®X): v(s,t) € Kg(s,t) para casi todo (s,t) € X},
( Vayo € C C(L7(0,T; L ()Y,

donde
o8
ot +Ayv = f(x:t7yv> €n Qa
ggﬁ; = g(s,t,ys,v) sobre X,
Yo(,0) = wo en

Ky es una multiaplicacién medible con imagen no vacia y compacta en P(R) y C es un

subconjunto cerrado, convexo y con interior no vacio de (L7(0,T; LP(Q2)))".



1.2. Plan de exposicion 17

Hemos decidido introducir un control distribuido para el problema eliptico y un
control frontera para el parabdlico a modo de ilustracién, ya que escribir todos los casos
posibles habria aumentado innecesariamente la longitud de la memoria. No obstante,
después del estudio detallado de estos problemas, enunciaremos resultados para otros

problemas que pueden ser tratados siguiendo las mismas técnicas.

El plan de la obra es el siguiente:

En la primera parte se estudian las ecuaciones que aparecen en los problemas de
control estudiados. En el Capitulo 2 hacemos un estudio sobre regularidad para ecuacio-
nes lineales. Estos resultados seran aplicados mas tarde para establecer la regularidad
tanto del estado como del estado adjunto. En el Capitulo 3 estudiamos las ecuaciones de
estado que gobiernan los problemas de control. Mostramos las relaciones de continuidad
y diferenciabilidad que hay entre el control y el estado. También hacemos un analisis de
la sensitividad del estado respecto a perturbaciones difusas del control.

La segunda parte constituye el ntcleo central de la memoria. En ella estudiamos
condiciones de optimalidad, tanto necesarias como suficientes, para los problemas de
control. En el Capitulo 4 exponemos propiedades de los funcionales que aparecen en
los problemas de control: el funcional objetivo y las restricciones. Estudiamos bajo que
condiciones son diferenciables y, en vistas a probar un Principio de Pontryagin, damos
resultados de sensitividad respecto a perturbaciones difusas del control. En el Capitulo
5 exponemos el Principio de Pontryagin. En el Capitulo 6 introducimos condiciones de
optimalidad de primer y segundo orden. Por tltimo, en el Capitulo 7 introducimos un
nuevo tipo de condiciones de segundo orden en las que se ve involucrado el Hamiltoniano.

Se va intercalando en cada capitulo el caso eliptico y el parabdlico.

En la tercera parte se hace un estudio de las aproximaciones numéricas del siguiente
problema de control: Sean €2 un abierto de RY, I" su frontera, A un operador eliptico,
U,q un subconjunto de L=(Q) y L : © x R? — R una funcién. Sea g : @ x R — R

una funcién continua. Formulamos el problema de control éptimo

minJ(u):/QL(x,yu(x),u(x))d:c

weK g(yu(r) <6 VreQ,

(F5) (1.2.1)

donde
Ay = f(z,y)+u en(

y = 0 sobre I
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Las cuestiones sobre existencia de solucion y condiciones de optimalidad para este pro-

blema ya han sido tratadas por Casas en [18].
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Estudio de las ecuaciones

19
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En esta primera parte de la tesis estudiamos las ecuaciones que intervienen en los
problemas de control que vamos a tratar. Este estudio se divide en dos partes principales.
En primer lugar se aborda el estudio de ecuaciones lineales, que nos permitira tratar mas
tarde las ecuaciones de estado linealizadas y las ecuaciones de estado adjunto. Por tltimo,
estableceremos las propiedades de la aplicacién que liga al control y al estado.

En nuestro caso, al estar estudiando problemas de control con restricciones de tipo
integral sobre el gradiente del estado, el estudio de ambas ecuaciones (linealizada y de
estado adjunto) viene a ser muy parecido, ya que, grosso modo, se trata de demostrar
regularidad WP(Q) de la solucién de una ecuacién lineal, para p € (1,0).

La segunda parte es el estudio de la relaciéon existente entre el control y el estado. En
nuestro caso, para cada control existe un inico estado. Existen estudios para problemas
de control en los que esto no se verifica. Por ejemplo, Casas y Fernandez [24] o Bonnans
y Casas [8] estudian un problema de control multiestado. Abergel y Casas [1] estudian
problemas de control multiestado que aparecen en mecanica de fluidos.

En nuestro caso, y al tratarse de problemas gobernados por ecuaciones semilineales, el
funcional, llamémosle G, que relaciona el estado y con el control u es no lineal. Debemos
probar que existe una tunica solucién, que esta en el espacio adecuado y que depende
continuamente del control. En la segunda parte de la memoria, obtenemos condiciones
de primer y segundo orden. Para ello estudiamos también bajo que condiciones G es C*

o C?. Si escribimos el funcional a minimizar como
J(u) = F(yy,u) = F(G(u),u),

ayudandonos de la regla de la cadena, podemos demostrar que algunas de las propiedades
de G son heredadas por J. Esto se ve con detalle en la segunda parte de la tesis.

Por ltimo, para tratar el caso no convexo, introducimos un desarrollo de Taylor del
estado basado en perturbaciones difusas del control. El objetivo es deducir un Principio
de Pontryagin. En este enfoque, utilizamos los desarrollos de Taylor (Teoremas 3.3.2 y
3.3.4) para la solucién de la ecuacién de estado, con un resto que converja a cero en la
norma de L7(0,T; W'P(Q2)) en el caso parabdlico y en la norma de W1?(Q) en el caso
eliptico (la norma correspondiente a la restriccién sobre el estado).

Para establecer este resultado, en el caso parabdlico, usamos la inyeccién compac-
ta de L7(0,T; W*sP(Q)) N WLT(0, T, (W' (Q))) en L7(0,T; W'P(Q)) (véase la prue-
ba del Teorema 3.3.4). Por ello tenemos que establecer resultados de regularidad en

L7(0,T; W'eP(Q)) para la ecuacién de estado linealizada en la seccién 2.2.






Capitulo 2

Teoremas de regularidad para

ecuaciones lineales

2.1 Ecuaciones elipticas

En esta seccién nos ocupamos de la regularidad en W?(£2) de las soluciones
de los problemas de Dirichlet y Neumann. Esta seccién viene a rellenar el gap
entre algunos resultados y contraejemplos conocidos sobre esta regularidad.
El objetivo es deducir existencia, unicidad y estimaciones en W'?(2) de
la solucién bajo condiciones minimas de regularidad sobre los coeficientes
de la parte principal del operador eliptico y sobre la frontera del dominio.
Coeficientes continuos y frontera C! son suficientes para esta regularidad.

También se investiga el caso de una frontera Lipschitz.

Aunque los resultados aqui presentados son mas o menos conocidos por los
especialistas en EDP, no existe una referencia clara para ellos. Los presenta-

mos aqui por completitud y claridad en la exposicion.

Introduccién y resultados principales
Sea € un conjunto acotado y abierto de RY de frontera I' y sea
N
Ay = — Z Or, [@ij0x,y] (2.1.1)
ij=1

23
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donde los coeficientes a;; pertenecen a L*(Q2) y cumplen que existen m, M > 0 tales que

N
mllgl* < D ay(0)&g; < M| vE € RY y ¥ € Q. (212)
ij=1

También introducimos ag € L"(2), ag(z) > 0 en , donde escogemos r > Np/(N + p)
sip>N,r>N/2si NJ(IN-1)<p< Nyr>Np/(N+p)sip<N/(N—-1), con
P =p/(p—1). Por ejemplo, si p > N, podemos escoger r = p/2.

Sea fp € W HP(Q), f € (Wl’p/(Q))/ con l/p+1/p =1y g € Wﬁi’p(F), con
p € (1,00).

El propésito de esta seccién es estudiar la regularidad W'P(2) de la solucién del
problema de Dirichlet

Ay+ay = fp en(

(2.1.3)
y = 0 sobre T
y, suponiendo ag # 0, del problema de Neumann
Ay+a = en {2
yray = f (2.1.4)

O,y = g sobrel.

La existencia, unicidad y regularidad de y en W1P(Q) depende de la regularidad de
I' y de los coeficientes a;; y ao.

Si p > 2, podemos reducir el problema de Dirichlet al caso ag = 0 y el problema de
Neumann al caso ayg = 1: si p > 2, entonces gracias a los Lemas 2.1.4 y 2.1.12, existe
una solucién y € HY(Q) N LP" (), donde p* = oo si p > N, p* es cualquier nimero en
[1,00) sip=Nyp* = Np/(N—p)si2<p< N. Por tanto agy € LNNTZ(Q) Asi, por
las desigualdades de Sobolev, para el problema de Dirichlet agy € W~17(2) y podemos
sumar —agy a la ecuacién (2.1.2) y si renombramos fp como fp — apy, tendremos que
resolver el problema

Ay = en )
y = Jo (2.1.5)
y = 0 sobre T'.

Y para el problema de Neumann, podemos reemplazar f por f —agy +y € (Wl’p’(Q))l
y asi tendremos

A = Q
yty = f en (2.1.6)

On,y = g sobrel
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Para p < 2 el resultado se alcanza por el método de transposicion y dualidad.

Se sabe (Troianiello [87, Teorema 3.16(iv)]) que si los coeficientes a;; son Hoélder
continuos y el dominio es de clase C, con 0 < § < 1, entonces se puede asegurar
regularidad W*?(Q) de la solucién, tanto para el problema de Dirichlet como para el de
Neumann. También se sabe (Serrin [81]) que si los coeficientes no son continuos, esto

puede no ser cierto.

Ejemplo 2.1.1 Sea Q la bola unidad en RN, N > 1 yv(z) = 21(|z[*—1) con A = —N.

Tenemos que v € Wy (Q) para todo 1 € (1,225 ) yv & Wy (Q) para todo p > 2N
Pongamos a = 42(%:;) Y a;; = 5Z‘j+(a—1):|c;:|£2j . Entonces los coeficientes a;; estdn acotados

y se cumple (2.1.2). Ahora es fdcil comprobar que v es solucion del siguiente problema
de Dirichlet

Ay = Q
y = Jo en (2.1.7)
y = 0 sobre T,

donde

La funcién fp pertenece a LI(Q) para todo q < N, luego fp € WLP(Q) para todo
p < 00. Esto prueba que la reqularidad puede fallar para coeficientes no continuos.

Por otro lado, sabemos que existe una tinica solucion y en H} () C Wy (Q) para el
anterior problema. Como v € Hy(S2), entonces y # v y ambas son soluciones en WOI’T(Q)

de (2.1.7), luego podemos deducir que la unicidad falla en este espacio.

Nuestros resultados vienen a rellenar este gap entre el resultado de Troianiello y el
contraejemplo anterior. Veremos mas adelante que la continuidad de los coeficientes es
suficiente para obtener unicidad y regularidad.

Por otro lado, la regularidad C° de la frontera supuesta por Troianiello [87, Teorema
3.16(iv)] se puede relajar. De hecho, los Teoremas 2.1.1 y 2.1.3 establecen la regularidad
WhP(Q) de las soluciones de los problemas (2.1.3) y (2.1.4) suponiendo regularidad C*
de I". El Teorema 2.1.1 fue establecido por Simader [82] y Jerison y Kenig [62] para el
operador de Laplace, y por Morrey [71, pag. 156].

La cuestion es si el mismo resultado se puede alcanzar suponiendo sélo que I' es
Lipschitz. Jerison y Kenig [62, Teoremas 0.5, 1.1, 1.3] respondieron a esta cuestién para
el Problema (2.1.3) en el caso del operador de Laplace, A = —A. Ellos probaron que

si la frontera T' es Lipschitz, entonces podemos sélo asegurar regularidad W1P(§2) para
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Py <p<pp,conp =4+e(Q)si N=2yp =3+¢(Q)si N> 3. Ademas este resultado
es 6ptimo. De hecho, en [62], se prueba que para cualquier p >4 si N =2, 0 p > 3 si
N > 3, existe un dominio Lipschitz € y una funcién fp € C=(Q) tal que la solucién
(2.1.3) no pertenece a W'?(Q). El Teorema 2.1.2 extiende [62] al caso de un operador
eliptico A con coeficientes continuos.

También ha sido demostrado (Dauge [47]) que si §2 es un dominio poliédrico convexo
(N < 3) y los coeficientes del operador son continuos, entonces y € W, ?(Q), con 1 < p <
oo para el problema de Dirichlet, y con 6/(3 4+ v/5) < p < 6/(3 — v/5) para el problema
de Neumann.

La continuidad de los coeficientes a;; es relajada por Chiarenza [41], asumiendo que
a;; son funciones de oscilacién media acotada, cuya oscilacién integral sobre bolas en-
cogiéndose! hacia un punto converge uniformemente hacia cero. Esto se hace para el
problema de Dirichlet bajo regularidad C*! de T.

En todas las referencias citadas, excepto en [87], se supone simetria del operador
A, a;; = aj;. Nosotros eliminamos esta hipdtesis, que no cambia la demostracién del
problema de Dirichlet, pero introduce algunas dificultades extra cuando se trata del
problema de Neumann; véase al respecto la Nota 2.1.3. La demostracion de la regularidad
para el problema de Neumann no se lleva a cabo en el libro de [87].

Existen estimaciones en W1?(Q) para coeficientes continuos de las que podrian dedu-
cirse los resultados presentados en esta seccién (cf. [3, Teoremas15.3’,15.17]), al menos
en el caso de coeficientes simétricos. No obstante, hemos decidido incluir aqui las de-
mostraciones, ya que no hemos podido encontrar demostracién detallada del método, y
nos parece que el caso de coeficientes no simétricos es suficientemente interesante y no
esta tratado en la literatura existente.

Establecemos ahora los teoremas que vamos a probar en esta seccién.

Teorema 2.1.1 Si T es de clase C' y los coeficientes a;; € C(RQ), entonces existe una
inica solucion y € WyP(Q) al problema de Dirichlet (2.1.5). Ademds, se cumple la
estimacion

[Yllwir) < Cllfpllw-15@), (2.1.8)

donde C' es una constante que solo depende de p, la dimension N, los coeficientes a;; y

Q.

Lshrinking en el original
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Teorema 2.1.2 SiI' es Lipschitz y los coeficientes a;; € C(§2) entonces existen £(€2) > 0

y una unica solucion y € Wy*(Q) al problema de Dirichlet (2.1.5) para todo p, < p < p1,

donde py = 44¢(Q) si N =2 yp; = 3+e(Q) si N > 3. Ademds, se cumple la estimacion
[Yllwar) < Cllfollw-1r@),

donde C' es una constante que solo depende de p, la dimension N, los coeficientes a;; y

Q.

Teorema 2.1.3 Si I es de clase C' y los coeficientes a;; € C(QQ), entonces existe una
tinica solucion variacional y € WHP(Q) del problema de Neumann (2.1.6). Ademds, se
cumple la estimacion

Iyl < CO oo ayy + 190 -3rg )
donde C es una constante que sélo depende de p, la dimension N, los coeficientes a;; y

Q.

En este nivel de regularidad, no tiene sentido la derivada normal (cf. Lions y Magenes

[68]). Precisemos que entendemos por solucién variacional del problema (2.1.6).

Definicién 2.1.1 Liamaremos solucion variacional de (2.1.6) a la solucidn del problema

variactonal
a(y7 Z) = <f7 Z>(WLP'(Q))/><W1,P/(Q) + <g’vv>W_%’p(F)><W%’p/(F) Vze Wh? (Q>7 (2'1'9)
donde

N
aly,z) = Z/Qaijaxiyﬁsz—i—/gaoyz (2.1.10)

ij=1
es la forma bilineal asociada al operador A y v : W' (Q) — W%’p,(F) es el operador

traza.

En los teorema anteriores la dependencia de la estimaciones respecto a los coeficientes

a;j es a través de m, M y su mddulo de continuidad.

Nota 2.1.1 Algunos autores han estudiado el caso caso correspondiente a datos f vy g,
en los anteriores problemas, que son medidas sobre ) y I respectivamente; véase, por
ejemplo, Casas [16] o Boccardo [6]. Debido a que una medida en Q2 es un elemento de
(WY(Q)) y una medida sobre T pertenece a W=PP(T') para todo p < N/(N — 1),
entonces los Teoremas 2.1.1 y 2.1.3 establecen la existencia y unicidad de soluciones en
WLP(Q) para todo p < N/(N — 1), que es el resultado cldsico.
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Problema de Dirichlet. Prueba de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2

Para la prueba de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2 usaremos el siguiente resultado, debido

a Stampacchia [84].

Lema 2.1.4 Supongamosp > 2. Entonces existe una tinica funciony € HH(Q)NLP" (),
donde p* =00 sip > N, p* es cualquier nimero en [1,00) sip= N yp* = Np/(N — p)

512 < p < N, que satisface la ecuacion (2.1.3). Ademds, se cumple la estimacion

HyHLP*(Q) < CHfDHW*LP(Q)a

donde C' es una constante que solo depende de p, la dimension N, m, M y la medida de

Q). Ndtese que obviamente también y € LP(Q) y

lyllzr) < Cllfollw-1p)-

Usaremos también el siguiente lema sobre operadores con coeficientes constantes.

Lema 2.1.5 Supongamos que los coeficientes a;; del operador A son constantes para
1<4,7<N. S

1. T esde clase C' y1 <p< o0 0

2. T es Lipschitz y p| < p < p1, donde p, depende de Q, py >3 si N =3 yp >4 si
N =2,

- ’ - -z ]_ . ., .
entonces existe una unica funcion y € Wy (Q) que satisface la ecuacion en derivadas

parciales
Ay = fp en(
y = 0 sobre T'.

(2.1.11)

Ademas, se cumple la estimacion

[Yllwrr ) < Coll follw-1r(),
donde Cy depende de a;j, 0, N y p.

Demostracion. Asumamos sin pérdida de generalidad que a;; = a;;. Entonces, la

hipétesis (2.1.2) implica que A= (a;;) es simétrica y definida positiva, por lo tanto
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existe una matriz real y regular P tal que A= PPT. SeaT = P~!. Mediante el cambio
de variable lineal
r=Tx

transformamos nuestro problema (2.1.11) en

~

—Aj = fp en(

) (2.1.12)
g = 0 sobre 0f2,

donde j =yo T, fp=fpoT 'y Q=T(Q).
Aplicando el resultado de Jerison y Kenig [62] tenemos que (2.1.12) tiene una solucién
tinica § € Wy*(Q) y que
H??HW(}*P(Q) < C”fD“W*LP(Q)»

donde C' depende de p, N y la constante de Lipschitz de la frontera Q.
Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que y € W, P(Q) y se satisface la
estimacion

S

lyllwr) < (det T)7 Ol folly ¥ (€2)-

Estamos ya en posiciéon de probar el Teorema 2.1.1.

Demostracion del Teorema 2.1.1. Gracias a la continuidad de los coeficientes, sabe-
mos que para todo € > 0 existe p > 0 tal que

N

Z laij(21) — ai;(22)] < € Vay, 29 € Q, con |x; — 29| < p. (2.1.13)

ij=1

Sea {Cj}gzl

conjunto C} tiene una frontera de clase C' ! que deja el interior del conjunto a un lado de la

una coleccién de conjuntos abiertos que recubre a (), y tal que cada

frontera y cuyo didmetro es menor o igual que p. Escojamos z; € C) un punto cualquiera,
pero fijo, y sea {¢,}"_, una particién de la unidad relativa a ese recubrimiento.
Consideremos primero el caso p > 2. Tomemos y € Hj(2) N LP(Q) como en el Lema
2.1.4 y definamos
Ys = sy, para 1 < s < p. (2.1.14)
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Tenemos que y; verifica la ecuacion

( N
As?/s - Spst - Z a@]( z; gosﬁxly Z 8 a’U yaxﬁ%) —
i,j=1 i,j=1
N
> 0, (i (@) = ay(2) sy en C3
ij=1
(Y% =0 sobre 9C,

(2.1.15)
donde A es el operador asociado a matriz de coeficientes constantes (a;;(zs)). En el
caso N > 3, en una primera etapa, supondremos que

< 2N
-~ N-2

El Lema 2.1.4, las condiciones impuestas a p y las condiciones sobre el soporte de los

s nos permiten deducir que

N
pofp— Y 0ij(2)0, a0y — Z Or,; (aij(2)y0u,p5) € WP (),
7‘7]:1 ’] 1

Primero, tenemos la desigualdad

losfollw-100) < C ([lsllwrec@) Ifpllw-1e@)- (2.1.16)

También, gracias al Lema 2.1.4, tenemos

N N
1)~ 0, (a5900,05) llw=10i@) < Y llaijy0s, @5l o) <

i,j=1 i,j=1
< C (llagsll o), esllwree@y) | follw-1r@)- (2.1.17)

Por otro lado, las condiciones impuestas a p implican que L?(Q2) ¢ W=1P(Q) C

H~'(Q), con inclusién continua. Usando las estimaciones usuales en Hj(£2) tenemos

N N
H Z aijaxiwsazjyuw—lﬁp(ﬂ) < H Z aijaxi(:psawijLQ(Q) <

i,j=1 i,j=1
> laill e @ lleslwroe@ll0s, vl 2@y <
ij=1
< O (llaggll oo llpsllwros @) Wl a2 o)
C (llagjll Loy, lesllwre@) Ifollr-1@) < Clfollw-1r@

IN

(2.1.18)
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Veamos que y, € WHP(Q) y que se satisface la estimacién

[ysllwro) < Cllfpllw-10(0)- (2.1.19)

Para probar esto, introduzcamos alguna notacién. Dado & € VVO1 P(Q), definimos T como

sigue

T:2) = < fopuz>+ [ 3 a5y @0, 2

t,j=1

+/QZaij(w)amiy(x)arj%(@'z(x)

7,7=1

+/cs Z (aij(ws) — ag(x)) 0p,§(7) 0, 2(T).

P i,j=1

Es obvio que Tz € W~1?(Q) y usando el Lema 2.1.5 deducimos la existencia y unicidad

de una solucién y; € W, *(Q2) de la igualdad variacional
as(ye, z) = Te(2) Vz € W' (),

donde a,(+, -) es la forma bilineal asociada al operador A,. Ademads se satisface la siguiente
estimacion
1Yellwary < Coll Tellw-1r),

donde Cy depende de ||aj||L=(q), 2y de p.
Ahora usando esta notacién y teniendo en cuenta que el soporte de s es compacto,

la ecuacion (2.1.15) se puede escribir de manera variacional como sigue
a5(ys: z) = T.(2) Yz € Wy ¥ ().

La aplicacién & — y es contractiva: Tomemos &, & € WyP(Q) y sean y; = ye,, yo =

Ve, Entonces se satisface la igualdad
as(yn — 92, 2) = T, (2) — Ty (2) V2 € WP (Q).
De aqui deducimos que

11 = 2llwprq) < CollTe, — Tellw-10(0)- (2.1.20)
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Tenemos que

Tei(2) = T, (2)] = \/Cs > (ai(w) = ay(2)) O, (&1 (x) = &(x)) D, 2(2)]

pi,7=1
S €N||§1 - SQHWOLP(Q)”ZHWOLP'(Qy (2121)
lo cual implica
1T, — TSQHW*LP(Q) <eN|& - §2||W01,p(9). (2.1.22)

Tomando 0 < € < 55 min{1,1/Cp}, de (2.1.20) y (2.1.22) deducimos la contractividad
de la aplicacién £ — y¢. Por lo tanto existe un dnico punto fijo § para esta aplicacion.
Por otro lado, en H} () hay también un tinico punto fijo, que es necesariamente y,. Pero
J € Wol’p(Q) C H}(Q) es también un punto fijo, luego 4 = ys,.

Veamos ahora que se cumple la estimacién (2.1.19). Usando la condicién de conti-

nuidad (2.1.13) como en (2.1.21) y la eleccién de ¢, tenemos que

N
I Z O, [(aij(ws) — aij(2)) 0z, ys] lw—10(0) < 8]\/vasHI/VOLP(Q) <

ij=1

1.
< Lo (1,1/C0} sl
Esta desigualdad, junto con (2.1.16), (2.1.17) y (2.1.18) nos lleva a

1
lysllwry < 5llusllwgr + € (laisll @), ll9sllwro ), @ p) | fp w10

Notemos que ||@s|[w1.(0), depende del tamaiio del soporte de la funcién, que depende
de p, y éste a su vez depende del modulo de continuidad de las funciones a;; y de ¢, el
cual, como se dijo antes, sélo depende de €2, ||a;;|| L), N v D

Una vez obtenida esta desigualdad, sumando todos los ys, obtenemos la estimacion
(2.1.8):

p 1
||y||W(}*P(Q) = | ZySHW(}’p(Q) < Z ||y8||W01’p(Q) < uCllfollw-1r@)
s=1

s=1
donde el nimero p de funciones de la particion de la unidad sélo depende de p, y por lo

tanto de Q, ||aij||z=(0), N, p y el médulo de continuidad de las funciones a;;.

Supongamos ahora que p > % siN=3o0N=4y

2N 2N
<p<
N —2 N —4
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si N > 5. En este caso, todos los argumentos previos son todavia validos, excepto la
desigualdad (2.1.18). En lugar de las inclusiones L?(2) C W~1P(Q) C H~1(Q) usaremos
2N

ahora que L%(Q) cC W=r(Q) C W_l’%(ﬁ) y el hecho de que y € Wol’m(Q), asi

como las estimaciones que acabamos de obtener, para conseguir

| Z azy zzgosa:c]yHW Lr() < | Z aw :Jcﬁpsaxjyn 15 <

3,j=1 i,7=1 2
Zluau Mm@ lledwnm@llonul, ) <
7-]
Clllaislloe@: lleslwre@)liyll gy, <
Wy ()
Claig [eullws =@ b, N Dol 1, o < Cllllwroey

Este proceso puede ser repetido tomando p cada vez mas grande, y el resultado
queda asi demostrado para 2 < p < oco. Por lo tanto hemos probado hasta ahora que la
aplicacion

A WP(Q) — WHP(Q)

es un isomorfismo para p > 2, Por lo tanto su operador adjunto
A" WP (Q) — WP (Q)

es también un isomorfismo. Esto no permite concluir que el teorema también es valido

paral <p<2. [

Demostracion del Teorema 2.1.2. La prueba es como la del Teorema 2.1.1, con dos
excepciones. La coleccion de conjuntos abiertos {Cj}g: , debe ser tomada con fronteras
Lipschitz. Ademaés, las condiciones impuestas a p en el teorema implican que L?(Q) C
W-t2(Q) c H1(Q) y por lo tanto no hay necesidad de imponer condiciones adicionales

a p durante la demostracién. 0O

Problema de Neumann. Prueba del Teorema 2.1.3

Para hacer esta demostracién, conseguiremos antes estimaciones para un problema
en el espacio y en el semiespacio. Usaremos algunas de las ideas expuestas por Grisvard

[59, Seccién 2.3.2], aunque sus métodos no pueden ser aplicados directamente.
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Denotaremos E la solucion fundamental del operador —A + 1.

Lema 2.1.6 El operador de convolucién por E es continuo de W*P(RN) en WH2P(RN)

para todo entero k.

Demostracion. Es un hecho conocido que para todo f € LP(RY), E * f € W2P(RY)

y existe una constante que cumple que

||E * fHW?vP(RN) < CHfHLp(]RN). (2.1.23)

Para k < 0 la demostracién se basa en dos hechos: el primero es que todo f € WP(RY)

se puede escribir como la suma de derivadas hasta el orden |k|-ésimo de funciones f, de

LP(RN):
f= > 0
0<|al<|k|

y la norma de f en W#*P(RY) se puede expresar en términos de las normas de las f, en
LP(RN). El segundo es que [|0%(E * fo)|lwr+2s@yy < C||E * fol|lw2r@yy para cualquier
multiindice o de orden menor o igual que |k|, y gracias a (2.1.23) [|E * fu||w2r@y) <
C| fallzo@xy- Por lo tanto podemos estimar la norma en W*2(RY) de E'* f en términos
de las normas en LP(R") de las f, y por lo tanto en términos de la norma en W*?(RY)
de f.

Si k£ > 0 sélo tenemos que tener en cuenta que para cualquier multiindice G = a4+ a»
con |a| =k, o] = 2, [|0°(E * f)||po@ny = |0°(E % 0“f)|| 1oy). Por la definicién de
la norma en WP, esta cantidad es menor o igual que ||E % 0° f||y2s@~) y aplicando

(2.1.23), esto es menor o igual que C||0° f|| ryy < C|| fllwer@ny. O

Corolario 2.1.7 Sea A = (a;;) una matriz definida positiva de entradas reales, A > 0
y fe (Wt (RN)), = W=LP(RYN). Entonces existe una tnica solucién y € WHP(RY) de
la ecuacion
N
_ Z Ou,;(a;j05,y) + Ay = [ en RY (2.1.24)
ij=1

Ademds, se cumple la estimacion

||y||W1’P(RN) < C”f”(wl,p’(RN))'

para alguna C que depende de los coeficientes del operador, N y p.
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Demostracion. Sirenombramos f = /Ay b;; = (a;; +a;;)/(2A), entonces (2.1.24) se
puede escribir como .
- Z O, (bij0ny) +y = f en RY (2.1.25)
ij=1
Como B = (b;;) es una matriz simétrica y definida positiva, existe P regular tal que
B = PPT. Hacemos el cambio de variable z = Z y definimos § =yo Py f = fo P, con

lo que (2.1.25) se escribe como
~Aj+§=fenRV. (2.1.26)

Como F es la solucién fundamental del operador —A+1, entonces §j = Ex f € W?(RN)

es la unica solucién de (2.1.26) y satisface

15llwre @y < ClFI o -
La unicidad se deduce a través de la transformada de Fourier teniendo en cuenta la
densidad del espacio W P(RY) N H(RY) en WHP(RY).
Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que y € W1P(RY) es la tinica solucién
de (2.1.24) y

[ e Ty p—
donde C' depende de p, N y (a;j). O

Ahora vamos a deducir algunas estimaciones en un semiespacio. Comenzamos con
problemas que involucran soélo al operador de Laplace.
Introduzcamos alguna notacién, siguiendo a Grisvard [59, pags. 97-105]. Para toda

funcién f definida en Rﬂf , [ es su extension por cero a todo el espacio.

Fla) = flz) sizeRY

0 Si no.

Con dy denotamos la medida de Dirac en la variable xy y % su derivada en el sentido

de las distribuciones en R. Para todo s > 1/p y p > 1, la aplicacién
n : WEP(RY) — W /pp(RN-1)
denota el operador traza sobre el eje z. Para g € W*P(RV~1) s < 0, definimos

gy € (Wl/p’*s»p’ (RN))'
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por
< gRON,u>=< g, YNU > .
Sea F'¢ la transformada de Fourier de ¢ en las variables ' = (x1,...,xn_1)
1 —iéx’ / /
Fo=——F= e " p(a')da’.
(271')7 RN-1

Lema 2.1.8 Para f € (W'¥ (]Rf)), existe una unica solucidn variacional y € WHP(RY)

del problema de Neumann

—Ay+y = f enRY

(2.1.27)
ey = 0 sobre RN~ x {0}.

Ademds, se cumple la estimacion

||yHW1’p(R£) < CHfH(wl,p’(Rﬁ))H

donde C depende de N y p.

Nota 2.1.2 Recuérdese que en todo momento estamos hablando de la solucion de un
problema variacional, y que la escritura del problema en forma de ecuacion en derivadas
parciales es meramente simbdlica, y nos sirve para mantener una unidad de notacion

respecto al caso Dirichlet.

Demostracion. Tomemos una sucesién de funciones f en D(RY) que converja hacia
Lo (NYY
f en la norma de (W' (RY))" y sea

w = E * fk
Tenemos que wy, € WH(RY) y
[willwie@yy < Cl fillw-1o@y) = O||fk||<W1,pf(M))"
Definamos ahora, para xy > 0
yr(2', xn) = we(2, 2,) + w2, —x ).
Claramente en RY

—Ayr +yr = [—Awi (2, xn) + wi (2’ 2n)] + [ Awp (2, —xn) + wp(2), —zy)] =
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=frk+0=fk (2.1.28)

y como wy, € W2P(RY) podemos escribir
ey (2',0) = Oy ywi(2',0) — Oy wi (2, 0) = 0. (2.1.29)

Ahora (2.1.28) y (2.1.29) nos llevan a
/ (VurVz + ypz) =< fr, 2 > V2 € WH(RY). (2.1.30)
RY

Ademas
HkaWLP(Rﬁ) < ”wkHWm(Rf) + HwkHWlm(Rfj) = HwkHWLP(RN)
y por tanto
HkaWLP(Rﬁ) < C“ka(Wl,p’(Rf))"
De la continuidad de la convolucién, deducimos que wy, = E % f, — w = E % f en
WP(RYN), y consecuentemente, y, — y en WHP(RY), con y(2/,zy) = w2/, zy) +
w(2', —xy). Ahora podemos pasar al limite en (2.1.30) para deducir que y es la solucién

variacional de (2.1.27).

La unicidad se sigue de la densidad de W'?(RY) N HY(RY) en WHP(RY). O

Damos ahora un resultado clave para el tratamiento del problema de Neumann cuando
la matriz de coeficientes no es simétrica. Se trata de un resultado para un problema con
derivada oblicua. El mismo problema ha sido considerado por Grisvard en [59], donde

se ha prueba regularidad W?2? de la solucién para un dato mds regular.

Lema 2.1.9 Para g € WV/PP(RNY) ymy,...,my € R, my # 0, existe una tnica

solucidn variacional y € W'P(RY) del problema
—Ay+y = 0 enRY

N

2.1.31
E m;Opy = g sobre RN~ x {0} ( )
=1

Ademds, se cumple la estimacion

HyHWLP(Rf) < CHgHWﬂ/p,p(RN—l)

para alguna constante C' que depende de N, p y de los coeficientes m;.
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Demostracion. Nétese que para funciones en WLP(]Rf), y1<j<N-1,0,y(2',0) =
(02, 7vy)(2') € WH/PP(RN=1). Por lo tanto, la solucién variacional de (2.1.31) es la
solucién del problema variacional

N-1
; 1 /
/ (VyVz +yz) + Z L Oy, Nz >= — < g, vz > Vze W' (RY).
Rf my my

j=1

Vamos a adaptar algunas de las ideas de Grisvard [59]. Para ese propdésito toma-
mos una sucesion de funciones g, € W!'=V/PP(R¥-1) con g, — g en WY/PP(RN-1),

Estudiemos las ecuaciones variacionales

I

Estas ecuaciones se pueden escribir como

N-1
m; 1 /
(Vy,Vz 4+ yn2) + E — < Or,Yn, INZ >= —— < gn, INZ > Vz € whp (Rf)
¥ =1 N my

(2.1.32)

—Ay,+y, = 0 en ]Rf
N
ijaxjyn = g, sobre RV-! x {0}.
j=1
Gracias a Grisvard [59], sabemos que cada una de estas ecuaciones tiene una solucién

tinica y, € W*P(RY), y que puede ser explicitamente representada por medio de trans-

formadas de Fourier como

Yn = —E « (ki @ 0y + k' @ On), (2.1.33)
donde
ki = F~'bFg,,
ki = F~lp_bFg,
N-1 -1
j=1
y

p- = =i/ 1+ ¢

Queremos una estimacién de la norma en WH(RY) de y,, en términos de la norma

de g, en W~1/PP(R¥N=1) para poder pasar al limite en (2.1.32).
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El Lema 2.3.2.5 en Grisvard [59] implica que

kp e WYPP(RNTY)

Hkﬂf ||W*1/P,P(]RN*1) < CHgn HW*l/P,P(RN*l)- (2'1'34)

Aplicando el Lema 2.3.2.2 en Grisvard [59], con s = —1/p, tenemos que

k' ® 6y € WHP(RY)

157 ® Onllw-1o@yy < ClIET [w-1/m0@y-1)- (2.1.35)

El Lema 2.1.6 implica que
Ex (k] ® 65) € WHP(RY)

y que
|1 (kY ® on)[[wrr@yy < O @ On|[lw-10@y)- (2.1.36)

Poniendo juntas (2.1.34), (2.1.35) y (2.1.36) tenemos

18« (k7 @ )l < Clgallw-smos 1) (2.1.37)

De la misma manera,, usando los Lemas 2.3.2.5 y 2.3.2.2 en Grisvard [59] tenemos

que
ki € WY/PP(RNTY),
||kg||wfl/m(RN71) < CHgnHW*l/P,p(RN*l)a
kb @0y € WHP(RY)
y

1K2 @ S [lw-ro@y) < CIEElw-1/mogen-1)- (2.1.38)

Siguiendo de nuevo el mismo método que para k7, tenemos que

E x (ki ® 6x) € WHP(RY)

£ * (kg @ 0n) lwrr@yy < Cllgnllw-1/p0@y-1y-
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Por lo tanto
Oy E * (ky © 6x)] € LP(RY)

y
100y [E * (kg @ On)|]o@yy < Cllgnllw-1/m0@y-1)-
Pero
Oun [E * (k) @ 0n)] = E x (k§ @ dYy), (2.1.39)
asi que
Ex (kg ® 0y) € LP(RY)
y

1B (K ® 04 Loy < Cllgallw—1/mmgan-s. (2.1.40)

Para ver que E * (kj ® dy) € W'P(RY), sélo hay que probar que sus derivadas
pertenecen a LP (]Rf ). Para 1 < j < N — 1 podemos escribir

Ou, ki = FE;bF gy,
y entonces, usando los Lemas 2.3.2.5 y 2.3.2.2 en Grisvard y el Lema 2.1.6 tenemos que
Oz, ky € WoYpp (RN,
192, 5l -simo-1y < Cllgall-imoqen.
Oz kg @ On € WP (RN,

102, k6 ® Onllw-10@ny < CllOu; kg lw—1/00 @1y,

E x (0,,k} ® 0n) € WHP(RY) (2.1.41)

1B * (0,k5 @ On)lwio@ny < Cllgnllw—1/mp@n—1).-
Y por lo tanto
0w, [E* (ky ® dy)] € LP(RY)

J

102, [E # (kg @ 0] lo@vy < Clignllw-1/mp@y-1y.- (2.1.42)
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Para comprobar que 9, [E (ki ® d))] € LP(RY) y obtener una estimacién de su

norma en términos de la norma de g, en W~1/PP(R¥=1) podemos escribir

Duy [E * (kg ® 8y)] = 0% [E % (k§ @ 0n)] = Ex (ki ®3w) Z [E * (k7 ® y)] en RY

=1

ya que E es una solucién fundamental de —A+1y £ ®dy es una distribucién con soporte
en RN=1x {0}. Ya sabemos que Ex (k} ®dy) € LP(RY) y tenemos una estimacién de su
norma en términos de ||gnlyy-1/00@n-1y (de hecho, sabemos que pertenece a W'?(RY)).
Teniendo en cuenta (2.1.41) y escribiendo para 1 < j < N —1

tenemos que
0% [E + (k§ © 0x)] € LP(RY)

102 2 % (kg © 03)) o) < Cligallw-mogny.

Asi que finalmente obtenemos

Ouy [ B+ (kg ® dy)] € LP(RY)

y
100y [E % (kg @ 0] oy < Clignllw-1/pw@a-1y.- (2.1.43)
Poniendo juntas (2.1.40), (2.1.42) y (2.1.43), obtenemos que
Ex (ki @ 6y) € WHP(RY)
y

HE * (kg ® (%V)HWLP(RQ) < CHgnHW*l/p,p(RN—g. (2.1.44)

Ahora, de (2.1.33), (2.1.37) y (2.1.44), deducimos

||yn||wlm(M) < C”gn”W*Up,p(RN*l)'

Ahora podemos tomar y el limite de y, en W'P(RY), y pasar al limite en la ecuacién

(2.1.32), para asi obtener que y es una solucién variacional de nuestro problema.
La unicidad se sigue de nuevo de la densidad de W'?(RY) N HY(RY) en W'P(RY).
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Corolario 2.1.10 Para f € (Wl’p'(Rf))/, g € W/PP(RN=Y) 4y my,....,my € R,

my # 0, existe una tnica solucidén variacional y € WHP(RY) del problema
—Ay+y = f enRY

N
ij(?x].y = g sobre RV=1 x {0}.
j=1

ademds, se satisface la estimacion

[9llwroey < C (1A s yy + Il -monn )
donde C' depende de N, p y los coeficientes m;.

Demostracion. Gracias al Lema 2.1.8, sabemos que existe una tnica solucién varia-
cional v € WHP(RY) de
—Av+v = f enRY
Oryv = 0  sobre RN~ x {0}.
Esta funcién satisface
ooz < CUFl pros sy (2.1.45)

Entonces tenemos que
YNV € Wlfl/p,p(RNfl)y

yparal <7< N —1,
Oz, YNV € Wlpe(RN-Y)

10z 0 lw=1/p -1y < [Vllwrsy): (2.1.46)

Gracias al Lema 2.1.9 podemos resolver el problema

—Aw+w = 0 en RY

N N—-1
ij&rjw = g-— Z m;0y,(ynv)  sobre RN=1 x {0}
j=1 j=1

Tenemos que w € WP (Rf ) y que

N-1
[ e <||g||w-up,pm-l> 1Y mjaxm||w_up,pm_l)) .
j=1
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Usando esta desigualdad junto con (2.1.46) y (2.1.45), conseguimos
lollwroey < C (151l vy + I9lw-1vmsqny) (2:1.47)

Obtenemos que y = v+ w € WHP(RY) es la solucién de nuestro problema, y de (2.1.45)

y (2.1.47) se deduce que se cumple la estimacién requerida. O

Corolario 2.1.11 Sea A = (a;;) una matriz definida positiva de entradas reales, A > 0
yfe (Wl’p/ (Rf)), Entonces, existe una solucidn inica y € W'P(RY) de la igualdad

variacional

N
Z aij/ 02, Y0y, 2 + )\/ yz=< f,z2> Vze€ Wl’p/(Rf). (2.1.48)
RY RY

ij=1

Ademds, se satisface la estimacion

yllwe@y) < ClUF I o ey (2.1.49)
donde C' es una constante que depende solo de p, m, M, X y N.

Demostracion. Sillamamos B = (b;;), bij = (a;;+aj;)/(2)), y renombramos f = f/A,

entonces nuestra ecuacion puede ser escrita formalmente como

N

2,j=1

(2.1.50)
VyrAn = 0 sobre RV~ x {0},

donde n = (0,...,0,1)T. Nétese que An no pertenece a RV~ x {0}.
La matriz B es simétrica y definida positiva, por lo tanto existe una matriz regular
P tal que B = PPT. Si escribimos T'= P! y hacemos el cambio de variable & = Tz,

entonces (2.1.50) se convierte en

~Aj+4§ = f enTRY
ViTTAn = 0 sobre T(RN=1 x {0}),

donde y =yo Py f = f o P. Noétese de nuevo que debido a que T es regular T An ¢
T(RN-1 x {0}).
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Tomemos ahora una matriz ortogonal @ tal que QT(RN"! x {0}) = R¥"! x {0} y

QTRY =RY. Si llamamos # = Qi, § =jJoQ 'y f = foQ, obtenemos la ecuacién

“Aj+7y = f en RY

(2.1.51)
Vi'QTAn = 0 sobre RV~! x {0}.

Otra vez, como Q es regular QT An ¢ R¥~1 x {0}. Si llamamos m = QT An, esto
significa que my # 0 y estamos bajo las condiciones del Corolario 2.1.10. Por lo tanto

existe una tnica solucién variacional §y € W (RY) y

||g||W17P(]Rf) < CHfH(Wl«P’(Rf))'

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que existe una tnica solucion variacional
y € WHP(RY) de (2.1.48) y que cumple la estimacién (2.1.49). O

Nota 2.1.3 Notemos que la condicion frontera de (2.1.51) se reduce a 0.,y = 0 sobre
RN x {0} cuando la matriz A = (a;;) es simétrica. En tal caso, el Lema 2.1.9 no es
necesario para establecer el Corolario 2.1.11, siendo la demostracion mucho mds simple.

De hecho se puede realizar aplicando solamente el Lema 2.1.8.

Ahora estamos listos para probar el Teorema 2.1.3. En lo que sigue denotaremos
fnv = f+govyytenemos que fy € (Wl’pl(Q)),. Entonces (2.1.9) se puede escribir como
sigue.

a(y,z) = (fn,z) Vze W' (Q). (2.1.52)

Usaremos un resultado andlogo al Lema 2.1.4; véanse Troianiello [87] y Stampacchia [84]

para una demostracion.

Lema 2.1.12 Supongamos que p > 2. Entonces existe una solucion variacional unica

y € H(Q)NLP (Q) que satisface la ecuacion (2.1.4). Ademds, se satisface la estimacion

||yHLP*(Q) < CHfNH(WLp’(Q))’a (2153)

donde C' es una constante que solo depende de p, la dimension N, m, M y la medida de

Q. Notese que obviamente también

Iyl < Ul g oy
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Demostracion del Teorema 2.1.3. Consideremos primero el caso 2 < p < 400 si
N=2y2<p<2N/(N-2)si N>3.Seaye€ H(Q)NLP(Q) como en el Lema 2.1.12.

El plan de la demostracion es como sigue.

1. Tomamos una coleccion de sistemas de coordenadas sobre I' y un subdominio de
(), asi como una particién de la unidad relativa a esta coleccién. Estudiamos la

ecuacion (2.1.52) en cada uno de estos dominios.

2. Hacemos un cambio de variable para asi obtener un problema con coeficientes
continuos en un rectangulo. Ademaés sabemos que el soporte de la solucion interseca

a lo sumo uno de los lados del rectangulo y estd “lejos” de los otros.

3. “Congelamos” los coeficientes. Asi obtenemos un problema con coeficientes cons-
tantes en un rectangulo. El soporte de la soluciéon puede estar, bien en el interior

del rectangulo, bien intersecando sélo uno de los lados.

4. Extendemos el problema a todo el espacio o al semiespacio y lo resolvemos.

Paso 1.

Como la frontera de Q es de clase C?, existen (cf: Necas [72]) nimeros o > 0, 8 > 0,
sistemas de coordenadas (zx1,Tke,...,ZTrN), Para abreviar (z, xgn), k= 1,2,..., A,y
funciones b, de clase C' en los cubos cerrados N — 1 dimensionales |zy| < a, i =
1,2,...,N — 1, de tal modo que cada punto x de I' se puede representar al menos en
unos de estos sistemas como x = (z}, by (x}.)). También se supone que os puntos (., Try)
tales que @}, € [—a, o]V 7L br(),) < zen < br(z),)+ 5 estdn en 2, mientras que los puntos
(2}, Try) tales que @), € [—a, o]V 71, b(x)) — B < xpn < br(z},) estdn fuera de Q.

Para cada k =1,2,..., A denotemos
Gr = {(@}, b(2) + 1), 2}, € (—a, )V, 0 <t < B},

y tomemos un conjunto abierto Gx.1 C Gap1 C Q tal que {G1,...,Gx,Gps1} sea un
recubrimiento por abiertos de la clausura de 2. También escogemos {¢1, ..., ¥a, ¥r11}
una particiéon de la unidad relativa a este recubrimiento.

Tomando
Yr = VrY
y

N
< fuzm=<bifwz> = [ 3 coydponoe [
G G

kigj=1

N
> aiyda o0,z Yz € W (GY)

kigj=1
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se comprueba que y,, verifica la ecuacién

N
/ Z ij O YrOn, 2 Jr/ ykz =< fr,z > Yz € W (Gy).
a G

k=1
Usando el Lema 2.1.12, las hipotesis sobre p establecidas previamente y argumentando
como en las relaciones (2.1.16)—(2.1.18), obtenemos que fj € (Wl’p/(Gk)),.

Notese que el tanto el soporte de y;, como el de fp estan “lejos”de la parte de la

frontera de G} que no interseca I'.
Paso 2.

Ahora vamos a hacer un cambio de variable para transformar nuestro dominio Gy, en
un rectangulo. Para k = 1,2,...,A definamos J;, : G — R = (—a, +a)V 7! x (0,3)
por
T = Ji(z) = (2, —bp(2") + x,).

Jy, es un difeomorfismo C*'. La funcién 2 (%) = ye (2, br(Z') + Ty ) satisface la ecuacién
variacional

ap(ze,2) =< fE, 2> Vze WY (R),

donde fk € (Wl’pl (R))/ es la transformada de f; por el cambio de variable y
ag (2, 2) :/ Vi (DJ)A(D )TV 2 Jac T Y +/ zz|Jac
R R

donde A es la matriz (aj;).

La forma bilineal a;, tiene coeficientes continuos y es coerciva en H'(R). Denotaremos
los coeficientes de a por af; y aj. Por construccién, sabemos que z, € H'(R) N LP(R)
y que su soporte interseca una de las caras de R y esta “lejos”de los otros. Probemos

que z; € WHP(R) y que satisface la estimacién

lzellwire) < CllfRM (i oy (2.1.54)

Para G411 no es necesario hacer ningtin cambio de variable. En este caso el soporte
de yp11 estd dentro de Gp ;.

Paso 5.

Esta parte de la demostracién es andloga a la del caso Dirichlet. Usando (2.1.13),

tomamos de nuevo un recubrimiento por abiertos de didmetro menor o igual que p,
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{CS’S}SZI. Estos conjuntos son cuadrados para k = 1,2,...,A o tienen una frontera
de clase ' para k = A + 1. Escogemos un punto zj, € C',f’s. También tomamos
una particién de la unidad relativa a ese recubrimiento {¢}" . Tomamos 2z, para

1 < s < pcomo en (2.1.14) y asi obtenemos que z; , satisface la igualdad variacional
_ N 1y
ars(2ks, 2) = sz(z) Vze WP (R)

donde v
aps(z,v) = g afj(xkvs)/ &Ciz@xjv%—ag(xk,s)/ 20
< R R

2,7=1

TEN(Z) = < fn,Prs? > +/R Z afj(a:)z(x)axigok,s(x)am].z(x) +

ij=1

/72 Z a?j (2)0r, 22(2) O 1 s () 2 () +

/C”‘*S Z (afj(xk’s) @i ('T)) axig(x)ﬁsz($) +

ij=1

[ o) - dbtw))

P

para cualquier ¢ € WHP(R). Para k = A + 1 las relaciones previas se mantienen reem-

plazando R por Gp.q.
Paso 4.

Nétese que gracias a las propiedades de los soportes de 2z, y ¢, sélo dos casos

pueden aparecer:
e Primer caso: el soporte de 2, estd dentro de C’:f’s.

e Segundo caso: el soporte de 2, interseca una cara de CS’S y estd “lejos” de las

otras.

Tomando £ = RY en el primer caso y F = ]Rf en el segundo, tenemos que 2, €

H'(E) N L*(E) y satisface la siguiente igualdad variacional.

ars(2ks, 2) = Tj:ys(z) Vz € Wl’p,(E),
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donde
N

a.s(z,v) = Z afj(xkvs)/Eﬁzizaxjv +a§(xk75)[3zv.

ij=1
Usando los Corolarios 2.1.7 y 2.1.11 deducimos la existencia de una tnica solucién z¢ €
Whr(E) de

ar.s(2¢, 2) = TgN(z) Vz e Wl’p,(E)

para cada ¢ € WH(E). Como en la demostracién del Teorema 2.1.1 podemos mostrar
la contractividad de la aplicacion § — 2 para p suficientemente pequeno. Por lo tanto
existe un tnico punto fijo de esta aplicacién, que es 2, 5. Asi tenemos que 25 s € W'P(R)
v 2k satisface la estimacién (2.1.54).

La demostracién concluye sumando todos los 2y s, deshaciendo el cambio de variable
y sumando todos los y.

De nuevo, argumentando como en la demostracién del Teorema 2.1.1, el resultado se
puede extender para todo p > 2N/(N — 2) y por dualidad para todo 1 <p < 2. O

2.2 Ecuaciones parabdlicas

En esta seccién nos ocupamos de la regularidad en L™(0, T; W1t=P(Q)), e > 0
de la solucién de un problema parabdlico con condicién de frontera Neumann.
El objetivo es deducir regularidad L7 (0, T; W+=?(2)) de la solucién bajo con-
diciones minimas de regularidad sobre los coeficientes de la parte principal
del operador y sobre la frontera del dominio. Como en el caso eliptico, coefi-
cientes continuos y frontera C*! son suficientes para esta regularidad si ¢ = 0.
Si e > 0, seran necesarios coeficientes Holder continuos y frontera de clase
Cl+é .

Introduccién

Sea 2 un subconjunto abierto acotado y conexo de RY. De nuevo denotaremos por
" la frontera de €. Sea T un numero real positivo. Sean @ = Qx]0,T[y X = I'x]0,T.

Introducimos el operador eliptico

N

ij=1
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El propésito de esta seccién es estudiar resultados de regularidad en L7 (0, T; W'T2(Q))

de la solucion del problema

0 A

Sty = ] eq
9 wobrey, (2.2.1)
anA

y(-,0) = 0 en Q.

En esta seccion, siempre que no lleve a confusion, usaremos las siguientes abrevia-
turas: LT(W*P), L*(H'), WLT((Whr)), L’;(Lk(Q)), L7 (L°(T)), y C(C%*(Q)) respecti-
vamente por L7 (0, T; W*?(Q)), L*(0,T; H*(Q)), W (0,T; (W'»(Q))"), L*(0, T; L*(Q)),
17(0,T; L7(1)) y C([0, T]; C*(92)).

Existen en la literatura diferentes resultados relacionados con este. Por sencillez en
la exposiciéon, y por que la mayor parte de la literatura trata el problema de Dirichlet,

consideraremos en esta introduccién el problema de Dirichlet

5t +Ay = f enQ@Q
y = 0 sobreX (2.2.2)
y(0) = 0 enQx {0}

Los resultados que buscamos estan relacionados con resultados de regularidad maximal
en el espacio L™(0, T; W'?(Q) (L™(W'P)-MRR para abreviar):

“La aplicacion A que asocia f con la solucion y de la ecuacion (2.2.2) es
continua de L7(0, T; W=5P(Q)) en L7(0, T; Wy P(Q))NWL7(0, T; W—17(Q)).”

Como se explica en el Teorema 2.2.1, este resultado de regularidad esta estrechamente

relacionado con este otro

“La aplicacion A que asocia f con la solucion y de (2.2.2) es continua de

L7(0,T; LP(Q)) en L7(0,T; W2P(Q) N WEP(Q)) N W (0, T; LP(Q)).”

Nos referiremos a él como un resultado de regularidad maximal en L™(W?%P) (L™ (W?P)-
MRR para abreviar). Hay una literatura extensa para tales resultados:

Si la frontera de  es de clase C?, el operador estd en forma de no-divergencia y
a; j(z,t) € C(Q), entonces se pueden encontrar L™(W??)-MRR en Schlag [80] o Lady-
zhenskaya, Solonnikov y Ural’tseva [64] para p = 7, Dore y Venni [48] o Amann [4]
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para p # T pero a;; independientes del tiempo. Para a,; dependientes del tiempo, un
L™ (W?P)-MRR se puede encontrar para I' de clase C* en Von Wahl [90]. Amann anuncia
al final del Capitulo IV de [4] que apareceran otros resultados en el segundo volumen de
su monograffa [5]. Labbas y Moussaoui en [63] establecen un L7 (W*?)-MRR suponiendo
que I es de clase C?, a; ;(,t) € C(Q), %‘z: € L™(Q), y aij(x,t) = a1(z)ay(t) sii = j,
a;j = 0 si no. En Cannarsa y Vespri [14] un L™(W?%?)-MRR se establece para = RY,
con coeficientes acotados a; j(z,t) € C(Q), 8“%;(:’” € C(Q).

Veamos que un L7 (W!?)-MRR se puede deducir de un L7 (W??)-MRR por dualidad

e interpolacion.

Teorema 2.2.1 Si la aplicacion A que asocia la solucion y de (2.2.2) con f es continua
del espacio L™(0,T; LP(Q)) en L7(0,T; W2P(Q)NW, P (Q))NWL7(0, T; LP(Q2)) entonces A
es también continua de L7(0,T; W=17(Q)) en L7(0,T; Wy P(Q)) N WL (0, T; W=17(Q)).

Demostracion. Consideremos la ecuacién parabdlica

~Hiay = f enQ
y = 0 sobre X (2.2.3)
y(T) = 0 enQx{T}

De la hipétesis de continuidad hecha sobre A, se deduce que la aplicacién L que asocia
la solucién y de (2.2.3) con f es continua de L™ (L¥') en L™ (W2 AWy n WL (L¥).
Ahora supongamos que f pertenece a L7 (W2 0 WP /)’ ). Podemos definir la solucién
de (2.2.2) por el llamado método de transposicion de la siguiente manera:

Decimos que y € L7(LP) es una solucién de (2.2.2) (cuando f € L™(W2P' N W2r'))
) si

y=L"f (2.2.4)

(donde L* es el operador adjunto del operador L arriba definido), esto es
92 Ap)dwdt =
0 y(_a + 90) X t - <f? @)LT((WQQ/QW(},;D/)/)XLT/(WQ’p/(Q)mWO:[J,/) (225)

para todo ¢ € L™ (W2 N Wa )y n Wi (L¥).

Como L es continua de L7 (L) en L™ (W2 0 Wg""), entonces L* es continua de
LT(W2 A WaPY) en L7(LP).

Obsérvese que L (LP) puede ser identificada con un subespacio de L™ (W2 AW 7))
y que si f € L™(LP) entonces Af = L*f.
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Por lo tanto L* es un operador continuo de L7 (LP)+ L™ ((W2¥ "\WaP')) = LT((W2P'
Wa?')) en L7(LP). También es continuo de L7(LP) en L7(W2¥ A W),

Luego también es un operador continuo de

L7, LT (W gty

1/2
en
e ] =)
1/2
(donde [+, -]1/2 es el functor de interpolacién compleja de exponente 1/2).

Usando Triebel [85, Teorema 1.11.3] y con la identidad

/

{LT/<LP/), LT/<W2’p/ ﬂ Wol’p/)]l/Q — LT (Wol’p/)7

obtenemos

(L7 (L), L (W A Wg? ) )]yje = LT(WP).

Por lo tanto L* (o A) es un operador continuo de L™(W~1P) en L™(W,™7).

Ahora, si y es una solucién de (2.2.2) podemos escribir

dy al
<aa (p>W—1,p(Q)XWOIaPI(Q) = <f7 <:0> - /Q(Z ai,ja"ﬂjyami(p)dx

1,j=1

para cada ¢ € Wi (). Como y € L7(W,*) se sigue que la distribucién % pertenece
a L™(W~1P) y satisface
dy
li

< O fllLr w1y
LT (W—1p)

La prueba esta completa. [

El objetivo de esta seccién es conseguir un resultado de regularidad en L7(W'P) con
coeficientes continuos y frontera de clase C!. Bajo estas condiciones es imposible obtener
un resultado en L™(W?P), por lo que el teorema anterior resulta inaplicable. El tinico
resultado parecido que hemos encontrado en la literatura es de Vespri [89, Teorema 3.1].

La técnica que usamos es la de perturbacién del caso de coeficientes constantes y la
aplicamos directamente para deducir regularidad L™ (TW!e?).
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Estimaciones preliminares

Supondremos que 7 € (1,00) y p € (1,00) son dados y fijos en todo la seccién.

Establezcamos ahora algunas hipétesis.
e La frontera I' es de clase C''¢ para algtin 0 < é < 1.

e Los coeficientes a;; pertenecen a C([0,T]; C%*(Q)) y existen m, M > 0 tales que

N
mlgl® < Y ai(z )& < M¢|P?
i,j=1

para todo £ € RY y todo (,t) € Q.

Recordemos algunos resultados de regularidad. Supongamos que la frontera I" es de

clase C?. Sean a;; = a;;(7,t) y Ay = —Zﬁgzl 0z, (G4;04,y), donde (Z,1) es cualquier
punto de Q. Entonces la aplicacién que asocia f con la solucién y de
o R
—y—l—Ay = f en@,
ot 9
9 0 sobre X,
on z

y(vo) = 0 en Qa

es continua de LM (LF1(Q)) en L7(W'te) si se cumple alguna de las condiciones si-

guientes

Ek N 1 1 N 1 . ~
< - < —4+—"4+=-——— = k< k< 2.2.6
> o 7o Ty 5 SmepYRST (226)

€k N 1 N . ~
< —<—4+-—— ki < ki > 227
9 9 +2 2]{:17 S1 K1 S PY R T, ( )

1 1 1 ~
O<€—k<—+——~—7 siky >py ki <, (2.2.8)

2 T 2 Iy

0<er<l, sik1>pyl;:1>7'. (2.2.9)

Para datos no homogéneos en la frontera, la aplicacién que asocia g con la solucion

y de
9 B
—y+Ay = 0 enQ,
ot 9
e - g sobre X,
onj

y(aO) = 0 en Qa
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es continua de L' (L (T')) en L7(W1'teoP) si se cumple alguna de las condiciones si-

guientes:

0< < —+-——F——-—=, siton<pyo <, (2:2.10)

0< —< —— 0 < o1 > T, 2.2.11
9 % 2, 5101 >py o1 ~>T ( )
Eg 1 1 1 . -

0< =< —4+-——, siog>pyo <, (2.2.12)

2 2p T o0

1
O<e, <—, Ssioy>pyo>T. (2.2.13)

p

Los anteriores resultados de regularidad se pueden demostrar usando las mismas
técnicas que en [77, Prop. 3.2].

En todo lo que sigue € > 0 es dado y fijo, estrictamente menor que min(é,2/7,2/p),
y menor o igual que min(e,, &), donde &5, € son escogidos como en (2.2.6)—(2.2.13).

Hacemos las siguientes hipdtesis sobre l~€1, ki, 01, 01.
e El par (k;, k) satisface una de las condiciones (2.2.6)(2.2.9) y
— 4+ =< 1. (2.2.14)

e El par (61, 01) satisface una de las condiciones (2.2.10)—(2.2.13) y

N—1+ 1 <1
20’1 5'1 2

(2.2.15)

Nota 2.2.1 Las condiciones (2.2.14) y (2.2.15) son necesarias para demostrar las Pro-

posiciones 2.2.7 y 2.2.9.

Un resultado de regularidad en L™(WTP) para la ecuacién lineal (2.2.1) se establece en

la Proposicion 2.2.7. Primero establecemos algunas estimaciones preliminares.
Proposicién 2.2.2 Supongamos que la frontera T’ es de clase C*. Sean a;; = a;;(Z,t) y
N

Ay = Z amj (aijaxiy)7

ij=1
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donde (7,t) es cualquier punto en Q. Sea f un elemento de Li“(Lkl(Q)) y g un elemento

de Lo (L°1(T")). Entonces la solucién débil y de la ecuacion

) B R
Sy = ] e
Oy = g sobre X, (2.2.16)
onj

y(-,0) = 0 en(,
pertenece a L™(W'eP) N L2(HY), y satisface

Wl sesynzzgmy < Ol oy + 18201 o), (2.2.17)
donde C' depende de 2, T, ¢, ki, ki, &1, y o1 pero es independiente del punto (Z,t).

Demostracion. La demostracion se puede llevar a cabo usando las estimaciones en
semigrupos analiticos como en Raymond y Zidani [77, Proposicién 3.2]. Obsérvese que
las condiciones establecidas ligando ki, kq, 01, y 01, con p, T, €, y €, son necesarias para

probar estas estimaciones. [

Proposicién 2.2.3 Supongamos que la frontera T' es de clase C?, y definamos los coe-
ficientes d;; como en la Proposicién 2.2.2. Sea f un elemento de (L7(W=7) N L%(Q))V,
con min(p, #]\i%) < q < p. Entonces la solucion débil y de la ecuacion variacional

N
- [V asar+ [ S om0, odvii= [ F-odsd
Q Q

ij=1 Q
para todo ¢ € CH(Q) tal que ¢(T) = 0, pertenece a L™ (WIte4) N L2(H') y satisface
[yl rwi+eaynrzary < Clfllrwe=anz2@)s

donde C' es independiente de (z,t) € Q y de q € [min(p, #]\ize),p].

N es clasica.

Demostracién. La estimacion en L2(H'), cuando f pertenece a (L2(Q))
Probemos la estimacién en L™(W'T=9). De resultados de regularidad maximal para
ecuaciones con coeficientes regulares, deducimos que la aplicacién f = Yy (donde y P
denota la solucién de la ecuacién) es continua de L™(W14) en L™(W?>9), y de L™(L(Q2))
en L7(W4) (véase Vespri [89]). Ademés la constante en las correspondientes esti-
maciones puede ser escogida independientemente de ¢ € [min(p, #]\jﬂa),p]. Como
(LT (W24), LT (Wh))., = LT(We49) (véase Triebel [85], o Daners y Medina [46]), el

resultado se sigue por medio de interpolacién real. O
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Proposicién 2.2.4 Supongamos que la frontera I' es de clase C?, y definamos los coe-
ficientes a;; como en la Proposicion 2.2.2. Sea f un elemento de L*(Q), y sea y la

solucidén débil en L*(H') de la ecuacidén variacional

¢ N
—/ngdxdt—i-/QZaijamiyﬁzj(bdxdt—/cgfqﬁdxdt
i,7=1

para todo ¢ € CH(Q) tal que ¢(T) = 0. Sip < 2, entonces

HZJHLT(WHw)mL?(Hl) < CHfHLQ(Q)'

Set <2 yp>2, entonces

[l e wr+eynrz@myy < Cllfllzz@),

2N

N—212¢" SiT>2yp>2, entonces

con q =

[yl wr+eynrzmyy < Cllfllzz@),

para cualquier ¢ > 2 que satisfaga % + % < 2% + % + % — 5. Ademds, en las anteriores

estimaciones, las constantes C' son independientes de(z,t) € Q.

Demostracion. Sip < 2, usando estimaciones en semigrupos analiticos, probamos que
y pertenece a L™(W!'2) para todo 7 > 2 tal que 1/2 < 1/7+1/2—¢/2. Como ¢ < 2/,
y pertenece a L™(W!'T5?) para todo 7 > 2. SiT < 2y p > 2, entonces y pertenece a
L*(W??). En este caso, la estimacion se sigue de las desigualdades de Sobolev. El tiltimo

caso se puede tratar también usando estimaciones en semigrupos analiticos. 0

Proposicién 2.2.5 Supongamos que la frontera T' es de clase C?, y definamos los coe-
ficientes a;; como en la Proposicion 2.2.2. Sea f un elemento de L™ (W=9) N L*(Q), con

min(p, #A—f%> < q < p. Entonces la solucion débil y de la ecuacion variacional

¢ 2Ny
1,j=1

para todo ¢ € CY(Q) tal que ¢(T) = 0, pertenece a L™ (W'0) N L2(H') con ¢ = NN—fq s
q<N,q=psiq> N, y satisface
|yl - wivenynrzany < Cllfllzrweanr2 @),

donde C' es independiente de (z,t) € Q y de q € [min(p, ﬁ]\i%),p].



56 2. Teoremas de regularidad para ecuaciones lineales

Demostracion. Usando interpolacion real, como en la prueba de la Proposicion 2.2.3,

demostramos primero que

|yl L w2reaynrzany < C| fllo-weanrz@)-

Concluimos con desigualdades de Sobolev. 0O

Lema 2.2.6 Sea ¢ < ai< £. Para todo q € [min(p,#]\i%),p], todo y € LT(W#=1), y
todo a € C([0,T]; C%¢(Q)), ay pertenece a LT(W=9), y

layllzrw=ay < Cllalleqo,mcoz@llyllrwea),
donde C' no depende de q € [min(p, —N35V+2€),p],

Demostracion. Usando la definicién de la norma en L7(W®?), con célculos directos

llegamos a

T a(z,t)y(x,t) — a2, t)y(a', 1) /1
IIayHET(WE,q)z/ (/ o, Yy, t) = a(@’, y(a', 1) dxdx’) dt
0 QX0

|z — ! |ntea

T _ / q q T/q
S C/ (/ ’a(x7t) CL(.T,' 7t)’ ‘y(x7t>’ ~q d$d$/> dt
0 QxQ

’l’ _ xlléq |£L’ _ .1-/‘?14’(5*8)

T _ / q T/q
0 QxQ |z — /|t

dax’ T/qa T T/q
T . = q
< C||a’HC(COa(Q))maX£€Q </Q |§ _ J}/’n+(8_é)q> /0 </Q |y<l’,t)| dl’) dt

+ClallGg 1yl zrwea)-

La prueba esta completa. [

Una vez establecidos estas estimaciones auxiliares, ya estamos en disposicién de escribir
los resultados de regularidad necesarios para el estudio de las ecuaciones que intervienen

en el problema de control. Comencemos con el resultado principal de esta seccién.

Proposicién 2.2.7 Sean a € LM (LM (), b € Lo(Lo/(T)), f € LR (LM(Q) y § €
Lo (L°Y(T)). Entonces la solucidn y en L*(H') N C([0,T); L?) de la ecuacidn

o .

a—gt/JrAeray = [ en@,
ﬁ +by = ¢ sobre X, (2.2.18)
(9nA

y(,0) = 0 en,
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satisface la estimacion

||y||LT(W1+€vP) < C(”fHL’_“l(Lkl(Q)) + ||g||L51(L”1(F)))7 (2-2-19)
donde C' sdlo depende de 2, T, A y una cota superior de ||a|| ) T 161 1 (L () -

Demostracion. Debido a (2.2.14) y (2.2.15), notemos primero que y € L*>(Q) (véase
Casas, Raymond y Zidani [35]), y que

||y||L°°(Q) < C(”JCHLM(LM(Q)) + ||g||L51(L"1(F)))7 (2-2-20)

donde C' depende de una cota superior de ||al|,z, @) T 16/ 51 (L1 (ry)- Por lo tanto
es suficiente considerar el caso donde a = 0y b = 0. Supondremos que estamos en ese
caso pues. Para probar (2.2.19), cuando los coeficientes a;; € C([0,T]; C4(€)), usamos
la técnica de “congelar los coeficientes” como en Vespri [89, Teorema 3.1]. Hasta el Paso

3, supondremos que la frontera I' es regular.
Paso 1.

Probemos primero una estimacién en L™(IWW*?). De Ladyzenskaja et al. [64, Capitulo
3, Teorema 5.1], sabemos que la solucién débil de (2.2.18) pertenece al espacio L*(0,T; H'(Q))N
C([0,T]; L*(2)), y satisface

||y“L?(O,T;Hl(Q))mC([O,T};L2(Q)) < C(“JCHL%(LM(Q)) + ||§||L51(L01(F))>~ (2-2'21)

Escojamos 7 y 7, tales que 5 + =€ =

T

5 ¥V 5+ = 1, donde £ es un exponente
estrictamente mayor que €. Como ||y|[r7 @) < Cllyll=) ¥ [L7(Q), W?*(Q)]: —

WeP(Q), de (2.2.20) y (2.2.21), y por interpolacién se sigue que

||y||LT(WW) < C(Hf”;;fel(Lh(Q)) + ||§||L51(L01(F))>-
Paso 2.

Para cualquier p > 0, sea 0 =t <ty < ... <t < ... < txg = T una subdivisién
regular de [0, 77, tal que t —tx—1 = l(p) y

max{||az~j(t, -)—aij(t', )”COs(Q) | t e [tk_l,tk],t/ S [tk‘—lytk]; 1<4,7<N,2<k< K} <p.

n ., . . ., .
Sea {Cj}s_ | una coleccién de conjuntos abiertos de clase C*, de didametro menor o igual

que p > 0 tales que
Qc U, Cs,
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y sea {ps}t_, una particién de la unidad subordinada a ese recubrimiento. Sea v la
funcién continua en [0, 7], afin en cada intervalo [tg, tx11], que es igual a 1 en ¢, y 0 en
t;j si j # k. Para un punto fijo dado z; € C}, sea

aff =a;(zs, tx) Yy ysk(x,t) = Yp()ps(x)y(x,t) paral < s <p, 1 <k < K.
(2.2.22)
Fijemos 1 <k < K y 1 < s < p. Para todo £ € L*(H'), definimos el operador Tgks como

TH(g) = / bepufd dudt + / bepudds dt

/ 1/% auyamlgpsﬁ pdxdt — / ¢k azj(‘?mlyaxj psOdx dt
i,j=1 i,j=1

tet1
/%ya—¢dxdt+/ /S Z — 0ij)0,,£0,, 0 dx dt,

p1,7=1

con la convencién tg =t = 0yt = tx = T. Para todo £ € L*(H'), sea z(£) la tunica

solucién en L*(H') de la ecuacién variacional

/ 2o dudt + / Za?faxizﬁxjd)dxdt:Tfks(d)) (2.2.23)

Zjl

para todo ¢ € C(Q) tal que ¢(T) = 0. Obsérvese que z(ys) = yor. Probemos que,
si p es suficientemente pequeno, entonces la aplicacién & — 2(£) admite un punto fi-
jo en LT(Wltery n [2(H'), donde p; = rnin(p, ¥v32)- Debido al Lema 2.2.6, si
¢ e LT(W'er)y N L2(H'), entonces S (@) — ai;)0,,€ pertenece a LT(W=P) N L*(Q)
para todo 1 < j < N. Nétese que wkgosf pertenece a LF (LF1(€2)), typsi pertene-
ce a L7 (L°'(T)). Debido al Paso 1 y el Lema 2.2.6, 1y Zl 1 6i;Y0y, s pertenece a
LT(WeP) N L3(Q) para 1 < j < N. Obsérvese también que v, Z” 1 @ijO02, Y0y ;o5 PeTte-
nece a L*(Q), y gosyw pertenece a L(Q). De las Proposiciones 2.2.2 a 2.2.4, se sigue
que z(€) pertenece a L7(W!'TeP1) N L2(H') para todo & € L™(W'ter) 0 L2(HY).

Por otro lado, debido a la Proposicién 2.2.3 y el Lema 2.2.6, se sigue que

N
12(60)=2(E) [l Lrwrvernynzzry < C Y (@55 =ai) (0r,61=02,62) | L (wern L2t 1t [xC3)

i.j=1

<C (maxi,jHaff — agj(th, )|l oo + maxy jlai; (e, ) — aij(')|’C([tk_1,tk+1];00’5((7§))) '
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’ vafl - V€2 H (L7 (We=P1)NL2(Q))N

< C(p 4 p)|IVE — Vé|| prwer)nrz@)n

para algin £ €le, £[. Por lo tanto, para p suficientemente pequeno, la aplicacién & — z(&)

es una contraccién en L™(WeP1)y N L2(H'). Como la solucién z de la ecuacién

N

7,7=1

para todo ¢ € C*(Q) tal que ¢(T) = 0, es tnica en L?(H') y es igual a y,, este punto
fijo es ys. De la igualdad y = K 3F 4. se sigue que y pertenece a LT (W1Tert),

Paso 5.

Si p = p; la demostracion estd completa. De otro modo, definimos py = J\J/szil si
p1 < N,y py=psip > N. Repetimos el Paso 2. Queremos probar que la aplicacién
¢ +— z(¢) admite un punto fijo en L7(W1Ter2) N L2(H'). Debido al Lema 2.2.6, si
£ e L"(W'er) N L2(H"), entonces vazl(df; — a;;)0,,€ pertenece a L™(WeP2) N L*(Q)
para todo 1 < j < N. Como y pertenece a L7 (W1TeP1) o ij:l aijO0y,Y0x,; s PeTtenece
a L™ (WeP)NL*(Q), y debido a las desigualdades de Sobolev, 1y, Zf\il a;jy0y, ps pertenece
a LT(WeP2) N L*(Q) para 1 < j < N.

Como antes s f pertenece a Lk (LF1(Q)), Yrpsg pertenece a L1 (L1 (T)), v gosyaa%
pertenece a L>°(Q)). De las Proposiciones 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.5, se sigue que z(§) pertenece
a LT(Wter2) 0 [2(H') para todo & € L™ (W'TeP2) N L2(H'). Concluimos demostrando

que la aplicacion € — z(€) es una contraccién en L™(W1teP2) N L2(H') para el mismo

p que en el Paso 2, y que y pertenece a L7(W?!1teP2) Repitiendo este argumento un

nimero finito de veces, finalmente probamos que y pertenece a L™ (WP) y que

||yHLT(W1+s,p) < C(Hf||Lfv1(Lk1(Q)) + HQHL‘"’l(L"l(F)))'

Obsérvese que la primera iteracion del Paso 2 (con pi) es diferente de la sequnda.

De hecho, para la primera iteracion solo sabemos que ij:l 0ij02, Y0, s pertenece a
L*(Q), y usamos la Proposicion 2.2.4. Para la sequnda iteracion del Paso 2, sabemos
que Yy, ZN a3j02,Y0s, 05 pertenece a LT (WP )N L*(Q), y usamos la Proposicion 2.2.5.

3,j=1

Paso 4.
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Si la frontera I' es de clase C1¢, haciendo un cambio de variable en la formulacién
variacional de la ecuacién (2.2.18), la ecuacién puede ser reducida a una ecuacién si-
milar a (2.2.18) pero en un dominio con frontera regular. Debido a los Pasos 1-3, la
correspondiente solucién pertenece a L™(W'TeP). Deshaciendo el cambio de variable,

demostramos que la solucién de la ecuacién (2.2.18) satisface (2.2.19). O

Supongamos ahora que las hipdtesis de regularidad sobre I' y los coeficientes son

reemplazadas por

e La frontera I es de clase C.

e Los coeficientes a;; pertenecen a C'(Q)) y existen m, M > 0 que satisfacen
N
ml€)* <) ay(@, )& < M|IE])* para todo & € RN y todo (z,t) € Q.
ij=1

En este caso, podemos adaptar la prueba de la Proposiciéon 2.2.7 para establecer los

siguientes resultados.

Proposicién 2.2.8 Sean a € LF/(L*(Q)), b € L(L°/(T)), f € LF(LM(Q)) y g €
Lo (Lo (T)). Entonces la solucion y en L*(H') N C([0,T]; L*()) de la ecuacion

9 .
a—z; +Ay+ay = f enQ,
ﬁ +by = g sobre X, (2.2.24)
8n,4

y(-,0) = 0 enQ,
satisface la estimacion
”?JHLT(WLP) < C(Hf||L7v1(Lk1(Q)) + ||QHL<"’1(L01(F)))7 (22'25)

donde C' sdlo depende de 2, T, A y una cota superior de |[al| g, 1 ) + 10l oy (2o (r))-

Proposicién 2.2.9 Sean a € LF(L¥(Q)), b € Lo (L°v(T)), f € LFM(LM(Q)) , ¢ €
Lo (Lo () y ¢ € L™(WYP). Entonces, la solucién y de la ecuacion

P R
a—i+Ay+ay = fC enQ,
ﬁ +by = gC sobre X, (2.2.26)
8nA

y(,0) = 0 en,
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satisface la estimacion

”Z/HLT(WLP) < C(HfHLh(Lh(Q)) + HgHLffl(Lffl(F)))HCHLT(WLp)v (2-2'27)
donde C' solo depende de Q2, T', A y una cota superior de HaHL,;l(LkI(Q)) +[10ll o1 (Lo (1)) -

Demostracion. Por sencillez en la exposicién, trataremos solo el caso donde k; < p,
ki <71, 0 < 01 < 7. Los otros casos funcionan de una manera similar.
) )

4 F E(Tk 1 _ 1 1,1 _ 1 N—p .:
Notesequef(perteneceaL(L)conv—E+;yg—k—l+N—z)I’81p<N,todo

k
k <k sip=N,yk=k sip>N. Debido a la condicién (2.2.14) satisfecha por k; y

k1, podemos verificar que

N n 1 - N n 1 i 1
2k k 2p T 2
N—p
(N-1)p
sip< N,todoo <oysip=N,yo=o0;sip>N. Debido a la condicién (2.2.15)

satisfecha por o1 y 71, podemos verificar que

Podemos también verificar que g¢ pertenece a L7 (L?(T")) con % = Uil—l—% y % = Uil—i—

N—l+1<N+1
20 c 2p T

Por lo tanto, si @ = 0 y b = 0 podemos probar que y pertenece a L™(WP), y que se
cumple la estimacién (2.2.27). Para a € L*(LF) y b € Lo (L°"), (2.2.27) se demuestra
por un argumento de punto fijo, como al final de la demostraciéon de la Proposicion
2.2.10. O

Para tratar la ecuacion de estado adjunto para problemas de control gobernados por

ecuaciones parabdlicas, es necesario darle un sentido. Consideremos la siguiente ecuacion

—%—f + A% = divy en @,
0
$oo_ —i-7 sobre ¥, (2.2.28)
8nA*
o, T) = 0 en €,

donde 7 es el vector unidad normal exterior a I, y suponemos que 7] es regular. (Como de
costumbre A* denota el adjunto formal de A.) Por definicién, una funcién p € L'(WhH1)

es una solucién de (2.2.28) si, y sélo si,

N

/(cp@ + Z ;05 90y,y) dr dt = —/ - Vydx dt (2.2.29)
o Ot = 7 0
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para todo y € C*(Q) tal que y(0) = 0. La ecuacién variacional (2.2.29) tiene sentido si

7] pertenece a L"(Q)) para algun r > 1, incluso si la traza normal 77 - 7 no esta definida.
Por simplicidad en la exposicion, seguiremos escribiendo la ecuacion variacional

(2.2.29) de la forma (2.2.28), incluso aunque la notacién 7 - 7 sea abusiva cuando 7}

no es regular.

En el resto de la seccion ko, ko, G2, 09 v v son constantes que satisfacen

N 1 N-1 1 1 N N 1 N—1 1
oy 7 St — <5, ¥ oo <min(o+ =, ——— + =) (2.2.30
2]{}2 + k2 =~ 14, 20_2 + 6’2 = 27 y 2 mln<2k£ + ki) 20_,1 + &3)( )

donde k| (resp. k|, o), &) es el exponente conjugado de k; (vesp. ki, o1, &1). También

supondremos que ki, k1, 61, y o1 satisfacen las siguientes condiciones adicionales

ki >7, 60>,

Nyp/ N —1)p
bz, Y 2 _( ,_) ;
Np' — N +p (N—-1)p—N+p

sip' < N.

Proposicién 2.2.10 Sean a € LM (LF(Q)), b € Lo (Lo1(T)), F € L*R(L*(Q)), i €
(L7 (LP )N, G € L7*(L°*(T)) y L € L*(Q). Entonces, existe un tinico p € L™ (W) 4

L*(H") que satisface la ecuacion

P X
—a—f+A*gp+ag0 = F+divy enQ,
0 A
Ld +bp = G—1n-1n sobre X, (2.2.31)
aTLA*
90(7T) = [: en Q)

y se satisface la estimacion

||90||LT’(W147’)+L2(H1) < C(HnH(LT'(LP’))N + ||F||Lfc2(Lk2(Q)) + ||G||L62(Lo2(r)) + ||L||L”(ﬂ))a

donde C depende sdlo de ), T', A y una cota superior para ||al|,z, oyt 161l 1 (Lo () -

Ademds, siy es la solucion de la ecuacion (2.2.18), se satisface la formula de Green

/@<%+Ag+ay) dx dt+/g&(aa—y+by> ds dt =
PR (2.2.32)

ﬁﬁydmdt—/ﬁ-Vyd:cdt—i—/G’ydsdt—l—/ﬁy(T)d;c.
Q Q by Q
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A

Demostracion. Paso 1. Primero consideraremos el caso donde F' = 0, L

G=0.

0,y

Sia=0yb=0,ysilos coeficientes del operador A son regulares e independientes del
tiempo, la existencia de ¢ € L™ (W) satisfaciendo (2.2.31) se puede obtener usando
técnicas de dualidad, interpolacién y resultados de regularidad maximal como en el
Teorema 2.2.1 o Vespri [89, Teorema 3.3 y las referencias ahi contenidas. El paso de
coeficientes regulares a coeficientes continuos (también dependientes del tiempo) para A

se puede llevar a cabo por localizacién y un teorema de punto fijo como en la Proposicion
2.2.7 0 [89, Teorema 3.1].

El caso a # 0 y b # 0 se puede deducir del anterior usando un argumento de punto
fijo. De hecho, obsérvese que si & € L™ (W'#') entonces £ € L™ (LP"), & € L™ (LA(T)),
donde p* = p’N/(N —p )y = (N —=1p)/(N —p)sip < N, p™ y [ son reales
cualesquiera en (1,+00) si p > N. Como a € LF (LM (Q)), b e L7 (L°(T")), se verifica
que a¢ € L'(L") y bés € L3(L3(T)), donde 1/7 = 1/ky + 1/7', 1/r = 1/ky + 1/p*,
1/s§=1/61+1/7"y1/s=1/oy +1/8. Usando (2.2.14) y (2.2.15), se sigue que

N -1
2s

N 1+1 +1<N+1
2r T2 3 o

y 2

NEPE A
Fo2p

Supongamos que 1/ky > 1/p' — 1/p™ y 1/oy > 1/p' — 1/3. En este caso, la aplicacién
que asocia la solucién ¢, de la ecuacién

—% + A% = divij—al enQ,
% = —1-1n—bf sobre X,
anA*

()05('7T) =0 en Q>

con £ es afin y continua de LT'(WLP/) en si mismo. Usando esta propiedad, podemos
probar que { — ¢ es una contraccion en L7'(0,%; W'#") para f suficientemente pequeno.
La estimacién en L™ (W) se puede deducir mediante una técnica estandar. Si 1/k; <
1/p=1/p"r1/oy < 1/p'—1/3, el método de punto fijo anteriormente expuesto se puede
llevar a cabo reemplazando k; por min(ky, (1/p/ — 1/p*)71), y o1 por min(oy, (1/p’ —

1/8)7).
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Paso 2. La ecuacién

—aa—f—i—A*w—i-ago = F enQ,
O¢ +bp = G sobre X, (2.2.33)
GnA*
oT) = L en®

admite una unica solucién ¢ que satisface

ol ey < CUEN g piageny + 1Gllzos ooy + I Ellzv(@)

(cf. [64]). Ademads, debido a la condicién (2.2.30), podemos probar que ¢ pertenece

a LF(LM(Q)), v ¢z pertenece a L71(L71(T)). (Estos resultados de regularidad son
necesarios para la férmula de Green.)

La férmula de Green es cierta para funciones regulares, y se sigue de un argumento
de densidad. O



Capitulo 3

Estudio de las ecuaciones de estado

En este capitulo estudiamos las ecuaciones no lineales que ligan al control y
al estado en los problemas de control estudiados en la segunda parte de la
memoria. Se establecen resultados de existencia y unicidad de las soluciones,
asi como la dependencia continua de las mismas respecto al control. Bajo
ciertas hipotesis extra se prueba diferenciabilidad de primer y segundo orden

de la solucion respecto al control.

Por 1ltimo se hacen desarrollos de Taylor del estado respecto al control ba-
sados en perturbaciones difusas de este iltimo. Esto es preciso cuando el
conjunto de controles no es convexo. En este caso no es necesario suponer

condiciones de diferenciabilidad respecto al control.

En este capitulo, y a no ser que se diga lo contrario, €2 denotara un subcon-

junto abierto, acotado y conexo de R¥, cuya frontera I' es de clase C.

3.1 Ecuaciones elipticas

Sean A un operador eliptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pag. 23),
p >N, ay € LP?(Q), f una funcién f : Q xR? — Ryg: I — R, g € LP~Y(I).
Consideremos
Uyg ={u € L>®(Q) : u(z) € Ko(x) c.t.p. z € Q},

donde K¢ es una multiaplicacién medible con imagen no vacia y cerrada en P(R).

65
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Teorema 3.1.1 Supongamos que f : Qx (RxR) — R es una funcion de Carathéodory,

monotona decreciente en la sequnda variable, y tal que

E0 - para todo M > 0 existe una funcion vy, € LP/2(Q) tal que |f(z,t, u(z)| < ¥u()
para c.t.p. x €, para todo |t| < M y para todo u € Uyy.

Entonces, para todo u € U,y existe una unica solucion variacional vy, € lep(Q) del

problema
Ayu + oYy = f(x, Yus U) en )

(3.1.1)
al/Ayu = g sobre T".

y una constante Cy,, tal que
Yullwir@) < Cu,, para todo u € Usg.

Ademds, si {u;}52, C Usa y uj(x) — u(w) c.t.p. x € Q con u € Uy, entonces yu; — Yu
en WP (Q).

Demostracion. Sea u € U,q.

Supondremos para empezar que existe ¢ € LP/2(Q) tal que |f(z,y,u(z))| < ()
para todo y € R y casi todo = € Q.

Mostremos primero que existe solucién. Definimos F : L*(2) — L*(Q) tal que

F(z) =y siy sdlo si

Ay+agy = f(x,z,u) enQ
Oy = 0 sobre T'.

Como p > N, existe una solucién y. = F(z) € H'(Q) y ademds ||[F(2)|[gq) <
cll¢llper2(q)- De la inclusién compacta Hg(Q2) C L*(€) tenemos que F' es un opera-
dor compacto de L?(2) en L?(2), y por el teorema del punto fijo de Schauder, existe
una solucién y € HJ(Q2) de (3.1.1).

La unicidad de sigue de la monotonia de f en la segunda variable.

Veamos que la solucién esta acotada. Sea k& > 0. Definimos

y—k si y>k
Yk = 0 si —k<y<k
y+k si y<—k.
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Tenemos que y; € H'(Q) por ser la composicién de una funcién de H'(Q) con una
funcion Lipschitz. Ademas y; tiene el mismo signo que y. Usando todo esto y que

donde yi # 0, se tiene que las derivadas parciales de y; coinciden con las de y, y que

fQ aoYryr dv < fﬂ apYyi, tenemos que

yk, yk) a(y, yr)

<a
< a(y, yr) / z,y,u(z)) — f(z,0,u(x))ys dz
u(x)

/fxO

< [1f (2, 0, w(@) | orz () Y| Loro-2 0,

m”yk”Hl

Yyy dx

donde a(-,-) es la forma bilineal asociada al operador y esta definida en (2.1.10) (pag.

27). Usando la inclusién continua de W () en LP/*=2)(Q) tenemos que

mlyelli o) < Cllvrllwrr @)

Ahora seguimos por el procedimiento habitual. Sea Ay = {x € Q : |y(x)| > k} Por el

lado derecho tenemos ,
el < ClA S ol
luego /
yrll 1) < C| Ay = .

Por el lado izquierdo

vkl i) = [l L5 @) Hyk”L%(Ak)'

Sea h > k. En Ay, se tiene que |yx| > h —k, y ademds [[yx|| an > Nyl gy,
LN=2(Ay) LN=2(Ap)
Como
o o
2N\ 2 2N\ 2 N-2
ol = ([ 1l ®2) 7 = ([ =) T = - bR,
LN= (Ah) Ap Ap
tenemos

(h— k)| 4] 5 < e Ay 5,

o lo que es lo mismo:
(2—p )N
|An] < c—|Ak‘p<N )
~ (h—k) Nz
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Aplicamos el lema de Kinderlehrer-Stampacchia, teniendo en cuenta que 2N/(N —2) > 0
y que las condiciones impuestas sobre p implican que (2 — p')N/(p/(N —2)) > 1, y
tenemos que |Ay| = 0 para todo k > d, con d una constante que sélo depende de 2, N,
Py [f (2, 0,u(@))| /2 () Luego y € L=() y

[yl L~ @) < d.

La regularidad W'?(Q) de y se sigue inmediatamente del Teorema 2.1.3 y la inclusién
LPR(Q) ¢ (Wh'(Q)).
Supongamos ahora que no existe necesariamente una 1 que acote a f independien-

temente de y, pero que se cumple EO. En este caso definimos

f(@, g ulz)) si y>j
fj(x,y,u(x)) = f(l',y,u(x)) si _j S Yy S]
f(QT, _]7U($)) s1 y < _j'

Tenemos que f; es monétona decreciente en la segunda variable y que |f(z,y, u(z)| <
¥;(z) para casi todo x € Q con 1; € LP/2(Q). Por lo tanto existe una tinica y; € W?(Q)
tal que
Ay; +apy; = fi(z,y;,u) enQ
Y = g sobre I'.

Ademas ||yj||z~@) < d para todo j. Por lo tanto, para j > d, fij(z,y;,u(z)) =
f(z,y;,u(x)) y se tiene que y; es soluciéon de (3.1.1). De la monotonia de f respec-
to de y se deduce la unicidad de solucién y,, de (3.1.1) en WP(2), lo que implica y,, = y,
para todo 7 > d.

Del Teorema 2.1.3 y la inclusién LP/?(Q) C (Wl’p'(Q))/, se sigue que, para M >
|yl oo (02), tenemos que

ullwre@) < Clidall Loy

Pero, como vimos antes, la norma en L>*(Q) de y, estd acotada por una constante

que sélo depende de 2, N, p, y | f(z,0,u(2))|| 1r/2(q)- Luego podemos encontrar un M

suficientemente grande y tal que si denotamos Cy;,, = C||[thas|| po/2(q), se tiene

yullwie) < Cu,,-

Sea ahora uj(zr) — u(z) c.t.p. x € Q. De la anterior propiedad de acotacion, se

tiene que existe y € W'?(Q) tal que y,, — y débilmente en W'P(Q), y por tanto
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Yu; — y uniformemente. Luego, usando EQ y el teorema de la convergencia dominada,
f(@,yu;,u;) — f(z,y,u) en LP/?() y al pasar al limite en la ecuacién, necesariamente
Y = yu. Restando las ecuaciones que satisfacen y,, e y, y aplicando el Teorema 2.1.1, se

sigue inmediatamente que y,, — ¥, en W'?(Q). 0

Teorema 3.1.2 Supongamos que

El - f:QxR?* - R es de clase C' respecto a las variables sequnda y tercera, f(-,0,0) €
LP/2(Q), para todo M > 0 existen una constante Cyy > 0 y una funcion ¥y €
LP2(Q) tal que

of of
— < — <
‘ay (l’,t, S) = CY]\/[ Y 'au(x7t7 S) = wM(x)
si [t],|s| < M para c.t.p. x €Q, y
af
—_— <
L ant.s) <0

para todo (t,s) € R* y c.t.p. x € Q.

Entonces para todo uw € L™ (§2) existe una unica solucidn de la ecuacion de estado

Au+a v = Ty Yy, U en ()
Y 0Y [, yu, w) (3.1.2)

O Y = ¢ sobre T'.

y la aplicacion G : L>°(Q)) — W'P(Q) que relaciona el control con el estado, dada por
G(u) = yu, es de clase C'. Siu, h € L®(Q) y, = G(u) y z, = G'(u)h, entonces z, es la
solucion de

of of
Az+apz = —(x,yy,u)z + =—(z,y,,u)h enQ
0 ay( Yur W)z + 5 (T, Yu, ) (3.13)
O,z = 0 sobre I.

Demostracion. Obsérvese que las hipdtesis de este teorema son suficientes para dedu-
cir para cada u € L*>(2) existencia y unicidad de solucién en W?(Q2) de y,, satisfaciendo
(3.1.1), sin mas que aplicar el Teorema 3.1.1. Por lo tanto, la aplicacién G estd bien

definida. Para comprobar que G es de clase C*', tomamos

V(A) = {y € Wl’p(Q) Ay +agy € LP/Q(Q), On Y € Lp_l(F)}
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con la norma

1Yllvay = [[yllwir@) + 1Ay + aoyll ez (@) + 10n1yll o1 ()-

Definamos ahora la funcién F : V(A) x L=(Q) — LP/2(Q) x LP~YT), F(y,u) =
(Ay+aoy — f(z,y,u),0n,y —g). Las hipotesis sobre las derivadas de f implican que F es

0
de clase C'. Ademés —(y,u)z = (Az + apz — —f(a:, y,u)z, Oy, %) es un isomorfismo de

dy dy
V(A) en LP/2(Q) x LP~Y(T) gracias al Teorema 2.1.2. Teniendo en cuenta que F(y,u) = 0
si y sélo si y = G(u), podemos aplicar el teorema de la funcién implicita (véase por

ejemplo Cartan [15] o Zeidler [93]) para deducir que G es de clase C! y satisface que
F(G(u),u) = 0.

De esta igualdad, derivando, se deduce (3.1.3). O

Teorema 3.1.3 Supongamos que se cumplen las hipotesis en la condicion FE1 del teore-

ma anterior y ademds que

E2 - f es de clase C? respecto a las variables sequnda y tercera y para todo M > 0 existe
Yy € LP2(Q) tal que
0 f

a_yg(‘r7t7 5)’ +

o*f
w(% t,s)

0 f
oudy

< u(x)

<x,t,s>\ ;

si [t],|s| < M para c.t.p. x € Q.

Entonces la aplicacion G es de clase C?, y si tomamos hy, hy € L®(Q), z; = G'(u)h; y

z12 = G"(u)[hy, hol, tenemos

( 0 0? 9?
Azlz —|—a0212 - a_.;;(x,yu;u)zm"‘ a—?jg(%yu,u)zﬂz + w(xayuau)hlh2
82
+ay8fu(:v, Yu, w)(z1he + 29h1) en
\ Oy212 = 0 sobre I.

(3.1.4)



3.2. Ecuaciones parabdlicas 71

Demostracion. Obsérvese que las hipotesis de este teorema son suficientes para dedu-
cir para cada u € L*°(2) existencia y unicidad de solucién en W?(2) de y, satisfaciendo
(3.1.1), sin mas que aplicar el Teorema 3.1.1. Por lo tanto, la aplicacién G estd bien
definida. Introducimos de nuevo el espacio V(A) y la aplicacién F igual que en la demos-

tracion del Teorema 3.1.2. Las propiedades sobre las derivadas de f implican que F' es de

F
clase C?. Adem4s g—y(y, u) es de nuevo un isomorfismo de V(A) en LP/2(Q) x LP~Y(I).

Teniendo en cuenta que F(y,u) = 0 siy sélo si y = G(u), de nuevo podemos aplicar el

teorema de la funcién implicita para deducir que G es de clase C? y satisface que
F(G(u),u) = 0.

De esta igualdad, derivando dos veces, se deduce (3.1.4). O

3.2 Ecuaciones parabdlicas

Sean T', Q, Xy A, p, 7, ki, ki, o1, 51 como en la Seccién 2.2, con los coeficientes

del operador A de clase C([0,T];C(£2)). Sean f, g, yo funciones, f : @ x R — R,
G:IUXRXR —Ryuy :Q— R, y € L®Q) NWH(Q). Vamos a estudiar la

ecuacion parabolica

0

8—3;+Ay = flz.t,y) en@,
aaTyA = g(s,t,y,v) sobre X, (3.2.1)
y(,0) = o en €.

Para cada v denotaremos por y, la solucién de la ecuacién (3.2.1).

Supongamos que
P1 - Para todo y € R, f(+,-,y) es medible en Q. Para casi todo (z,t) € Q, f(z,t,-) es

de clase C! en R. Se satisfacen las siguientes desigualdades:

d
|f(x,t,0)] < My(z,t), Cy> a_z("”’t’y) > M (x, t)n(lyl),

donde Cy € R, 7 es una funcién decreciente de Rt en RT, y M; € Lk (L (Q)).

Para todo y,v € R, ¢(-,-,y,v) es medible en 3. Para todo v € R y casi todo
(s,t) € X, g(s,t,-,v) es de clase C' en R. Para casi todo (s,t) € X, g(s,t,-) y
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g;(s, t,-) son continuos en R%. Se satisfacen las siguientes desigualdades:

0
l9(s,1,0,0)] < Ni(s,t) + [of,  Co = a—i(s,t,y,v) > (Ni(s,t) + [v))n(ly]),

donde Ny € L(L(T)).
Entonces tenemos

Teorema 3.2.1 Para todo v € L®(X) existe una tinica y, € L™(WP)NCy(Q\ Q x {0})
solucion de (3.2.1). Ademdas la aplicacion ®, dada por ®(v) =y, es continua de L*(X)
en LT(WHP) N Cy(Q \ Q x {0}) para cualquier N +1 < a < o0.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion 2.2.8, la prueba se puede realizar

como en Casas, Raymond y Zidani [35], o Raymond y Zidani [78, 79]. O

Dando hipétesis suficientes de diferenciabilidad sobre las funciones que intervienen, po-

demos asegurar ademas que ® es diferenciable.

Teorema 3.2.2 Supongamos que se satisface P1 y ademds
P2 - Para casi todo (s,t) € X, g(s,t,-) es de clase C' y se satisface la desigualdad

s ton)

< (Ni(s, ) + [v))n(ly])- (3.2.2)

Entonces, la aplicacion ® : L®(X) — LT(W'?(Q)), dada por ®(v) =y, es de clase C*.
Ademdas, siv, h € L*(X), y, = ®(v) y zp, = P’ (v)h, entonces z, es la solucion de

8zh 8f

5t —i-za‘lzh = g —(x,t,yy)2n ) en Q,
8_’[’ZLZ = ag (37 t: Yu, U )Zh + a_i(sv t) Yu, U)h sobre E, (323)
(,0) =0 en 2.

Demostracion. Del teorema anterior tenemos que la aplicacion esta bien definida y
es continua. Vamos a actuar como en el caso eliptico para ver que es de clase C*. Para

ello tomemos

V(A) = {y e L(W') : 8y + Ay € LF(LM(Q)), dn,y € L7 (L71(T)), y(0) € LOO(Q)} .
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La aplicacion

F:V(A) x LX) — LF(LF(Q)) x L7 (L)) x L™(9)

F(y,v) = (aty + Ay - f('ay)a anAy - g('ay:v)a y(O) - yO)
es de clase C'. Ademés

OF of dg
a_y(y7 )Z - (atz + Az 8y< 7y)2, anAZ a_y('7yuv>z7 Z(O))

es un isomorfismo de V(A) en LFi(L*(Q)) x L7 (L' (")) x L>®(Q). (Esto se deduce
inmediatamente de la Proposicién 2.2.8 y la discusiéon sobre los exponentes de la prueba

de la Proposicién 2.2.9). Como F(y,v) = 0 si y sélo si y = ®(v), tenemos que
F(®(v),v) = 0.

Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita, obtenemos que ® es de clase C! y deri-

vando, se obtiene la expresién (3.2.3). O

Si ademas hacemos las siguientes hipétesis extra sobre la regularidad de f y g, podemos

probar que la aplicacién que relaciona al estado y al control es de clase C?.

P3 - Para casi todo (z,t) € Q, f(z,t,-) es de clase C? y se satisface la desigualdad

*f
32

OF (21 y>\ < Ma(x, tyn(ly). (3.2.4)

Para casi todo (s,t) € X, g(s,t,-) es de clase C? y se satisface la desigualdad

82

Foa (5:19.0)| + < (Mals, &)+ leln(l]). (3.25)

2 ‘ ‘82

g g
ag(sty,) aa(”y’)

Bajo todas estas hipdtesis, podemos probar que la aplicaciéon que relaciona el control con

el estado es de clase C?.

Teorema 3.2.3 Supongamos que se satisfacen P1, P2 y P3. FEntonces la aplicacion
O LX) — L"(W'(Q)) es de clase C?. Ademds, si tomamos hy, hy € L®(%),
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zi = G'(v)h; y z19 = G"(v)[hy, he], tenemos

(0 0 82
522 + Az = 8_£(I7 t,yv)z12 + Q_y];(l’, t, ) 2122 en @,
07192 dg 29
R — — _— t vy A o 7t7 vy
ny gyt g et
+8_U.Z<37 ta yva U)hth + ayégfu (87 t? yU? U)(Zth + ZZhl) SObT'e Z’
\ zp(,0) = 0 o

(3.2.6)

Demostracion. Definimos V(A) y F(y,v) como en la demostracion del resultado
anterior. Ahora la hipdtesis P3 nos permite asegurar que F es de clase C?. Como
%—F(y, v) es un isomorfismo, el Teorema de la Funcién Implicita nos permite asegurar que

Y

® es de clase C?. Derivando dos veces obtenemos la expresién (3.2.6). O

3.3 Sensitividad del estado respecto a perturbacio-

nes difusas del control

Para establecer un principio de Pontryagin para los problemas de la pagina 16, de-
bemos establecer otro tipo de desarrollo de Taylor, basado en perturbaciones difusas
del control. Ahora no hace falta suponer diferenciabilidad de las funciones involucradas

respecto al control y sélo hace falta suponer que es de clase C! respecto al estado.

3.3.1 Caso eliptico

Sean A el operador eliptico introducido en la Seccién 3.1, p > N, aq € LP?(Q), f
una funcién f: Q@ xR? — Ry g: [ — R, g € LP"(T"). Empezamos enunciando un

lema.

Lema 3.3.1 Para todo p € (0,1), existe una sucesion de conjuntos medibles E;f C Q

tales que
|ES| = plQ

1
’lgirr(l) —xgr = 1 *débilmente en L>(52), (3.3.1)
— p P
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donde XEn €S la funcion caracteristica del conjunto Eg’.

Demostracion. Existen dos pruebas distintas de este importante lema en la literatura.
Una constructiva, debida a Casas [22] y una de Raymond y Zidani [78] que utiliza el

Teorema de convexidad de Liapunov. [

Sea
Upg ={u:Q—-R: u(z) € Ko(z) ct.p. x € Q},

donde K es una multiaplicacién medible con imagen no vacia y cerrada en P(R).

Teorema 3.3.2 Supongamos que se satisface EO (pdg. 66) y que

E3- f:OxRxR — R es C! respecto de y, continua respecto a u y medible respecto
de x, para todo M > 0 existe Cpy > 0 tal que

of

'a—y(x,t,u(:c)) <Cuy

si [t| < M para todo w € Uyg y c.t.p. x € Q, y

of
8—y(x,t,u(x)) <0

para todo t € R, todo u € Uyq y c.t.p. x € €.

Entonces para todo p € (0,1) y todo uy,us € Uy existe un conjunto medible E, C Q) tal

que
| E,| = 1€,
!/ 1
Yp = Y1 + pz+1, con ,loi—r% ;HTPHWLP(Q) =0, (3.3.2)
donde
u  enQ\E,
U, =
uy en b,
Yo = Yu,, Y1 = Yuy»
Y

0
Az +apz = 8—£($,y1>ul)z+f($,ybuz)_f<337y1>ul) en {2
O,z = 0 sobre I.

na
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Demostracion. Sea (EF); como en el Lema 3.3.1 y sean

o) en Q\ EF
g uy en EF,
Yy = Yus
Y K
f];_yp_yl _
p

Se satisface la ecuacion
Aéfj + aoff,f + a’ljf’; = fﬁ + h’p"’ en
anAffj =0 sobre T,
donde »
a’; = —/0 8_y($’y1 + 9(?/; - yl)au];) do,

1
fr= (/0 %(:&yl +0(yy — 1), uy) df — %($,y1>ul)) 2

1
h’; = <1 - ;XE";) (f (@, y1,u1) — f(@, 41, u2)) -
Podemos escribir {’; = flg’l + §§’2, donde

AR + apfht +afeht = fF enQ
Oyt = 0 sobreT,

Aff;z + aoflg’Q + a§§§’2 = h¥ enQ
On,&? = 0 sobreT.
Debido al Teorema 2.1.3
€5 i) < ClLf L) (3.3.3)
Denotamos por C[’f la solucion de

AC§+a0(§+aCl’f = b enQ
OnuCi = 0 sobreT,



3.3. Sensitividad del estado respecto a perturbaciones difusas del control 7

donde
of
a=——(z,y1,u).

dy

El operador 7 que asocia (, la solucién en W?(Q) de

AC+ap(+al = h en (2
On,( = 0 sobrel,

!/

con h es continuo de (W' (Q)) en W'?(Q2) (Teorema de regularidad 2.1.3). Como
la inyeccién de L*°(2) en (Wl’pl(Q))/ es compacta, 7 se puede considerar un operador
compacto de L®(€) en W1?(Q). De (3.3.1) se sigue que

lim h*¥ = 0 débilmente en LP/?(Q),

k—oo P
y por tanto
: k
Jim |GGl o) = 0.

Asi para todo p € (0, 1) existe k(p) tal que

HCS(IJ)HWLP(Q) <p. (3.3.4)
Notese que
})ilr(l) u];(p)(x) = uy(x) para c.t.p. x €
y, por el Teorema 3.1.1 y la inyeccién continua de WP(Q) en C(2), tenemos que

,lgi_r% y];(p) =y, en C(Q).

Por lo tanto

. k
tim || 37 1<) = 0, (3.3.5)
y
; Y00 N I—
})13(1)”@ a, || Lo () = 0. (3.3.6)
Obviamente
A(gp(pﬂ_Cp(p))+a0(§p(p)2_Cp(p))+ap(ﬂ)(£p(p)2_ p(p)) _ (a—ap(p))Cp(p) en O
8"A(€)]§(p)72_ ;’f(p)) = 0 sobre T,
y

1€80)2 — RO |y < fla — aO | oo |5 [wrn (.- (3.3.7)
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Si escribimos
||§§(p)||wlvp(9) = ||§5(p)’1 + §§(p)’2 - C,]f(p) + C;]f(p)HWLP(Q) <

< Ilf’,f(p)’lllw1,p(m + Hgﬁ(p),z _ C,]f(p)HWLP(Q) + HC,’f(p)HWLP(Q)a

teniendo en cuenta (3.3.3), (3.3.5), (3.3.4), (3.3.6) y (3.3.7), tenemos que
: k
}){% ||fp(p)||W1m(Q) =0.

Tomemos pues F, = Eﬁ(p). Tenemos que 7, = pfl,f(p) y se cumple (3.3.2). O

3.3.2 Caso parabdlico

Sean Q. I, T, Q, X v A, p, T, kq, k1, o1, 61 como en la Seccién 2.2. Supondremos un
poco mas de regularidad que para el problema introducido en la Seccién 3.2. La frontera
I es de clase C1*¢ y los coeficientes del operador A son de clase C([0, T]; C%¢(Q)), para
algin 0 < € < 1. Sean f, g, yo funciones, f: @ xR — R, g: ¥ xR xR — Ry
Yo: Q — R, yo € L®(Q)NWP(Q).

Gracias a los resultados de regularidad y de continuidad, estamos en posicién de
establecer desarrollos de Taylor para el estado. Para una prueba del siguiente lema

véanse por ejemplo [22] o [78].

Lema 3.3.3 Para p € (0,1), existe una sucesion de conjuntos medibles E;f C X tales
que
|ES| = pl2|

1
khm —Xpt =1 débil-* en L=(X), (3.3.8)
—00 p

donde XEE €5 la funcion caracteristica del conjunto E;f.

Nota 3.3.1 Ahora mediante ]E)’;| denotamos la medida de Lebesgue sobre X, y no sobre

RY x R, ya que si no todas las medidas serian nulas

Sea
Vg ={v € L¥(X) : v(s,t) € Kx(s,t) para casi todo (s,t) € ¥},

donde Ky es una multiaplicacién medible con imagen no vacia y compacta en P(R) .
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Teorema 3.3.4 Supongamos que se satisface P1. Entonces para todo p € (0,1), y todo

V1,02 € Vyq, existe un conjunto medible £, C ¥ tal que

|EP| = p|2|7
’ 1
Yp =1 + pz + T, con ll)lil’(l) ;HTPHLT(Wl,])) = O, (339)
donde
) v en X \ E, B B
/UP(S7t) - ) yp—yvp, Y1 = Yoy,
vy en B,
Y
0z
B +Az = fl(x.t,n)z en Q.
0z
Iy 9y (s, t,y1,v1)z + g(s,t,y1,v2) — g(s,t,y1,v1)  sobre X,
z2(-,0) = 0 on 0 x {0},

Demostracion. Probemos (3.3.9). Tomemos una sucesion (EF);, como en el Lema
3.3.3. Definamos

sy =14 " mENE Yp = Yok yfﬁzu—z
vy en Ef; 8
La funcién & ],f satisface la ecuacién
( 9¢k
% + Aff +anel = fh en Q,
E?Ti + b’;§§ = g’; + h’p"’ sobre 3,
E6(-,0) = 0 en (2,

con

1
ok () = — / Fiet, G+ 0055 — 1)) do,
f;f = (—f;(l’,t,yl) - CL];)Z,

1
(s, t) = / g5, (v + 605 — ), %) do,



80 3. Estudio de las ecuaciones de estado

g]; = (_g;<3>taylavl) - bl;)z7

1
hl; =(1- ;XEI;)(Q(SJ,ZULM) —g(s,t,y1,v2)).

Denotamos por 55’1 la solucion de

¢y k1 | kekl k
74‘145[,’ +a,l,” = fp en (),
a k,1
p kekd _ k
. +b,§,” = g, sobrel]
\ k1,00 = 0 en,
por £%? la solucién de
( ) k,2
p k2 o kek2
W—FAé.ZZ—f—app =0 enQ,
8 k)
P kek2 _ 1k 3.3.10
\ N +b,§,” = h, sobre X, ( )
’;’2( ,00 = 0 enQ,
y por ¢ /’f la solucion de
( k
5?+A¢+ﬂ¢ = 0 enQ,
o k
> ko pk (3.3.11)
RN + bC, h,  sobre X,
\ (Zf(-,()) = 0 en(,

donde a(z,t) = —f,(z,t,y1(z,t)), y b(s,t) = —g,(s,t,41(s,t),v1(s,1)). De (3.3.10) y
(3.3.11) se sigue que:

(0(¢h2 — ¢k

o HAGT Q)+ Q) = (a-a) en @,

0,7 — &)

Ona + b’,ﬁ(éﬁ’z - Cﬁ) = (b—10F)Cr  sobre X,

(5};72—{5)(-,0) =0 en (.

Debido a las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9, &', &2 y (¥ pertenecen a LT(W'P) y se

\

satisfacen las estimaciones:

€52 = K llzrarney < Ca(lla = a8l o ey + 16 = Bllu o ) 1GE Ny, (3:3.12)
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Hflpq’lHLT(leP) < C2(HffHLi%1(Lk1(Q)) + Hg];HL&l(Lgl(F))), (3-3'13)

donde las constantes C; y Cy no dependen de k.
El operador 7 que asocia , la solucién en L™(WeP) 0 WL ((WH')) de

% +A(+aC = 0 en@,
ﬁ +b( = h sobre X, (3.3.14)
anA

C(ao) = 0 en Q7

con h, es continuo de L7 (L7 (T)) en LT(W'=P) 0 WHT((WH'Y). La continuidad en
LT(W1teP) se sigue de la Proposicién 2.2.7. Con la ecuacién (3.3.14) probamos que ¢
pertenece a WL (W) v la estimacién correspondiente se sigue de la estimacién en
L™(W'*eP) de una manera similar a como se hace al final de la prueba del Teorema 2.2.1.
Como la inyeccién de WIHeP(Q) en WHP(Q) es compacta, (véase Grisvard [59]), entonces
la inyeccion de L™(W'eP) A WL (W) en L7(W'P) es compacta (véase Simon, [83,
Corolario 4]). Asi 7 se puede considerar un operador compacto de L (L*(T)) en
L™(W'P). De (3.3.8) se sigue que

lim h% = 0 débilmente en L7 (L7 (T')),

k—o0
y por tanto
dim Gl wiry = 0.

Asi, para todo p € (0, 1), existe un k(p) tal que
IS ey < p. (3.3.15)

Notese que

lir% v];(”) = vy en L%(X) para cualquier a < oo.
p—

Por lo tanto, debido al Teorema 3.2.1, tenemos que

lim y’;(p) =y en Cp(Q \ Q x {0}). (3.3.16)

p—0

La relacion (3.3.16) implica que

lim f50) = 0 en LM (L*(Q)), lim g"®) =0 en L7 (L7()), (3.3.17)

p—0 p—0
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lim(a — akP)) = 0 en L™ (L*(Q)), lim (b — b)) = 0 en L7 (L7Y(T)). (3.3.18)
p— p—

Con (3.3.12), (3.3.13), (3.3.15), (3.3.17) y (3.3.18), obtenemos

lii% €8O e iy = 0. (3.3.19)

Sea E, = E,].f(p). Tenemos que r, = pﬁf.f(p). Luego (3.3.9) se sigue de (3.3.19). O



Parte 11

Condiciones de optimalidad
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Esta parte de la memoria, que constituye el nticleo de la misma, esta dedicada al
estudio de condiciones de optimalidad de primer y segundo orden para los problemas de
control estudiados.

Para las condiciones de primer orden existen dos vias principales. Deducir una ecua-
cién de Fuler-Lagrange en el caso de que el conjunto de controles sea convexo o demostrar
que se satisface el Principio de Pontryagin en el caso de que el conjunto de controles no
sea convexo.

Las condiciones de Euler-Lagrange vamos a deducirlas de resultados generales para
problemas de optimizacién abstractos. Sin embargo, el Principio de Pontryagin requiere
un estudio mas adaptado al problema de control. En este caso la clave esta en hacer un
desarrollo de Taylor apropiado para el estado, como se hizo en el Capitulo 3, y para el
funcional, basados en perturbaciones apropiadas del control. En nuestro caso utilizamos
perturbaciones difusas.

Estudiaremos también en esta parte condiciones de segundo orden para problemas
con un numero finito de restricciones sobre el estado y conjunto de controles admisibles
convexo. Primero aplicaremos resultados para problemas de optimizacién abstractos.
En este caso nos limitamos a ver que bajo las hipdtesis impuestas, nuestros problemas
de control verifican las condiciones de los teoremas abstractos. Las hipdtesis a verificar
para un resultado de condiciones necesarias no revisten mayor dificultad. Es al deducir
condiciones suficientes cuando se complica la demostracién. Los resultados abstractos
se deben a Casas y Troltzsch [36]. Ellos mismos explican en su articulo como aplicarlo
a distintos problemas de control y los problemas que surgen. Hacen notar que la regu-
laridad del estado adjunto se convierte a veces en el principal obstaculo para deducir
condiciones suficientes. Nosotros hemos de dar condiciones de regularidad suficiente-
mente fuertes sobre las derivadas de las funciones que intervienen en el objetivo y en las
restricciones para lograr que el estado adjunto sea suficientemente regular.

Por tltimo, establecemos condiciones de segundo orden que involucran al Hamilto-

niano.






Capitulo 4

Funcionales involucrados en los

problemas de control

En este capitulo estudiamos los funcionales involucrados en los problemas
de control. Establecemos bajo hipétesis adecuadas propiedades de continui-
dad y diferenciabilidad. El objetivo es lograr que se satisfagan las hipdtesis
de un teorema sobre condiciones de optimalidad para problemas generales
de optimizacién. Para los problemas donde el conjunto de controles no es
necesariamente convexo, establecemos un desarrollo de Taylor del funcional
para perturbaciones difusas del control. El objetivo en este caso es establecer

condiciones en forma de principio de Pontryagin.

4.1 Propiedades de diferenciabilidad

En esta seccién, y a no ser que se diga lo contrario, €2 denotarda un subconjunto

abierto, acotado y conexo de RY, cuya frontera I' es de clase C*.

4.1.1 Caso eliptico

Supondremos de nuevo que A un operador eliptico de coeficientes continuos de la
forma (2.1.1) (pag. 23), p > N, ap € LP?(Q), f una funcién f : Q@ x R2> — R y
g: T =R, ge LP (D).

87
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Teorema 4.1.1 Supongamos que se satisface la hipdtesis sobre diferenciabilidad C' de
f E1 (pdg. 69) y que L: QxR xR — R es una funcion

EJ - medible en x y de clase C* en las variables sequnda vy tercera y tal que para todo
M > 0 existe Py € LY (Q) tal que |L(x,0,0)| < ¥y(x) para c.t.p. v € Qy

oL

a_y(x>y7u) §¢M(x)

ou ( )
+ T,Y,u
U 7y7
si |y, |u] < M para c.t.p. x € Q.

Entonces, el funcional J : L>*(Q2) — R, dado por
J(u) = / L(z, Yy, u)dz (4.1.1)
Q
es de clase C'. Ademds, para todo u,h € L>()
oL of
! = — — 4.1.2
7 = [ (G +n e ) o (4.12)

donde y, = G(u) (G(u) definido como en el Teorema 3.1.2) y wou € W' (Q) es la tinica

solucion del problema

af oL
A*o+a = —(z,Yp,u) 0+ —(x,y,,u) enf
P + aoyp 8y( Yur )@ ay( Yus ) (4.13)
Onp = 0 sobre T,

donde A* es el operador adjunto de A
N

. 0 Oy
Ap=—)" o, (aji(x)a—xi) :

4,7=1

Demostracion. Consideremos la funcién Fy : C'(Q) x L*°(Q) — R definida por

%mwzlﬁwwmmmww

Gracias a las hipdtesis sobre L es directo probar que Iy es de clase C!. Ahora, aplicando
la regla de la cadena a J(u) = Fy(G(u),u) y usando el Teorema 3.1.2 y el hecho de que
WP(Q) C C(Q) obtenemos que J es de clase C! y

(0L oL
J<u>h—/g(ay (x7yu7u)zh+ 8u(xvyuau>h> dQ?,
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donde z;, = G'(u)h y viene dada por (3.1.3). Tomemos ahora ¢, solucién de (4.1.3).
Las hipétesis hechas sobre las derivadas de f y L y el Teorema 2.1.3 nos aseguran que
©ou € W(Q). Podemos por tanto aplicar la férmula de Green y deducir (4.1.2) de la

igualdad anterior. 0O

Teorema 4.1.2 Supongamos que se cumplen las hipotesis de diferenciabilidad sobre f
E1 (pdg. 69) y E2 (pdg. 70) y sobre L E4 (pdg. 88). Supongamos ademds que

E5 - L es de clase C* en y, u y para todo M > 0 existe vy € L*(2), tal que

O*L O*L

62
a_y2<x7y7u)’ + ‘8u—@(x7y’u)‘ +

w(l’ayﬂf/) < ¢M(‘T)

si |y, |u] < M para c.t.p. x € Q.

Entonces el funcional J : L>°(Q2) — R es de clase C? y para todo u, hy, hy € L=(Q)

J”(u)h1h2 =

2

L
<I7 Yu, u)h1h2

ou?

2L 0L 0
/Q [a_yg(x7 Yu,s U)Z1Z2 + M(xa Yu, U,)(Zlhg + Zth) +

02 02 0?
+%0u (8—;;($, Yus ) 2122 + Wafu(%ymu)(le + 22h) + 8—1;];(% Yus U)h1h2>} dx
(4.1.4)
donde y, = G(u) (G(u) definido como en el Teorema 3.1.2), 0o, € W' (Q) es la tinica
solucidn del problema (4.1.3) y z; = G'(u)h;, i = 1,2.

Demostracion. Consideremos de nuevo la funcién Fy : C(Q) x L>®(Q) — R definida
por

Foly,u) = / L(z,y(z), u(z)) d.

Gracias a las hipdtesis sobre L es directo probar que Fy es de clase C2?. Ahora, aplicando
la regla de la cadena a J(u) = Fy(G(u),u) y usando el Teorema 3.1.3 y el hecho de que
Whr(Q) C C(Q) obtenemos que J es de clase C? y la férmula (4.1.4) para la derivada
segunda. 0O

Teorema 4.1.3 Supongamos que se satisfacen las hipétesis de diferenciabilidad C* sobre

[ en E1 (pdg. 69) y que para todo 1 < j < ng+n;, g;: 2 x RY — R es una funcidn
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E6 - medible en x, de clase C' en la variable n (n designa a la variable muda para el

gradiente) y existen una constante C' > 0 y una funcion ¢, € L (Q) tal que

a }
a—ggum\ < Cln + ()

para c.t.p. x € €.

Entonces para todo 1 < j < ng+n;, el funcional G; : L>(Q2) — R, dado por

Gj(u) = / gj(z, Vy,(x))dz, (4.1.5)
Q
es de clase C'. Ademds, para todo u,h € L>(f)
G (u)h = / O g )b da (4.1.6)
J o SOJU au ) yua A
donde y, = G(u), pju € W'(Q) es la tinica solucion del problema
of . {0y,
Ao+ ag0in = —=—(T,Yy, u)p;, — div (—J x,Vyu> en €2
OppePju = 0 sobre T,

Demostracion. Es suficiente considerar la funcién de clase C!' F; : Wh(Q) — R

definida por
Fio) = [ o3(e. Vota) de

Teniendo en cuenta el Teorema 3.1.2, sabemos que y, € WP(Q). Ademds, gracias a la
hipétesis EO6,
dg;
o

por lo tanto, el Teorema 2.1.3 se puede usar para deducir que ¢,, estd bien definida

(, Vi) € LV (Q);

y pertenece a lep'(Q). Derivando F}, usando la regla de la cadena e integrando por

partes, obtenemos la expresién (4.1.6) para la derivada. 0O

Teorema 4.1.4 Supongamos que se cumplen las hipotesis de diferenciabilidad sobre f

E1 (pag. 69) y E2 (pdg. 70) y sobre g; E6. Supongamos ademds que

E7 - g; es de clase C* enn y existen una constante C' > 0 y una funcion iy € LP/(P=2)(Q)
tales que

829]'

on?

<x,n>' < Ol + () cdp. z € Q.
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Entonces para todo 1 < j < ng + n;, el funcional G; : L>=(Q) — R es de clase C*.
Ademdas para todo u, hy, hy € L™®(Q)
0?g;
G;{(u)hlhg = / |:sz2 J (ZL’, Vyu)Vzl
Q
0? 0? 0?
+Pju (8_;;<x’y“’u)2122 + fu (7, Yu, w)(21ha + 22h1) + a—ué(% yu7u)h1h2)} dx
(4.1.8)

donde y, = G(u), @, € WHP'(Q) es la tinica solucion del problema (4.1.7) y z; = G'(u)hy,
i=1,2.

Demostracion. La funcién F; : WH(Q) — R definida por

Fy(y) = / 9z, Vy(a)) de

es de clase C%. Derivando con la regla de la cadena, obtenemos la expresién (4.1.8)
para la derivada segunda. La hipdtesis E7 nos asegura que la derivada segunda de g;
respecto al gradiente del estado pertenece a LP/P=2)(Q), y la hipétesis E1 nos asegura
que el gradiente de z; estd en LP(2), con lo cual la integral estd bien definida. El segundo
sumando de la integral debe entenderse como producto de dualidad en Wl’p'(Q), ya que,
como LP/?(Q) C (Wl’p/(Q))/, gracias a E2 asf esta bien definido. O

Nota 4.1.1 Recuérdese que la solucion de la ecuacion (4.1.7) se debe interpretar en el

sentido variacional

N

/Q (Z aji(x)a{;iiu (q:)g—;i(x) + aO(QZ)SOku(l’)w(ZE)) drx = /Q g—i(x,yu,u)goku(x)w(x) dx

1,j=1

N
Ogr, oY
+ ;/ﬂ o, (x, Vyu)axj (x)dx

para todo ¢ € WHP(Q).

4.1.2 Caso parabdlico

Sean T', Q, Xy A, p, 7, ki, ki, o1, 51 como en la Seccién 2.2, con los coeficientes
del operador A de clase C([0,T];C(Q)). Sean f, g, yo funciones, f : Q@ x R — R,
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g: UXRXR —R, F:QxR—R G:YXR—Ryy:Q2—R, y €
L®(Q) N WhP(Q). Sean ky, ky, 02, 2 y v como en la seccién 2.2.

Para demostrar que el funcional

T T
J(v) :/ /F(m,t,yv) dz dt+/ /G(s,t,yv,v) ds dt—l—/L(x,yU(m,T)) dx
0o Jo o Jr Q

es de clase C!, utilizaremos las siguientes hipétesis.

P4 - Para todo y € R, F(-,+,y) es medible en ). Para casi todo (z,t) € Q, F(x,t,-) es

de clase C* en R. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

oF
F(a,1,0)] < My(a, ), a—y(x,t,m\ < Ma(a, n(ly)).

donde M, € L*(L¥2(9)).

Para todo y,v € R, G(-,y,v) es medible en . Para todo v € R y casi todo
(s,t) € X, G(s,t,-,v) es de clase C! en R. Para casi todo (s,t) € 2, G(s,t,-) y
G (s,t,-) son continuas R?. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

G(s5,4,0,0)] < Na(s, 1) + o, %@,t,y,v)

< (Na(s, ) + [o)n(ly]),

donde Ny € L72(Lo2(T)).

Para todo y € R, L(+,y) es medible en Q). Para casi todo = € €, L(x,-) es de clase

C! en R. Se satisfacen las siguientes estimaciones:

oL

(e, )] < My(a), ‘a—y

(#.0)| < Mol
donde Ms(x) € LY(Q) y M, € L*(Q).
P5 - G(s,t,v,-) es de clase C! en R. Se satisface la siguiente estimacién:

oG
‘%(Svtvlyav)

< (N3 (s,t) + [v)n(ly]),

donde N3 € L}(Y).
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Teorema 4.1.5 Supongamos que se satisfacen las hipotesis hechas sobre f y g, P1y P2,
y las hipdtesis hechas sobre F', G y L P4 y P5. Entonces el funcional J : L*(X) — R
es de clase C'. Ademds para todo v, h € L (%)

Y Y ile g
J'(0)h = / ( (5,4 0) + 0 8v<s,t,ymv>) hds dt,

donde 1y, = ®(v) es la solucion de la ecuacion (3.2.1), po, € L™ (W) + L2(H") es la

unica solucion del problema

ey of OF
it AN L _ 9
at _I_ SO ay ($7t7yv)@ ay ('xatayv) en Q7
O?zi* — g—g(s,t, Y, V)p = %(s, t,yy,,v) sobre 3, (4.1.9)
PT) = ST et

Demostracién. Consideremos la funcién Fy : LT(WHP(Q)) x L>(X) — R definida por

T T
Fy(y,v) :/ /QF(:L',t,y) dx dt+/ /G(s,t,y,v) ds dt+/QL(:c,y(:r;,T)) dx
0 o Jr

Gracias a las hipdtesis sobre F', Gy L es directo probar que Fy es de clase C'. Ahora,
aplicando la regla de la cadena a J(v) = Fy(®(v),v) y usando el Teorema 3.2.2 tenemos
que J es de clase C' y

T T
J (v)h = / / 8—F(x,t,y)zh dx dt —i—/ /%(s,t,y,v)zh ds dt+
o Jo 0y o Jr Oy

T oG oL
/0 /F%(s,t,y,v)h ds dt+/ﬁa—y(x,y(x,T))zh(T> dx

donde z;, = ®'(v)h y viene dada por (3.2.3). Tomemos ahora g, solucién de (4.1.9).
Las hipotesis hechas sobre las derivadas de f, g, F, G y L y la Proposicion 2.2.10 nos
aseguran que @g, € L7 (W' (Q)) + L*(H") y que podemos aplicar la férmula de Green
y deducir la expresién para la derivada de la igualdad anterior. 0O

Para lograr que el funcional sea dos veces diferenciable supondremos que
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P6 - F(x,t,y) es de clase C? en y y existe ¢; € L'(Q) tal que

)| < il Ol

para casi todo (z,t) € Q.
G(s,t,y,v) es de clase C* en y y en v y existe 1, € L}(X) tal que

2

+ ‘6y61}(8 t,y,v)| +

2

0*G
Sz (5 69:)

Tz S by ) < (tha(s, 1) + [v))n(ly])

para casi todo (s,t) € X.
L(x,y) es de clase C? en y y existe 13 € L'(Q2) tal que

%f(:c,w' < ds(@)n(ly)

para casi todo x € €.

Teorema 4.1.6 Supongamos que se satisfacen P1-P6. Entonces el funcional J : L>®(3) —
R es de clase C*. Ademds para todo v, hy, hy € L®(X)

J//(U)hlhg =

0*G 0*G 0?G
_/ (a 2 (S t y Yo, U )ZlZ2+ a 90 (S t y Yo, U )(Zlh2+22h1) o ) (S t y Yo, U )hth) ds dt+

88(

donde y, es la solucion de la ecuacion (3.2.1), @o, es la solucion de (4.1.9) y z; es la

0? 0? 0?
+/ Pov (8 ‘Z(s t, Yy, V) 2120 + I (st s Yv, ) (21ha + 22hy) + 5 ‘Z(s t, Yp, U )hlhg) ds dt,
>

solucion de (3.2.3) respectivamente para h;, i € {1,2}.

Demostracion. Consideremos Fy como en la demostracién del resultado anterior.
Gracias a las hipdtesis sobre f, g, F', G y L se tiene que Fy es de clase C?. Aplicando
la regla de la cadena y el Teorema 3.2.3, obtenemos que .J es de clase C? y la expresién

para su derivada segunda. 0O

Por tultimo vamos a dar condiciones de diferenciabilidad adecuadas para las restric-

ciones. En el problema (P}) de la pagina 16 definimos

:{feLT(Lp)Ni/CJ(/ (.. f)d )dt:Osilﬁjém,
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T
/ ¢ (/gj(x,t,ﬁdx)dt§081ni+1Sjgni+nd}7
0 0

donde ¢; : R - Ry g; : Q@ x RY — R son funciones.

Ejemplo 4.1.1 Si tuviéramos una relacion de desigualdad con ((s) = s7/P — §/T y
gi(z,t, f) = |f — ga(z,t)|P, con 6 € R y gg € L"(LP)N dados, la restriccion seria

T v
/ (/ Vy — gd(a:,t)]pdx) dt <6,
0 Q

o sea, que C' = BLT(Lp)(gd,d).

Nos interesaran las propiedades de diferenciabilidad sobre

Gy(0) = /O e ( /Q gj(a:,t,nyv)da:) dt.

Supongamos que

P7- (i(s) es C'y g;(z,t,m) es de clase C' en n y existen una constante C' > 0 y una
funcién ¢ € L7 (L") tales que

T dg; _
o < sy [t < ClaP 4 vl
para c.t.p. (z,t) € Q.

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.7 Supongamos que se satisfacen P1, P2 y P7. Entonces para todo j, el
funcional G; : L®(X) — R es de clase C'. Ademds, para todo v, h € L=(%)

: 99
Gj(v)h:/Egojv%(s,t,yv,v)dsdt,

donde y, es la solucion de la ecuacion (3.2.1), ¢, € LT (W) + L2(H') es la tinica



96 4. Funcionales involucrados en los problemas de control

solucion del problema

(_ 9y of g / | dg;
325 +A 2 ay (xatvy’u)sp - le C] ( Qg](‘r7t7viﬂyv)dx) a (S t viﬂyv<x t))
en @,
Oy _@ e / ' % ~
= Smne = v ([ g Vatus) Bt Voot 1
sobre 33,
OL

ST = T Q.

\ PT) = Glai(T) en
(4.1.10)

Demostracidn. Consideremos la funcién de clase Ct, F; : L™(W'?(Q)) — R definida

Fi(y) = /0 iy ( /Q gj(af,t,vxy)d:r> dt.

As tenemos que G; = Fj o @, y por la regla de la cadena, G; es de clase C.

por

Ahora, teniendo en cuenta el Teorema 3.2.2, podemos asegurar que y,, € L™(W'P(Q)),

y gracias a P7, tenemos que

G (/ gj(wat,mev)dx) 88977] (5., Vayo(x, 1)) € L7 (L")V.
Q

Por lo tanto podemos usar la Proposicién 2.2.10 para deducir que ¢, esta bien definida
y pertenece a L™ (WHP'(Q)) + L2(H'). Derivando F}j, usando la regla de la cadena e

integrando por partes, obtenemos la expresién para la derivada de G,(v). O

Ejemplo 4.1.2 Retomemos el Ejemplo 4.1.1, con g4 = 0 para simplificar la notacion.

T 7
F1(y)=/ (/|wa|pdx> dt — ¢
0 Q
;71
Fi( / ( / |ny|pd:c) / |sz|p_2V$yV$zdx] dt.
Q

Para probar que las restricciones son de clase C?, haremos la siguiente hipdtesis.

En este caso
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P8 - (;(s) es C? y gj(x,t,n) es de clase C* en n y existen una constante C' > 0 y una
funcién ¢ € L7/7=2(LP/P=2) tales que

829]'
on?

G <Clsl»™ y

(x,tm)‘ < il + ()

para c.t.p. (z,t) € Q.

Ahora podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.1.8 Supongamos que se satisfacen P1, P2, P3, P7y PS§. Para todo j, el
funcional G; : L*(X) — R es de clase C*. Ademds, para todo v, hy, hy € L>(X)

T g, g,
G5 (v)hihy :/ {CJ’/ (/ gj(x,t, nyv)d:x> / AV dm/ e VA dx} dt+
0 Q o on o On

/OT {CJI </ng(x’t, mev)dﬁ) /Qvle :

aa 9 (‘xa t7 nyv)vaQdaj] dt+
0 0? 92
+/ Pjv <_g(s,t,yv,v)zm + (5,4, 40, v) (21D + 22h1) + —g(S,t,yv,v)hlhz) ds dt.
b))

2
oy? Oyov ov?

donde vy, es la solucién de la ecuacion (3.2.1), @, € L™ (W) + L2(H') es la solucion

de (4.1.10) y z; es la solucion de (3.2.3) respectivamente para h;, © € {1,2}.

Demostracion. La funcién F; : LT(WP(Q)) — R definida por

Fi(y) = /OT G </Q 9;(x,1, V:cy)dl") dt

es de clase C?. Derivando y usando la regla de la cadena obtenemos la expresién para la

derivada segunda de G,(v). Las hipétesis hechas nos aseguran que la integral esta bien
definida. [

Ejemplo 4.1.3 Retomemos los ejemplos 4.1.1 y 4.1.2. Se tiene que

T 52
Fl”(y)zlz2:/ (/ |ny]pd;1:> /]ny|p_2vxyvxz1dx/|ny]p_2vxyvx22dw dt+
0 Q Q Q

r

donde In es la matriz identidad N x N.

T
([1wapae)” [ T2 (VP 0¥ ey 4 1V 1x) vledx] i,
Q Q
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4.2 Sensitividad de los funcionales respecto a per-

turbaciones difusas

4.2.1 Caso eliptico

Q2 denotard un subconjunto abierto, acotado y conexo de R, cuya frontera I' es de
clase C''; A un operador eliptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pdg. 23);
p>N:ag € LP?(Q); f: QxR —R;g: T =R, ge P 'I'); L:QxRxR—Ry
g;i : QA xRY - Rparal<j<n;+n,.

Para establecer un principio de Pontryagin para el problema (P.) de la pégina 16,
debemos establecer otro tipo de desarrollo de Taylor, basado en perturbaciones difusas
del control. Ahora no hace falta suponer diferenciabilidad de las funciones involucradas

respecto al control.

Teorema 4.2.1 Supongamos que se satisfacen las hipdtesis sobre f EO (pdg. 66), E3
(pag. 75) y sobre g; E6(pdg. 90). Supongamos ademds que L : Q x (R x R) — R es una

ES8 - funcion de Carathéodory, de clase C' en la sequnda variable y para todo M > 0
existe Yy € LY(Q) tal que |L(z,0,u(x))| < Yar(x) para todo u € Uyq y c.t.p. x € §

Y
Z—§<x,y,u<x>>\ < bula)

si |yl < M para todo uw € Uyg y c.t.p. x € Q.

Para todo p € (0,1) y todo uy,us € Uyg tomemos E,, u,, y, y z como en el Teorema
Entonces para todo p € (0,1) y todo uy,uy € Uyq se cumple que

J(up) = J(u1) + pAJ + o(p)

Yy
Gj(u,) = Gj(ur) + pAG; + o(p) para 1 < j < n; + ng,
donde oL
8T = [ Sitmn )z ot | (L) - L) do
o Oy 0
/ 0
AG; = ﬁ(m, Viy)Vzdx
o on

para 1 < 7 < n; + ny.



4.2. Sensitividad de los funcionales respecto a perturbaciones difusas 99

Nota 4.2.1 Ndétese que AG; # G'(ur)uz, ya que z # G'(ur)uy.

Demostracion. Usando las definiciones de E,, u,, y, y #z dadas en el Teorema 3.3.2

tenemos que

J(u,) — J(uy) B / / oL oL
p AJ — 0 o 8y (-T,yl +9<yp yl)ﬂup)de ay (x7y17u1) Zdw

_/Q (1 _ %XEP> (L(z,y1,u2) — L(z,y1,w1)) dx

y en virtud del Lema 3.3.1 esta cantidad converge hacia 0.

También

P o \Jo In on

y en virtud de la propiedades de crecimiento impuestas sobre g;(n) en E6 y (3.3.2), esta

cantidad tiende hacia 0. La prueba esta completa. O

4.2.2 Caso parabdlico

Sean O, T, T, Q, Xy A, p, 7, k1, ki, o1, &1 como en la Seccién 2.2, con la frontera
I de clase C'*¢ y los coeficientes del operador A de clase C([0,T]; C%¢(Q)), para algin
0 < é < 1. Sean f, g, yo funciones, f : QxR — R, g : U XRXR — R, F': QxR — R,
G:YXxR—Ryy:Q—R,y € L°Q)NW(Q). Sean ky, ks, 02, G2 y v como
en la seccion 2.2.

Consideremos el Problema (Pp) de la pagina 16.

Teorema 4.2.2 Supongamos que se satisfacen las hipotesis P1 y Pj. Para todo p €
(0,1) y todo v1,vy € Vyq tomemos E,, v,, y, y z como en el Teorema 3.3.4.

Entonces, para todo p € (0,1), y todo vy,ve € Vg se cumple que
J(v,) = J(v1) + pAJ + o(p), (4.2.1)
donde
AJ = /QF;(-,yl)zdx dt—i—/ZG/y(',yl,Ul)ZdS dt—i—/QL;(-,yl(-,T))z(-,T) dx

-|—/ (G(s,t,y1,v2) — G(s,t,y1,v1)) ds dt.
2
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Demostracion. Usando las definiciones de F,, u,, y, y z dadas en el Teorema 3.3.4

tenemos que,

() = J(v1)
P

1
—AJ = / (/ F;(m,t,yl +0(y, — y1))do — F;(x,t,y1)> 2 dxdt+
Q 0
1
+/2 (/0 G;(s,t, v+ 0(y, —y1),v,)d0 — G;(S,t, yl,vl)) z dsdt+
1
Q 0

1
/ (1 — ;) XE, (G(S,t,yhUQ) - G(S7t<y1au1)) dsdt.
P

Gracias al Lema 3.3.3 podemos pasar al limite y verificar (4.2.1). O



Capitulo 5
Principio de Pontryagin

El principal resultado de este capitulo es un principio de Pontryagin para los proble-
mas (Pe) (pag. 16) y (Pp) (pag. 16). En los tltimos afios ha habido un interés creciente
en principios de Pontryagin para problemas de control gobernados por ecuaciones en de-
rivadas parciales con restricciones puntuales o integrales sobre la variable estado. Entre
otros podemos citar a Casas [22], Fattorini [52, 54], Bei Hu y Yong [60], Li y Yong [65],
Raymond y Zidani [78], Casas, Raymond y Zidani [35].

La prueba de los Teoremas 5.1.1 y 5.2.1 esta basada en el principio variacional de
Ekeland. Para obtener un principio de Pontryagin aproximado correspondiente a las
condiciones de optimalidad que se deducen del principio variacional de Ekeland, usamos
el método de perturbaciones difusas, como en los articulos de Raymond y Zidani [78] o

Casas, Raymond y Zidani [35].

5.1 Caso eliptico

Consideremos el problema (P,) de la pdgina 16. De nuevo tomamos €2 de clase C*;
" su frontera; A un operador eliptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pag.
23);p > N;ao € LP?2(Q); f: OxR? —R; g: I =R, ge LP'(T); L: OQxRxR — R
yg;i: QxRY - Rparal<j<n; +n,.

Definimos el Hamiltoniano H : Q x R* — R como

H(z,y,u,o,v) = vL(z,y,u) + of (z,y,u).
Se satisface el principio de Pontryagin

101
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Teorema 5.1.1 Sea u una solucion de (Pe). Supongamos ademds que se cumplen las
hipdtesis sobre f EO (pdg. 66) y E3 (pdg. 75), sobre g; E6 (pdg. 90) y sobre L ES (pdy.
98). Entonces existen numeros reales v, /_\j, 7 =1,...,ng+n; no todos nulos y funciones
y e W'(Q), g € W(Q) tales que satisfacen

20 meli<nn, N [ g@Vi@)di =0, G.LD
Q

Ay+ay = flz,y(z),u(z)) enQ

(5.1.2)
Oy = 0 sobre T,
8f 8L ni+ng
A*f 5 = L Tl U )\ di Q
prap = (@50 +rg (w Z iv ( (x Vy)) en
On,@ = 0 sobre T,
(5.1.3)

y para casi todo x € €,

H(z,y(x),u(z), p(x),v) = min H(z,y(x),k o(z), 7).

k‘EKQ(Z‘)

Demostracion. Definimos la distancia de Ekeland sobre el conjunto U,y como

dp(u,us) = {z € Q: ui(x) # uz(x)}.

Tenemos que (Uuq,dg) es un espacio métrico completo y la convergencia en (Uyq, dg)
implica convergencia puntual en ).

Definimos el funcional penalizado

donde para todo a € R

Consideramos el problema
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La solucién de nuestro problema original @ es una #—solucién de (P,). J, es continuo
para la distancia de Ekeland, luego por el principio variacional de Ekeland [50] existe
u, € Uyq tal que

dp(uy,u) <

S|

1
In(up) < Jp(u) + —dg(u, u,) para todo u € U,g. (5.1.4)
n

Sea u € U,y cualquiera. Por los Teoremas 3.3.2 y 4.2.1, para todo p € (0, 1) existe

un conjunto medible E, C 2 tal que

|Epl = pl2,

1
Yp = Yn + pzn +1,, coOn hng) ;HTPHWI,;D(Q) =0,
p—

J(u,) = J(u,) + pAJ" + 0(p) (5.1.5)
y
Gj(uy) = Gj(un) + pAGT + o(p) para 1 < j < n; + ng,
donde
u, enQ\E,
u, =
u en kb,
Yo = Yu,>
of
Az, +apz, = a—y(x,yn,un)zn + f(z,yn,u) — f(z,Yn,u,) en Q
Opnyon = 0 sobre T,
OL
AJ" = / — (X, Yp, Up ) 2y, dx +/ (L(x, yn,u) — L(z,Yn, u,)) dz
o Oy Q
Y 0
n 9j
AGT = | —=(z,Vy,)Vz,dr
=) o ( )
para 1 < j < n; + ng.
Por (5.1.4)
1
In(un) < Jn(up) + EdE(upvun)-
Pero

dE(Upvun) = |Ep| = p|Q],
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y por tanto
Jn () — Jn(up)

P
Vamos a pasar al limite cuando p tiende hacia cero en esta expresién para obtener asi

1
< Q).
n

un Principio de Pontryagin en forma integral aproximado.

Jn () — Jn(“p) _ Jg(“ﬂ) - Jg(up) _
P p(Jn(tn) + Jn(“p))

() — I + )] = [(00) = 3@+ £)]

2

- O EATH) '
- (@il = Gylu ) D ((Golua)*)? — (Gu)* )
) )T e )
Vamos a ver que pasa cuando p — 0 sumando a sumando.
p () = g@ + 5T = () —T@+ )T
= EATAESATS) S
donde N N
Ahzuw@—ﬂm+#)—gmm—Jwa@
1 P )
y

(T () = @) + )"+ () = J(@) + &)
In(tn) + Jn(u,)

debido a la continuidad de J tenemos que

Af =

(J(up) — J(@) + 5)*
In(un)

A esta cantidad la llamaremos v". Para pasar al limite en A/ tenemos que tener en cuenta

lim Af =
p—0

el signo de J(u,) — J(@) + -5. Si J(u,) — J (@) + =5 > 0, entonces para p suficientemente
pequetio se tiene que J(u,) — J(@) 4+ -5 > 0y por tanto
S (un) = J(up)

AP = :
' p

en virtud de (5.1.5), esta cantidad converge hacia —AJ™. Si J(u,) — J(@) + -5 < 0
entonces 1" = 0. Ademds para todo p se tiene que |Af| estd acotado: Sabemos que para
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cualquier par de nimeros reales t; y t5 se tiene que |t] —t5 | < |t; — to]. Por lo tanto, y

usando (5.1.5) tenemos que

) < 1) = T(w)

y por tanto |Af7| estd acotado independientemente de p.. Asi que en cualquier caso

podemos escribir que

lim A? = —v"AJ".

p—0

En segundo lugar, para 1 < 5 < n;, se tiene que

Gj(un)® — Gi(uy)? — Gj(un) — Gi(uy)  Gj(un) + Gj(u,)

p(Jn(un) + Jn(up)) N P In(tn) + Jn(uy,)
y esta cantidad converge hacia —A7AGY, donde
T Ta(uy)

De la misma manera, si n; + 1 < 5 < n; + ng se puede asegurar que

(Gj(un))* = (Gj(up)*)?

li = —-A'AG”,
0 p(n(un) + Ju(u,)) 1o
siendo en este caso N
J Jn(uy)
Con lo cual tenemos que
. Jn(un) B Jn(up) _ n n il n n
lim ; = —V"AJ" — Zl NIAGT,
y por lo tanto
ni+ng 1
—V"AJ” — Z ATA —1Q.
n

Si escribimos el primer miembro expllcltamente tenemos que

ni+nd
L OL
—V"AJ"— Z NAGT = —/ V" 5 — (@, Yn, Up) 2 dT— /V” (L(x,yn,u) — L(z, Yn, uy,)) de—
= Q Y Q
n;+ngqg

— Z /)\" 9 2, Vy,)Vz, dr < l|Q|
n
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Sea ,, el estado adjunto aproximado, que cumple la ecuacion

( 0
A*Spn + appn = a_.:l];(m’ Yn; un)gon+
L n;+ngqg ‘
V"Z_y(x’y”’“”) - Z )\?div(aa—gnj(x, Vyn)) en €
7j=1
Onputon = 0 sobre I'.

Integrando por partes y usando la definiciéon de z,, obtenemos

1
V" (L(Iaynau) - L<5U7yn>un)) < E|Q|

- /Q P (£ Yns ) = f(2, Yo, un)) d = /

Q

Y por lo tanto, tenemos un Principio de Pontryagin aproximado y en forma integral:

1
/Q (V”L(m,yn,un) + (pnf(x’yn’un)) dx < / (y”L(x,yn,u) + @nf(JHyn;U)) dx + E|Q|

Q
para todo u € U,.
Ahora, como

ni+ng

V" 4 Z )\?2 =1,
j=1

podemos tomar subsucesiones que converjan hacia niimeros reales o y j\j, 1 <75 <n;+nyg,
obviamente no todos nulos. Estos cumplen (5.1.1). Se tiene asimismo que uw,, — u
puntualmente, y por tanto, debido al Teorema 3.1.1 y, — § en W'?(Q), y por lo tanto
uniformemente, con lo que ¢, — @ en W' (Q), y podemos pasar al limite para obtener

el Principio de Pontryagin en forma integral:

/Q (L(x.5.0) + of (2,5,7)) dx < / (PL(x, 5, w) + 3 (x5 w) de

para todo u € U,y.
La forma puntual del principio de Pontryagin se deduce como en [78, pag. 1875] O
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Algunas extensiones

De la misma manera podemos llegar a probar un principio de Pontryagin para un
control frontera. Consideremos el problema

Minimizar J(v) = /E(s,yv,v)ds,
r

vVEVy={v:I' - R: v(s) € Kp(s) ct.p. s},

(Po) .
g](itav:l/u(w)) dr = 07 1< J < ny,

g;(x, Vyu(x))de <0, n; +1 < j < n; + ng,
\ Q

donde
Ay, +ay = f en 2

OnsYu = g(s,yy,v) sobre [,

y Kr es una multiaplicaciéon medible con imagen no vacia y cerrada en P(R).

Definimos el Hamiltoniano frontera H : I' x R* — R, como

‘H<S7 y7 /U7 907 l/) = V€(87 y? U) + <lp.g(87 y7 /U)'

Teorema 5.1.2 Sea v solucion de (P.). Supongamos que f € LP/?(Q); g : TxRxR — R
es una funcion medible en T, de clase C en la sequnda variable, continua en la tercera
variable y para todo M > 0 ezisten vy, € LPHT) y Cy > 0 tales que |g(s,0,v(s))] <
¢M(5)7

dg
— < = <
Cu < 8y(«S‘ﬂt,v(S)) <0

para todo |t| < M, v eV ycetp. sel; 0: T xRxR — R es una funcion medible en
[, de clase Ct en la sequnda variable, continua en la tercera variable y para todo M > 0
existe vy € LY (T) tal que [£(s,0,v(s))] < wu(s),

ol

—(s,t,v(8))| < S

55 £ ) < V()
para todo [t| < M, v € Vg y c.t.p. s € I'. Supongamos ademds que se satisface E6 (pdyg.
90).

Entonces existen numeros reales v, S\j, j=1,...,ng+n; no todos nulos y funciones

y e Whr(Q), ¢ € WH'(Q) tales que satisfacen

A >0 n+1<j<n;+nyg, /\j/gj(x,vy(x))dxzo,
Q
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Ay+apy = f en )
O, = g(s,yp,v) sobrel,

n;+ngqg
Ao+ agp = —ZAle( xVy)) en €

0 ol
On,@ = 8_g( g,@)@—l—ﬁa—y(s,gj,@) sobre T,

H(s,5(s),0(s), @(s),7) = win H(s,5(s), k. 5(s), 7).

5.2 Caso parabdlico

Sean Q, I', T, Q, Xy A, p, T, kq, 12:1, 01, 01 como en la Seccion 2.2, con la frontera
I de clase C'*¢ y los coeficientes del operador A de clase C([0,7T7]; C%¢(€2)), para algtin
0 < é< 1. Sean f, g, yo funciones, f : QXR — R, g : EXRXR — R, F: QxR — R,
G:EXxR—Ryy:Q—R,y € L2Q) NW(Q). Sean ky, ks, 02, 52 ¥ v como
en la seccion 2.2.

Consideremos el problema (Pp,) de la pagina 16. Para el problema parabdlico, a modo
de ilustracién, no vamos a considerar tan sélo el caso de un nimero finito de restricciones

sobre el gradiente del estado, sino que trataremos la restriccién de la manera mas general
V.y e,

donde C' es un subconjunto cerrado, convexo y con interior no vacio de (L7 (0, T; LP(2)))".

Definimos el Hamiltoniano frontera como

HE(Sat7yava @, V) = VG(S7t7yav) + (pg(87t7y7v)

para todo (s,t,y,v,0,v) € T x [0,T] x R

En el siguiente teorema, establecemos el principio de Pontryagin.
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Teorema 5.2.1 Supongamos que se satisfacen P1 y Pj. Si (v) es una solucion del
problema de control (Py) de la pdgina 16, entonces existen @ € L™ (W'W') + L*(HY),
veRT, y fe (L7 (LYY, tales que

(f,7) # (0,0), (5.2.1)
/(z—me)f < 0 para todo z € C, (5.2.2)
Q
( 5 "
S Ae-F et = vy tp)rdv
op  0Og N _0G N
_ 7 = p— —f- PN 5.2.3
o é)y(s,t,y,v)so Yo (s,,9,0) — f-7i sobre ¥, (5.2.3)
\ PT) = o (D) n
)
Hys(s,t,9(s,t),0(s,t),¢(s,t),0) = IIEH? )Hg(s,t,gj(s,t),v,@(s,t),17) (5.2.4)
veEKx(s,t

para casi todo (s,t) en .

Demostracion. Definimos la distancia de Ekeland en el espacio V,4:

dp(vi,v2) = [{(s,8) © vi(s,t) # va(s, 1)}

El espacio (V,4, dg) es un espacio métrico completo, y la convergencia en (V,4, dg) implica
la convergencia en L*(X) para cualquier o < oco. Consideremos el funcional penalizado
) 1/2

+ dC(vxyv)Q )

Jn(v) = [(J(v) —J(@) + %Y

donde dc(+) es la distancia (L7(LP))Y al conjunto C' definida por
dC(Z) = ;relg ||z — <,0||(Lr(Lp))N.

El funcional d¢(+) es Lipschitz, convexo y diferenciable Gateaux para todo z € C, y en
€s0s puntos

HVdC(Z)H(LT'(LP'))N =L
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Considérese el problema
(P,) : min J,(v).

vEV, 4
Con tal eleccién, ¥ es una —z-solucién de (P,). El Teorema 3.2.1 y la hipotesis P4
implican que J,(v) es continuo para la distancia de Ekeland. Asi, debido al principio
variacional de Ekeland existe v, € V4 tal que

1
dp (v, 0) < v o Jn(vn) < Jn(v) + EdE (v,v,) paratodo v € V. (5.2.5)

S|

Sea v € V,q. Debido a los Teoremas 3.3.4 y 4.2.2, para todo p € (0,1), existe un
conjunto medible £, C X tal que

B, = oI5, (5.2.6)
1
Yp = Yn + pzn + 1, cON /1)1_1({(1) ;||rp||LT(W1,p) =0, (5.2.7)
y
J(v,) = J(v) + pATN + o(p), (5.2.8)
donde
v, enX\E
Up(S,t) = ’ o Yo = Yoy
v enk,
0z, 0
6_2;5 + Az, — a—‘;(a:,t,yn)zn =0 en @,
azn—@(st Un)zn = 9(8,t,Yn,v) — g(S,t,Yn,v,) sobre ¥
anA ay YA yn? n n - g P yn7 g P yn7 n 7
zn(,0) = 0 en €,
y
oF oG 0L
AJN = —(+, Yn)zndx dt+/ —(*, Yn, Un) Znds dt+/ —(yn (5, T))zn(-,T) dx
gaan [ G otmva) [T T)
+/ (G(yYn,v) — G(+, Yn, vy)) ds dt.
5

Las relaciones (5.2.5) y (5.2.6) implican que

In(0n) = Jn(v))
p

1
< —[X. 5.2.9
<3| (52.9)
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Tenemos
Jn(Vn) — Jn(”p) _ Jg(vn) - Jg(vp)

p B p (Jn(vn) + Jn(vp))

2

() @)+ =)' = [ 1) + )]

B 0 (Tu(0a) + Ta(0,)) i
dc(Vya)?* — de(Vy,)?
p (Ju(vn) + Ju(vp))
De (5.2.8) se sigue que
T = J@) + ) = [(Jw,) = g+ )]
hm[(() <)+”)] R( ) ()+")} = —v, AJV, (5.2.10)

g o (Tntn) + Ju(0,)
con .
(J(va) = J(@) + 1)
I (vn)
Con (5.2.7), y las propiedades de la funcién distancia d¢(+), podemos escribir

dC(V?/n)2 - dC(vyp)Q dC(vyn) - dC(Vyp) dC(vyn) + dC(Vyp) _

Up =

lim = lim

=0 p(Ju(vn) + Ju(v,)) — #0 p (Jn(vn) + Ju(vy))
ZZ/iﬁ-VZJMdt (5.2.11)
donde ’
;. S de(V) s Vo ¢ C.
0 si no.

Para deducir un principio de Pontryagin aproximado, introducimos la ecuacién de
estado adjunto aproximada. Debido a las hipotesis hechas sobre las derivadas de las
funciones que intervienen en el problema y al resultado de regularidad en la Proposicion
2.2.10, existe un tnico ¢, € L™ (W) + L*(H") que satisface

9n of OF .
_ A* Y5 _ or
8t + Qon 83/ (‘I’t’yn)gpn Vn ay (‘I?t?yn) + le fn en Q,
dpn 0 oG .
a:LOA* - a_g(s’ taynyvn)spn - Vnﬁ_y(s,t, UYn, Un) — fn -n SObI'e E’
oL

(,Dn(,T) = Vna_y(ayn(T)) en €.
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Con la férmula de Green (2.2.32) de la Proposicién 2.2.10 tenemos que

OF - oG
/z/n—(a:,t,yn)zndasdt—/f-Vzndxdt—i—/un—(s,t,yn,vn) ds dt+
Q dy Q s Oy

V a_L
Q nay

0zp of
= Az,
/ngn ( oy + ay(:)z:,t,yn)zn) dx dt+

+/ Pn (8zn gz(s t yn,vn)zn> ds dt

3nA

(@, yn(T)) d =

:/Spn (g(s,t,yn,v)—g(S,t,yn,vn)) dS dt
b

Pasando al limite cuando p tiende a cero en (5.2.9), con (5.2.10), (5.2.11) y la anterior

formula de Green, obtenemos el principio de Pontryagin aproximado:

/ (VHG(‘S? t,yn,vn) + gDng(S, tvynvvn)) dS dt S
¥

1
/ (UnG (8, t, Yn, V) + ©ng(8,t,yn,v)) ds dt+—|X| para todo v € V,. (5.2.12)
> n

Nétese que v2 + || anz = 1. Luego existen subsucesiones, atin indexadas por n,

' (LP' )N
tales que (v,), converge a V),) y (ﬁl)n converge débilmente a f en (LT (LY )N, Siv >0
entonces se satisface (5.2.1). De otro modo, usando que lim, anH2 (LN = 1,y
que el interior de C' es no vacio, podemos demostrar que f # 0 de una manera estandar
(véase [78], por ejemplo). Sabemos que existe una bola By~ (Z,p) C C, con p > 0.

Tomemos 7, € B Lp)N(G, p) tales que
— g 1 r
Q

Como 7+ 7, € C, de la definicién de f:L y la definicién de subdiferencial en el sentido

del andlisis convexo (véase por ejemplo [45]), se tiene que
/ fo (4 Z, — Vyn)da dt < 0.
Q

Pasando al limite obtenemos que

1 N
—p+/f-(5—Vyn) <0,
2 Q
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lo cual prueba que f # 0.

La condicién (5.2.2) se cumple debido a la definicién de subdiferencial del funcional
convexo d¢(+).

Con (5.2.5), podemos probar que (y,), converge hacia § en Cy(Q \ © x {0}). Con
las hipétesis hechas y con la Proposicién 2.2.10, podemos probar que (¢, ), converge en
LT (W) + L2(H") a la solucién ¢ de (5.2.3).

Teniendo en cuenta los resultados de convergencia para (Yn)n, (Un)n, (©n)n, (Vn)n,
podemos pasar al limite en (5.2.12) cuando n tiende a infinito, y obtener un principio de

Pontryagin en forma integral.

/(DG(s,t,g,z‘;)+@g(s,t,g,@)) ds dt < / (0G(s,t,9,v) + @g(s,t,y,v)) ds dt.
b b

para todo v € V4.
El principio de Pontryagin puntual se puede deducir ahora como en [78, pdg. 1875].
La prueba esta completa. 0O

Algunas extensiones

En esta secciéon hemos tratado sélo de controles frontera acotados. El tratamiento
de controles no acotados se puede llevar a cabo como en [78], pero ello conlleva algunas
dificultades técnicas. Nos remitimos a [78] para tales extensiones. Todos los resultados se
pueden conseguir para controles distribuidos sin cambios de importancia en las pruebas.

Para ilustrar estros comentarios, consideremos el problema de control correspondiente

e la ecuacion de estado:

0

8_3+Ay+f(xvt7yau) =0 GHQ,
ﬂ—l—g(s,t,y,v) = 0 sobre X, (5.2.13)
anA

y(,0) = y enf,

conu € Uyg C LUQ), v € Vg CLI(X),¢g>N/24+1y o >N+ 1. Los conjuntos

de control U,y v V4 se definen como sigue.

Ui = {u € LUY) : u(z,t) € Kg(z,t) para casi todo (z,t) € Q},
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Vaa ={v e L7(X): v(s,t) € Kx(s,t) para casi todo (s,t) € X},

donde K¢ y Ky son multiaplicaciones medibles con imagen no vacia y cerrada en

P(R).

e Fl funcional de coste:

I (Y, 1, ) // (x,t, Yo, U d:cdt—i—/ /Gstym,, ) ds dt
(5.2.14)

/L(:L‘ Yuo (2, T)) dx,

Q

e la restriccion sobre el estado:

T T/p
/ </ V.y — gd|pdm> dt <9, (5.2.15)
0 Q

donde g4 es una funcién dada en (L7(L?))V
Definimos los Hamiltonianos distribuido y frontera como
HQ(fFat»%Ua @, V) = VF(x7t7y7u) - Qof(x7t7yau)

para todo (z,t,y,u,p,v) € Q x [0,T] x R,

Hx(s,t,y,v,0,v) = vG(s,t,y,v) — g(s,t,y,v)

para todo (s,t,y,v,0,v) € I x [0,T] x R%. Con algunas modificaciones en las hipétesis
P1 y P4 sobre f, g, F'y G (hay que suponer que f y F dependen del control u y dar

condiciones de crecimiento adecuadas en u), podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 5.2.2 Si (y,u,0) es una solucion del problema de control, entonces existen
ge L”(Wh') 4 L2(H"Y), v € RY, i € RT tales que

(7, 11) # (0,0), (5.2.16)

T
u(/ (|Vzﬂ—gd|”dw)”pdt—5) =0, (5.2.17)

0

0 | Ap+ filat g a)p = DF (ot idiv f
_E—F (p—l—fy(xv ,y,U)(,O = Vv y(xv 7y7u)+u IVf 6nQ7
ai+g’(s,t,y,@>¢ = G (s,t,5,0) —if -7 sobre %, (5.2.18)
8nA Y Yy
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donde -
- ( / |vxy—gd|pdx) (1.5 — 9" (V25 — g0).

Ho(z,t,y(x,t), u(x, t), p(x,t),v) = gn? )HQ(x,t,y(x,t),u, o(x,t),v)
ueKg(xz,t

para casi todo (x,t) en Q, y

Hyx(s,t,y(s,t),0(s,t),p(s,t),0) = ver}&ig ) Hs(s,t,5(s,t),v,0(s,t), 1)

para casi todo (s,t) en X.






Capitulo 6

Condiciones de primer y segundo

orden

Establecemos en este capitulo condiciones de primer y segundo orden para
los problemas de control estudiados. Aplicamos directamente un teorema
para problemas de optimizacién. Teoremas parecidos para problemas con un
numero finito de restricciones puntuales o integrales sobre el estado han sido
estudiados por ejemplo en [37]. El mismo teorema no puede ser aplicado
directamente para problemas con un niimero infinito de restricciones sobre el
estado (por ejemplo |y(x)| < d en Q). En [10] se pueden encontrar condiciones

necesarias de primer orden para este tipo de problemas.

6.1 Condiciones para problemas de optimizacion abs-

tractos

En esta seccién presentamos algunos resultados sobre condiciones de optimalidad para

problemas de optimizacién abstractos que han sido obtenidos por Casas y Troltzsch [36].

Sea (X, B, i) un espacio de medida. Consideremos el siguiente problema de optimi-

117
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zacion

( Minimizar J (u)

w € Uy = {u € L®(X) : ug(x) <u(r) <uy(r) paract.p. x€ X},
@ Gj(u) =0, 1 <j<n,,

| Gi(u) <0, ni +1<j<n;+ng

donde uq,up € L>®(X) y J,G; : L>*(X) — R son funciones dadas, 1 < j < n; + ng.
Ademsds, para u € L™®(X) y A = (), );“J{"d € R"*"4 definimos la Lagrangiana del

problema como
n;+ng

L(u,\) = E:AG

Condiciones necesarias de primer orden

Supondremos que @ es una solucién local de (Q), i.e. existe un nimero real p > 0 tal
que para todo punto admisible de (Q), con ||u — |~ (x) < p, tenemos que J(u) < J(u).
Bajo esta hipétesis, podemos deducir condiciones de optlmahdad necesarias de primer

orden satisfechas por @. Para una demostracién de las mismas, véase Clarke [44]).

+nq

Teorema 6.1.1 Supongamos que J y {G;};5"" son de clase C' en un entorno de u.

+ng

Entonces existen niimeros reales N, {\; }i2 ' mo todos nulos tales que

A >0, ni+1<j<n+ng \=0 siG;u)<O0; (6.1.1)
ni+ng
(Mo (@ Z \j Gi(u),u —u) >0 para todo u, < u < up. (6.1.2)

Obviamente, si Ay = 0, la ecuacién (6.1.2) no proporciona mucha informacién. En
ese caso se dice que las condiciones de optimalidad estan en forma no cualificada. Es-
tableciendo hipdtesis extra, podemos asegurar que Ag # 0 (y por lo tanto reescalando,
que A9 = 1). En dimension finita es tipico imponer la condicién de independencia de los
gradientes de las restricciones activas. Esta condicién ha de ser un poco mas fuerte en
problemas donde hay un ndmero infinito de restricciones (las restricciones de cota sobre
u). Estableceremos la siguiente hipétesis de regularidad que garantiza la cualificacién de

las condiciones de optimalidad. Sea

Iy = {j < ni +nq|Gj(u) = 0}
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el conjunto de indices correspondientes a las restricciones activas. También denotamos

el conjunto de restricciones no activas por
I ={j <n;i+nq|G;(u) <0}
Para todo € > 0, denotamos
={re X u(r)+e<u(x) <uy(z)—e}.
Hacemos la siguiente hipotesis de regularidad

Jeq > 0y {h;}jer, C L2(X), consupph; C X, tal que

(6.1.3)

Tenemos que

Teorema 6.1.2 Supongamos que se cumple (6.1.3) y las hipdtesis del Teorema 6.1.1.

Entonces las conclusiones de dicho teorema son vdlidas con A\g = 1.

Demostracion. Supongamos que A\g = 0. Tomemos p > 0 suficientemente pequeno
de tal manera que uy = u — pzbm’ie 1, i pertenezca a Uig. Usando la hipotesis de
regularidad (6.1.3)

@), o —my=1 NI

—p sij>n;y g€ .

Ademés sabemos que si j > n; entonces \; > 0, y que si ademds j € I_, entonces \; = 0.

Por lo tanto, usando (6.1.2) y estas consideraciones, tenemos que

n;+ngqg
OSZ)\jG;(ﬁ up — ) Z )\G’ Y(ug — @) Z Ajp <0,
Jj=1 Jj>ni, j€lo Jj>ni,j€lo

Luego si j > n,; entonces /_\j = 0.
Supongamos ahora que j < n;, y tomemos un p > 0 suficientemente pequeno de tal

manera que u;— = 4 — ph; y uj; = u+ ph; pertenezcan a U,q. Tenemos que para ¢ < n;

Gi(@)(uj— — ) = —pdy;

Gi(u)(ujp — 1) = py;.
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Luego

de donde se tiene que 5\]- =0.
Hemos demostrado que /_\j = 0 para 1 < 5 < n; + ng. Esto contradice el hecho de

que no todos los multiplicadores son nulos, luego Ay # 0, y reescalando podemos tomar
=110

Noétese que podemos reescribir (6.1.2) como

g—ﬁ(u, M) (u — ) > 0 para todo u, < u < uy. (6.1.4)
u

Condiciones necesarias de segundo orden

Recogemos en esta seccion los principales resultados para problemas de optimizacion
de [36].

Como queremos dar condiciones de optimalidad de segundo orden ttiles para el es-
tudio del problema de control (Pe) de la pagina 16 y (Py) de la pagina 16, necesitamos
tener en cuenta la discrepancia de las dos normas (the two-norm discrepancy); para estas
cuestiones véanse por ejemplo Ioffe [61] y Maurer [69]. Entonces tenemos que imponer

condiciones adicionales sobre las funciones J y Gj.

(A1) Existen funciones ¢, ¢; € L*(X), 1 < j < n; +ng, tales que para todo h € L®(X)

/gb r)dr y Gi(u /10] r)dr, 1 <j <n;+ng. (6.1.5)

(A2) Si{hg}2, C L®(X) estd acotado, h € L>®(X) y hi(x) — h(x) para casi todo

punto en X, entonces

n;+ng ni+ng

17" (u Z NG ()h; — [J" (@ Z NG (@ (6.1.6)
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Si definimos

n;+ngqg
d(z) = d(x) + > Noj(w), (6.1.7)
j=1
entonces
oL nina
e Mh = [J'(u Z X Gh( /Xd(x)h(x)dx Vh e L®(X). (6.1.8)

De (6.1.4) deducimos que

0 paract.p. z € X tal que uy(x) < a(z) < up(x),
d(r) =4¢ >0 paract.p. € X tal que i(r) = u,(), (6.1.9)
<0 paract.p. z € X tal que u(z) = up(z).

Asociado con d definimos

={x € X :|d(z)| > 0}. (6.1.10)
Dados {X;}72" por el Teorema 6.1.2 definimos
CY?={h e L™(X) quecumplen (6.1.12) y h(z) =0 ctp. € X%},  (6.1.11)

con

[ Gi@h=0si(j <n)6(j>mnm, Gi(@) =0y X > 0);

G (W)h <0 sij>n;, Gi(u)=0y X\ =0;
J(ah < J j(@) =0y A (6.1.12)
>0 sia(z) = uq(x);

) = <0 siu(z)=uy(x).

\
En el siguiente teorema establecemos condiciones de optimalidad necesarias de se-

gundo orden.

Teorema 6.1.3 Supongamos que se cumplen (6.1.3), (A1) y (A2), {\; }"ﬁ"d son los

multiplicadores de Lagrange que cumplen (6.1.1) y (6.1.2), con Ao =1, y J y {G;}; nitna

son de clase C* en un entorno de 6. Entonces se satisface la siguiente deszgualdad
0L

au2( AR >0 YheCl (6.1.13)
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Con una hipdtesis un poco mas fuerte que (A2) se puede probar una condicién
necesaria un poco mas fuerte que la del Teorema 6.1.3. Introduzcamos para ello el

siguiente conjunto
C’%LQ(X) ={h € L*(X) que cumplen (6.1.12) y h(z) =0 ct.p. x€ X°}, (6.1.14)
Tenemos la siguiente propiedad

Lema 6.1.4 Supongamos que se satisfacen (A1) y la hipdtesis de reqularidad (6.1.3).
Entonces

Cg,m(){) = Cg
donde C? denota la clausura de CO en L*(X).

Demostracién. Que CY C C’gLQ(X) es directo. Ademds CgLQ(X) es cerrado, lo que
conduce a la conclusiéon CY C_C% L2(x)-

Para ver que Cg r2x) C C? tomemos h € C’g L2()- Vamos a construir una sucesion
{hi}2, C C? que converja hacia h en L?(X). Sea

k si h(x) >k
hi(x) =< h(z) si —k<h(z)<k
—k si h(z) < —k.

Obviamente
lim hy = h en L?(X).

k—oo

Para j € Iy, tomamos
Ay = G;(ﬂ)hk - G;(ﬂ)h
Se tiene que para todo j

khm agj = 0.
—00

Gracias a la hipétesis de regularidad, sabemos que existen e; > 0y {h;}er, C L=(X),
con supp h; C X.,, tal que G'(@)h; = s, i, € Io.
Tomemos
h = iLk — Z Oékjl_lj.
Jj€lo
Obviamente, de las consideraciones sobre los limites de hy, y o se tiene que

lim hy = h en L*(X).

k—oo
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Veamos que las hy € CY.

En primer lugar notar que h(z) = 0 c.t.p. en X°. Dado z € X, para j € Iy, si
hj(z) # 0, entonces x € X.,. Por tanto u,(z) < u(z) < up(z), y por (6.1.9), d(x) = 0.
Luego * ¢ X% Asf que en X9 h; = 0. Gracias a la definicién de hy, se tiene entonces
que hi(xr) =0 en c.t.p. de X°.

En segundo lugar, para i € I

G ( ) hk Zak] B G/( )hk — Ay = G;(ﬂ)h

j€lo

Utilizando ahora que h satisface las relaciones Gi(u)h =05si j <n; 6 j > n;, G;(u) =0,
Ni >0y Giu)h <0sij>ng, Gi(u) =0, \; = 0 de (6.2.8), se deduce de la igualdad
Gi(u)hy = Gi(a)h que hy también las cumple.

Por 1ltimo hay que comprobar la condicion de signo. Como supp Bj C X.,, entonces
hj(z) = 0 siempre que u(z) = u,(z) 6 @(z) = wy(x). Consecuentemente, el signo de
hi(z) es el mismo que el signo de hy(z) si @(z) = uq(x) 6 4(z) = wp(z). Finalmente,
es suficiente notar que signo de iLk( ) es igual al signo de h(z) para todo x € X y que
h e C ) bara concluir que hy, satisface la condicién de signo. Asf hy € C? y la prueba

esta Completa. O

Introducimos ahora la siguiente hip6tesis, un poco mas fuerte que (A2).

2L

(A2’ ) 0 ( ,A) es bilineal y continua en L?(X).

Entonces podemos probar que

Teorema 6.1.5 Supongamos que se cumplen (6.1.3), (A1) y (A2’), {\;}7{"* son los
multiplicadores de Lagrange que cumplen (6.1.1) y (6.1.2) con \g = 1, y J y {G; }”’Jr"d
son de clase C? en un entorno de . Entonces se satisface la siguiente desigualdad

0*L

au2( AR >0 VheCf (6.1.15)

Demostracion. Sea h € C’gLQ(X). Gracias al Lema 6.1.4 podemos encontrar una
sucesion {hy}32, C C? tal que hy, — h en L*(X). Notando que (A2’) implica (A2) y
usando el Teorema 6.1.3 se tiene

0°L

5 (@ NhE > 0
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para todo k. Por la hipé6tesis (A2’), podemos pasar al limite y obtener asi

2
275(11,)\)112 > 0.

La prueba esta completa. 0O

Condiciones suficientes de segundo orden

Ahora @ es un elemento dado y admisible para el problema (Q) que satisface con-

diciones necesarias de primer orden. Motivados de nuevo por las consideraciones de la

discrepancia de las dos normas, tenemos que hacer algunas hipdtesis que involucran a

las normas de L=(X) y L*(X).

(A3) Existe un ndmero positivo p > 0 tal que J y {G;}/-

son de clase C? en la

bola de L*(X), Bre~x)(u, p) y para todo 6 > 0 existe € € (0, p) tal que para todo
U € Broo(x) (@, p), ||v —tllr=(x) < €, h,h1,ho € L®(X) y 1 < j < n; + ng se tiene

(

0L, - L, -
{%(U, )\) — W(U, /\):| h2

| J" (w)hiha| < Moal|lha L2l el L2 (x),

| G (Whiha| < Mja|lhallzzco)lhellz2cx),

Andélogamente a (6.1.10) y (6.1.11) definimos para todo 7 > 0

X" ={zreX:|dz)>rT}

CI ={h e L>*(X) que cumplen (6.1.12) y h(z) =0 c.t.p. z€ X"}

< 0llhlIZzx).

| J'(u)h| < Moa||hll2x), |GG (u)h] < Mja||R] L2 x),

(6.1.16)

(6.1.17)

(6.1.18)

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes de segundo orden para (Q).
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Teorema 6.1.6 Sea u un punto admisible para el problema (Q) que cumpla condiciones
necesarias de primer orden, y supongamos que se satisfacen las hipdtesis (6.1.3), (A1)
y (A3). Supongamos también que

PL, oy 2 r
parad > 0y 71 > 0 dados. Entonces existene > 0 ya > 0 tales que J(ﬂ)+oz||u—ﬂ||%2(x) <

J(u) para cada punto admisible u para (Q), con ||u — | p~(x) < €.

Nota 6.1.1 Si se satisfacen (A1) y la hipotesis de regularidad (6.1.3), podemos probar,

al igual que en el Lema 6.1.4, que
1200 = O
donde
nr2x) = 1h € L*(X) que cumplen (6.1.12) y h(z)=0 ctp. z€ X7}

y Cf denota la clausura de CT en L*(X).

Nétese también que la condicion (A3) implica (A2’). Por lo tanto, si se satisfacen
las hipotesis (6.1.3), (A1), (A3) y (6.1.19) para 6 > 0 y 7 > 0 dados, entonces la con-
dicion (6.1.19) se cumple no solo para las funciones de CT, sino para todas las funciones
de C’;LQ(X) :

0*L
u?

que es una condicion que a priori parece mds fuerte.

(@, A)h* > 5HhH%2(X) Vh e CF 12(x),

6.2 Caso eliptico

Q) denotard un subconjunto abierto, acotado y conexo de RY, cuya frontera I' es de
clase C''; A un operador eliptico de coeficientes continuos de la forma (2.1.1) (pdg. 23);
p>N;iag € LP?(Q); f: QxR —R; g: T =R, ge P 'I); L:QxRxR—Ry
g;i - QA xRY - Rparal<j<n;+n,.

Ademas supondremos que el conjunto de controles admisibles es de la forma

Usa = {u € L>(Q) : ug(z) < u(z) < up(z) en c.t.p.x € Q},



126 6. Condiciones de primer y segundo orden

donde ug, u, € L>®(€2). Con lanotacién del Capitulo 1, tenemos que Kq(z) = [uq(z), up(x)].
Usaremos la misma notacién que en la Seccién 6.1. En este caso X = . Ahora J(u)

viene definido como en (4.1.1) y G,(u) estd definido como en (4.1.5).

J(u):/QL(x,yu,u)d:c,

Gj(u):/ng(x,Vyu(x))dx.

La Lagrangiana del problema en este caso vendra dada por

ni+nd

L(u, \) :/QL(m,yu,u)dx+ Z )\j/ﬂgj(x,Vyu(x))dx.

J=1

Es interesante introducir de nuevo

Fy(y) = / 9;(z, Vy(2))d.

Obsérvese que

, . Og
Fi(y) = —div a—n(x, Vy)

y G; = F; oG, donde G(u) = y,.

Vamos a establecer una hipdtesis de regularidad anédloga a (6.1.3). Para € > 0, sea
Q. ={r e Q:u,(zr)+¢e<ulz) <wu(zr)—e}
Lema 6.2.1 Dado u un elemento de U,q, las dos condiciones siquientes son equivalentes:

(1) existe ez > 0 y funciones {h;}jer, C L>®(Q) consupp h; C Q., tales que Gi(u)h; =
dij para i,j € Iy;

(2) existe e > 0 tal que

0
la familia {gpia—f(a:, Yy, ) Yier, es linealmente independiente en L'(€.,), (6.2.1)
u
donde y = G(u) y @; = pin €s la solucion de (4.1.7) para u = u.

Demostracion. Antes de empezar recordemos que la expresién para Gi(@)h, segin

(4.1.6),

o,
Gj(u)h—/gg%%(x,y,u)hdx.
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Probemos primero que (1) implica (2). Supongamos que Gj(u)h; = d;; ¥ {@-%(w, U, ) bier,
no son linealmente independientes. Entonces existen ntimeros {«;}ic;, no todos nulos

tales que Zielo ai@i%(x,gj,ﬂ) = 0 para c.t.p. z € {),. Supongamos que o # 0. Por

un lado
_of,
aigpi%(x,y, w) | hjde = | Ohjdz =0
Q i€lp Q
y por otro
_of, )
aigpi%(as,y, u) | hjde = Z%Gi(u)hjdx = qj.
& \ier, iclo

Ambas identidades implican que o; = 0, lo cual es una contradiccién con nuestra

hipétesis o; = 0. Luego {@i%(m, i, ﬂ)} son linealmente independientes.

i€lp
Veamos ahora que (2) implica (1). De la independencia lineal de {@%(m,y,ﬂ)}ie Io

se sigue que el funcional T : L>®(€).,) — R/l que a cada h hace corresponder

Th = ( D af(x,gj, ﬂ)hda:)

Pim—
Q du i€l

es suprayectivo. En efecto, si T no es suprayectivo, entonces existe o € R0l o 2 0 tal

que
a-Th =0 para todo h € L>(£2,),

lo que implica que

0
Z (pja_f(x’ 7, ﬂ) = 0 para c.t.p. z € Q,,
j€lp Y

lo cual contradice (2). Luego para todo j, existe un h; € L>(€),) tal que la Th; es
el vector que tiene un 1 en la componente j y ceros en las deméas componentes. Por lo

tanto podemos concluir de ahf la existencia de los h;. O

Condiciones necesarias de primer orden

Las condiciones necesarias de primer orden satisfechas por una solucién local de (Py)

se pueden deducir del Teorema 6.1.2 con la ayuda de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.3.

Teorema 6.2.2 Supongamos que U es una solucion local del problema (P,). Suponga-
mos que se satisfacen las hipotesis sobre f, L y g; establecidas en E1 (pdg. 69), E4 (pdg.
88) y E6 (pdg. 90). Supongamos ademds que se satisface (6.2.1). Entonces existen
nimeros reales \j, j = 1,...,n4+n; y funciones §j € W'(Q), ¢ € W' (Q) tales que
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N0 mtl<i<mins X [ g Vi@)d =0, (6:22)
Q
Ay+ay = flx,y(x),ulz)) enQ (6.2.3)
Oy = 0 sobre T,
of oL A
A*p+app = a—y(:v,ﬂ, ﬂ)@—{— (x,9,u Z \;div ( (x, Vy)) en €
Onpp = 0 sobre T,
(6.2.4)
Y
oL, oL _of
— (1 —u) = y —u > :
5 (@, \)(u—1a) = / (8u (x,9,u) + ¢ au( .Y, u)) (u—a)dz >0 para todo u € Uyq
(6.2.5)

Ademds, si @o = oz Y ¢; = pja para 1 < j < n;+ng son las soluciones de (4.1.3) y
(4.1.7) respectivamente, para w = u , entonces

ni+ng

P=0o+ Y A (6.2.6)
j=1

Demostracion. Las hipdtesis hechas, los teoremas 4.1.1 y 4.1.3 y el Lema 6.2.1 nos

permiten calcular la expresion
oL, - ~ oL, _ of , _
G- = [ (Ghenn + 5l @) (-

Ahora podemos aplicar directamente el Teorema 6.1.2 para deducir las condiciones
(6.2.2)—(6.2.5). O

Veamos ahora un ejemplo de condicion suficiente para que se satisfaga la condicion
de regularidad (6.2.1)

Lema 6.2.3 Supongamos que existen £z > 0 y un conjunto abierto no vacio A., C e,

tal que

O (o (), 0(w)) #0 en A,

y {F(9)}jer, son linealmente independientes en (Wl’p/(Agﬁ))/. Entonces se satisface la

condicion de regularidad (6.2.1).
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Demostracion. Lo que queremos demostrar es la independencia lineal de {@i%(m‘, g, u) }z‘e I
Supongamos que {@%(m, U, ﬂ)}l ¢z, 10 son linealmente independientes en L(€..).

Entonces existen nimeros reales {«; }ic7, no todos nulos tales que

0
Z az@z(x)a_i(xa gv l_L) =0

i€lp

para c.t.p. = € Q... Como |A.,| >0y %(x,g, u) # 0 en A.,, entonces para casi todo
x € A,

Teniendo en cuenta que @; es solucién de

A*@z + aO@i = Z_J:;(Iv Yu, u)@l —div <aa€; ('Iv Vg)> en ()
Opppi = 0 sobre I’
la expresiéon
F!/(y) = —div %91 (x, Vy)
YY) = 877 ,y VY),

y que A., es abierto, obtenemos que

ZaiFi’(g) =0en A,

i€lp

con no todos los {«;};er, nulos. Esto contradice la hipdtesis. La prueba esta completa. U

Condiciones necesarias de segundo orden

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4 podemos mostrar que las hipétesis
para el Teorema 6.1.3 se cumplen para el problema (P.). Ademds en este caso, dado

u € U,q, podemos identificar

() = O, g(a), 1) + 5(2) 2 (2, 5. (),

donde y viene dado por (6.2.3) y ¢ viene dado por (6.2.4). Introducimos
Q= {2z € Q:|dx)| >0} (6.2.7)

CY ={h e L™() que cumplen (6.2.8) y h(z) =0 ct.p. =€ Q°},
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Cg,LQ(Q) ={h € L*(Q) que cumplen (6.2.8) y h(z)=0 ct.p. x€Q},

donde

/ Jgi(ﬂﬁ g,u)hdr =0si (j <mn;) 6 (j>ni,/gj(:1:,Vy)dx:Oy)\j>0)
0

0
/@Jai(f y,u )hda:<051nz+1§j§nd+my/9j(33>vy)dxzoy)‘jzo
Q

| h(z) <0 siu(z) = up().
(6.2.8)

La forma cuadratica asociada a la derivada segunda de la Lagrangiana viene dada en

este caso por la expresion

0L, - 0?L 0?
s = [ (Cenn o lwnn) dde

82L 82]('
: Y, u g, ) | h

[ (G + o5t wpm) 2ass

nd+mn; B (92
>N / VT =2 o L (2, V)V, do

Ahora es necesario exigir un poco mas de regularidad a algunas derivadas segundas de
f v L. En concreto vamos a suponer que f y L son de clase C? respecto a las variables
segunda y tercera y existe ¢ > 0 tal que para todo M > 0 existen ¥}, € L'(Q) y
Y3, € LPI2HE(Q), & = pPe/(4 — 2(p — 2)¢) tales que

0L

82
+ w('xayau)

St 3 ) < Uhi(a) (6:29)
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>f
Oudy

0*f
Ou2

si |yl, |u| < M para c.t.p. x € Q. Asi obtenemos el siguiente teorema.

(z,t,8)| + | == (,t,8)| < Y3, (z) (6.2.10)

Teorema 6.2.4 Supongamos que @ es una solucién local del problema (Pe) y que se
satisfacen las hipdtesis sobre f, L y g; establecidas en E1 (pag. 69), E2 (pdg. 70), E4
(pdg. 88), E5 (pdg. 89), E6 (pdg. 90), E7 (pdg. 90), (6.2.9) y (6.2.10). Supongamos
ademds que se satisface (6.2.1). Entonces

oL, FPL, >*f 2
ca@n = [ (Fhwno+eflenn) i

82[/ 82f
2/ (ayau( 22 )+<pay8u(x Y, u )) hz, dx+

(6.2.11)
0*L 0?
/Q (%(l’) Y, ﬂ) + 908_1;];(1'7 Y, u)) h2 dz+

nd+nz

29
Z i /VTzha (x,Vy)Vz,dx >0

para todo h € CY, donde z;, viene dado por

Cof, o af,
Azp +apzn, = ay( U, ) zp + %(:v, g, u)h  en
O zon = 0 sobre I

Demostracion. Notese que podemos aplicar el Teorema 6.2.2 para deducir la existen-
cia de los multiplicadores de Lagrange. Ahora, debido al Teorema 6.1.3, no hay mas que
verificar que se satisfacen (A1) y (A2). En nuestro caso, la hipotesis (A1) (véase la
pégina 120), se satisface con

oL _of,
¢_%($7yau)+900%(x7yau)

Q/Jj = (p—(l’,y,ﬂ)
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De la expresién para las derivadas segundas de J y G; y de las propiedades impuestas a
las derivadas de f, Ly g;, se sigue que se verifica (A2). En efecto, sea {hy}72, C L>(Q),
acotada en L*°()) y puntualmente convergente hacia h. Queremos comprobar que

0L - o’L, 02 _

82L a2f
2 . -

converge hacia

L, - 0*L 0?
——(u, \)h* = /(8y (v,9,0) + @ ayf(a: U, U )) 22 dx+

oL 0
2/Q (ayau(x,ym) +¢@y@u<x’y’u)> hzy, da—+

0?L 0?
/ (%u,g,a) + oo ) 1 ot

Z by / sz §)V 2, d,
donde
0 0
Azp, + oz, = a—JyC(x,g, w)zp, + a—i(x,g,ﬂ)hk en ()
O 2n, = 0 sobre T

Esto lo podemos hacer sumando a sumando. En primer lugar, destacar que hy — h en

L%(Q) para todo ¢ < oo, lo cual implica que zj,, — 2z, en W?(Q).
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Asi, usando la desigualdad de Holder y las hipdtesis sobre las derivadas segundas,

tenemos que

o*L, 9 f,
0 a_y2($7y7U> + wa—yQ(x,y,u) |2, — 2| do <
o*L 02f i}

Los dos primeros factores estan acotados y el ultimo converge a cero.

0L 92
o*f
H (l‘ Y, )+<Pa 2(37 Y, )HLI(Q)HthLw )thk — ZhHLoo(Q)—i-
82L O

H ( Yy, u) + %08—y2($, Y, W) || e |2nll Lo @) [1he — Bl pase/e -

En cada sumando, los dos primeros factores estan acotados y el ultimo converge a cero.
Aqui se ve la necesidad de introducir la nueva hipotesis sobre algunas derivadas segundas
de fy L, ya que no tenemos convergencia uniforme de las hy.

/ 0°L 0% f

2 &8 0) + o (2,7,1)
8L 82 f

(z,7, )+90(9 5 (@, 7, )| e | P + Bl oo @ |k — Bl paser/e gy

\hy,® — h?|dex <

Los dos primeros factores estan acotados y el iltimo converge a cero. Por ultimo

J

2 2

9yg; _
a 2 (II? Vy)VzthTzh 87]2] (37, vy)vzh

VTzhk dz =

),

< |V (2, + 21)ll o]

2

0
V7 oy + 20) S (2, V)V (20, — 20)

an? dr <

29
82

De nuevo, los dos primeros factores estan acotados y el tultimo converge a cero. Por lo

(@, V)l zorw-2@ IV (21, = 20) | 2r(0)

tanto se cumple la también la hipdtesis (A2). O

Para probar un resultado analogo al Teorema 6.1.5 hay que dar condiciones sobre las
derivadas de f, L y g; para que la derivada segunda de la Lagrangiana sea una forma

bilineal y continua sobre L?(2). Como antes queremos comprobar que

2
TL @ mg - SE @,
u
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pero ahora sélo tenemos que hy — h en L*(2). Fijandonos en la demostracién anterior,

una de las primeras cosas que se ven es que para probar la convergencia de

0?L 0?
[ (Gr@no o5 lwnn) it

0L 0?
/Q (ﬁ(mv Y, ﬂ) + Soa_u];(x7 Y, U)) h2 dx

z 55,9, u )+wg];(:v y,u) € L=(Q).

Notese que vamos a necesitar que el estado adjunto esté acotado, y por tanto sera

hacia

es necesario que

necesario imponer también condiciones sobre las derivadas primeras de f, L y g;.

Otra de las cuestiones que surgen es la regularidad de z;, y de su gradiente. Tenemos
que L*(Q) ¢ (W4 (Q))’ para todo ¢ < cosi N = 2y paratodo ¢ < 2N/(N—2)si N > 3.
Por lo tanto, la maxima regularidad que podemos conseguir para zj es z, € W14(Q),
dependiendo de la regularidad de las derivadas primeras de f (cf. pag 69 para la ecuacién
de z, y pag. 27 para el resultado de regularidad). Ademds, para N = 3, tenemos que
q = 2N/(N — 2) = 6, que es mayor que N, luego z, € L>(Q2), pero si N > 4 entonces
2y no tiene porque ser una funciéon acotada. En vista de estas consideraciones, vamos
a introducir las siguientes hipotesis sobre las funciones que intervienen en el problema,

dejando claro que podrian ser debilitadas un poco para los casos N =2y N = 3.

ES8

e f es de clase C? respecto a las variables segunda y tercera,

of
ZL <
9y (x,t,5) <0
y para todo M > 0 existe una constante C; > 0 tal que
of of >’f *f *f
a_y(xvta 8) + '%(Jf,t, 5) + a_y2<x7t7 S) 8y8 ( z,1, 8) + ou 2(27 t, S) <Cu

si |t],|s| < M para c.t.p. x € Q.

e L: QxR xR — R es de Carathéodory, de clase C? en las variables segunda y
tercera, |L(x,0,0)| € LP/%(Q), y para todo M > 0 existen una constante Cj; > 0y
funciones vy, € LP/2(Q) y ¢35, € LPP/22H(Q) tales que

‘GL

a_y(xayau) < wM(x)a
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oL .
' O*L 0*L O*L
— — —= <
ayg (x,y,u) +‘ayau(w7yvu)‘+ Ou2 (ZL‘,y,U,) _CM

si |y, |u| < M para c.t.p. x € Q,

e para todo 1 < j < ng+mn;, gj : & x RY — R es medible en z, de clase C? en
la variable 7 y existen exponentes r € [1,00) y s > N una constante C' > 0, una
funcién ¢, € L*(2) tales que

8 .
a—‘(j;(w,n)‘ < Clnl" + 41 (o)

g
on?

Bajo esta hipdtesis, podemos formular la siguiente condicion necesaria.

(iv,n)‘ <+ ).

Teorema 6.2.5 Supongamos que 4 es una solucion local del problema (Pe) y que se
satisfacen las hipotesis sobre f, L y g; establecidas en E8. Supongamos ademds que se

satisface la hipdtesis de reqularidad (6.2.1). Entonces

L - 0L 0 o
WW’ AR = /Q (a—yz(%y,u) + @a—y£($>y,u)) 2 do+

oL, . _0f,
2/{2( (a:,y,u)+<payau(x,y,u)> hzy, dx+

(6.2.12)
0*L 0?
/Q (W(xa ga l_l,) + @a_l£($7 g? E)) h2 dz+

Z )\j/ VTzhi(x, Vi§)Vz,dx >0

para todo h € C’g,LQ(Q).

2
Demostracion. La hip6tesis E8 implica que —— (@, A) es bilineal y continua en L*(Q).

Estamos pues en condiciones de aplicar Teorema 6.1.5 y deducir que la desigualdad
(6.2.12) es cierta para todo h € C? L2 U
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Condiciones suficientes de segundo orden

Claramente, aqui vamos a aplicar el Teorema 6.1.6. Veamos que nuestro problema
satisface las hipotesis para este teorema. La principal dificultad aparece al probar que
(A3) se cumple. Para ello es clave probar regularidad suficiente para el estado adjun-
to. En concreto es necesario que el estado adjunto esté en L*°(2). Para lograr estd
regularidad es necesario suponer mas regularidad para las derivadas de f, L y g;. De
nuevo vamos a suponer que se cumple (E8). Anélogamente a como hicimos en el caso

abstracto, dado u un control admisible, introducimos
QT ={zeQ:|dx)|>r}

Teorema 6.2.6 Sea u un control admisible para el problema (Pe) que satisface la hipdtesis
de regularidad (6.2.1), (E8) y tal que existen nimeros reales \j, j = 1,...,n4+n; y
funciones 5§ € W'P(Q), ¢ € W' (Q) que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y (6.2.5).

Supongamos también que

2L, - 0?L 0?
i@ = [ (FLwno+eflenn) st

9L 92 f
2 NN T
12 [ (@) 4oy 4 (@50 hads
2

o’L. Lo f, 9

ng+mn;
d i 82 .
> Aj/QVTZthZJ(%Vy)VZhde > 8]|hl|72 (0 (6.2.13)
7=1

para todo h € L*>(§2) que cumpla (6.2.8) y h(xz) = 0 para casi todo x € Q" y 6 >0y
7 > 0 dados. Entonces existen e >0 y a > 0 tales que J(u) +oz||u—ﬂ||%2(m < J(u) para

todo control admisible u con ||u — ||L=() < €.

Demostracion. Obsérvese primero que las nuevas condiciones introducidas sobre las
derivadas primeras de f, L y g; implican que el estado pertenece a W'?(Q) para todo
p > N y por lo tanto el estado adjunto pertenece a L>(f2).

Vamos a demostrar que se satisface (A3). Sea @ un control admisible que cumple las

condiciones necesarias de primer orden (6.2.2)—(6.2.5). Dado v € L*°(Q), denotaremos
ni+ng

Oy = Pou+ Z A0, donde ¢g, ¥ @, son las soluciones de (4.1.3) y (4.1.7) para u = v,
j=1

respectivamente. Tomemos h € L>(2) y 6 > 0.
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Verifiquemos la primera desigualdad en (6.1.16). De hecho, estableceremos que

0*L - 0*L -
‘ |:a_u2<va A) — 8_u2<u’ /\)] h?| <

0L 0? 0L 0?
) o (0 0) — O (0, 5.5) — B (2, 5,8)

82—L( )+ ﬁ( ) _ 82L — 7)+ — 02][' ( _ ,) _
5 ayau T, Yv, v vaayau TyYp, V) | Zh ayau z,Y, U (’Dayau x,y,u) | zp

92 f O*L o*f _
/'(62 T Y, 0) + Puy 5 (T 400 )) % = (ay (2.9, 0) + 95 5 (@, ))Zﬁ

n;+ni

- 0%q. 9%a.
> 'Aj’/ ‘VTZ" Gyt (& V)V = Va5 V) V2
—1 Q

—~

1]

dz+

supuesto que ||v — @[z q) < € con ¢ suficientemente pequeiio, donde

) S S
A = ou h 2
Zn + oz, By (z,9,u)zn + 8u(x’ §,ah en (6.2.15)
Onizn = O sobre I
of of
A = 5 vy a5, \"r Ju h 2
zn + agzp oy (2, Yo, v)2n + 0u(m Yos V) en (6.2.16)
Ouon = 0 sobre I

Podemos argumentar trabajando con cada término de forma separada. Enfaticemos
el hecho de que los principales ingredientes para probar (6.2.14) son la continuidad del
funcional G, la regularidad C? de fy g; 7 = 0,1,...,n; + ng y las hipdtesis sobre la
regularidad de las derivadas de f, Ly g;.

Dados 6 > 0, para el primer término de la izquierda de (6.2.14) se puede establecer

1

supuesto ||v — @[z es suficientemente pequefio: ello es una consecuencia directa de

que

0*L o0 f ’L,
w(xayvvv) =+ @vw(x:yvav) - %(iﬁ,y,u

<9
L (Q)

T
(pau2 7y7

~—

la dependencia continua de ¢, respecto a v en la norma de L*(Q), la cual puede ser
obtenida con la ayuda de la Proposicién 2.1.3.
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Para el segundo término de (6.2.14), la desigualdad de Holder nos lleva a

0?L 0 f 0*L 0% f
a a vy v o\ Jus - ; 7a u p 9 77 u Z h
(G @) + oy g we) ) 21— (e 50) 4 () 2 I
82L 0?L
< |A|| 2 v — , Y, U 2
Il (H R ]
lteno)| -
T,y u Zh T 2R||L2(Q
dydu @) @
02 f _0*f L
+ ’ vam(l’,yv,v) - Soayau(x>yau) L) thHLQ(Q)
0 f
O e I e P
dyou Lo (Q)
La discusion se completa teniendo en cuenta las estimaciones
120l z2() + 120l 20y < Cullhllr2@) ¥ (6.2.17)
12h — Znllz2) < O)lh 22, (6.2.18)
cuando ||v — || L= (q) es pequeilo.
Siguiendo el mismo esquema tenemos
82L 0% f 9 0?L 0% f 9
vy U v o o\ Juy —\ 9 9 7_7_ P 7_7_ z dr <
L(Grtmo + e gt i - (G + o5 lwn) 2| @

thH%?(Q)

H 0*L o*L,
L>(9Q)

a_yQ(l';me) - 8_y2('r7y7u)

82
+ || 55 (9, 1)

oy° 120 = Znll 2 |21 + 20| L2(0)

Lo (Q)

[EA H%Q(Q)
L>=(Q)

20 = Znll 2 |20 + 20l 2
L>(Q)
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que, junto con (6.2.17)-(6.2.18) nos permite tratar el tercer término de (6.2.14).
Estudiamos el iltimo término descomponiéndolo como sigue y usando de nuevo la
desigualdad de Holder

629]'
on?

(VTZh — VTE}Z) (Vg) (Vzh + th) dr <

“

La(Q)N?

gj _

—|—HVZh — vzhHLp(Q)N ||Vzh + vzhHLp(Q)N
La(Q)N?

conp=2N/(N—=2)(siN>2),p=36IN=162)yq=npp/(p—1p) (qes en este
caso el exponente conjugado de p/2).
El exponente p se ha escogido de tal modo que L*(Q) (W' (Q))". Luego, usando

el Teorema?2.1.3, tenemos que
HVZh”Lp(Q) + HthHLP(Q) S CQHhHLQ(Q) (6219)

cuando ||v —al| () estd acotado. Ademas, en este caso, restando las ecuaciones (6.2.15)

y (6.2.16) y usando el Teorema 2.1.3 de nuevo, podemos deducir que
1V20 = Vo) < 012

Finalmente, podemos deducir que

l

para ||v — || () suficientemente pequefio, uniformemente respecto a v. Mostremos

829j
on?

829]'

o2 <9

La(Q)N?

(I, Vyv) - (1:7 sz)

esto en detalle: por la continuidad del funcional G y usando la regularidad L?(2) del
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gradiente del estado y la hipétesis hecha sobre las derivadas segundas de g;, fijado ¢ > g,

existe una constante positiva C5 tal que para cada control admisible v

2

0°g;
67]2 (LC, Vyv)

82gj
on?

(I‘, Vg) S 037

Li(Q)N?

iy

1930l + 1V +

Li(Q)N?
siendo el exponente 7 el exponente introducido en las hipotesis del teorema. Dado M > 0,
introduzcamos los siguientes conjuntos EM = {z € Q : ||Vy,(2)|| > M} y EM = {z €
Q: |Vy(z)|]] > M}. Claramente EM y EM dependen de v y 4, respectivamente, pero

no remarcaremos esto. Aqui es importante senalar la desigualdad trivial

1 C
m(E < 57 [ IVita)lde < 5.

El mismo razonamiento vale para E37.
Gracias a la regularidad de g;, las derivadas de segundo orden son uniformemente
continuas en la bola de RY con centro en el origen y radio M. Por lo tanto, existe ; > 0

tal que siempre que ||n — 7||gy < € con ||n||gw, ||7]|ry < M, tenemos

! “(wtm)
e \dm(Q))

Usando de nuevo la continuidad del funcional G, existe ea > 0 tal que cuando ||v —

82gj 82gj -
8—772(90,77) - 8_7;2(36’77)

|| L) < €, entonces o
[ 19utz) - Va@)lde < e 51
Q

Introduzcamos ahora otro conjunto EM = {z € Q : ||[Vy,(x) — Vi(2)| > e}
Razonando como antes, deducimos que

em(E) < / IVyu() — Vi) |da

En particular, las dos tltimas relaciones implican m(FE}) < % Combinando las esti-

maciones precedentes y usando la desigualdad de Holder con s = ¢/q, obtenemos

q
dr < /
EM

q anj gj B
dx + /ng 8—772(33,Vyv) — —=(z,Vy)

d%g; d%g

; aQQj 8293‘ q
_ 8_772( — 7

o (x,Vy,) — == (z, Vy)‘ dx+

z, V)

on?

2 2

995 (2 v) — L% (2 v

n? dr+
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q

g, g,
z,Vy,) — I (2, Vy)|| dx <
/Q\(E{”UE%”UE?W) on? ( ) on? ( )
- ~ 1/s
) 3 / 0?g; 0?g; 1
-+ m(EM)Y/s / — (2, Vy,) — =2 (z,VY)|| dx
! (; EN) ([ |Gk V) - G5 Vo)
g C4 1/s
< -4 q+1/sq
<7 +3 (M) 2 s

Este término a la derecha se puede tomar menor que §, si M es suficientemente grande.
Por todas estas consideraciones, podemos asegurar que la primera condicién sobre

la continuidad de la derivada segunda de la Lagrangiana en (6.1.16) se satisface. El
resto de las condiciones se sigue facilmente de las propiedades de las funciones f, Ly g;,

7=0,1,...,n;+ng. O

Algunas extensiones
Se pueden demostrar resultados andlogos para el problema con control frontera (P,)’

descrito el pagina 107. Tomemos en este caso
Kr(z) = [va(z), vo()],

ni+ng

L(v,\) :/Ff(x,yv,v)d:c—l— Z )\j/ggj(x,Vyv(:c))dx.

donde v,, v, € L°(T"). La Lagrangiana asociada a este problema es

Recordemos que
F

J(y):/ﬂgj(x,Vy(x))dx.

Establecemos una hipétesis de regularidad andloga a (6.2.1). Dado v € V,4, para € > 0,

I.={xel:v,(z)+e<v(r) <wv(z)—e}

Dado un control v, diremos que satisface la condicién de regularidad si existe 5 > 0 tal

(6.2.20)

que
W . 0Og, . . . "
la familia {gpia—(s, U,0) }ier, es linealmente independiente en L™ (T':,),
v
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donde ¥ es el estado asociado a v y ¢; es la tnica solucion de

8
A*_+Cl_ = —le( $V ) enQ
Y+ app . n (2, V)
anA*@ = a—i(s, Y, U)QO sobre I'.

Supongamos que

e g:I' xR x R es medible sobre I y de clase C! respecto a las variables segunda y
tercera, g(-,0,0) € LP71(T"), para todo M > 0 existen Cp; > 0y ¢y, € LP7H(T) tal

que
0 19)
Do <Cu v [Fa)| < vute)
para todo (y,v) e R? yct.p. z €y
P a,g.0) <0

e /:I'x R x R es medible sobre I' y de clase C'! respecto a las variables segunda y
tercera para todo M > 0 existe vy, € L'(T') tal que
‘ ol

a_y(xayvv) SwM(:E)

1% g, 0)
av 7y7

y ademads se satisfacen las condiciones de diferenciabilidad sobre las g; establecidas en
E6 (pag. 90).

Teorema 6.2.7 Supongamos que v es una solucion local de (P,)". Supongamos ademds
que se satisface (6.2.20). FEntonces existen nimeros reales >\j, jg=1...,ng+n; vy
funciones 7 € W'P(Q), @ € W' (Q) tales que

N0 mAl<j<nmitne A / 42, V() dx = 0, (6.2.21)
Q

Ay +agy = en
grag = f (6.2.22)
O,y = g(s,yn,v) sobrel,

n;+ngqg
A*o+app = —Z)\dw( xVy)) en

09

o (6.2.23)
anA*@ = ( 2 Y 17)@—'— a_y(37g7 @) sobre F7

Q.D
@
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Y

oL, - _ o, . of, _

= —7) = - ZL _ >

5 (0, \)(v — ) /F (c% (s,y,u)+ goav(s,y, s)) (v—2v)ds >0 para todo v € V.

(6.2.24)
Sea 50 o7
d(8> = %(‘37@7@) @%(Smﬂa 5)

y

0= {sel:|d(s) > 0}.

La derivada segunda de la Lagrangiana viene dada en este caso por

0L — 0%¢ 02
(5, Mh? = / (a—yQ@,y,w 65l v>) 2dst

o2

0% 92
2\/1_‘ (8yav(37y7v) +¢3y§v(s’y’2})) hZh ds—+
o0 g 2
/F (@(S’y’“) +¢w(s,y,v)) h? ds+
ng+n;
atni 62 |
Z )\j/VTzh—%](x,Vy)vzh de,
J=1 Q on

donde h € L>*(I") y 2, es la solucién de

A,Zh + apzp, = 0 en €
0, = —( y _> + —( y _)h sobre I'
n a4 %, S,Y,V)z S, Y,V T .
A%h 9y () h v )

Supongamos que se satisfacen las condiciones sobre diferenciabilidad C! de g y ¢
establecidas anteriormente y sobre g; establecidas en E6. Supongamos ademds que se
satisface la condicién E7 sobre las derivadas segundas de las g; y que g y £ son de clase
C? respecto a las variables segunda y tercera y que para todo M > 0 existen e, £ >0y
funciones ¢}, € LYI), ¢35 (1) € L'5(I), ¥2, € LP"Y(T) y ¢25 (I') € LP~'4(T) tales que

<1y (s),

20
‘a < by (s),

a_y2<87 Y, 1))

oL (s,y,v)| + 6_26(5 v)
ayav 7y7 81}2 73/7
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2

g d%g d%g
w(sa Y, U)

a_yg m(&y,v)

si |y, |[v]| £ M para c.t.p. s € I'. Entonces podemos enunciar condiciones necesarias de

<vu(s) + < iy ()

82
] (5,9,0)

segundo orden.

Teorema 6.2.8 Supongamos que v es una solucion local de (P,)'. Supongamos ademds

que se satisface (6.2.20). Entonces
L, -
02 (0 Ah* >0
v

para todo h € L>®(T') tal que h(s) =0 para casi todo s € T° y

( _dg, _ o . _ -
/(pj%(s,y,v)hdSZO si(j<mny) oy >nl-,/ﬂgj(x,Vy):O y A >0)
r

/@j?(s,gj,@)hds <0stn+1<7<ng+n,, /gj(x,vy) =0, /_\j =0
v
r @ (6.2.25)

h(s) >0 st 0(s) = va(s)

Para establecer condiciones suficientes es necesario introducir
Im={sel:|d(s)| >}

De nuevo las hipotesis que se hacen sobre las funciones que intervienen en el problema

son mas fuertes, para lograr que la traza del estado adjunto sea una funcién acotada.

e g es de clase C? respecto a las variables segunda y tercera,

g—g(s,y,v) <0

y para todo M > 0 existe una constante C; > 0 tal que

0%g

82
a_yg(sa Y, U) +

g g
ayav(s,y,v)‘ + ‘%2 (5,4,0)

< Cuy

62
: \

dg dg
’ay(s,y,v) + ‘av(s,y,v)

si |y, |v] < M para c.t.p. s €T.
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e /: QxR xR — R es de Carathéodory, de clase C? en las variables segunda y
tercera, |((s,0,0)] € LP~(T") y para todo M > 0 existen una constante Cy; > 0y
una funcién 1y € LP7H(T) tal que

ol ol
— — <
‘ay(say7v> + ‘81)(8’:%1}) — wM(5>
’ 0% 0% ok
Y — <
‘ayg (S,y,'l)) + ‘ayav (S,y,’l)) + ‘8’02 (S,y,'l)) = CM

si |y, |v] < M para ct.p. s €T,

e para todo 1 < j < ng+mn;, g; : Q x RY — R es medible en z, de clase C? en la
variable 1 y existen exponentes r € [1,00) y s > N, una constante C' > 0, una
funcion i, € L*(Q) tal que

\%—ij@,m\ < Ol + ()
’ d%g;
0—772<x,n>\ <O+ ).
Entonces

Teorema 6.2.9 Sea v un control admisible para el problema (P,)" que satisface la hipdtesis
de regularidad (6.2.20) y tal que existen nimeros reales Xj, j=1,...,ng+n; y funcio-
nes § € W(Q), @ € W' (Q) que satisfacen (6.2.21), (6.2.22), (6.2.23) y (6.2.24).
Supongamos también que

PL. <o 2

W(Ua)\)h > 0| 72(q)
para todo h € L>®(I") que cumpla (6.2.25) y h(s) = 0 para casi todo s € I'™ y § > 0 y
7 > 0 dados. Entonces existen ¢ > 0 y a > 0 tales que J(v) + a|jv — TJ||%2(F) < J(v) para

todo control admisible v con ||v — V|| L) < €.

6.3 Caso parabdlico

Q) denotard un subconjunto abierto, acotado y conexo de RY, cuya frontera I' es de

clase Ct. Sean T, Q, Xy A, p, 7, k1, 1271, 01, 01 como en la Seccién 2.2, con la frontera
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' de clase C! y los coeficientes del operador A de clase C([0,T];C(Q)). Sean f, g, o

funciones, f: @ X R — R, g: X XRXR—R, F:QxR—R, G:XxR—RYy

Yo : Q — R, yo € L®(Q) N WP(Q). Sean ky, kg, 0, G2 ¥ v como en la seccién 2.2.
Consideremos el problema (Pp,) de la pagina 16. Supondremos que el conjunto de

controles admisibles es de la forma
Vg ={v € L™(2) 1 v4(s,t) < wv(s,t) <wup(s,t) ctp. (s,t) € X},
donde v,, v, € L*(X). Esta eleccién corresponde al caso de tomar
Kx(s,t) = [va(s,t), vp(s,1)].

Al igual que en la seccién 4.1.2, consideraremos

T
C’z{féLT(Lp)N;/O G (/g}gﬂx,t,f)dm)dtz@silgjgn@-,

T
/ G (/gj(x,t,f)dx)dtg()sini+1Sjﬁnﬁ-nd},
0 Q

donde ¢; : R - Ry g; : @ x RY — R son funciones. Vamos a adaptar para el problema

(Pp) los teoremas abstractos dados al inicio de este capitulo. En este caso

T T
J(v) :/ /F(ac,t,yv) dx dt+/ /G(s,t,yv,v) ds dt—l—/L(x,yv(a:,T)) dx
0o Ja o Jr Q

Gy(v) = /O e ( /Q gj(x,t,nyv)dx) dt.

La Lagrangiana de este problema viene dada por

T T
L(v,\) :/0 /QF(:v,t,yv) dx dt+/0 /FG(s,t,yv,v) ds dt+/QL(x,yv(x,T)) dx+

ni+ng

T
; /\j/o G (/ng(x,t,vxyv)dx> dt.

Recordemos también
T
Fiy) = / G ( /Q gj<:c,t,vmy)d:c) dt,
0
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y que su derivada viene dada por

. g,
‘Fg,<y> = —div CJ/ (/ gj(xvtv vmy)d‘r> a_](sa t V:vy)
Q Ui
Vamos a establecer una hipétesis de regularidad anédloga a (6.1.3). Para ¢ > 0, sea
Ye=A{(s,t) € L :v,(s,t) + & <v(s,t) < vp(s,t) — e}
Lema 6.3.1 Dado v un elemento de V4, las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. existe €5 > 0 y funciones {h;}jer, C L>(§2) con supp h; C X, tales que Gi(0)h; =
0ij para i,j € Iy,

2. existe €5 > 0 tal que
.. ._0Og o . , . 0
la familia {@ia—(s,t,y,v)}igo es linealmente independiente en L*(3.,), (6.3.1)
v
donde y = G(u) y @; = piz es la solucion de (4.1.10) para v = v.

Demostracion. La prueba es completamente andloga a la del Lema 6.2.1. 0

Condiciones necesarias de primer orden

Las condiciones necesarias de primer orden satisfechas por v se pueden deducir del

Teorema abstracto 6.1.2 con la ayuda de los Teoremas 4.1.5 y 4.1.7.

Teorema 6.3.2 Supongamos que f y g satisfacen las hipotesis P1 y P2, que F, G y
L satisfacen P4 y P5 y que las (5 y las g; satisfacen P7. Supongamos ademds que se
satisface (6.3.1). Entonces existen nimeros reales Xj, j=1,....ng+ n; y funciones
ge LT (W(Q) y@ec LT (W (Q)) + L*(H") tales que

T
N>0 ni+1<j<n;+ng, )\j/ ¢ (/ gj(x,t, V$y)dx) dt =0, (6.3.2)
0 Q

5%
£+A§ = flz,t,y) enQ,
9% _ g(s,t,y,0) sobre ¥, (6.3.3)
8nA

g(uo) = w 677’97
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_9P L e 9L NG = — div ¢! . . 99; .
5 TAY o (z,t,9)p ;:1 Ajdiv ¢ (/ng(:v?t, ny)dx) on (s,t, Vo) +
aa:}y?(I?t7 g) en QJ

8@ ag o ng+n; i 89 .
— —(s,t = e (2,8, V,g)dr | =2 (s,t,V,7) - 7t
071,4* ay(sa » Y, 'U)QO 2; jCJ o gj (ZL‘; s y) X 877 (8’ , y) n—+

]:
oG
T (5.t 7.0 5
o (s,t,4,0) sobre X,
oL
5, T) = ZZ(x,§(T QO
\ PT) = S (D) n 0,
(6.3.4)
oL, - oG Jg
(v —0) = [ | ==(s,t,9,0) + G=(s,t, 5,0 .y > <v<u,
5 (0, \) (v —0) /2 <8v (s,t,9,0) + goav(s,t,y,v)) (v—"o)dsdt >0V v, <v <
(6.3.5)
Ademds,
n;+ng
© = op t Z AjPjv,
j=1

donde poy y @js para 1 < j < n;+ng son las soluciones de (4.1.9) y (4.1.10) para v = 0.

Demostracion. Aplicamos los teoremas 4.1.5 y 4.1.7 para calcular la expresion de la
derivada de la Lagrangiana, y deducimos la expresion (6.3.5) como directa aplicacién del
Teorema 6.1.2 y el Lema 6.3.1. O

De nuevo podemos dar una condicién suficiente para que se cumpla la condicion de
regularidad (6.3.1).

Lema 6.3.3 Supongamos que existen €5 > 0 y un conjunto abierto (relativo a la topo-
logia de ¥2) no vacio A, C X, tal que

9, - _
%(s,ty(s,t), v(s,t)) #0 en A,

y {Fj(9)}jer, son linealmente independientes en L™ (W' (A.,))). Entonces se satis-
face la condicion de regularidad (6.3.1).

Demostracion. La prueba es andloga a la del caso eliptico. O
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Condiciones necesarias de segundo orden

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.1.5 y 4.1.7, podemos mostrar que las hipotesis del

Teorema 6.1.3 se cumplen para el problema (Pp). En este caso podemos identificar

0G dg

d(8=t> - %(S,t,g<8,t),@(8,t)) + @(S,t)%(s,t,y(s,t),@(s,t)),

donde y viene dada por (6.3.3) y ¢ viene dada por (6.3.4). Introducimos

Y0 = {(s,£) € 2 : |d(s,1)| > 0}.

De nuevo es necesario exigir un poco mas de regularidad a las derivadas segundas de ¢
y GG. En concreto, ademas de P3 y P6, supondremos que existen €1 > 0, g9 > 0, &9 > 0,
P € LIe(X) y o3, € Lo2e2(Lo2%2(T)), tales que

0*G G

- R < 1 3.

Gz (5 LY, 0)| + ‘&jay(s, t,y,v)| < p(s,t) (6.3.6)
y

D%g d%g 2

i — < 9.

‘8U2(S>tay7v) + ‘8@8y(8’t’y’v) — ¢M(Svt) (637)

si |y, |[v] < M para c.t.p. (s,t) € 2.

Asi obtenemos

Teorema 6.3.4 Supongamos que v es una solucion local para el problema (Py) y que se

satisfacen P1-P8, (6.3.6) y (6.3.7). Supongamos ademds que se satisface la hipdtesis de
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reqularidad (6.3.1). Entonces

L - 0*G o _0? _
W(Ua )\)h2 - / <a_y2(s7tayav> + Soa_gg(sauyvv)) Zi2L ds di+
by

0*G 8¢
’ £,9,0) + o= —=(5,,5,0) | hzp ds dt
/Z<ayav<37 ayav)+¢8yav(8, ,y,v)) 2, ds dt+
G o 9% B ,
/E(W(S,ty,v)ﬂL@W(s,t,y,v)) h* ds dt+

ng+mn; T ' A
S Xj{ / {c;’ ( / gj<x,t,vxg>da:) [ Bt Vande [ 9ot 9,) Vo da] e+
= 0 Q o On o On

T 2
/ [@'- ( / gj(x,t,va)dx) [ T vxymzhdx} dt} >0
0 Q Q on

para todo h € L>®(X) tal que h(s,t) =0 para casi todo (s,t) € X0 y

(6.3.8)

7

) T » -
/Zgoja—i(s,t,y,v)hdsdt:() si(j<ny) 6 (j >n/0 G (/ng(x,t,f)dx) dt =0, \; > 0)

T
/E@j%(s,t,g,ﬁ)hdsdtSOsz’ni+1§j§nd+ni,/0 ¢ (/ng(x,t, )dm)dt:O, =0

h(s,t) >0 si v(s,t) = va(s,1)

\ h(s,t) <0 st 0(s,t) = vp(s,t),

(6.3.9)
donde z, viene dado por
0 0
% + ;Zh = g_g(x7 ta g)Zh ; en Qa
ﬁ = 8_gg/(s’ t,y,0)zn + a—g(s,t,gj, v)h  sobre X,

2(,0) = 0 en ).
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Demostracion. Nétese primero que podemos aplicar el Teorema 6.3.2 para deducir la
existencia de los multiplicadores de Lagrange. Ahora, debido al Teorema 6.1.3, no hay
més que verificar que se satisfacen (A1) y (A2). En nuestro caso, la hipétesis (A1)

(véase la pagina 120), se satisface con

oG

= ov

0
(S t ya )—l—gpoag(s 13 g7@)

_0Og _
wj = goj%(s,t,y,v).

De la expresién para las derivadas segundas de J y G; y de las propiedades impuestas a
las derivadas de g, G y g;, se sigue que se verifica (A2). En efecto, sea {h;}72, C L>(X),
acotada en L*>°(X) y puntualmente convergente hacia h. Queremos comprobar que

0*G P o
/(ay (:@Zb )4—908—;(8,15,3/,1))) Z}%dedt—l—

0*G 8¢
2/ <8y8 (8,t,7,0 )+808 9 (s,t,7, )) hizp, ds dt+

0*G 02
/(82(sty, )—f-goag(sty, ))hidsdt—l—

ng+n
J=1 Q

T
/ [g (/ gj<I,t, ny)dx) / ngh gJ (,t,V,9)Vy thdx} dt}
0 Q Q 877

donde 2z, viene dado por

82h af =
atk + zgzhk = ?(xvty)zhk 5 en Q’
a;h: = a_i(s,t,y, V)zp, + a—i(s,t,??, 0)hy, sobre %,
th(.7 0) — 0 en Q)
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converge hacia

RGN,
/E(a_y2(87t7y>v>+¢8_y2<87tay>v)) Zhdet+

0*G 8¢
2 I -
/Z <3y30(8’t’y’v) + Sanav(S,t,y,U)) hZh ds dt+

0’°G o _0%g o )
/E(W(S,t,y,v) +¢w(s,t,y,v)) h* ds dt+
"« 9
Z / /gj(x t,V.y)dz / (,t, Vo) Vaezn da:/ 99i —L(2,t,V,4)Vyezp de | dt+
j=1 an o On

/oT [C (/ 9:(@,%, Vb) dx) / Vizh g] = (51 sz)szhd:c} dt}

Esto lo podemos hacer sumando a sumando. En primer lugar, destacar que hy — h en
L%(X) para todo ¢ < oo, lo cual implica que 2z, — 2, en L™(W'P(Q)).
Las “lineas” 1, 2, 3 y 5 se hacen exactamente igual que en el caso eliptico. Veamos

que

T 90, o
/ |:<-// (/ gj(@,t %y)d:z:) / — (2,1, Vo)) Vizn, dx/ 995 (2,4, V) Vazn, d:z:] di —
’ on o on

T
/ [Q” (/ gj(x,t ny)dx) 99; —L(2,,V,9) Va2, dz 8gj —=(x,t,V,y)Vaezn dx} dt
0 on q On

converge hacia cero. Para sunphﬁcar la escritura, supongamos sin perdida de generalidad

que en P7 tenemos

8gj

t < =1
Gt < Clu

Asi, suponiendo que g(z,t,0) = 0, tendremos que

lgj(z,t,m)] < ClnfP.

Omito ahora la dependencia de (z,t,V,¥) en g; y su derivada por falta de espacio en
la linea ya que ello no puede llevar a confusién. Tenemos pues, aplicando P8 y la
desigualdad de Holder,

T
/ (C (/ g]dx)/ an (Vaozn, + Vyzp) do % (Viezn, — Vazn) dm) dt’ <
0
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I_9
p
I

0a.
8—37]Hip/(9)||vmzhk + szhHLp(Q)Hszhk — VthHLP(Q)) dt <

T
/ ‘/gjdx
0 Q

T T2 2
/0 ((/Q |ng|p dx) </Q ’Vzgl(p—l)lﬂ dx) Hszhk + szh”Lp(Q)HVthk — VmZhHLp(Q)> dt <

T T*2p%2 2p—2 :2
/ (( / Vgl d:c) ( / \w|pdx) ) dt-

0 Q Q

T 3
/0 (/Q |vacg|p dl‘) dt - ||V:vzhk + vmzhHLT(LP(Q))vazhk - vwzh”LT(Lp(Q))

IVazn, + Vaznllre@) Vaozn, — Vaezn|lir e <
La regularidad de g, 2, y 2, junto con la convergencia de z,, arriba indicada, nos

aseguran que los dos primeros factores estan acotados y que el tltimo converge hacia
cero.

Se cumple por tanto la hipétesis (A2) y el resultado es por tanto consecuencia directa
del Teorema 6.1.3. 0O

Nota 6.3.1 Ahora no podemos, como en el caso eliptico, dar condiciones suficientes para
que la derivada sequnda de la Lagrangiana sea bilineal y continua en L*(X). El motivo
de ello es que no podemos dar regularidad suficiente para el estado adjunto. Véanse a

este respecto los comentarios dados a continuacion para las condiciones suficientes.

Condiciones suficientes

Demostrar un resultado andlogo para el caso parabdlico es todavia un problema
abierto. La principal dificultad radica en la regularidad del estado adjunto. Maés en
concreto, la regularidad de la traza lateral del estado adjunto. Es clave demostrar que
pertenece a L*(X) y depende continuamente de los datos. Este mismo problema es
senalado por Raymond y Troltzsch en [76]. Ellos muestran que si el estado adjunto viene
dado por una ecuaciéon con segundo miembro -la parte que corresponde al multiplicador-
en un espacio de Lebesgue, entonces si es posible demostrar en algin caso que el estado
adjunto es acotado. Sin embargo, si el multiplicador es una medida, esto en general no
es posible (cf. Teorema 4.3 y seccién 7.3 de [76] ). En nuestro caso el multiplicador es
un elemento de L7 ((W'?)"). No estd en un espacio de Lebesgue y es una medida. No

se puede demostrar que su traza estd acotada.






Capitulo 7

Condiciones de segundo orden que

involucran al Hamiltoniano

7.1 Introduccion

Consideraremos en este capitulo los problemas (Pe) y (Pp), tomando el conjunto
de controles admisibles convexo. En estos dos problemas, bajo hipotesis adecuadas, se
satisface como hemos visto el Principio de Pontryagin. Es el objetivo de esta seccion
dar condiciones de segundo orden que involucran al Hamiltoniano del problema. Las
condiciones necesarias surgen de manera natural y no son mas que corolarios del resul-
tado analogo para funciones reales de variable real. El quid de la cuestion es deducir
condiciones suficientes. Con la ayuda de una condicién sobre el Hamiltoniano, podemos

deducir condiciones andlogas a las que se dan en dimensién finita.

Las condiciones de segundo orden impuestas en el Teorema 6.2.6 difieren en un detalle
importante de las condiciones de segundo orden para problemas con un nimero finito
de restricciones sobre el control. Para problemas de tipo finito, es suficiente que la
Lagrangiana sea definida positiva para todo h € CY. Existen ejemplos (véase por ejemplo
Dunn [49] y Casas y Troltzsch [36]) que demuestran que esta condicién en general no es
suficiente para problemas con un ntimero infinito de restricciones.

Bonnans y Zidani en [12] prueban que esta condicién es suficiente siempre que la
derivada segunda de la Lagrangiana sea una forma de Legendre. Recordemos que una
forma cuadratica () sobre un espacio de Hilbert X, se dice de Legendre si es débilmente

semicontinua inferiormente, y para toda sucesién {xy} C X que converja débilmente

155
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x — x 'y tal que Q(zr) — Q(z), se tiene que z, — x fuertemente. En este caso se puede

seguir el mismo esquema de demostracién que para dimensién finita.

7.2 Caso eliptico
Consideremos el problema (P,), donde tomamos
Ko(z) = [ua(z), up(2)].

De nuevo tomamos §2 de clase C!; ' su frontera; A un operador eliptico de coeficientes
continuos de la forma (2.1.1) (pag. 23); p > N; ag € LP?(Q); f : Q x R? — R;
g: T >R, gelP'T) L:QxRXxR—->Ryg;: QxRY > Rparal<j<n;+n,.

Recuérdese que el Hamiltoniano del problema viene dado por

H(z,y,u,¢) = L(z,y,u) + ¢f(x,y,u).

En este capitulo vamos a dar condiciones suficientes para que el multiplicador v que
acompana a L sea 1, y por tanto no lo escribimos explicitamente en el Hamiltoniano.
Es interesante escribir algunas de las derivadas de H y observar su relacién con las

derivadas de la Lagrangiana.

oL of
Hu(x7y7ua ()0) - %(mv?ﬁu) + @%(l’ayau)v
9L, 92 f
Huu(%y,%%@) - w(‘rayau) + w%c&yvu)?
92L 2 f

Huy(%%% 30) = au—ay(xayvu) + spau@y(xay?u)

9*L 2 f
H = hatl ,
yy(xa?J,UaSD) ayg <m7y7u)+§08y2(l‘7yau)

Dados @ € Uu, Aj, 5 = 1,...,n4 + n; y funciones g € W'P(Q), € W' (Q) que
satisfacen (6.2.2), (6.2.3) y (6.2.4), si denotamos

ﬁU(I) = Hu(x,g(x

“QI
=
i
s
S~—
:_/
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y
Hyy(x) = Hyy(z,5(x), u(z), o(x)),
entonces ar
%(u, Yh = QHu(x)h(x) dx
y
82£ < 2 2 2
w(u, Ah® = QHuu(iU)h (x)dx +2 QHyu(x)h(x)zh(a:) dx + QHyy(x)zh(:z:) dx+
n;+n
i d an
T, 995
+ ; Aj QV Zh87)2 Vzp, dx

donde z;, viene dado por (3.1.3) y L(u, A) es la Lagrangiana del problema, definida en la
Seccion 6.2, pag. 126.
Condiciones necesarias de primer orden

Lo primero que vamos a hacer es escribir condiciones de primer orden en forma

cualificada.

Teorema 7.2.1 Sea u una solucion local de (Po) y supongamos que se satisfacen las
condiciones sobre f, L y g E1 (pag. 69), Ej (pag. 88) y E6 (pdg. 90) y la hipdtesis de
reqularidad (6.2.1). Entonces existen nimeros reales \j, j = 1,...,nq + n; y funciones
g e Whr(Q), ¢ € WH'(Q) tales que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y

H,(z,y(z),u(z), p(x))(k — u(x)) > 0
para todo ug(x) < k < wup(x) y c.t.p. x € Q.
Demostracion. Sea
H,(v,y,u, ) =vL(z,y,u) + of(z,y,u).

Obsérvese primero que se satisfacen las condiciones del Teorema 5.1.1, y por lo tanto se

satisface el principio de Pontryagin.

Houla, (@), 6(0), $(x)) = min Hyla.§(a). k. $(z)) para c.tp. 7 € O



158 7. Condiciones de segundo orden que involucran al Hamiltoniano

Debido a las condiciones de diferenciabilidad sobre L y f se tiene que

0H;,
ou

(xz,y(z),u(z), p(x))(k —u(z)) > 0 para todo uy(z) < k < up(z) y c.t.p. x € Q.

Denotemos
ni+ng

L,(u,\) =vJ(u) Z)\G

Tenemos que

a@iﬂ (@A) (u — @) = @al'i—( ;y(x), u(z), ¢(x))(u — u(z))dr > 0 para todo u € Usg.

Pero como se vio en el Teorema 6.1.2, la hipdtesis de regularidad implica que v tiene
que ser forzosamente distinto de cero, ya que de lo contrario llegariamos a una contra-

diccién. Reescalando podemos tomar 7 = 1. La prueba estd completa observando que

H(x,y,u, 80) = Hl(:v,y,u,go). u

Condiciones necesarias de segundo orden

Para establecer condiciones necesarias de segundo orden, no es necesario establecer
hipétesis extra sobre la regularidad de algunas de las derivadas segundas de f y L, como
hicimos en (6.2.9) y (6.2.10).

Recordemos que °; definido como en el capitulo anterior (pdg 129), es
={z € Q:|d(z)| >0},

donde
() = O gla), 1) + 5(2) o2z, () )

Nétese que d(z) = H,(z).
Teorema 7.2.2 Sea u de nuevo una solucion local para el problema (Peo) (pdg. 16).
Supongamos que se satisfacen las hipdtesis sobre f, L y g; establecidas en E1 (pdg. 69),

E2 (pdg. 70), E4 (pdg. 88), E5 (pdg. 89), E6 (pdg. 90) y E7 (pag. 90) y la hipdtesis
de regularidad (6.2.1). Entonces

Hy(z,y(z), u(x),¢(x)) > 0 para c.t.p. x € Q\ Q°. (7.2.1)
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Demostracion. De nuevo se satisface el principio del minimo de Pontryagin, y como
H es C? respecto de u, la condicién necesaria de segundo orden para problemas de una

variable se escribe en este caso
Hyu(2, 5(x), u(x), o(x)) > 0 para c.t.p. z € 2\ Q.

O sea, donde H,(z,y(z),u(x),p(x)) = 0, la derivada segunda es mayor o igual que 0.
La condiciéon (7.2.1) es informacién complementaria a (6.2.11). 0O

Un resultado analogo a estos para problemas de control gobernados por ecuaciones dife-

renciales ordinarias se puede encontrar en Warga [91].

Condiciones suficientes de segundo orden

En el siguiente teorema se da una condicion adicional sobre el Hamiltoniano para que
la condicién de positividad de la Lagrangiana analoga a la condicion en dimension finita

sea suficiente. Recordemos que

C%LQ(Q) ={h € L*(Q) que cumplen (6.2.8) y h(z) =0 ct.p. =€ Q"}

O = {zeQ:|da)] > 7.

Para establecer el siguiente resultado, hemos de suponer también que se satisfacen las
hipétesis extra sobre las derivadas de f, L y g; establecidas en la pagina 134, hip6tesis
E8.

Teorema 7.2.3 Sea u un control admisible para el problema (Pe) que satisface la hipdtesis
de reqularidad (6.2.1) y tal que existen nimeros reales A\j, j = 1,...,nq+n; y funciones
g e Whr(Q), @ € WH'(Q) que satisfacen (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) y (6.2.5). Supongamos
también que existen w > 0, 7 > 0 tales que

Hyu(z,y(z),u(x), ¢(x)) > w para c.t.p. x € Q\ Q7
(7.2.2)

(925 — Y\ 1.2 0
w(u, A)h* >0 para todo h € Cy 12 q)-

Entonces ezisten € > 0 y a > 0 tales que J(u) + oflu — ﬂ”%2(9) < J(u) para todo control

admisible u con ||u — || o) < €.
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Demostracion. Supongamos que el resultado es falso. Entonces existe una sucesién

{ux} de controles admisibles con uy — u en L®(2) tal que
1 _
J(u) + EHUk — 720y > J(ug). (7.2.3)
Como uy es admisible, se tiene que

Como /_\j >0sin;,+1< 75 <n;+ ng, se tiene que
XjGj(uk) <Oparal<j<n;+ng.
Por otro lado \;G;() = 0. Luego
L, \) + —||up — 7TL||%2(Q) > L(up, A). (7.2.4)

Sea 0y = |lux — @2y ¥

La norma ||| 2 = 1, luego existe una subsucesién de {h;}, que denotaremos igual
y h € L*(Q) tal que hy — h débilmente en L?(Q). Ademds h satisface la condicién de
signo en (6.2.8), ya que los hy la cumplen, y el conjunto de funciones que cumplen la

condicién de signo en (6.2.8) es convexo y cerrado, luego débilmente cerrado. Ademés

) ) ar
E(uka >‘> - £(7"_L7 )\) + 6](;%(1)]“ )\)hkn

donde v, es un punto intermedio entre u y uy. Al ser §; > 0 y usando (7.2.4), se tiene

oL - 1 _
a—u(Uk,/\)hk < EHuk - u||L2(Q)

Esta expresion explicitamente es

oL of

1
/Q (%(x,yk,vk) + ‘Pk%(%yk,l)k)) hy, < E”uk — | 2@, (7.2.5)

donde yr vy ¢ son respectivamente el estado y el estado adjunto asociados a vg. Los

teoremas de regularidad, las condiciones impuestas sobre g; y la convergencia uniforme
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v, — U implican la convergencia uniforme y;, — 7 y la convergencia en L*(Q), or — @.
Ademds las condiciones impuestas sobre L implican la convergencia en L*(Q) de su
derivada respecto a u. Luego la convergencia débil hy, — h en L?*(f2) es suficiente para

pasar al limite en (7.2.5) y obtener

oC, -

—(u, \)h <0. 7.2.6

% (. 3)n < (7:2:6)
Pero como hemos supuesto que u satisface (6.2.5), y hy = (uy — @)/dy, con o > 0y
Uy € Ugg

%(a, Mhy > 0.

Pasando al limite se obtiene
—(u,\)h > 0. 7.2.7

Luego, de (7.2.6) y (7.2.7) se tiene que

g—ﬁ(a, AMh = 0. (7.2.8)

Como h satisface las condiciones de signo, ésto sélo es posible si h € CY |, @ En efecto.
Veamos que

Gi(u)h =0si 6
j > ng, Gj(l_t) = O, /_\j > 0,

Gi(u)h < 0sij>n,;, Gi(u) =0, \; =0.
Si j < mny, entonces Gj(uy) = G;(u+ dh,) =0y G;(u) = 0. Luego

Gj(u+ ophi) — Gj(u)

0=
Ok ’

y pasando al limite se obtiene
Gi(a)h = 0.
Sij >n; y Gj(u) =0, se tiene que G,(uy) = G;(u + xhy) < 0. Luego

Gj(ﬂ + 5khk) — Gj(ﬂ)
O ’

0>

y pasando al limite se obtiene
G(a)h < 0.
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Tan sélo nos queda ver que pasa cuando 5\]- > (0. Teniendo en cuenta (7.2.3) y que
O = ||uk — @l|r2(), llegamos a
5k J(uk) — J(’L_L)

— >
kE — Ok

Como 9, — 0, pasando al limite se obtiene
0> J'(a)h.

Utilizando ahora (7.2.8) y la expresién para la derivada de la Lagrangiana, tenemos que

ni+ng

0=J@h+ Y  XGj@h.
j=1

Teniendo en cuenta que si 7 < n; acabamos de demostrar que G;- (u)h = 0, y que si

G;(u) < 0, entonces \; = 0, si denotamos
Li={j:n <j<ni+nag Gi(a)=0; \; >0},

tenemos que
0=J'@h+ Y \G,@)h.
jeh
Asi que
0< —J'(@h=">_ NGju)h<0.

jeh
Con lo cual si j € [ necesariamente G’;(u)h = 0. Para acabar de comprobar que
h e C’ng(Q) hay que demostrar que h(z) = 0 en c.t.p. Q°. Como h satisface la condicién
de signo, en c.t.p. de QY se tiene que d(z)h(x) > 0. Si existiera un conjunto A C QY,
con |A| > 0, tal que |h(x)| > 0 en A, entonces

/ d(z)h(z) dz > 0,

pero
/Qd(a:)h(a:) dz = ?9_5@’ Nh = 0.

Por lo tanto h(z) =0 en c.t.p. Q' y h € CgLQ(Q). Luego, por hipotesis del teorema, se
tiene que

2
%gwjm?>oah¢0 (7.2.9)
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Por otro lado
oL 9% a M+ O 52 0*°L
ou 2 Ou?

donde wy, es un punto intermedio entre uy y .

Ahora, teniendo en cuenta las consideraciones hechas antes sobre la relacién entre las

derivadas de la Lagrangiana y las del Hamiltoniano, podemos escribir

oC, _ < 02 0°L

5ka (1, A)hy + D 92

(A)hz_(sk/ﬂ hk()dx+—/Huu ()02 (x) da+

n;+ngqg
/Hyy ERC dx+2/Hyu V() 2n, () dz + Z A /Vzhka szhkd:ﬁ].

Teniendo en cuenta que H,(z) =0 en Q\ Q°

2
A= 5k/ H,(z)hi(x) dx + 5—’“ / Hyy(2)hi(z) doz = 5k/ H,(x)hy(x) do+
Q 2 Jg QO\Qr
2

2
+0p, Hu(x)hk(x) dx + 5—’“ ﬁuu(x)hi(x) dx + 5—’“ I:qu(x)hi(m) dzx.
QT 2 QT Q\QT

Usando ahora que H,(z)hi(z) > 0 para c.t.p. € , que en Q" se tiene H,(z) > 7,

62 - 62
A> 67 | |h(z)|de+ 2L | Hyu(2)hi(z)de + £ H,.(z)hi(x) dx.
Qr 2 Jar 2 Jonar
Como ||0xhi| L) = ||ur — U]l ) < €, entonces para c.t.p. x € €, ox|hi(x)| < e. Por
lo tanto 522 (2)
x
e <l hu(a)].
Luego
2 2 2 _
A% 2 Ho(w) ) B2 do + H,(z)R2(2) da.
2 Qr 9 2 O\Q7
Ahora, de (7.2.4), (7.2.10) y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, tenemos
que
52 8£ < 52 02[, 9 oc, < 52 82£ 9
5_,%, 0*L PL, < .,

auQ( )\)hZ a 2 (ﬂ )\>hk )
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2 2 2
U > @/ 2—7— + Hyu() ) hi(z) dw + : Hy(z) R (2)do+
2 2 T 9 2 o\Qr
n;+ngqg
/ y th dlU + 2/ hk th d{[‘ + Z )\ / VT g] v;;hk dx]
52 [62L , L, -,
% {am( - 22, A)hk} | (7.2.11)

Dividimos ahora por §7/2. Teniendo en cuenta las hipStesis hechas sobre las derivadas
segundas de las funciones, existe una constante C'y > 0 tal que Huu(x) > —Cy para

c.t.p. x € Q. Asi, tomando ¢ suficientemente pequeno, tenemos que

2 _ 2
T Hu(r) > —Cy>0ctp zeq.
ol 19

lim inf / (Q—T
k—oo -

Por otro lado, en Q\ Q7, H,,(z) > w > 0, luego

Asi que

(L)

€

+ Huu(x)) h2dx > / ] (Q—T + Huu(x)) h*dz.

k—o0

liminf/ Hw(w)hzdxz/ H,,(z)h*dx.
o\Qr o\Qr

Teniendo en cuenta que se verifica la hipdtesis (A3), tomamos el limite inferior en
(7.2.11) y obtenemos

oz/T (2T+HW( )) h2 () dx+/Q\QT Ao (2)h2da+

€

ni+ng
/ r)zh(x d:v—|—2/ x)zp(x) do + Z)\ /VTzh JVzhd$

Por lo tanto 92
Z 50 —— (i, \)h?

y de (7.2.9) y esto, obtenemos que h = 0.

0>

Luego en la expresién donde tomamos limite inferior, en realidad podemos tomar el

limite. Como todos los sumandos convergen a cero, salvo a lo sumo

/T (2;+Hw( )> hig(x) dx+/Q\W H,(z)R}(z)dz,
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se tiene que este a su vez tiende hacia cero. Pero

€

2 2 _ _
min < w, oy / hi(x)dx < / i, Hy(z) | hi(z) dx +/ Hy(7)hi(z)dx.
€ Q T Q7
Por lo tanto,
Jim A z20) = 0.
Pero ||hg||r2() = 1. Y asi hemos llegado a una contradicciéon. Luego el teorema es cierto.

g

Nota 7.2.1 Si imponemos la condicion (7.2.2) para c.t.p. x € ), obtendremos durante
la prueba que la derivada sequnda de la funcion Lagrangiana es una forma cuadrdtica de

Legendre para la sucesion {hy}.

7.3 Caso parabdlico

Sean O, T, T, Q, Xy A, p, 7, k1, ki, 01, &1 como en la Seccién 2.2, con la frontera
I de clase C! y los coeficientes del operador A de clase C([0,7];C(Q)). Sean f, g, o
funciones, f: @ X R — R, g : X XRXR—R, F:QxR—R G:XxR—RYy
Yo : Q@ — R, yo € L®(Q) N WHP(Q). Sean ko, ky, 03, G2 y ¥ como en la seccién 2.2.

Consideremos el problema (P},) de la pagina 16. Supondremos que el conjunto de

controles admisibles es de la forma
Vaa = {v € LZ(X) : wva(s,t) <w(s,t) <wup(s,t) ct.p. (s,t) € X},
donde v,, v, € L*(X). Esta eleccién corresponde al caso de tomar
Ks(s,t) = [va(s,t), vp(s,1)].

Al igual que en la seccién 4.1.2, consideraremos

T
C—{feLT(LI’)N;/O ¢ (/ng(x,t,f)dx>dt—08i1gjgni,

T
/ ¢ (/gj($,t,ﬂdx)dt§051ni+lgjgnﬁ—nd},
0 0

donde ¢; : R - Ry g; : @ x RY — R son funciones.
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El Hamiltoniano del problema viene dado por

H(s,t,y,v,9) = G(s,t,y,v) + ¢g(s,t,y,v).
Lo escribimos asi y no como en la pagina 108 por que vamos a dar condiciones suficientes
para que v = 1. Ahora
oG dg
Hv 7t7a7 = I 7ta7 .. 7ta7 .
(8,1,5,0,0) = 5 ~(s,t,4,0) + 97 (s, 4,4, 0)

Dados v € V4, nimeros reales A;, 7 = 1,...,n4 +n; y funciones § € L™(WP(Q)) y
@ € L™ (W (Q)) que cumplen (6.3.2)(6.3.4), entonces

g—f(@,/_\)h:/EHU(S,t,gj(s,t),@(s,t),@(s,t))h(s,t)dsdt,

donde L(v,\) es la Lagrangiana del problema definida en la seccién 6.3, pag. 146.

Condiciones necesarias de primer orden

Lo primero que vamos a hacer es escribir condiciones de primer orden en forma

cualificada.

Teorema 7.3.1 Supongamos que f y g satisfacen las hipotesis P1 y P2, que F, G y
L satisfacen P4 y PS5 y que las ¢; y las g; satisfacen P7. Supongamos ademds que se
satisface (6.3.1). Entonces existen nimeros reales S\j, j=1...,nq9+ n; y funciones
ge LT (W(Q) y@e LT (W (Q)) + L>(H") tales que satisfacen (6.3.2)(6.3.4) y

H,(s,t,y(s,t),u(s,t),o(s,t))(k—0v(s,t)) >0
para todo ve(x) < k < wp(x) y c.t.p. (s,t) € X.

Demostracion. La prueba es completamente analoga a la del caso eliptico. Si defini-

mos
HE(SJ;aya,U?SDa V) = VG(Satay7U) + 909(3715,%17)7

en virtud del principio de Pontryagin, demostrado en el Teorema 5.2.1,

Hyx(s,t,y(s,t),0(s,t),p(s,t),v) = erl?i? ) Hs(s,t,y(s,t),v,0(s,t),v)
vEKx (s,

Debido a las condiciones de diferenciabilidad impuestas ahora, se tiene que

HEU(S7t7g(S’t)7a(S’t)7 @(S7t)7 D)(k - 1_)(8775)) Z 0
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para todo v,(x) < k < wy(x) y c.t.p. (s,t) € X. Si denotamos

ni+ng

Lw,\v)=vJ(v Z)\G

entonces

e
ov

para todo v € V,4. Pero como se vio en el Teorema 6.1.2, la hipdtesis de regularidad

v,\0)(v—10) = /sz s, t,y(s,t),u(s,t), p(s,t),nu)(v—1o(s,t)) >0

implica que v tiene que ser forzosamente distinto de cero, ya que de lo contrario lle-
garfamos a una contradiccion. Reescalando podemos tomar 7 = 1. La prueba esta

completa observando que H (s, t,y,v,p) = Hx(s,t,y,v,¢,1). O

Condiciones necesarias de segundo orden

Para establecer condiciones necesarias de segundo orden, no es necesario establecer
hipotesis extra sobre la regularidad de las derivadas segundas de G y g como hicimos en
(6.3.6) y (6.3.7).

Recordemos que

Y0 = {(s,t) € X : |d(s,t)| > 0},
donde 50 P
d(s,8) = 5 (5,,7(5 1), 0(s.8)) + @, )52 (5.1, (s, £), 5. 1)),
Noétese que d(s,t) = Hy(s,t,y(s,t),u(s,t), p(s,t)).

Teorema 7.3.2 Supongamos que U es una solucion local para el problema (Py) y que se
satisfacen P1-P8. FEntonces

Hyo(s,t,7(s,t),9(s,t), p(s,t)) >0 para c.t.p. (s,t) € L\ X°.

Demostracién. De nuevo se satisface el Principio de Pontryagin, y como H es C?
respecto de v, la condicién necesaria de segundo orden para problemas de una variable

se escribe en este caso como
Hyo(s,t,5(s,t),0(s, 1), @(s,t)) > 0 para c.t.p. (s,t) € £\ X°.

Es decir, donde la derivada primera se anula, la derivada segunda es mayor o igual que

cero. U
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Condiciones suficientes

Se nos presenta el mismo problema que en la pagina 153. No podemos garantizar

que el estado adjunto tenga la traza acotada.
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La ultima parte de esta memoria esta dedicada al estudio del analisis numérico de un
problema de control. El Capitulo 8 estda dedicado a estudiar la convergencia uniforme
para el método de elementos finitos aplicado a la resolucién de ecuaciones semilineales.
En el Capitulo 9 se estudia un problema con restricciones puntuales sobre el estado.
Este problema difiere del problema estudiado en el Capitulo 4 en que ahora tenemos un

numero infinito de restricciones sobre el estado.






Capitulo 8

Convergencia uniforme del M.E.F.

para ecuaciones semilineales

Este capitulo esta dedicado al estudio de la aproximacion de la solucion de una
ecuacion semilineal mediante el método de elementos finitos. En concreto, se estudia la
convergencia uniforme de las aproximaciones discretas hacia la solucion de la ecuacién.
Un estudio similar es llevado a cabo en Ciarlet [43] para ecuaciones lineales. Ciarlet
estudia un problema tipo Dirichlet y hace uso de triangulaciones de tipo no negativo.
Nosotros estudiamos también un problema de Neumann y, en algin caso, no hacemos
uso de las triangulaciones de tipo no negativo.

La primera seccién describe los elementos comunes a los problemas de Dirichlet y
Neumann, asi como la discretizacion. En la segunda secciéon damos resultados para el

problema de Dirichlet y en la tercera para el problema de Neumann.

8.1 Discretizacion

Sea ) un subconjunto convexo de RN, N =26 N = 3, I' su frontera y A un operador

de la forma

N
Ay = — Z O [ai;0:,y]

1,j=1

donde a; ; € C%1(Q) y tal que existen m, M > 0 tales que

N
mll¢]* <Y ai(@)6g; < MIE|P VE € RY y Vo € Q.

ij=1

173
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Sea f: 2 x R — R una funciéon de Carathéodory, monétona decreciente en la segunda
variable, con f(-,0) € LP/2(Q2) y cumpliendo la siguiente condicién de Lipschitz local:
Para todo M > 0 existe ¢y € L*(Q) tal que

|f(zoyn) = [(@,92)] < [dm(@)|[y1 — vo| para c.t.p. z € (8.1.1)

si |y, [y2| < M.

Para hacer la aproximaciéon numérica tomamos una familia de triangulaciones sobre
Q, {Tn},~0- A cadaelemento T € 7}, asociamos dos pardmetros: p(T") y o(T'), donde p(T)
denota el didmetro del conjunto 7'y o(T") es el didmetro de la mayor bola contenida en
T. Se supone que h = maxrer, p(T') tiende hacia cero. Haremos las siguientes hipdtesis

de regularidad sobre la triangulacién:

e Hipdtesis de regularidad: existe o > 0 tal que % <o VI'eT,yh>D0.

e Hipodtesis inversa: existe p > 0 tal que % <p VI'eT,yh>D0.

e Sea ), = Uper, T, €, su interior y I'y, su frontera. Entonces supondremos que los

vértices de 7}, localizados sobre la frontera de I';, son puntos de I'.

Consideramos los espacios

Vi = {yn € C(QNH(Q) : ynip € PI(T) VT €Ty yp =0 en Q\ Oy}

Wi = {yn € C(%) : yu, € P(T) VT €T;},

donde P;(T) es el espacio de los polinomios de grado 1 sobre T. Vj, es un subespacio
vectorial de Wy () y Wy es un subespacio de WP(€).

Nos auxiliaremos del operador de interpolacién de Lagrange
Hh : C(Q) — Wh

siendo II;z el dnico elemento de W), tal que II,z(x;) = z(z;) para todo x; nodo de la

triangulacion.
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8.2 Caso Dirichlet

Introducimos también f, € W~1?(Q). Queremos estudiar la aproximacién uniforme

por el método de elementos finitos de la solucién de la ecuacion

Ay = flhy)+fo enQ
y = 0 sobre T'.

(8.2.1)

Para cada h, definimos y; € V}, como el tinico elemento que cumple

N
Z/ai,j(x)@xiyh(x)ﬁzjzh(x)dx:/f(x,yh(x))zhdx+<f2,zh)w1,p(Q)XW&,p(Q) Vzp, € Vi
So1/e 0

(8.2.2)

Lema 8.2.1 La ecuacidn (8.2.2) tiene una unica solucion.

Demostracion. Sea N, la dimension de V. Para demostrar el lema escribiremos la

ecuaciéon de la forma

Apy = F(y) +0b
donde A, es una matriz N, x N, definida positiva, F : R¥ — R es localmente
Lipschitz, de constante digamos L, y cumple que

(F(y1) — F(y2), 11 — y2) < 0 para todo y;, yo € R

y b es un vector de R, Sin pérdida de generalidad supondremos que F(0) = 0. Trun-

camos F' mediante

F(y) si [|[F(y) < M
Fu(y) = F(y)

IE@)

Tenemos que la aplicacién que a cada z € R le hace corresponder y, tal que A (y.) =

st [|[F(y)ll = M.

Fp(z) + b cumple que |ly.|| < (M + ||b]|)/«, donde a es el menor autovalor de Aj.
Luego aplicando el teorema del punto fijo de Brauer, tenemos que existe yy; que resuelve
Apyryr = Fu(yu) + b, Ademés

allymll* < yarAnyar = (Far(ya) yar) + (0, yar) < [[6]/]yarll,

con lo que
161l

lyarll < ==
«
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Por tanto y,, estd acotada independientemente de M. Como F' es Lipschitz sobre la

bola B(0, 121),
P < L
yu )| < , para todo M > 0
y si tomamos M > L||b||/«, F(yn) = Fu(yar), y por lo tanto habremos encontrado una

solucién a nuestra ecuacion. La unicidad sale de la monotonia de F. O

Nuestro objetivo es demostrar que y, — y en L*>®(€2). Comenzamos estudiando el caso
lineal, suponiendo la solucion suficientemente regular. Seguidamente aplicamos estos
resultados al estudio de una ecuacién semilineal, también con solucién regular. Final-
mente, estudiamos el caso que nos ocupa, en el cual la maxima regularidad del estado
es la regularidad W, ().

Caso Lineal. y € H?()

Supongamos que f(-,y) = 0y que fo, = g € L*(Q). Existe una tnica funcién
y € H*(Q) N HY(Q) (cf. Grisvard [59]) que cumple

Ay = gen(
v (8.2.3)
y = 0 sobre I
Se tiene ademéds que existe una constante C' > 0 tal que
[yl 2 < Cllgllrz@)- (8.2.4)
Podemos formular variacionalmente el problema (8.2.3) como
Encontrar y € H} () tal que
y € Hy(Q2) tal g (8.25)
a(y,z) = (g, 2) ¥z € Hy(Q).
Se puede formular el problema aproximado como
Encontrar y, € V}, tal que
Y= tn i (8.2.6)

a(yn, zn) = (g, 2n) Yz, € Vj,.

El siguiente lema es conocido como lema de Aubin-Nitsche; ver por ejemplo Ciarlet
[43, Teorema 19.1] o Raviart-Thomas [74, Teorema 5.2-1].
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Lema 8.2.2 Sean y ey, las soluciones de los problemas (8.2.5) y (8.2.6) respectivamen-

te. Entonces existe una constante C' > 0 independiente de h tal que

1y = ynllz2@) < CR?|lgllL2(0)-

Demostracion. Veamos que existe una constante C' > 0 independiente de h tal que
Vi € L*(Q) se cumple:

| vlo= e < CRl ey gl
Sea ¢ € L*(Q) y sea z, € H*(2) N H(Q) el tnico elemento que cumple

A*zy = Y en() (8.2.7)
zy = 0sobre I,

donde A* es el operador adjunto de A.

Al igual que antes se sabe que existe una constante C' > 0 independiente de h tal que

[2pllr2(0) < Cll¥llr2(0)- (8.2.8)

La formulacién variacional de (8.2.7) se escribe:

Encontrar z, € Hj(Q) tal que

(8.2.9)
a(z, zy) = (¥, 2) Vz € HJ(Q).

y se puede aproximar por

Encontrar zy, € V), tal que

(8.2.10)
a(zh, th) = (1/1, Zh) \V/Zh € Vh.

Asi, usando (8.2.9), (8.2.5) y (8.2.6), la continuidad de la forma bilineal a sobre
H'(Q), las estimaciones usuales para elementos finitos (ver por ejemplo Raviart-Thomas
(74, Teorema 5.2-1, ecuacién (5.2-20)]), y las acotaciones (8.2.4) y (8.2.8), se obtiene:

(W, y—wyn) = aly —yn, Zzp)

= G(y — Yhy Zp — Zw,h) <
< Clly = wynllmllzy — zpnllai@ <
< CR*||lyllm2) | 2ol m2(0) <

IN

CR2 gl 2ll¥ |l L2 (-
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Por lo tanto

ly — vl = sup (¥, y — yn) < CR?||gllr2(0),
||"/’||L2(Q)§1

de donde se sigue el resultado. 0O

Ahora vamos a dar una estimacién del error del método en la norma de L>(£2). Por

las hipétesis hechas y € C'(Q2), y por tanto y — y, € C(1Q2).
Usaremos el siguiente lema ( ver Ciarlet [43, Teorema 16.1]), que nos da el error de

interpolacion:
Lema 8.2.3 Seanm >0, k>0, y p,q € [1,00]. Si se dan las inclusiones

WHLP(T) — C(T)
WHHLP(T) s W™9(T)

entonces existe una constante C' > 0 independiente de h tal que
1_1 —m
ly = Trgllwmay < CRV Gyl o,

donde Iy es la restriccion al elemento T de 11,y.

La siguiente desigualdad, cuya demostracion se puede encontrar en Ciarlet [43, Teore-
ma 17.2], nos da la constante de equivalencia entre dos normas de Sobolev en un espacio

de dimension finita:

1

hN max{O,%fé}hm

[ynllwma,) < C —llynllwio,) Yyn € Vo, sil<m, (8.2.11)

siendo C' > 0 independiente de h.

Se tiene asi el resultado principal de esta seccién (Ciarlet [43, Teorema 19.3]):

Teorema 8.2.4 Sean y ¢ yy, las soluciones de los problemas (8.2.5) y (8.2.6) respectiva-

mente. Entonces existe una constante C' > 0 independiente de h tal que
N
ly = yullze @) < CR*72 [yl a0
Demostracion. Tenemos que

ly = ynllzoen) < 1y = Iayl 2o ) + 1TIhy — ynll e @n)- (8.2.12)
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En virtud del lema 8.2.3, tomando m =0, ¢ = o0, k =1y p = 2, se obtiene
ly = Tigllieny < CH* % [yl 2. (8.2.13)
Aplicando (8.2.11), se tiene que
Iy — yull L) < C’h_%Hth — Unllr2cn); (8.2.14)

donde C' es independiente de h.

De nuevo por el Lema 8.2.3, tomando m =0, ¢ =2, k =1y p = 2, obtenemos
Iy = yllr2n) < CR2|lylla2) (8.2.15)

y por el Lema 8.2.2

ly = ynll 2 < 1y = vnllzz@) < O [[ylln2(e)- (8.2.16)
De (8.2.15) y (8.2.16) se sigue que

1wy — ynllz2@n < My — yllz2n) + 1Y — vl 2@, < CR? Yl 2.
Esto, junto con (8.2.14) implica que
_N
IThy =yl < CR*2 [y| 20,

que junto con (8.2.13) y con (8.2.12) completan la prueba del teorema. 0O

Caso Semilineal. y € H?()

Supongamos ahora que f; = 0. Ademd&s supondremos que existe una funcién ¢ €
L3(2) tal que

|f<$,t1) — f($7t2)| S ‘(b(l’)’ |t1 - tQ‘ th,tg € R, Ctp x €. (8217)

Esta restrictiva condicién de tipo global se relajara a una de tipo local como se vera

més tarde. También vamos a suponer que f(-,0) € L?(Q). Asi

[f (2, )] < [f(,8) = [, 0)] + [f(,0)] < ()] |¢] + |/ (x,0)]

y de esta manera se cumple que para todo numero real M > 0 existe una funcion
om(z) = ¢(x) M + f(x,0) € L*(Q) tal que si [t| < M entonces |f(z,t)] < |pm(x)|.
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Combinando la técnica del Teorema 3.1.1 con los resultados de regularidad de Grisvard

[59], bajo las dos condiciones anteriores se deduce ahora que la ecuacién

Ay = f(z,y) en Q
y = 0 sobrel,

(8.2.18)

posee una tnica solucién en H2(2) N HY(Q).

Veamos ahora las estimaciones del error del método de elementos finitos en las normas
de H'(Q), L*(Q) y L>=(Q).
La ecuacion (8.2.18) se puede formular variacionalmente como

Encontrar y € H}(Q) tal que

(8.2.19)
a(y,z) = (f(z,y),2) Vz € Hy(%),

y se puede aproximar por

Encontrar y, € V}, tal que

(8.2.20)
a(Yn, zn) = (f(z,yn), 2n) Y21 € Vi,

El siguiente resultado es una generalizacién para ecuaciones semilineales del conocido
lema de Céa (cf. Céa [39, Proposicién 3.1])

Lema 8.2.5 Sean y e y, soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C > 0 independiente de h tal que

1y = ynllm@) < Clly — Wnyll g )

Demostracién. El resultado es consecuencia de la H}(Q)-elipticidad de a, la mo-
notonia de f en la segunda variable, la condiciéon de Lipschitz impuesta sobre f y la

inclusién continua de H*(2) en L*(Q):

lly — yh”%{l(g) <Ca(y —yn,y —yn) <

< Caly —yn,y—yn) — (f(y) = FCoyn)y — yn) =

= Caly —yn,y —zn) — (f(,y) = fCoyn)sy — 2n) <

< C{lly = wnllm@lly — zull i) + 10l 2@ ly — wnlla@lly — 2l Lo} <
< C{lly = vl @lly = zullane) + 10l 2@y — vl o lly — 2nllm @)} <
< Clly =yl m@llv — znllm1 @) para todo zj, € V.
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Dividiendo entre ||y — yn|| m1(q) y tomando z, = I,y se llega al resultado [
Asi las cosas, se tiene el siguiente lema.

Lema 8.2.6 Sean y e y, soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C' > 0 independiente de h tal que
1y = ynllrr) < Chllyllaz -
Demostracion. Usando el Lema 8.2.5, la desigualdad
|yl @) < Ch|lyllm2@) para todo y € Hy(Q) N H?*(K)
(cf. Raviart-Thomas [74, Lema 5.2-3]) y el Lema 823 conm=1,¢=2,k=1yp=2,
se tiene
ly = ynllm @) < Clly = ayllm @) < C (lyllm@van + 1y — wnllm @) < Chllylme @),
de donde el resultado. 0O

Para obtener la estimacién del error en L?(QQ) introducimos la funcién

fl@yn(@) = fl2,y(x)
a(z) = y(@) — yn(z) o ylw) # () (8.2.21)
0 en otro caso.

Noétese que a(z) > 0.
De nuevo tenemos que para todo ¢ € L*() existe una tnica z4 € H*(Q) N Hy(Q)
cumpliendo
Azy+a(r)zy = ¢ en()
zy = 0 sobrel
Como |laf|r2) < ||@]|L2(q), existe una constante C' > 0 que independiente de o tal que

zpllm2(0) < CllYllL2@)-
Este problema se formula variacionalmente como

a(z, zyp) + (zy, 2) = (¥, 2) Vz € Hy(Q), (8.2.22)
y se puede aproximar por
a(zn, zpn) + (@2pn, 2n) = (U, 2n) Vo € V). (8.2.23)

Vamos a aplicar una técnica muy parecida a la del caso lineal para hallar una cota del

error y — yp, en L*(2).
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Lema 8.2.7 Sean y e y, soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C' > 0 independiente de h tal que

ly = ynllr2@) < CR?|yllr20)

Demostracidn. Sea ¢ € L*(Q) cualquiera. Utilizando (8.2.22), la definicién de a(z),
(8.2.19) y (8.2.20), la continuidad de a, la condicién de Lipschitz (8.2.17), y las desi-
gualdades de Sobolev y la desigualdad de Hoélder igual que en la demostracion anterior

tenemos

(Y, y —yn) = aly — Yn, 2p) + (@2p, ¥y — yn) =
= a(y — Yn, 2p — 2pp) + aly — yn, 2y,) + (@2, y — yn) =
= aly = yuszo — 2 + [ (Flaw) = Foo)zen dot

Q
/fxyh xy)zw(y—yh)dﬁz
— a(y =y, 26 — 2on) + / () — £, 9)) (0 — zpn) d <
/Q 6@ 1y -yl |2 — 2l do <

< C{lly — wnllm @z — zenllm + 9llz@lly — vnllm @l 2o — 2onllm @ b <
o) < Chllylla2@hllz¢ll 2 ) <

< Clly = ynllm

< Clly — ynll ol
< CR*|yll w2 |l L2,

donde las tultimas estimaciones se siguen del Lema 8.2.6 y de las estimaciones usuales
para elementos finitos. Por lo tanto

ly —wnllrz =  sup (¥,y —yn) < CR||yll 2
H¢||L2(Q)§1

de donde se sigue el resultado. 0O

Por 1ultimo, no hay mas que repetir la demostracion del Teorema 8.2.4 para obtener

un resultado idéntico para el caso semilineal:

Teorema 8.2.8 Sean y ey, soluciones de los problemas variacionales (8.2.19) y (8.2.20)

respectivamente. Entonces existe una constante C' > 0, independiente de h tal que

_N
1y = ynll @) < CR* 2 [yl
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Veamos ahora como se obtienen los mismos resultados con condiciones menos restric-

tivas sobre el crecimiento de f en la segunda variable.

Teorema 8.2.9 Supongamos que se cumple (8.1.1) y que f(z,0) € L*(Q). Entonces

permanecen vdlidas las conclusiones de los lemas 8.2.6 y 8.2.7 y el Teorema 8.2.8.

Demostracion. Noétese primero que esta nueva condicién también implica que para
todo M > 0 existe oy (z) = dp(x) M + f(2,0) € L*(Q) tal que |f(x,t)| < ou(z)
para todo |t| < M, con lo cual estamos en las mismas condiciones que antes en lo que

respecta a la existencia, unicidad y regularidad de la solucién. Tenemos que y € C(€2).

Sea M = ||y||r@) + 1y sea

flo,—M) sit<-—M
fu(z,t) =19 f(z,t) si |t < M
f(z, M) sit> M.

Se tiene que para todo x € Q, fy(z,y(x)) = f(z,y(x)). Asi que se cumple

Ay = fM(xay) en
y = 0 sobrel

Sea y la solucién al problema variacional discreto

Encontrar y} € Vj, tal que

a(yn’, zn) = (fu (2, y2"), 21) Yz € V.

Del teorema 8.2.8 se tiene que

_N
ly — yn' | zoen)) < CR* 7 [yl o),

por tanto para todo h menor que un cierto hy se tiene que |y — yp' |,y < 1,y
por tanto [y ||, < [Yllee@ +1 = M y se tiene que fy(z,y3") = f(z,y3") y
consecuentemente y es solucién al problema (8.2.20) y se cumplen las estimaciones
deseadas. 0O
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Caso y € W,P(Q), p> N

Supongamos ahora que estamos en el caso extremo: f(-,0) € LP/2(Q), fo € W1P(Q)
y se cumple la condicién de Lipschitz local (8.1.1). Igual que antes, empezaremos su-
poniendo que se cumple la condicién global (8.2.17). En este caso, mediante el método
de truncamientos de Stampacchia y utilizando los resultados de regularidad (2.1.1) para
una frontera de clase C! y (2.1.2) en el caso general (recuérdese que un dominio convexo
es siempre Lipschitz), podemos asegurar que y € VVO1 P(Q)) para p > N, p préoximo a N,
supuesto que los coeficientes a; ; € C(Q).

Baséndonos en la convergencia del método de elementos finitos en la norma de H'(Q)
se puede demostrar la convergencia uniforme para N = 2. Para llegar al mismo resultado
para N = 3 hay que utilizar triangulaciones de tipo no negativo, tal y como se hace
en Ciarlet y Raviart [42] para el caso lineal. En el dltimo caso tan sélo es necesario
que los coeficientes a;; estén en L>®(f2) (supuesta conocida la regularidad WP(Q2) de
la solucion, porque, como ya vimos, esta hipotesis es insuficiente para demostrar esta
regularidad para y). Veamos primero cuatro lemas.

Lema 8.2.10 Para todo y € W'(Q), p > N
lim [y — Iay[lwis@) = 0.

Demostracidn. En virtud del lema 8.2.3, II, es continua sobre W?(Q2) con norma

acotada independientemente de h. En efecto, sea y € WP(Q), entonces

1y = ayllwrr,) < Cllyllwrre)

y por tanto
Mnyllwrr@) = [Tayllwir@,) < 1+ O)yllwie@)-

Sea y € W#P(Q2). También directamente del lema 8.2.3 se tiene

ly — Mugllwraan) < Chllylwes, (8.2.24)

El resultado se sigue por un argumento de densidad: Sea y € WP(Q), p < co. De la

densidad de W2P(£2) en W1P(92) se tiene que, dado un € > 0, existe y. € W2P() tal que

|y = yellwrr,) < [y —vellwir@) < mé < %e. Por la continuidad de II;, demostrada

més arriba también se tiene que |1,y — Iyye|lwiro,) < 3. De (8.2.24) deducimos la
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existencia de hy > 0, que depende de ¢, tal que para todo h < hg, ||y — pye|lwira,) <
%e. Y el resultado se sigue de la desigualdad triangular:

||3/ - th”leP(Qh) < ||y - ya”WLP(Qh) + ||ye - theHWl»p(Qh) + ||th - th€||W1’p(Qh) <

<1 +1 +1
€+t -et-e=c¢
-3 3 3

Y por tanto el limite es cero. Para concluir la demostracién no hay més que observar

que como |2\ Q] — 0,

1y — ayllwre@van = lyllwir@a,) — 0.

La prueba esta completa. O

Lema 8.2.11 Sean y ey, respectivamente la solucion de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2).
Entonces

}llii% 1y — ynll i) = 0.

Demostracion. Por el Lema de Cea 8.2.5, el resultado anterior y la inclusién Wh?(Q) C
H'(Q), se tiene que

fi lly = wnllar o) < Jim Clly = oyl = 0.

Nota 8.2.1 Para el anterior resultado, tan solo es necesario que los coeficientes sean
continuos, o incluso sélo acotados, supuesta conocida la reqularidad W'P(2) de la solu-

cion.
También se puede demostrar un resultado de convergencia en L*((2).

Lema 8.2.12 Supongamos que los coeficientes a; j € C%1(Q), y sean y e yy respectiva-
mente la solucion de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces

lim ly — thL2(Q)

Lim N =0.
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Demostracién. Sea ¢ € L*(Q). Siguiendo exactamente la demostraciéon del lema
8.2.7 se obtiene
(Vyy —yn) < Chlly = ynllzvolzy — 2pnllmi@) < Chlly — ynllm @l 2@
Asi .
EHy = ynllzz@) < Clly — ynll @)

y aplicando el Lema 8.2.11 se obtiene el limite deseado. [

Lema 8.2.13 Seay € W'(Q) con p > N. Entonces

lim ly — Hpyll e (o)

h—0 h =0

Demostracion. Para la demostraciéon aprovechamos que I,y € WP(€,) usamos el

lema de interpolacion 8.2.3 y se tiene que
1y = Wyl o) = v — My — Uiy — ey |l ze (e, < Chlly — nyllwie@y)
y el resultado se obtiene dividiendo por i y aplicando el Lema 8.2.10. O

Ahora ya podemos probar la convergencia uniforme, al menos en dimension 2.

Teorema 8.2.14 Supongamos que N = 2 y que los coeficientes a;; € C*(Q). Sean y

e yp respectivamente la solucion de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces
lim [y =y o) = 0.

Demostracion. Si aplicamos la desigualdad triangular, el lema 8.2.3, la desigualdad
(8.2.11) de equivalencia entre dos normas de Sobolev en un espacio de dimension finita,

y que N = 2 se tiene que

IN

ly = ynllee@n < v = Hpyllee @ + ey — ynll e )

IN

< C|n% -¥
< lyllwrr@) + 22 [y — yullz2@p)
Iy — yll 220 n |y — yh||L2(Qh)] '

< C W7 |ylwise +
h h

Por ser p > N, el Lema 8.2.12 y la inclusién continua LP()) € H?(f2) esta cantidad

tiende a cero.
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Nétese que al ser y € C(Q) N H(Q), ||yllz=@\q,) tiende a cero al decrecer h, con lo

que ya tenemos el resultado. 0O

Para dar un resultado para dimensién 3 6 simplemente para coeficientes continuos
hay que hacer dos hipotesis suplementarias:

(H1) La funcién ¢ dada en (8.2.17) pertenece a un espacio L"(€2) con r > 2

(H2) La triangulacién es de tipo no negativo:

Denotemos b;, 1 <i<nyb;,n<i<n+m los vértices de 7, que pertenecen a )

y a [" respectivamente, y sean w;, 1 < i < n+m las funciones de W}, que satisfacen
wl(b]) :5ij7 1 SZ,j§n+m,

i.e., las funciones w;, 1 < i <no w;, 1 <1 < n+ m, forman una base de V} o
Wy, Sean a;; = a(w;,w;), 1 <i <mn,1<j <n+m. Diremos que el problema
discreto (8.2.20) es de tipo no negativo (o que la triangulacién 7, es de tipo no
negativo) si la matriz A = (@;j) es irreduciblemente diagonalmente dominante y se
satisfacen las relaciones

a;; <0 parai #j, 1 <i<n, 1 <j<n+m,
m

a; >0 1<i<n.
1

n

+

.
Il

Siguiendo Ciarlet [43, Teorema 21.4], se tiene para p > N, tomando a;; € L>({2), que

si yp, es solucion del problema discreto
a(yn, zn) = (g, zn) para todo z, € Vj,
con g € WHP(Qy), entonces se cumple el principio del méximo discreto

lynllze @) < Cllgllw-1o0,) (8.2.25)

para discretizaciones de tipo no negativo.

Usando este principio, tenemos:

Teorema 8.2.15 Supongamos que los coeficientes a; ; € L>()), y sean y e y,, respecti-
vamente la solucion de las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2). Entonces si la triangulacion es

de tipo no negativo,

1y = yrllr@n) < Chllylweang siy € WP(Q), p>2N (8.2.26)
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tim [ly — yall iy = 0 sy € WH(Q), p> N, (8.2.27)

Demostracién. Nétese primero que para que la solucién esté en W1P(Q) es suficiente
que los coeficientes a;; € C(Q) y que para que esté en W2P(Q) es suficiente que que
los coeficientes estén en CO1(Q) v que f(-,y) v fo estén en LP(Q). Sean y € W,P(Q)
e yn € V4 soluciones de los problemas (8.2.19) y (8.2.20) respectivamente (formulacion
variacional para (8.2.1) y escritura abreviada para (8.2.2) respectivamente). Se tiene que

yn — Iy es el tnico elemento de V}, que cumple

a(yn — Uny, zn) = aly — Uy, 2) + (f (@, yn) — f(2,9), 21) Yzn € Vi (8.2.28)

Vamos a estudiar la norma del operador
T: W) —R

que a cada z € W () hace corresponder Tz = a(y — Iy, 2) + (f(z, 1) — f(z,y), 2).
Por la desigualdad de Holder, se ve que

aly Ty, 2) < Clly =~ Talhwssianllelyyr g, 92 € Wo™ (),

donde p’ es el exponente conjugado de p. Se tiene que WHP(,) — H'(Q,) — L5(£2,).
Si ademés p < 3 + ¢, con ¢ suficientemente pequefio, entonces W (Q;,) «— L*(€2;), con
s < 3, tan proximo a 3 como se precise. Asi s puede elegirse de forma que

1 n 1 n 1

r 6 s

Asi, usando la desigualdad de Hélder y el lema de Cea generalizado (lema 8.2.5),

| ) = fenzds) < [ fo)lly -l 2] do <
Q 2,
< Noller@lly = ynllzs@mllzllze@,) <
< Clly = ynllm @ lzllw v @) <
< Clly =yl llzllwir g, <
< Clly = Wpyllwre) 2l q,)-

Por lo tanto

1T llw-1r@n) < Clly — Tuyllwreqy)



8.3. Caso Neumann 189

Pero, aplicando el principio del méximo (8.2.25) si 3 < p < 3 + ¢ a la ecuacién (8.2.28)

se tiene que existe una constante C' > 0 independiente de h tal que

1yn = Tyl =) < ClTlw-rr@,) < Clly = Tayllwrr),
y usando que WHP(Q,) — L>®(€,), se llega a:

ly = wnllee@y < v —Huylleen + lyn — hyll ey <

(8.2.29)
< Clly — Mayllwrey)-
Si ademas y € W2P(QQ), aplicando el lema 8.2.3 se tiene
ly = yllwre@,) < Chllyllwze ), (8.2.30)

de donde se concluye (8.2.26). Si p > 3+ ¢ el resultado se sigue de la inclusién continua
W2P(Q) — W?23t(Q).
El limite
lim |y = ynllL(,) = 0 si y € WH(Q)

se sigue de (8.2.29) y del Lema 8.2.10 si p < oo. Siy € WH>(Q) basta notar que también
estd en WHP(Q) para p < oo.
Para probar (8.2.27) se hace igual que al final de la demostracién anterior: como

y € L>(Q), ||yl @\, tiende hacia cero al decrecer h. [

8.3 Caso Neumann

Supondremos para el problema de Neumann que I es poligonal o poliédrica. En este

N /
caso ), = . Consideraremos ahora ag € L¥47 (Q), ag > 0, a9 Z0enQ, fo € (wtr (Q))/
y v € L*(I"). Queremos estudiar la aproximacién uniforme por el método de elementos

finitos de la solucién de la ecuacién

Ay+ay = fly)+fo enQ
On,y = 0 sobre I'.

(8.3.1)

Para cada h, definimos y, € W) como el tnico elemento que cumple

i;/Qai,j(x)axiyh(x)(‘?mjzh(:v)dx—|—/an(x)yh(x)zh(x)dx: 532)

/ [z, yn(z))zpde + <f2’Zh><W1’p,(Q)),XW1’p/(Q) + / v(s)yn(s)ds Yz, € Wy,
Q r
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Lema 8.3.1 La ecuacidon (8.3.2) tiene una unica solucion.

Demostracion. La prueba es idéntica a la hecha para la ecuacién (8.2.2). O

Nuestro objetivo es demostrar que y, — y en L>(2). Aprovecharemos estos resultados
en el proximo capitulo para estudiar un problema de control, donde v hara las veces de
control. En general v ¢ H %(F) y por lo tanto no tiene sentido estudiar el caso regular.
Mediante el método de truncamientos de Stampacchia [84] y un teorema de regularidad
debido a Dauge [47], podemos probar, como en el Teorema 3.1.1 que y € WP(Q).
Comenzamos enunciando el conocido resultado de convergencia para el método de

elementos finitos

Lema 8.3.2 Sean y e yy, respectivamente la solucion de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2).

Entonces

lim ||y — = 0.
s |y — ynllm @)
También tenemos un resultado en L?(2).

Lema 8.3.3 Supongamos que los coeficientes a;; € CO’I(Q), Yy sean y e y, respectiva-
mente la solucidn de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces

lim Hy - thH(Q)

Lim n =0.

Demostracion. Para todo ¢ € L*(Q) existe una tnica 2,4 € H*(Q) cumpliendo

Az +apzy +a(x)zy = ¢ en () (3.3.3)

Op2py = 0 sobrel,
con a(z) definida como en (8.2.21). Como ||af|r2() < [|@]|r2(), existe una constante
C > 0 independiente de « tal que [|zy|| m2) < C||[Y]|L2(q)-
Ahora podemos continuar la prueba como la del Lema 8.2.12, y aplicar el lema

anterior. O

Ahora ya podemos probar, exactamente de la misma manera que en el Teorema 8.2.14

la convergencia uniforme, al menos en dimensién 2.

Teorema 8.3.4 Supongamos que N = 2 y que los coeficientes a;; € C%(Q). Sean y e

yp, respectivamente la solucion de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces

l. - 0o — U.
lim [y =y zoe) = 0
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Para probar un resultado de convergencia uniforme para N = 3 ¢ simplemente para
coeficientes continuos, hemos de suponer de nuevo que ¢ € L"(Q2), r > 2 y que la
triangulacién es de tipo no negativo. Para el problema de Neumann, definimos asi una
triangulacién de tipo no negativo. Denotemos b;, 1 < i < n + m los vértices de 7;, que

pertenecen a Q y sean w;, 1 < i < n +m las funciones de W), que satisfacen

i.e., las funciones w;, 1 < i < n + m, forman una base de Wj. Sean a;; = a(w;, w;),
1<i<n+4+m,1<j<n+m. Diremos que el problema discreto (8.3.2) es de tipo
no negativo (o que la triangulacién 7 es de tipo no negativo) si la matriz A = (a;;) es

irreduciblemente diagonalmente dominante y se satisfacen las relaciones

a;; <0 parai #j, 1 <i<n+m, 1 <j<n+m,
n+m
 a;>0 1<i<n+m.
j=1

En este caso se cumplira el principio del maximo discreto. Si y, € W), es solucién del

problema discreto
a(yn, zn) = (g, zh)(Ww,(Q))/XWm,(Q) + <U,’yzh>w_%,p(F)XW%7p,(F) para todo z, € W,
con g € (Wl’p/(Q))/ entonces se cumple el principio del maximo discreto

lyallz=@) < C (Il ooy + 10020 ) (8.3.4)

Teorema 8.3.5 Supongamos que los coeficientes a;; € L®()), y sean y e yy, respecti-
vamente la solucion de las ecuaciones (8.3.1) y (8.3.2). Entonces si la triangulacion es

de tipo no negativo,

ly = ynllr@n) < Chllylwene) siy € WP(Q), p>2N (8.3.5)
Y
}Lifé 1y = ynllLe(@) =0 siy € WH(Q), p> N. (8.3.6)

Demostracion. La prueba es idéntica a la del caso Dirichlet. O






Capitulo 9

Convergencia del M.E.F. para

problemas de control

En este capitulo nos dedicamos al estudio de las discretizaciones de un problema
de control. En la primera secciéon nos dedicamos al estudio de un problema de control
distribuido gobernado por una ecuacion semilineal con condiciones de contorno tipo
Dirichlet y en la segunda al estudio de un control frontera gobernado por una ecuacién

con condiciones de contorno tipo Neumann.

9.1 Caso Dirichlet

Consideremos los conjuntos, operadores, y espacios descritos en la Seccion 8.1.

Sean K un subconjunto convexo, *débilmente cerrado, acotado y no vacio en L*(2);
p> N; f(-,y) = fi(,y) + f2(+), donde f; : © x R — R una funcién de Carathéodory,
monétona decreciente en la segunda variable, con f(-,0) € LP/?(Q) y cumpliendo la
condicién de Lipschitz local (8.1.1) y fo € W=1(Q); L : Q x R? — R una funcién de
Carathéodory, convexa en la tercera variable y que cumple que para todo M > 0 existe
Yy € LN(Q) tal que |L(x,y,u)| < ¥y (x) para c.t.p. z € Q, para todo |y, |u] < M. Sea

g: Q x R — R una funcién continua. Formulamos el problema de control éptimo

minJ(u):/QL(x,yu(x),u(x))dx
ue K g(z,yu(x)) <d VzeQ,

(Fs) (9.1.1)

193
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donde

A u = yYu) + Q

Yo = 0 sobre I'.

Aplicando las mismas técnicas que en el Teorema 3.1.1 tenemos los siguientes resultados.

Teorema 9.1.1 Para cada u € K eziste una tinica y, € W,"(Q) solucidn de (9.1.2).
Ademids existe una constante C, que sélo depende una cota para K, tal que ||y, ||wir) <
Ck para todo uw € K. Finalmente si u; — u *débilmente en L>®(Q) entonces yu; — Yu
fuertemente en WHP(§2).

Teorema 9.1.2 Si ademds fi(-,0) € L*(Q) y fo» = 0, entonces para cada u € K emiste
una tnica y, € H*(Q) N HY(Q) solucién de (9.1.2). Ademds existe una constante Cr,
que s6lo depende una cota para K, tal que ||y, || 2 < Ck para todo w € K. Finalmente

si u; — u *débilmente en L>(Q) entonces y,, — yu fuertemente en H?(S2).

El siguiente resultado aparece en Casas [18].

Teorema 9.1.3 FEziste un nimero dy € R de forma que que el problema (Ps) posee al
menos una solucion para cada 6 > &, mientras que (Ps) no posee controles admisibles

para & < g.

Demostracion. De los resultados de regularidad y teniendo en cuenta que K es
acotado en L*®(£2) se deduce que existe una constante C' tal que ||y,||z=@) < C para
todo u € K. Sean M y m el supremo y el infimo respectivamente de g en Q x [-C, C].
Entonces es obvio que (F5) no posee controles admisibles para § < m y en cambio
todos los elementos de K son controles admisibles para 6 > M. Sea dgy el infimo de
los valores ¢ para los cuales (Pj) posee controles admisibles. Entonces m < §y < M
y (Ps) no posee controles admisibles para § < dy. Probemos que existe al menos un
control admisible para (Pjs,). Sea {J;} una sucesion decreciente convergiendo hacia dy y
{u;} C K una sucesion de controles tales que cada u; es admisible para (Fj;). Puesto que
K estd acotado, podemos extraer una subsucesion, que denotaremos igual, *-débilmente
convergente en L>(2) hacia un elemento ug € K. Por continuidad se tiene que los
estados {y.,} convergen uniformemente hacia y,, y por lo tanto

9(2, Yuo (@) = lim g(z,y,,(z)) < lim §; = &y para todo = € Q.
j—o0

J—0o0

Por lo tanto ug es un control admisible para (Ps,).
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Para concluir la demostracion debemos establecer la existencia de un control éptimo
para cada § > Jp. Sea {uy} C K una sucesién minimizante de (Ps), es decir J(uy) —
inf(Ps). Podemos extraer una subsucesién, denotada de nuevo de la misma forma, que
converge *-débilmente en L>°(€)) hacia un elemento u € K. Utilizando una argumenta-
cién similar a la del parrafo anterior se puede comprobar que g(x,yz(z)) < § para cada
x € Q. Asf @ es un control admisible para el problema (Ps). Veamos que J (i) = inf(Fs).
Para ello nos servimos del Teorema de Mazur (ver, por ejemplo, Ekeland y Temam [51]):

dado 1 < p < oo arbitrario existe una sucesién de combinaciones convexas {v }ren,

n(k) n(k)
Vv = Z Ak,jUj, con Z Mej =1y Ay >0,
j=k j=k

tales que v, — u fuertemente en LP(2). Entonces, utilizando la convexidad de L con
respecto a la tercera variable, el teorema de la convergencia dominada y que L esta

dominada por una funcién de L*(), se obtiene

n(k)

J(u) = klirn L(z,ya(z), vk(x))de < lim supz Ak j / L(z,ya(x), u;(z))de <
—JQ k—oo T Q
n(k) n(k)
1i£n supz il (uj) + liin sup/ Z e | L2, Y, (), uj (7)) — L2, ya(w), uj(z))|de =
—00 j:k — 00 Q ik

k—o0

inf(Pj) 4 lim sup/QZ )\k,j|L(:v,yuj(x),uj(x)) — L(x,yz(x), u;(z))|de,

donde se ha utilizado la convergencia J(uy) — inf(Ps). Para probar que el segundo
sumando de la derecha de la expresion anterior converge hacia cero, basta con notar que
para cada x fijado, la funcién L(z,-,-) es uniformemente continua sobre subconjuntos
acotados de R?, que la sucesiones {y,,(x)} y {u;(z)} estdn uniformemente acotadas y

que Yy, (z) — ya(z) cuando j — oo, por lo tanto

(k)
lim Z e | L(2, Yo, (), wj (7)) — L7, ya(w), uj(x))| = 0 para c.t.p. z € Q.
j=k

k—o0 4

Usando de nuevo el teorema de la convergencia dominada se deduce que
n(k
lim sup /

k—o0 Q

)
. Ak:j’L(ma Yu; (I), UJ(LE)) - L(.T, yﬁ(x), uj(x))|dx =0,
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lo cual termina la demostracién. O

En esta seccion nuestro objetivo es estudiar la convergencia de las discretizaciones de este

problema. Para el estudio de la convergencia del problema de control se hace necesario

el estudio de la ecuacion de estado. En este caso y al ser las restricciones de tipo puntual

hay que establecer la convergencia uniforme de las aproximaciones del estado.
Consideramos el espacio

U, = {Uh € LOO(Q) DUpp € Po(T) VT € 771} .

Para todo uy, € Uy, denotamos por yp,(uy,) el inico elemento de V}, que cumple

Z /Qam-(:L‘)E)xiyh(x)aszh(x)dx = /Q(f(x,yh(x)) +up)zpdr Yz € Vy, (9.1.3)

ij=1

donde entendemos que / foz dx denota (fs, zh)W_l,p(Q)XW&,p(Q).

Q
Para cada h > 0 tomamos K} un subconjunto convexo, cerrado, acotado y no vacio de

Uy, de forma que {K},} constituye una aproximacion interna de K en el sentido siguiente
1. Para todo u € K existe uy, € K}, con uj, — u en L*(Q).
2. Siup € Ky y up, — u *débilmente en L>(2), entonces u € K.
3. Los {K}} estdn uniformemente acotados en L>(£2).

Formulamos el siguiente problema finito dimensional.

min J, (up) = /Q L (z, yp(up)(x), up(x)) de (9.1.4)

up € K, g(xjayh(uh)<xj)> <4 Vjel,

(Psn)

donde {x]};ihl) es el conjunto de vértices de 7y, I, es el conjunto de indices correspon-
dientes a los vértices interiores.

Es el objetivo de este capitulo mostrar que las soluciones de los problemas discretos
convergen hacia la solucion del problema continuo. Para ello es imprescindible probar el
hecho de que si up, — u *-débilmente en L*({2), entonces yp,(up) — v, uniformemente
en €.
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Obsérvese que no estamos exactamente en el caso del capitulo anterior, ya que ahi lo
que demostramos es que y, = y,(u) converge hacia y,.

La técnica para demostrar esto varia segin sea el estado regular o no, y que tengamos
una triangulaciéon de tipo no negativo o no. Vamos a enunciar distintos teoremas, en los
que se ve que, bajo hipdtesis distintas cada vez, podemos llegar a la conclusion que nos

interesa.

Teorema 9.1.4 Supongamos ahora que a;; € C*(Q) y que fo = 0. Ademds supondre-
mos que para todo M > 0 existe una funcion ¢y € L*(Q) de tal manera que se satisface
la condicion de Lipschitz local (8.1.1). También vamos a suponer que fi(-,0) € L*(2).

Para todo h > 0 sea uy, € Ky, tales que u, — u *-débilmente en L>°(Q2). Entonces
lim [[yn(un) = yullz>(2) = 0. (9.1.5)

Demostracion. Las hipdtesis hechas nos aseguran que el estado es suficientemente
regular. Obsérvese que ademds, como los K}, estdn uniformemente acotados en L*(£2)

(hipétesis 3 sobre los K, pagina 196), existe una constante C' tal que
|Yun | H2(0) < C para todo uy, € Kj, y para todo h > 0. (9.1.6)

Este es el caso clasico. Tenemos estimaciones sobre el error. Escribimos

yn(un) = vullzoo ) < Nlyn(un) — Yy [l2oo@) + |Yun — YullLo@)-

Del Teorema 9.1.1 se sigue que el segundo sumando converge hacia cero.
Para el primero, si fijamos h, debido al Teorema 8.2.8, tenemos que ||ys(un) —
Yu o) < C’h2_%||yuhHH2(Q). Gracias a esto y a (9.1.6) tenemos que el primer su-

mando converge hacia cero, lo que completa la prueba. [0

Para probar resultados analogos en el caso de que los estados no sean suficientemente

regulares, vamos a introducir el siguiente resultado.

Lema 9.1.5 Para todo h > 0, todo uw € K y todo u, € K}, existe C' > 0 independiente
de h tal que

lyn(un) — yn(W)|lm ) < Cllu — wnllm-1@).-

Demostracién. De la monotonia de f y la Hj () elipticidad de a(-,-), tenemos que

mllyn(un) = yn(w)li ) < alyn(un) — ya(w), yu(un) — yn(u)) =
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(f (@, ynlun)) — f(@,yn(w)), yn(un) — yn(w)) + (u — up, yn(un) — yn(u)) <
< (u = up, yn(un) — yn(w)) < flu — uhHH*l(Q)”yh(uh) - yh(U)HHg(Qy
Por lo tanto

l|u — Uh||H—1(Q)-

1
lyn(un) = yn (W) ey < —

Teorema 9.1.6 Supongamos que los coeficientes a;; € C(Q), fi(+,0) € LP/3(Q), f, €
W=LP(Q) y para todo M > 0 existe una funcion ¢y € L(2), 7 > 2 de tal manera que se
cumple la condicion de Lipschitz local (8.1.1). Supongamos ademds que la triangulacion

es de tipo no negativo. Para todo h > 0 sea u;, € Ky, tales que u;, — u *-débilmente en
L>(Q). Entonces

tim [y (un) = gl <o) = 0. (9.1.7)

Demostracién. Ahora el estado pertenece a W1P(Q) y no tenemos estimaciones para
el error, tan s6lo un resultado de convergencia.

En este caso escribimos

yn(un) = YullLe@) < lyn(un) = ya(w)| L) + lyn(w) — Yull Lo @)

El segundo sumando converge a cero como consecuencia del Teorema 8.2.15.

Sabemos que yp(up) — yn(u) soluciona el problema discreto

a(yp(un) — yn(u), zn) = (f(z,yn(un)) + up — f(x,yn(w)) —u, zn) Yz € Vi

En este caso podemos aplicar el principio del méximo discreto (8.2.25), con lo que
lyn(un) — yn(w)llz=@) < Cllf (2, yn(w) + u— f(@, yn(un)) — unllw-10@) <

< C (If (@ yn(w) = f@,yn(wn)lw-1n@) + [lu = tnllw-10(0)) -

En el segundo sumando, la convergencia *-débil en L*°(£2) de los u; implica la con-
vergencia fuerte en W~12(Q).

Por otro lado lado

I1f (2, yn(w) = S (@, yn(un) lw—re@) < QMm@ lyn(w) = yn(un)llmye)-

Por el Lema 9.1.5

[|u — Uh||H—1(Q)-

1
lyn(un) = yn (W) o) < —



9.1. Caso Dirichlet 199

La convergencia *-débil de los u;, implica la convergencia fuerte en H~!(). Por lo tanto

los estados convergen uniformemente. [

Vamos a dar ahora cuatro lemas andlogos a los Lemas 8.2.10-8.2.13

Lema 9.1.7 Para todo h > 0 sea u, € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L*>((2).

Entonces

i {Jy, = Ty, w2, = 0.

Demostracion. Podemos acotar ||y, — IIyyu, |[[wir(q,) como

Yun =y, lwre@n) < N Yun = Yullwre @) 19 = Hayullwre @) F 1 Hayu — Dayu, wie@,)-

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El segundo en virtud
del Lema 8.2.10. El tercero, gracias a la continuidad de II, (demostrada al principio
de la prueba del Lema 8.2.10), lo podemos acotar por una constante que multiplica a

1 Yun — Yullwrr,), que de nuevo converge hacia cero. [

Lema 9.1.8 Para todo h > 0 sea uy, € Ky, tales que u, — u *-débilmente en L>(S).

Entonces

i {fyn (un) = g, [l 1(2) = 0.

Demostracion. Podemos acotar ||y, — yn(us)||r1 @) como

Yun — Y (un) ) < Wun — Yullmr) + 19w — Yn ()| a2 @) + yn(w) — yn(un) || g1 @)-

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El segundo en virtud del
Lema 8.2.11 y el tercero, gracias al Lema 9.1.5, lo podemos acotar por ||u — up | g-1(q)-

La convergencia *-débil de los u;, implica la convergencia fuerte en H1(Q2). O

Lema 9.1.9 Supongamos N = 2, que los coeficientes a;; € C**(Q), f(-,0) € LP/2(Q),
fo € WLP(Q) y para todo M > 0 existe una funcion ¢y € L*(Q) de tal manera que se
cumple la condicion de Lipschitz local (8.1.1). Para todo h > 0 sea uy, € Ky, tales que

up — u *-débilmente en L>®°(X)). Entonces

lim Hyh(uh) - y’uhHLQ(Q)

Lim . = 0.
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Demostracion. Como yp(un) v Yu, son los estados discreto y continuo asociados al

mismo control, siguiendo exactamente la demostracion del Lema 8.2.7 se obtiene que
para todo ¥ € L*(Q)

(Vs Yup, —yn(un)) < Ch|yu, —yn(un) | @) |20 =200l 11 0) < Ch||Yay, —yn(un) || 1 @) 1Y) L2(02),

donde recordemos que z, es la solucién del problema (8.2.7) introducido en la pagina
177 y zyn es la solucion de (8.2.10). Asi

1
7 9, = yn(un)llzz@) < Cllyu, — yalun)llm @)

y podemos aplicar le lema anterior. La prueba estd completa. O

Lema 9.1.10 Para todo h > 0 sea up, € K, tales que u, — u *-débilmente en L>(S2).
Entonces

. 1 Yun — Hnbu, || 22001)

Jim b =0.

Demostracidn. Para la demostracién aprovechamos que Iy, € WP(£),) usamos el

lema de interpolacién 8.2.3 y se tiene que

HyUh - thUh HLP(Qh) = Hyuh - thuh - Hh<yuh - thuh)”Lp(Qh) < Ch”yuh - thuh HWl’p(Qh)
y el resultado se obtiene dividiendo por h y aplicando el Lema 9.1.7. O

Teorema 9.1.11 Supongamos N = 2, que los coeficientes a;; € C*(Q), f(-,0) €
LP2(Q), fo» € WLP(Q) y para todo M > 0 existe una funcion ¢p; € L*(Q) de tal

manera que se cumple la condicion de Lipschitz local (8.1.1). Para todo h > 0 sea

up € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L*>°(Q2). Entonces
lim [l (1) — 3l £y = 0. (9.1.8)
Demostracion. Gracias a la desigualdad triangular tenemos

lyn(un) = Yull ooy < Yn(un) = Yunllz=@u) + 19un = Yull Lo (-

El segundo sumando converge hacia cero por el Teorema 9.1.1. El primero lo podemos

acotar de nuevo mediante la desigualdad triangular con

yn(un) = Yy |22 @0) < Nyn(un) = WnYu, oo @) + 1TT0Yuy, — Yol 2o ()
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Gracias al Lema (8.2.3), podemos acotar el segundo sumando:

1-N
||thuh - yuh||L°°(Qh) <Ch » ||yuh||W1’p(Q)'

Como {up}r>o estd uniformemente acotada, debido al Teorema 9.1.1 y,, también lo estd
en W1P(Q). Luego este segundo sumando tiende hacia cero. Para acotar |lyp(us) —
HpYuy, || Lo (0,), tenemos en cuenta (8.2.11), que nos da la equivalencia entre las normas
de Sobolev en espacios de dimensién finita y obtenemos, teniendo en cuenta que N = 2

y aplicando de nuevo la desigualdad triangular

C
1yn(un) = Wnyu, || oo @n) < - lyn(un) = Mnyu, [l 22(0,) <

o (||yh(uh) — Yun |l 22(020) N Y, — thuhHL?(Qh))
h h '

Ahora podemos aplicar los Lemas 9.1.9 y 9.1.10 y deducir que esta cantidad converge

hacia cero. Asi que hemos demostrado que
lim [[yn(w) = yull=(@,) = 0.

Nétese que al ser y, € C(Q) N HH(Q), |lyullz=@\q,) tiende a cero al decrecer h, con
lo que ya tenemos el resultado. 0O

Ya estamos en condiciones para probar que los controles 6ptimos discretos convergen
hacia la solucién del problema. Una de las hipdtesis clave para probar la convergencia

de las discretizaciones es la estabilidad débil por la izquierda.

Definicién 9.1.1 Diremos que el problema de control (Ps) es débilmente estable por la
izquierda en § Si

},1515 inf(Py) = inf(F).

Notemos que la estabilidad débil por la derecha
51'11\% inf(Ps) = inf(Fj) (9.1.9)

siempre se satisface. En efecto, sea us una solucién de (FP5). Como K estd acotado se
deduce la existencia de una sucesién {d;} tal que d; \, § cuando j — ooy lim;_.oc us, =

*-débilmente en L*(£2) para algin @ € K, siendo us, una solucién de (Ps,). Siy; e g
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son los estados asociados a Us, Y U respectivamente, tenemos que y; — ¥ uniformemente
en Q. Por lo tanto % es un control admisible para (F;). Ahora, usando la convexidad en

la tercera variable de L y la admisibilidad de us para cada (Py), con 6’ > §, obtenemos

inf(Ps) < J(u) <liminf J(us,) = }iir% inf(Py) < J(us) = inf(Fj),
j—o0 '
lo que prueba (9.1.9).

Por lo tanto la estabilidad débil por la izquierda lo que nos viene a asegurar es que

inf(Ps) es una funcién continua en d.

Hay problemas no débilmente estables por la izquierda. Veamos dos ejemplos de
problemas no débilmente estables por la izquierda. El primero es en dimension finita
y sirve para ilustrar geométricamente que la falta de estabilidad débil por la izquierda

implica que el problema numéricamente estara mal condicionado.

Ejemplo 9.1.1 Consideremos el problema

Minimizar 2% + (y — 1)?
—5<z<5h
0<y<I1

(Qs)

%$3+%$2—y+2§6.

El problema (Qs) no es débilmente estable por la izquierda para 6 = 1. En efecto,
inf(P) = 0, alcanzdndose la solucion en el punto (0,1). Si tomamos 0" < 1, entonces
debe cumplirse que 1 >y > (1/5)x3 + (3/5)z* + 1 = 2*((1/5)z + 3/5) + 1, por lo tanto

se debe tener x +3 < 0, o lo que es lo mismo x < —3. De donde se deduce que

o NS . .
(}}% inf(Py) > 9 > inf(P))

Obsérvese que el problema es que para § = 1 la region admisible tiene un punto aislado,

que en este caso es donde se alcanza el minimo.
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A continuacion presentamos un problema de control no débilmente estable por la izquier-

da.

Ejemplo 9.1.2 Sea Q2 = B(0,1) en R" y I' su frontera. Dada u € L*(Q2) consideramos

la ecuacion en derivadas parciales

Ay, = u en)
Yo = 0 sobrel.

Sea
z(z) =2 (1—||z]?).

Es claro que z cumple la ecuacion en derivadas parciales

—Az = 4n en ()

z = 0 sobre T,

y ademds z(0) = 2.
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Sea
t s1t<l1

1 sit>1

g(t) =
Planteamos el siguiente problema de control

min J(u) = /Q (u — 4n)* dzx
u€ L>®(Q) g(y,) <6 en Q.

(Fs)

Veamos que nuestro ejemplo no es débilmente estable por la izquierda en 6 = 1.

La solucién a (Fj) se alcanza al tomar u; = 4n, con lo que y,, = z, se cumple que
9(y) <10y I(u) = 0.

Sea §' < 1. Sean uy e yy = yu, tales que resuelvan (Py). Podemos demostrar
existencia de solucion para N =2 o N = 3 mediante el método de tomar una sucesion
minimizante. Por la forma del funcional, estd sucesion estd acotada en L*(2), luego po-
demos extraer un subsucesion que converja débilmente en L*(). La sucesién de estados
asociados converge entonces débilmente en H*(RY), luego uniformemente, y se tiene asi
que el control limite es admusible. El resto se concluye como en la prueba del Teorema
9.1.3. St tomasemos el control en un conjunto de controles U,y acotado, cerrado y con-
vexo (al que perteneciera el control w = 4n), se demuestra existencia de solucion para
cualquier dimension.

Forzosamente ys (0) < 1 y por tanto 1 < ||ys — 2|| () ya que tanto ys(x) como z(x)

son funciones continuas. Ademds ys: — z resuelve el problema
—A(yy —2) = ug —4n en Q
Yy —z = 0 sobre T,
con lo que se tiene la desigualdad
1< |lys: — zllz~) < Cllys — 2llm2) < Cllus — 4n||12) = C/ J (us).

donde C' es una constante que no depende de ¢'. Por lo tanto para todo §' < 1

1
inf(P5/> Z E >0

y es imposible que se de la estabilidad por la izquierda.

Sin embargo, casi todos los problemas son débilmente estables por la izquierda.
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Teorema 9.1.12 Sea 0y como en el Teorema 9.1.3. Entonces, para todo & > g excepto

a lo sumo un conjunto numerable, el problema (Ps) es débilmente estable por la izquierda.

Demostracion. Sea dp el nimero obtenido en el Teorema 9.1.3. Si definimos ¢ :
(00, +00) — R por ¢(d) = inf(Pj), entonces ¢ es una funcién monétona decreciente y
por lo tanto es continua en cada punto de [0y, +00) excepto a lo sumo en un numero
contable de ellos. Pero como ya vimos, la condicion de estabilidad débil por la izquierda

es equivalente a la continuidad de ¢ en 9, lo que prueba el teorema. 0O

Para problemas débilmente estables por la izquierda tenemos el siguiente resultado. Ca-
sas [17] da una prueba de este resultado en el caso de que el estado sea regular. La clave

es demostrar que los estados convergen uniformemente.

Definicién 9.1.2 Dada una familia de elementos {up}n~o, con u, € K, para cada h >
0, diremos que u es un punto de acumulacion de {up}n=o Si existe una subsucesion

{un, }32,, con hy — 0 tal que up, — u *-débilmente en L>®(S2).

Obviamente, de las hipétesis hechas sobre los K}, para toda familia distinta del vacio
existen puntos de acumulacién, y estos pertenecen a K. Gracias a la convexidad de L

en la tercera variable, tenemos el siguiente resultado.

Lema 9.1.13 Sea {uy, }3>, una sucesion con hy — 0, up, — u *-débilmente en L>=(€).

Entonces

J(u) < liminf Jp, (up, ).

k—oo

Demostracion. Sabemos que existe una sucesién vy, de combinaciones convexas fini-

tas de los up, que converge fuertemente hacia u en LP(§2) para algin p € (1, 00):

n(k)
Up, = E Ak, jUn;
j=k

n(k)
con A\ ; >0, Z A =1, klim vp, = u en LP(Q).
i=k =

Asi podemos escribir

J(u) = / L(z,yy,u)dr = lim L(x, yy, vp, )dx <
Q

k—o00 Q5
k
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k—oo

(k)
< lim infz )‘k,j/ L(z, Yo, un,; )dx <
j:k Qh

k
< lim sup Z )\k,j / (L<:U7 Yus uhj) - L(l’, Y, (uh]')7 uhj)>dx+
i=k Qhk

k—o00

—|—li]£ninf2)\k,j/ L(x, Yn,; (un; ), up; )d.
Tk 2

El segundo sumando es lilgn inf Jj, (up, ). Como al final de la demostracién del Teorema

9.1.3 se obtiene que

lim |L(z, Yu, un, ) — L(x, yn, (un, ), up, )|dz = 0.

k—o0 Qh
k

De aqui se sigue que

n(k)

lim Z )‘lw‘/ |L(, Y, un;) — L(z, yn, (un,), un; )|dz = 0.
k
La prueba esta completa. [

Teorema 9.1.14 Sea 6y como en el Teorema 9.1.83 y § > 6. Si (Ps) es débilmente
estable por la izquierda, entonces existe hg > 0 tal que (Psp,) tiene al menos una solucion
up, para h < hy. Ademds cada punto @ de acumulacion de {up}n<p, €s solucion de (Ps).

Finalmente

Demostracion. Puesto que cada K}, es compacto y J, es continua, la existencia de so-
lucién de (Psp,) quedard establecida si probamos que el conjunto de controles admisibles
para (Pjp) es no vacio. Para ello sea uy € K un control admisible para el problema (Pj,)
y tomemos ug, € Kj de tal forma que ug, — ug c.t.p. = € 2. Como ug, — u en cada
LP(Q2), 1 < p < 00, entonces, gracias a los teoremas anteriores, y,(uon) — Yy, uniforme-
mente en 2. Ya que g(x,y,, (7)) < d para cada x € €, se deduce de la convergencia
uniforme y la relacién 6 > Jy la existencia de un hy > 0 tal que g(z, yn(uon)) < 0 para
todo z € Q y cada h < hg. Asf se concluye que (Ps,) posee solucion para cada h < hy.

Sea ahora ug), una solucion de (Py), h < hy, cuyo estado asociado serd denotado ys, .

Puesto que {usp}n<n, C Ky K estd acotado, podemos extraer una subsucesion {usp, }
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de forma que hy — 0y usp, — @ *débilmente en L*>°(Q2) para algin u € K. Probaremos
que @ es una solucién de (Ps). Sea g el estado asociado a @. Puesto que ysn, — ¥
uniformemente en Q y g(z;, ysn, (z;)) < ¢ para cada nodo de la triangulacién, se deduce
que g(z,(x)) < & para cada x € €, y por lo tanto @ es un control admisible para (Pj).

Tomemos 0" € (dp,0) y sea uy una solucién de (P§). Para cada h < hy tomemos
ugy, € K, de forma que ugp, — ug c.t.p. en Q. De la convergencia uniforme yy, (ugp) —
Yu, ¥ la relacion g(x, ys (z)) < 0 < 6 para cada z € €2, se deduce la existencia de hy > 0
tal que g(z, yn(usp)(z)) < 0 para todo x € Q y todo h < hg, es decir, ugy, es un control
admisible para (Psp,) siempre que h < hg. De aqui se obtiene que Jy, (usn, ) < Jn, (Usrn,,)
para cada k suficientemente grande. Utilizando el Lema 9.1.13 se sigue que

J(u) < liminf Jp, (usp,) < lilgn inf Jy, (usn, ) = J(us') = inf(Py).

k—oo

Por 1ltimo, la condicién de estabilidad por la izquierda conduce a
inf(Ps) < J(u) < Jl/i% (inf(Py)) = inf(Ps),

lo que, junto on la admisibilidad de @ para (Pjs) nos permite concluir que @ es una

solucién de (Ps). El resto del teorema es inmediato. O

Nota 9.1.1 En el caso de la solucion del problema sea unica, se tiene que toda la familia

converge *-débilmente hacia la solucion del problema.

Teorema 9.1.15 Supongamos que se cumplen las hipotesis del teorema anterior y que

ademds L es de clase C? en la tercera variable y existe o > 0 tal que

0*L
%(x,y,u) > a >0 para c.t.p. x € Q y todo y,u € R.

Para cada h < hy sea up, una solucion de (Psp) y sea @ un punto de acumulacion de {up,}

con up, — u *débilmente en L>(§2). Entonces
Tim [l = L 2) = 0.
Demostracion. Por un lado

/Q(L(:B?yhk(uhk)7uhk) _L($7g7 ﬂ))daz = (Jhk-(uhk) - J(ﬂ» +/ L(x>yhk(uhk)7uhk)d$'

O\,
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El primer sumando converge a cero por el teorema anterior y el segundo porque { L(x, yn, , un, )}

estd dominada por una funcién 1y, € L'(2). Asi que

klirn (L(z, yn, (un, ), un,) — L(x,y,0))dx = 0. (9.1.11)

Por otro lado
/Q (L, g (uny ), uny) — L, 5, @))dx = / (L, g (), i) — L, G uny )+

—i—/Q(L(x,gj, up,, ) — L(z,y,u))dx.

(9.1.12)
Como en la demostracién del Teorema 9.1.3
klim (L(z, yn, (un,), un, ) — L(x, g, up, ))dx = 0. (9.1.13)
Como consecuencia de (9.1.11)—(9.1.13) se tiene que
klim (L(x,y,up,) — L(z,y,u))dz = 0. (9.1.14)
— Jo
Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 2 obtenemos que
_ _ oL, ~ 1 [0°L, -
/(L(x,y,uhk)—L(x,y,u))d:c = %(a:,y,u)(uhk—u)d:c—i-i %(:ﬁ,y,vk)(uhk—ufdx,
Q Q Q

donde v es un punto intermedio entre u,, y 4. Como uyp, converge *débilmente hacia

i, el primer sumando converge hacia cero:

. oL, _
kh_)rrolo g %(:E, g, u)(up, —u)dx = 0. (9.1.15)

Por 1ltimo tenemos que

1 aZL B _ o
3 ] G v, = 0P > Gl = e

Por lo tanto podemos escribir

o oL

=l < [ (g — g e — [ S g, - 0
2 Q Q 8u

que converge hacia cero en virtud de (9.1.14) y (9.1.15). Asi que ||t — up, || 2(q) converge

hacia cero, y por tanto la prueba esta completa. 0O
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9.2 C(Caso Neumann

Consideremos los conjuntos, operadores, y espacios descritos en las Secciones 8.1 y
8.3. Denotaremos I' la frontera de €2, que supondremos poligonal o poliédrica . Consi-
deraremos también ag € LNNTZ(Q), ap>0,a90Z0en 2, p> N.

Sean K un subconjunto convexo, *débilmente cerrado, acotado y no vacio en L*(I"),
¢ :Q xR? — R una funcién de Carathéodory, convexa en la tercera variable y que
cumple que para todo M > 0 existe ¢y € L*(T') tal que |{(s,y,v)| < ¥p(s) para c.t.p.
s € T, para todo |y|, [v] < M. Sea g : @ x R — R una funcién continua. Formulamos

el problema de control 6ptimo

min J(u) = /Ff(s,yu(s),u(s))ds
ue K g(z,yu(z)) <6 Vzeq,

(PN;) (9.2.1)

donde
Ay+ay = f(hy)+fa enQ

(9.2.2)
O,y = u sobre T'.

Aplicando las mismas técnicas que en el Teorema 3.1.1 y utilizando los resultados de

regularidad de Dauge [47] tenemos al siguiente resultado.

Teorema 9.2.1 Para cada u € K existe una tnica y, € W'P(Q) solucion de (9.2.2).
Ademds existe una constante C, que sélo depende una cota para K, tal que ||y, ||wir) <

Ck para todo w € K. Finalmente si u; — u *débilmente en L>(I') entonces Yu; = Yu
fuertemente en WHP(Q2).

Analogamente al caso Dirichlet, se tiene el siguiente resultado sobre existencia de solu-

cion.

Teorema 9.2.2 Existe un nimero §y € R de forma que que el problema (P Njy) posee al
menos una solucion para cada § > &y, mientras que (PNg) no posee controles admisibles

para & < dg.

Consideramos ahora el espacio Uy, de elementos u de L*(I") de tal manera que sobre

cada lado de un elemento T de 7}, que esté sobre I', u es constante.
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Para cada uy, € Uy, definimos yp,(uy) € Wy, como el tnico elemento que cumple

Z/Qai,j(:c)ﬁxiyh(uh)(x)aszh(a:)da:+/an(:c)yh(uh)(:c)zh(a:)dx:

irj=1 :
/ @, yn(up)(x))zpdz + ( fa, zh>(W1,p/(Q))wa1’p/(m + /uh(s)yh(uh)(s)ds Vzp € Wh,
N : (9.2.3)

Lema 9.2.3 La ecuacidn (9.2.3) tiene una inica solucion.

El problema de control discreto se formula entonces como

min Jp(up) = /FE(*S?yh(“h)(s)’uh(s)) ds (9.2.4)

un € K g (@, yn(un)(z;)) <6 Vji=1...n(h),

(PNsp)

h . L
donde {xj};il) es el conjunto de vértices de 7.
Vamos a enunciar ahora los resultados de convergencia para nuestro problema. Las

pruebas son muy similares a las del caso Dirichlet.

Lema 9.2.4 Para todo h > 0, todo u € K y todo u, € K; existe C > 0 independiente
de h tal que

o) = () sy < Cll = unlly -
Demostracién. De la monotonfa de f, la H'(2) elipticidad de a(-,-) y la continuidad

de la traza en H'(Q) tenemos que

mllyn(un) = yn ()l o) < alyn(un) — yn(w), yn(un) — yn(u)) =

(f (@, yn(un)) = (@, yn(w)), yn(un) = yn(u)) + /(u = un)(yn(un) — yn(u))ds <

r

< [ = ) = g < o=l g ) = 30 o

Por lo tanto

1
lyn(un) — yn(u)||mre) < EHU - Uh“Hf%(F).
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Teorema 9.2.5 Supongamos que eziste una funcion ¢y € L"(Q), v > 2 de tal ma-
nera que se cumple la condicion de Lipschitz local (8.1.1). Supongamos ademds que la
triangulacion es de tipo no negativo. Para todo h > 0 sea u, € Ky, tales que up, — u

*-débilmente en L>®°(I"). Entonces
i [l () = -0y = 0. (925)

Demostracion. El estado pertenece a W'P(Q) y no tenemos estimaciones para el
error, tan solo un resultado de convergencia.

En este caso escribimos

lyn(un) = yull o=@y < Mlyn(un) = yn(w)ll =) + lyn(w) = yullL=()-

El segundo sumando converge a cero como consecuencia del Teorema 8.3.5.

Sabemos que y,(ur) — yn(u) soluciona el problema discreto

a(yn(un) — yn(u), zn) = (f (@, yn(un)) — f(z,yn(u)), 21) + /F(Uh —u)zpds  Vzp, € Wy,

donde
aly,z) = Z/Qaivj(x)ﬁmiy(x)ﬁsz(x)da:—I—/Qag(x)y(m)z(x)dx.

,j=1

En este caso podemos aplicar el principio del maximo discreto (8.3.4), con lo que

Jn(m) = ()l < CILF @y (0)) = £ ) gy + =l

Por un lado la convergencia *-débil de los u;, implica la convergencia fuerte en WP (I).

Por otro lado

1 G yn () = F (@ yn(un)ll o oy < N0ller@llyn(w) = yn(un) [ e-

Por el Lema 9.2.4

1
lyn () = wn ()l o) < —llw = wnll,y-y

La convergencia *-débil de los wy, implica la convergencia fuerte en H=2(T'). Por lo tanto

los estados convergen uniformemente. [

Vamos a dar ahora cuatro lemas andlogos a los Lemas 8.2.10-8.2.13 y a los Lemas 9.1.7—
9.1.10.
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Lema 9.2.6 Para todo h > 0 sea u, € K}, tales que up, — u *-débilmente en L>(T).

Entonces

hm [y, =Ty, [lwir) = 0.
Demostracion. Podemos acotar ||y, — Hpyu, |[wie@) como

1Yun = WY, lwre) < Wu, — Yullwir@) + 19e = ayullwir) + Haye — Oayu, [wie@).-

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El segundo en virtud
del Lema 8.2.10. El tercero, gracias a la continuidad de II, (demostrada al principio
de la prueba del Lema 8.2.10), lo podemos acotar por una constante que multiplica a

1 Yun — Yullwrr), que de nuevoconverge hacia cero. 0

Lema 9.2.7 Para todo h > 0 sea u, € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L>(T).

Entonces

b [y (un) = Yo, [l 1) = 0.
Demostracion. Podemos acotar ||y, — yn(us)| m1 () como

1Yus, = yn(un) e @) < N9, = vl @) + [19u = yn (W)l @) + llyn(u) = yn(un) |l @)

El primer sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El segundo en virtud del
Lema 8.2.11 y el tercero, gracias al Lema 9.2.4, lo podemos acotar por ||u — uh“H*%(r)'
La convergencia *-débil de los u, implica la convergencia fuerte en H~2(I). [

Lema 9.2.8 Supongamos N = 2 y que los coeficientes a; ; € C*1(Q). Para todo h > 0

sea up € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L>®°(I"). Entonces

L2(Q)

5 Hyh<uh) — Yuy,
11m

tim N =0.

Demostracion. Como yp(un) v yu, son los estados discreto y continuo asociados al

mismo control, siguiendo exactamente la demostracion del Lema 8.3.3 se obtiene que
para todo ¢ € L*(Q)

(Y, Yu, —Yn(un)) < Chllyw, —yn(un) | a1 |2 =200l m1 ) < CRllYuy, —yn(un) | @) |19 220)

donde recordemos que z, es la solucién del problema (8.3.3) introducido en la pagina

190 y 2y 5 es la correspondiente aproximacién por elementos finitos. Asi

1
EHyuh — Yn(un)|l2) < Clly, — yn(un)|| a1
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y podemos aplicar le lema anterior. La prueba esta completa. [

Lema 9.2.9 Para todo h > 0 sea u, € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L>(T).
Entonces
lim ||yuh - thUh||L2(Q)

lim h =0.

Demostracion. Para la demostracién aprovechamos que Iy, € W'(Q) usamos el

lema de interpolacion 8.2.3 y se tiene que
||yuh - thuhHLP(Q) = Hyuh - thuh - Hh(yuh - thuh)HLp(Q) S Cthuh - thuh”Wl*p(Q)
y el resultado se obtiene dividiendo por h y aplicando el Lema 9.2.6. O

Teorema 9.2.10 Supongamos N = 2, que los coeficientes a;; € C®Y(Q). Para todo

h > 0 sea u, € Ky, tales que up, — u *-débilmente en L>(I"). Entonces

tin [l (1) — 3l ) = 0. (926)

Demostracion. Gracias a la desigualdad triangular tenemos

yn(un) = vullzoo ) < Nlyn(un) = Yy [l2oo@) + |Yun — YullLo@)-

El segundo sumando converge hacia cero por el Teorema 9.2.1. El primero lo podemos

acotar de nuevo mediante la desigualdad triangular con

yn(un) = Yun | 2o ) < Nyn(un) — Uy, | oo @) + 1My, — Yy, e @)-

Gracias al Lema (8.2.3), podemos acotar el segundo sumando:

_N
LY, — Yun o) < CRY 2 [y, lwrna)-

Como {up} estd uniformemente acotada, por el Teorema 9.2.1 y,, también lo estd
en WP(Q). Luego este segundo sumando tiende hacia cero. Para acotar |lyn(us) —
pYuy, || Lo (), tenemos en cuenta (8.2.11), que nos da la equivalencia entre las normas de
Sobolev en espacios de dimension finita y obtenemos, teniendo en cuenta que N =2 y

aplicando de nuevo la desigualdad triangular

C
lyn(un) — Mpyu, | Lo @) < EHyh(uh) — Iy, |22 0) <
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o (Hyh(uh) —Yurllr2@) | 1Y, — thuh||L2(Q))
+ )
h h
Ahora podemos aplicar los Lemas 9.2.8 y 9.2.9 y deducir que esta cantidad converge

hacia cero. La prueba estd completa. O

Por 1ltimo, usando de nuevo el concepto de estabilidad débil por la izquierda, pode-
mos probar que las soluciones de los problemas discretos convergen a las soluciones del

problema continuo.

Definicién 9.2.1 Diremos que el problema de control (PNjs) es débilmente estable por
la izquierda en § si
}/H/I% inf(PNy) = inf (P Nj).

Definicién 9.2.2 Dada una familia de elementos {up}n>o, con u, € K, para cada h >
0, diremos que u es un punto de acumulacion de {up}n=o Si existe una subsucesion

{up, }22,, con hy — 0 tal que up, — u *-débilmente en L>(T").

Teorema 9.2.11 Sea &y como en el Teorema 9.2.2 y 6 > 9. Entonces si (PNs) es
débilmente estable por la izquierda, existe hg > 0 tal que (PNg,) tiene al menos una
solucion up, para h < hg. Ademds cada punto u de acumulacion de {up}p<p, €s solucion
de (PNs). Finalmente

lim Jp(up,) = inf(PNs).

h—0

Demostracion. Puesto que cada Kj es compacto y Jj, es continua, la existencia
de solucién de (PNy,) quedard establecida si probamos que el conjunto de controles
admisibles para (PNg,) es no vacio. Para ello sea uy € K un control admisible para
el problema (PNs,) y tomemos ug, € K de tal forma que up, — ug c.t.p. =z € I
Como ug, — u en cada LP(I'), 1 < p < oo, entonces, gracias a los teoremas anteriores,
yn (Uon) — Yu, uniformemente en Q. Ya que g(z, vy, (z)) < & para cada x € €, se deduce
de la convergencia uniforme y la relacién 0 > Jy la existencia de un hy > 0 tal que
g(z,yn(uon)) < 0 para todo x € Q y cada h < hg. Asf se concluye que (PNg,) posee
solucién para cada h < hy.

Sea ahora ug, una solucién de (PNg,), h < hg, cuyo estado asociado serd denotado
ys,- Puesto que {usn}n<n, C K y K estd acotado, podemos extraer una subsucesién
{usn, } de forma que hy — 0y us,, — @ *débilmente en L>*°(I") para algin u € K.

Probaremos que u es una solucion de (PNs). Sea ¥ el estado asociado a u. Puesto que
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Ysn, — § uniformemente en Q y g(z;, ysn, (x;)) < para cada nodo de la triangulacién,
se deduce que g(x,%(x)) < 6 para cada x € €, y por lo tanto % es un control admisible
para (P Nj).

Tomemos ¢ € (dg,d) v sea uy una solucion de (PNj). Para cada h < hy tomemos
ugn, € K, de forma que ugp, — ug c.t.p. en I'. De la convergencia uniforme yj, (ugsp) —
Yuy ¥ la relacion g(z, ys (7)) < 0’ < 0 para cada x € €2, se deduce la existencia de hs: > 0
tal que g(x, yp(ugn)(x)) < d para todo x € Q y todo h < hy, es decir, ugyp, es un control
admisible para (P Ngp,) siempre que b < hy. De aqui se obtiene que Jy, (usn, ) < Jn, (usn,,)
para cada k suficientemente grande. Utilizando ahora la convexidad de ¢ respecto a la
tercera componente se sigue que

J(u) < liminf Jp, (usp, ) < h]ﬁn inf Jy, (ugn,, ) = J(us') = inf(P Ny ).

k—oo

Por 1ltimo, la condicién de estabilidad débil por la izquierda nos permiten concluir

inf(PNs) < J(u) < (}/h/nﬁ (inf(PNy)) = inf(PN;),

lo que, junto con la admisibilidad de @ para (PNs) prueba que @ es una solucién de

(PNjs). El resto del teorema es inmediato. [

Anélogamente al caso distribuido, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 9.2.12 Supongamos que se cumplen las hipotesis del teorema anterior y que

ademds { es de clase C? en la tercera variable y existe o > 0 tal que

¢

%(s,y,u) >a >0 para c.t.p. se€l ytodoy,u e R.

Para cada h < hy sea up, una solucion de (PNy) y sea u un punto de acumulacion de

{un} con up, — u *débilmente en L>°(I'). Entonces

lim ||ﬂ — uthL2(F) =0.
k—o0
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