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1. RESUMEN

Este trabajo fin de méaster esta enfocado a detectar las diferentes visiones que
muestran los estudiantes de un curso de 3% de ESO de matematicas
académicas, cuando tienen que analizar las propiedades de ubicacion y
comportamiento de funciones (como el crecimiento y decrecimiento o el signo de
la imagen), a través de la observacién de sus gréaficas. Para ello se ha realizado
un cuestionario a una muestra de 23 alumnos del nivel académico indicado con
anterioridad y con los que previamente se habia trabajado en el aula la unidad
didactica de Funciones correspondiente.

Hemos podido observar que una parte mayoritaria de los participantes opinan
erroneamente que una funcion tiene imagenes positivas si su grafica esta
ubicada en una regidén del plano donde las abscisas son positivas y de forma
analoga opinan que una funcién tiene imagenes negativas si su grafica esta
ubicada en una region del plano donde las abscisas tienen signo negativo. Esto
evidencia que, por tanto, a la hora de determinar el signo de la imagen de una
funcién priorizan el signo de las abscisas, sin tener en cuenta la informacion que
proporcionan las ordenadas.

Otra de las concepciones erréneas observadas a través del estudio de los
resultados obtenidos, es que existe entre los alumnos una tendencia clara a
asociar funcién creciente con funcién de imagenes positivas y de forma analoga

funcion decreciente a funcién con imagenes negativas.

PALABRAS — CLAVE: Funcion, graficas, concepciones erroneas
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ABSTRACT.

This master's thesis is focused on detecting the different views shown by the
students in a 3rd year ESO academic mathematics course, when they have to
analyze the properties of location and behavior of functions (such as growth and
diminishmentor the sign of the image), through the observation of its graphs. For
this, a questionnaire was made from a sample of 23 students of the academic
level indicated above and to whom the corresponding didactic unit of functions
had previously been worked in the classroom.

We have observed that a majority of the participants erroneously think that a
function has positive images if its graph is located in a region of the plane where
the abscissas are positive and analogous they also think that a function has
negative images if its graph is located in a region of the plane where the
abscissas have a negative sign. This shows that, therefore, when determining the
sign of the image of a function, they prioritize the abscissa sign, without taking
into account the information provided by the ordinates.

Another of the misconceptions observed through the study of the results obtained
is that there is a clear tendency among students to associate increasing function
with the function of positive images and analogously decreasing function with

negative images.
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2. INTRODUCCION GENERAL

Dentro del campo de las matematicas el concepto de funcién es uno de los mas
importantes y esenciales. Pero al mismo tiempo, es uno de los conceptos que
presenta mayor dificultad para los estudiantes, ya que no llegan a asimilarlo de
forma correcta en la mayor parte de los casos, debido a su generalidad y a su
complejidad, derivadas de las diferentes maneras de introducirlo, de una gran
variedad de representaciones y de su alto nivel de abstraccion.

Considero que lograr la interiorizacién y comprensidon del concepto de funcion y
de sus propiedades es fundamental para alcanzar un correcto desarrollo
académico de los estudiantes. Esto se debe a que ciertamente es uno de los
conceptos mas utiles dentro de las matematicas que nos permite, entre otras
cosas, representar, describir y analizar fendmenos cotidianos relacionados con
la fisica, la economia, la historia, la medicina, la sociologia.....Por tanto un
temprano conocimiento y manejo del concepto de funcion y de sus propiedades
mejorara las habilidades del alumno para analizar y comprender muchas de las
situaciones problematicas a las que se enfrente.

Este trabajo fin de Master tiene como objetivo estudiar la capacidad de los
alumnos de un curso de 3° de ESO para identificar algunas propiedades basicas
de las funciones a través de sus graficas.

Por las limitaciones de extension del TFM me he centrado en analizar las
propiedades que a mi parecer es indispensable comprender como base para el
aprendizaje de otras propiedades de las funciones: concepto de funcion,
continuidad y discontinuidad de funciones y propiedades de ubicacion o

comportamiento (signo de la imagen, crecimiento y decrecimiento).

El trabajo se estructura en dos partes:
* En la primera parte se realiza un resumen de la evolucion del concepto
de funcién y del estudio de sus propiedades a lo largo de la historia

hasta llegar al siglo XX y de la didactica de las funciones en épocas mas
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recientes. Se concluye este apartado realizando un analisis bastante
completo de las dos corrientes educativas existentes dentro del campo
de las matematicas: el formalismo y el realismo matematico.

* En la segunda parte del trabajo se analizan los errores mas comunes
cometidos por los alumnos a la hora de analizar funciones a través de

sus graficas.

Este andlisis estara respaldado, en alguna medida, por los resultados obtenidos
en un cuestionario realizado a los alumnos de una clase de 3° de la ESO de
matematicas académicas, teniendo siempre en cuenta las restricciones
impuestas por la normativa del centro relativa a la realizacién de este tipo de
estudios e investigaciones en sus aulas.

El trabajo finaliza con una sintesis y unas conclusiones acerca del tema

estudiado.

PARTE I: MARCO TEORICO

3. EVOLUCION HISTORICA DEL CONCEPTO DE FUNCION HASTA EL
SIGLO XX.

Incluimos en este trabajo un repaso de la historia de las matematicas que nos
permitira adquirir una vision global que nos ayudara a entender los motivos de la
dificultad para asimilar la idea de funcién. Puesto que se trata de una ciencia que
nos permite adquirir numerosas habilidades y capacidades muy Utiles para
resolver problemas de nuestro entorno, su evolucion ha estado estrechamente
ligada al desarrollo de otras ciencias como la astronomia o la fisica. La historia
puede ser una valiosa herramienta de trabajo con la que motivar el interés de los

alumnos.
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En la historia de las matematicas encontramos diversos ejemplos de conceptos
matematicos cuyo uso ha pasado a través de gran cantidad de cambios. No es
ajeno a esta situacion el concepto de funcion, que para llegar a la definicion
actual tuvo que atravesar por un largo proceso. Por este motivo nos podemos
encontrar con diferentes adaptaciones del concepto de funcién, ligados a
diferentes necesidades educativas y que por tanto presentan un grado de
complejidad muy distinto.

Es en el mundo antiguo donde aparecen las primeras referencias que se tienen
sobre la nocién de funcién, asociadas a problemas astronémicos cuyos datos
han quedado reflejados en tablas y escritos.

Posteriormente, con el transcurso de los afos, la nocién de funcién fue
forjandose al servicio de la fisica y de la geometria, intentando explicar la
relacion entre dos cantidades variables. Este fue el punto de partida desde el
que se empezé a trabajar hasta llegar a la nocion de funcién actual:

Partiendo del hecho de que dados dos conjuntos A y B, una relacién definida de
A en B es un conjunto de pares ordenados que cumplen una proposicién, es
decir, es un subconjunto del producto cartesiano A x B, se define una funcion
como una relacién a la cual se afnade la condicion de que a cada valor del

conjunto A le corresponde uno y solo un valor del conjunto B.

Veamos a continuacién, de forma esquematizada, cual ha sido el recorrido
historico del concepto de funcion hasta el siglo XX. Para ello me he basado en
las publicaciones de Kleiner (1989), las publicaciones de Youschkevitch (1976),
las publicaciones de Rlthing (1984) y las publicaciones de Font (2011).

Segun Kleiner (1989), el concepto de funcidén se remonta 4000 afos atras, pero
la nocion de funcidén no aparece de forma clara hasta principios del siglo XVIII.
Posteriormente y basandonos en las publicaciones de Youschkevitch (1976)
podemos distinguir que hay varias etapas importantes en el desarrollo del
concepto de funcién hasta llegar a la mitad del siglo XIX: la antigliedad, la edad
media y la edad moderna.



Master de Formacion del Profesorado de
educacion secundaria

La Antigiiedad:

En esta época se considera principalmente la Matematica Babilonica (2000 a. c.
600 a. c.) y la Griega. Los astrbnomos de la época babilénica utilizaban
funciones tabuladas con la finalidad de poder encontrar patrones con los que
poder llegar a predecir fendbmenos naturales que ocurrian de forma periddica,
como el movimiento de los astros del firmamento, que tanto interés suscitaba en
aquella época.

Los datos observados fueron recogidos en numerosas tablas que segun algunos
cientificos como Pedersen (1974) reflejaban un claro “caracter de funcionalidad”,
pero que para otros cientificos como Youschkevitch no presentan aun ninguna
relaciéon con el concepto de funcién actual.

....el simbolismo griego, hasta aproximadamente el siglo Ill d.C. aparte del uso
de digitos, se confinaba a si mismo a denotar las cantidades usando las letras
del alfabeto. No habia formulas algebraicas, ni ninguna clase de algoritmo (....)
solamente en el alejandrino Diofanto, aparecen algunos signos algebraicos”.
Youschkevitch (1976)

En la época de la Grecia clasica los fildsofos griegos consideraban que las
matematicas no tenian relacién con el movimiento de los objetos (a excepcion de
los movimientos relacionados con los planetas). Es de destacar el trabajo de
Aristételes en relacién con la astronomia. Pese a observar y analizar las
relaciones existentes entre los valores que iban tomando las magnitudes
involucradas en fendmenos cotidianos, no se llegd a alcanzar aun la nocion de

funcion o de variables dependientes.

La Edad Media:
En la Edad Media, el interés de los cientificos por analizar el movimiento de los

objetos fue tomando relevancia dentro del ambito matematico y por tanto se dejo
atras aquella vision estatica que se tenia en épocas anteriores y que solo se

basaba en el lenguaje formal y en el trabajo con figuras geométricas:
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“En la ciencia europea del siglo XIV, estas nociones generales fueron primero
expresadas en formas geométricas y mecanicas pero (...) como en la
antigliedad, cada caso concreto de dependencia entre dos cantidades no fue
definido por una férmula, sino por una descripcion verbal, o por un grafo”™
Youschkevitch (1976)
Este periodo medieval se puede dividir en dos partes, atendiendo a los enfoques
dados y avances conseguidos relativos al estudio del concepto de funcién: una
fase no latina, desde el afo 500 hasta el 1200 y una fase latina,
aproximadamente desde el afio 1200 hasta el 1500.
* En el periodo denominado ""no latino”” hay que destacar las aportaciones
de los Hindus y Arabes que trabajaron el algebra y la trigonometria. A
pesar de ser capaces de resolver ecuaciones con una incognita, no
atisbaron aun el concepto de variable y por tanto no fueron capaces de
ver que en una ecuacién con dos incégnitas quedaba representada la
relacion existente entre las mismas.
 En el “periodo latino”’, a partir del siglo Xlll, se trabaj6 profusamente

sobre las proporciones.

Uno de los cientificos mas relevantes de este periodo que contribuyé al
desarrollo del concepto de funcién con sus investigaciones y trabajos fue
Galileo, quien mostré un ferviente interés por conseguir relacionar las diferentes
magnitudes involucradas en los experimentos que realizaba, mediante el analisis

de los datos recogidos.

Periodo Moderno:

Este periodo (siglos XVI - XIX) es de vital importancia en el desarrollo del
concepto de funcidén. Y esto se debe, en gran medida, tanto al desarrollo del
calculo y la geometria analitica, como a la aparicién de la simbologia algebraica
que permitié6 empezar a trabajar con cantidades desconocidas representando las

mismas con simbolos.

10
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En este periodo moderno fueron muchos los cientificos que con sus trabajos e

investigaciones contribuyeron al desarrollo del concepto de funcién:

* René Descartes (1596-1650):
Consiguié llegar a obtener la expresion algebraica representativa de
todos los puntos que conforman una curva dada, mediante el estudio del
movimiento que realiza un punto al describir la trayectoria.

* Pierre Fermat (1601-1665):
Presenta el concepto de variable algebraica y afirma que las propiedades
de una curva quedan perfectamente representadas mediante una
ecuacion algebraica con dos incégnitas.

» Isaac Barrow (1630 — 1677):
Presento por primera vez la relacién existente entre el calculo de areas y
el calculo de derivadas para ciertos casos concretos.

» Isaac Newton(1642 — 1727):
El movimiento de los elementos geométricos (puntos, rectas o planos) es
el que genera las variables, a las que denomina fluente y por primera vez
las representa con las letras x e y. Otra de las aportaciones relevantes de
Newton fue que dada una funciéon su expresion simbdlica se podia
expresar en una secuencia o cadena infinita.

» Gottfried Wilhelm Leibniz ( 1646 — 1716):
La palabra “funcién” aparecié por primera vez en los manuscritos de
Leibniz de agosto de 1673, segun los articulos de Youschkevitch (1976,
pag. 56). = Con ella se referia a un objeto geomeétrico asociado con una
curva, v. g. coordenadas de un punto sobre la curva o la pendiente de una
curva”.
Tanto Newton y como Leibniz presentaron en el siglo XVIll de forma
simultanea, la relacién entre la derivada de una funcion y su integral

utilizando esta vez el razonamiento infinitesimal.

11
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Johann Bernoulli (1667-1748) :

La primera definicién formal de funcién, segun Rlthing (1984, p.72) fue
Johan Bernoulli en un articulo publicado en 1718 “Por funcién de una
cantidad variable, denotamos aqui una cantidad construida de un modo u
otro con esta cantidad variable y constantes’.

Brook Taylor (1685 — 1731)

Es muy relevante como aportacion al desarrollo de las funciones el
teorema de Taylor, que afirmaba que una funcién, en ciertas condiciones
concretas, se podia expresar mediante un polinomio.

Leonhard Paul Euler ( 1707 — 1783):

Una de sus numerosas aportaciones fue el uso de la notacién f(a) como
forma de representar el valor que toma dicha funcién f al aplicarla a un
valor concreto a”’. Realiza ademas una clasificacion de los distintos
tipos de funciones atendiendo a sus propiedades: algebraicas o
transcendentes, racionales o irracionales...

Joseph-Louis Lagrande (1736 — 1813)

Trabajo en el calculo de variaciones, sistematizo el campo de ecuaciones
diferenciales vy trabajo en la teoria de numeros. Es el que empez6 a
emplear el término de derivada de una funcion y su representacién
simbdlica f".

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)

Formulas y teoremas de integraciéon de funciones, calculo de funciones
simétricas....Una de sus grandes aportaciones fueron las ecuaciones
diferenciales de Cauchy-Riemann.

Bernard Bolzano (1781 — 1848)

Una de sus aportaciones mas relevantes fue el teorema de Bolzano que
permitia buscar facilmente un punto donde el valor de una funcion fuese

igual a cero o equivalentemente una solucién de una ecuacién dada.

12
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» Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897)
Aportes a la teoria de la probabilidad y desarrollo de la calculadora
mecanica. Trabaj6é entre otras cosas sobre el concepto de continuidad y

convergencia uniforme.

Imagen 1: Resumen cronoldgico del concepto de funcion

LA ANTIGUEDAD EDAD MEDIA PERIODO MODERNO
Matematica Babilonica Fase no latina (Siglos XV, XVII, XVIII y XIX)
(2000 a. c. 600 a. c.) (500 d.c. a 1200 d.c.) Johann Bernoulli
Matematica Griega. Fase latina Ano 1718
(800 a. c. 30 a. c.) (1200 d.c. a 1500 d.c.) 1" concepto claro de funcién:
“Por funcidn de una cantidad vanable, denofamos agui
una cantidad construida de un modo u ofro con esta

cantidad variable y constante™.

4. ENFOQUES EDUCATIVOS DESDE LOS CUALES SE HA ESTUDIADO EL
CONCEPTO DE FUNCION.

Desde el punto de vista educativo, a partir de los anos 60, se ha enfocado la
ensefianza del concepto de funcion desde dos perspectivas bien diferenciadas,
una formalista (matematicas modernas) y otra conocida como realista, mas
cercana a nuestros dias (Font, 2011). Veamos a continuacion una breve

descripcién de estas dos perspectivas:

4.1. Perspectiva formalista sobre las funciones

Durante los afos 70 y 80 del siglo XX, se introdujo en los programas de
secundaria un novedoso enfoque llamado ~“matematica moderna”’. Esta nueva
corriente se apoy6é fundamentalmente en la nocién de conjunto, el algebra
vectorial, la idea de transformacion en geometria y ciertas estructuras

algebraicas.

13
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Se pensaba que de esta manera los alumnos iban a tener una presentacién mas
clara de los conceptos matematicos, en contraste con las definiciones poco
precisas e informales que aparecian en los libros de la época.

La ensefanza se basaba principalmente en el desarrollo de la teoria,
definiciones formales y demostraciones. Los conceptos se presentaban de forma
descontextualizada y los ejemplos de aplicacién eran escasos.

Con respecto a las funciones, se explicaban los conceptos de producto
cartesiano, relacién, aplicacion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva....

La aplicacibn de esta " perspectiva moderna”™ a la ensefianza de las
matematicas en la educacion secundaria y en el bachillerato generd una serie de
problemas a los estudiantes que se podrian resumir en:

1. Al presentar a los alumnos las matematicas como un conjunto de conceptos y
conocimientos perfectamente definidos y organizados de forma precisa, se
mermo su capacidad e interés por desarrollar y trabajar de forma auténoma
sobre nuevas ideas o conjeturas. Los alumnos se conformaban con lo que se
les habia ensefiado y percibian las matematicas como una ciencia en la que
ya estaba todo establecido.

2. Los alumnos aprendian las definiciones de los conceptos matematicos sin
llegar a comprender su verdadera esencia ya que se dio demasiada
importancia al lenguaje matematico, utilizando un exceso de simbologia que,
en la mayoria de los casos, los alumnos manejaban pero no llegaban a
comprender. No se prestd el suficiente interés en que los estudiantes
llegasen a interiorizar el verdadero sentido de los conceptos sobre los que se
trabajaba y esto originaba que no fuesen capaces de relacionar unos
conceptos con otros.

3. Al presentar a priori los conceptos de forma tan general, no se permitié a los
alumnos poder ejercitar procesos mentales de abstraccidon, pasando de lo
concreto a lo abstracto, lo que dificultaba notablemente su aprendizaje.

14
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No se mostraba a los alumnos ejemplos concretos que pudiesen observar
para realizar posteriormente una labor de andlisis y reflexion que les ayudaria
a entender y asimilar los conceptos que luego aparecerian en casos mas
generales.

4. Otro de los problemas derivados de la matematica moderna fue que se
trabajé de forma totalmente aislada del resto de las ciencias. Esto impedia a
los alumnos poder conocer cual era su verdadera aplicacion en la “vida
real””. Los problemas matematicos que se planteaban estaban
descontextualizados, por lo que los estudiantes no eran capaces de

encontrar utilidad alguna en la materia que se les estaba ensefiando.

Imagen 2: Configuracion epistémica formalista (Font, 2011)

CONFIGURACION EPISTEMICA FORMALISTA

Situaciones:
- Problemas de aplicacion descontextualizados (de demostracion o bien de aplicacion de procedimientos)
- Ejemplos (ejemplifican las definiciones)

|I NORMAS |I
Definiciones {conceptos): Proposiciones Procedimientos: ﬁ
Previos: conjuntos, producto cartesiano, » Propiedades delas » Determinar si es funcian
correspondencia,  relaciones  binarias, operaciones con * Calculardominio &
aplicaciones, (sobreyectiva, invectiva v funciones (asociativa..) = Clasificarlafuncion T
bivectiva) « Teorema dela funcién « Calcularlafuncion inversa [
Definidos: funcion, dominio, variables inversa. » Efectuar operaciones con funciones =
(dependiente e independiente). * Representar funciones a partir de la
Funcian suma, producto, compuesta e farmula
inversa. *» Realizar demostraciones deductivas
Regulan
eluso
Lenguaje matematico:
Argumentos
Verbal: "
. - o P . . i il Xpresay
* Ejemplificacion de latécnica que seguir (por ejemplo, el funcion variable o
calculo de dominios, el calcule de funcién inversa, etc) Simbolo:
» Deductivos a partir de |as definiciones (solo algunos) - conjuntista

lector , facilitar el comprension, etc.) - expresion analitica:
(fx) = x7

Grafico:

graficas cartesianas

- Explicaciones (pretenden conectar con la intuicién de <::\ FA=EB

15
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4.2. Perspectiva realista sobre las funciones

Finalmente, la ensenanza de la matematica moderna en ambitos académicos no
universitarios no dio buenos resultados, suponiendo un gran fracaso educativo.
Esta situacion generd la necesidad de dar un nuevo enfoque a la ensefianza de

las matematicas muy distinto al anterior.

Este cambio metodolégico consistio en:

* Presentar a los alumnos las teorias matematicas terminadas, obviando
sus demostraciones deductivas. Con ello se buscé que el trabajo de los
alumnos se centrase en aprender a aplicar correctamente los algoritmos
derivados de dichas teorias.

* Intentar resolver los problemas de asimilacibn de conocimientos,
derivados de la abstraccion y de la generalizacién de conceptos y teorias.
Se centraron en poder dar sentido a los conceptos matematicos mediante
la contextualizacién de situaciones diversas, haciendo de este modo mas

facil su asimilacion e interiorizacion por parte de los alumnos.

Poco a poco, de forma progresiva, esta nueva forma de ensenar las
matematicas en los &mbitos no universitarios fue adquiriendo fuerza hasta llegar
a ser predominante sobre cualquier otro posible enfoque en los curriculos
oficiales. Actualmente sigue gozando de gran aceptacién y sigue por tanto
estando presente en muchos de los libros de texto que son utilizados por los
centros educativos.

La contextualizacion se convierte en una herramienta fundamental de trabajo
que facilita enormemente a los alumnos relacionar las funciones con situaciones
reales e ir construyendo y asimilando durante ese proceso los nuevos conceptos
que esta planificado dar en la unidad didactica correspondiente.

16
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Imagen 3: Configuracion epistémica empirica (Font, 2011)

Situaciones:

-Ejemplos

CONFIGURACION EPISTEMICA EMPIRICA

-Problemas de introduccion v de aplicacion contextualizados en los que |as variables son magnitudes

[ orMAs |
{ nORMAS |

Definiciones {conceptos):

proporcionalidadinversa)

Definidos: funcién, rango v dominio,
variables continuidad, crecimiento vy
decrecimiento, maximos y minimos,
concavidad, convexidad y punios de

Proposiciones

» Propiedades (pocas). la

propiedad conmutativa

Procedimientos:
* Determinar si es fundién (criterio de la

Previos: magnitud, modelos de composicion de recta vertical, ect)
fundones conocddos (proporcionalidad funciones no cumplela » Calculardominio y rango
directa, afines, cuadraticas vy de * Tradudr v convertir entre las cuatro

formas de representacion

= Distinguir graficamente entre funcion
continua y discontinua

» Efectuar operaciones con fundones v
reconocer sus consecuencias graficas

Resualvan |::>r

inflexion, funcibn  suma, producto, » Detemrminar graficamente  maximos vy
compuesta e inversa, funcién definida minimos, crecimiento, decrecimiento,
atrozos concavidad, convexidad y puntos de
inflexion
Regulan
el uso ]

4 ==

Argumentos
+ Ejemplificacion de latécnica que se va a seguir

Expresa
Lenguaje matematico:
Verbal:

= W
-funcién variable

- 8 representan funciones mediante un enunciado

@)

» Inductivos -Slmbolln’:

+ Graficos muy visuales <::\ -expresion analitica: (f(x) = x3)
Grafico:
-gréficas cartesianas
-Tabular:

- 8@ representan funciones mediante tablas

Veamos una comparacion de como se plantea la ensefianza de las funciones
entre dos libros pertenecientes a estas dos etapas que hemos descrito, uno
editado por la editorial Luis Vives (Matematicas, 1978) y otro editado por la
editorial Anaya (Matematicas, 2011):

Ejemplos modelo formalista:

1. Demostrar que la funcion definida por :
X ——»/X/

Es continua para todo Xo.

|x|—x
2

x|+x

2. Ponemos f(x)= | y g(x)=

Estudiar la continuidad de las funciones f, g, g°f, g y f.g
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Ejemplos modelo realista

Disponemos de una cartulina cuadrada de 8 dm de lado. Cortamos
cuadraditos de lado x en las etiquetas, tal y como se indica en la figura y
queremos saber la superficie de la figura que queda.
Para obtener la expresion analitica de la superficie, S, resta al area del
cuadrado el area de los cuadraditos cortados.

a) ¢Cual es la expresion de la superficie S?

b) ¢Cual es el dominio de definicion?

c) ¢Y el volumen de la caja que se puede formar?

X X X X

T [ [ = [

8-2x 8-2x
\

X X X 8-2x X

X X X X

5. CONCEPTO DE FUNCION EN EL CURRICULO ACTUAL

El curriculo vigente reconoce la importancia del concepto de funcién para la
competencia matematica. Veamos a continuacidén cuales son los contenidos,
criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje evaluables determinados
por el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, en
lo referente al curso de 3° de ESO de matematicas académicas:

Contenidos

v' Anadlisis y descripcion cualitativa de graficas que representan fenémenos del
entorno cotidiano y de otras materias.

v Analisis de una situacion a partir del estudio de las caracteristicas locales y
globales de la grafica correspondiente.

v’ Anélisis y comparacion de situaciones de dependencia funcional dadas

mediante tablas y enunciados.
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v’ Utilizaciéon de modelos lineales para estudiar situaciones provenientes de los
diferentes ambitos de conocimiento y de la vida cotidiana, mediante la
confeccion de la tabla, la representacion grafica y la obtencion de la
expresion algebraica.

v' Expresiones de la ecuacion de la recta.

v' Funciones cuadraticas. Representacion grafica. Utilizacion para representar

situaciones de la vida cotidiana

Criterio de evaluacion

1. Conocer los elementos que intervienen en el estudio de las funciones

y Su representacion grafica.

Estandares de aprendizaje evaluables

1.1.  Interpreta el comportamiento de una funcion dada graficamente y
asocia enunciados de problemas contextualizados a graficas.

1.2. Identifica las caracteristicas mas relevantes de una gréfica
interpretandolas dentro de su contexto.

1.3.  Construye una grafica a partir de un enunciado contextualizado
describiendo el fenomeno expuesto.

1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a funciones dadas

graficamente.

Criterio de evaluacion

2. ldentificar relaciones de la vida cotidiana y de otras materias que
pueden modelizarse mediante una funcion lineal valorando la utilidad
de la descripcion de este modelo y de sus parametros para describir

el fendmeno analizado.

Estandares de aprendizaje evaluables

2.1. Determina las diferentes formas de expresion de la ecuacion de
la recta a partir de una dada (Ecuacion punto pendiente, general,
explicita y por dos puntos), identifica puntos de corte y pendiente,

y la representa graficamente.

19



Master de Formacion del Profesorado de
educacion secundaria

2.2. Obtiene la expresion analitica de la funcion lineal asociada a un
enunciado y la representa.
2.3. Formula conjeturas sobre el comportamiento del fendmeno que

representa una grafica y su expresion algebraica.

Criterio de evaluacion 3

3. Reconocer situaciones de relacion funcional que necesitan ser
descritas mediante funciones cuadraticas, calculando sus

parametros y caracteristicas.

Estandares de aprendizaje evaluables

5.1.Calcula los elementos caracteristicos de una funcion polindmica de
grado dos y la representa graficamente.

5.2. Identifica y describe situaciones de la vida cotidiana que puedan ser
modelizadas mediante funciones cuadraticas, las estudia y las

representa utilizando medios tecnoldgicos cuando sea necesario.

Como podemos ver, si analizamos los contenidos expuestos con anterioridad,
actualmente se da mucha importancia, entre otros aspectos, a que el alumno
sea capaz de interpretar el comportamiento de una funcién, para lo que necesita
saber analizar de forma precisa sus propiedades, es decir, saber identificar si
una representaciéon dada se corresponde o no con una funcién, determinar
donde es creciente 0 decreciente o determinar el signo de la imagen, que son
precisamente los aspectos que vamos a analizar en nuestra investigacion.

Del mismo modo podemos observar que también se trabaja a fondo en que los
alumnos conozcan las diferentes formas de representar las funciones y sepan
analizarlas y relacionarlas entre si, priorizando el uso de ejemplos
contextualizados.

Consecuentemente, si observamos cualquiera de los libros que se estan usando
en los centros a dia de hoy, todas las editoriales hacen especial hincapié en esta
cuestion, planteando numerosos ejercicios con los que trabajar y mejorar la
capacidad de los alumnos de determinar cuando una funcién es creciente o

decreciente, cuando es continua o discontinua o aprender a utilizar
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indistintamente las diferentes representaciones de las funciones (expresion
analitica, tabla, grafica y expresién verbal) haciendo conversiones con facilidad

de unas a otras.

Veamos algunos ejemplos de ejercicios recogidos en varios libros de
Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas 3 de la ESO:

Imagen 4: Libro editorial Anaya, 2015

1. La grifica de abajo da la temperatura en Jaca a lo largo de un dia.

a) Indica los intervalos de tiempo en los que crece la temperatura y aquellos en los que
decrece.

b) :Por qué crees que se producen esos aumentos y disminuciones de temperatura en esos
d
tramos?

c) ;Crees que en la ciudad es verano o invierno? Justificalo.
TEMPERATURA (°C)
304

"""""""""" TIES PG ()

LA e e e I B B B A B
5 5 2

Imagen 5: Libro editorial Anaya, 2015

2. La grifica de abajo muestra el sueldo mensual de un trabajador en una empresa a lo lar-
go de su vida.

a) ;Cuanto tiempo lleva el trabajador en la empresa cuando le suben el sueldo por prime-
ra vez?

b) ;Cudnto gana a los 12 afos de entrar? ;Y a los 20?

¢) ;Es una funcion continua?

SUELDO (€)
25004 e
33004 T
2[00-— .......
19og-HH PP T
L7004 S 6 O
L5002 T 1 [ [ ] || [ TIEMBO|(afios)

12345678910 12 14 16 18 20
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Imagen 6: Ejercicio editorial Anaya, 2015

1. La entrada al parque de atracciones vale 5 €, y por cada atraccién hay que pagar 1 €.
a) Representa esta funcién:
atracciones en las que se monta — coste
b) ;Se pueden unir los puntos de la grifica?

¢) ;Cudnto costard subir a 12 atracciones? ;Y a 202

Imagen 7: Ejercicio editorial Anaya, 2015

7. ail] Relaciona cada grifica con una de las expre-
siones analiticas siguientes:

i)y=x+1
ii) y =«
iji}y=xz—1

iv) y=-x+1

Imagen 8: Ejercicio editorial Anaya, 2015

9. eil] a) Sabiendo que la libra es una unidad de peso que equivale a 0,45 kg, copia y com-
pleta esta tabla:

b) Representa la funcién que convierte libras en kilos.

c) Obtén la expresion analitica que relaciona estas dos variables.
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Imagen 9: Ejercicio editorial Anaya, 2015

2. Representa en unos ejes cartesianos los 30 minutos que ha estado en inmersién un bu-
ceador: sale del barco; baja hasta 36 m; se queda un rato recredindose con los corales;
sube un poco y juega con unos delfines; vuelve a bajar porque ha visto una morena y, por
iltimo, se queda 2 min a 10 m de profundidad, antes de volver al barco, para realizar la
descompresién.

En el ¢je horizontal, da 2 min a cada cuadradito. En el vertical (solo la parte negativa),
5 m por cuadradito.

2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 TIEMPO (min)

—40)

ALTURA (m)

Imagen 10: Ejercicio editorial Anaya, 2015

1. La entrada al parque de atracciones vale 5 €, y por cada atraccion hay que pagar 1 €.
a) Representa esta funcidn:
atracciones en las que se monta — coste
b) ;5S¢ pueden unir los puntos de la grifica?

c) ;Cudnto costard subir a 12 atracciones? ;Y a 207
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PARTE II: ANALISIS DE ERRORES

6. DIFICULTADES Y ERRORES PREVISIBLES EN EL APRENDIZAJE DE
LAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES.

Como ya hemos indicado con anterioridad, llegar a asimilar el concepto de
funcion y saber analizar correctamente sus caracteristicas y propiedades es uno
de los objetivos mas dificiles de conseguir para los estudiantes.
Esta situacidon ha llamado la atencion de los investigadores en numerosas
ocasiones y como consecuencia se han elaborado gran cantidad de estudios en
torno a la misma, motivados todos por el afan de mejorar los problemas
asociados a la ensenanza y al aprendizaje de este concepto. Se han analizado
temas diversos como:
» Estudio de las dificultades que muestran los alumnos a la hora de
relacionar la definicién e imagen de una funcion.
» Estudio del grado de comprension que muestran los alumnos acerca del
concepto de funcion y de sus propiedades.
* Analisis de cuales son los errores conceptuales mas habituales entre los
estudiantes.

Las limitaciones de este trabajo no permiten comentar estos estudios y solo se
mencionara alguna de sus conclusiones. El lector interesado puede consultar
Akkoc y Tall (2002), Ruiz-Higueras (1993) y Diaz Gémez (2013) y las
publicaciones citadas en las respectivas bibliografias.

Los resultados de todos los estudios e investigaciones realizados, determinaron
de forma inequivoca la existencia entre los estudiantes de concepciones
equivocadas y muy interiorizadas, adquiridas por estos a lo largo de sus afnos de
aprendizaje. Una de las principales conclusiones a las que se lleg6 fue:

“El concepto de funcion es inherentemente dificil para los alumnos cualquiera
que sea el método de ensenanza.” (Ruiz, 1993).
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En concreto, para la elaboracion de este trabajo, me he basado en el articulo
“Acerca del analisis de funciones a través de sus graficas: concepciones
alternativas de estudiantes de bachillerato” (Dolores Flores, 2004), investigacion
de exploracion en una muestra de 40 estudiantes de bachillerato, cuyo objetivo
es recopilar las diferentes concepciones que muestran cuando analizan las

propiedades de ubicacion y de comportamiento de graficas de funciones.

Imagen 11: Ejemplo de test del articulo de Dolores Flores, (2004)

=3
+
-4
Ny
R
e

Grifica 1A Grifica 1B
Revista Latinoamericana de Investigacidn en Matemdtica Educativa
I
TABLA 1
PREGUNTAS OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
(Para  qué x las De 0al 25 62.5
imégenes de la funcion De -3a0 0 0
Ax) son positivas? De -lal 8 20
De-5a0 1 25
De -5a-1 $) 1.5
Otras 1 25
No contestd 2 5
(Para  qué x las De-2a 0 15 37.5
imagenes de la funcion De 0a4 19 47.5
g(x) son positivas? De 2a4 2 5
De-la2 2 5
De -2a-1 1 25
Otras 0 0
No contesto 1 2.5

Otro de los estudios de similares caracteristicas que el anterior que he tenido en
cuenta a la hora de elaborar mi trabajo ha sido “Students’ Mental Prototypesfor
Functions and Graphs” (Bakar y Tall, 1992) en el que se lleva a cabo un analisis
del grado de comprensién del concepto matematico y sus propiedades en un
grupo de 36 estudiantes de segundo de bachillerato y 109 de primer afo

universitario.
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Imagen 12: Ejemplo de test articulo Bakar y Tall, (1992)

AN D Ol

(a) (b) (d)

%% ves| % no % v % yes| %eno
school| 61 | 36 school]l 43 | s7 school] 64 | 29 school | 14 79
Ly 91 9 UV 70 28 uniy 65 35 uny (7] 26

Yo 0o % ves| Y no

Figure 10.2. Which of the sketches could represent functions? Give an explanation.

Si bien, como acabo de sefalar, en estos articulos y en la mayoria de los que he
podido encontrar relacionados, se analiza la probleméatica planteada en alumnos
de bachillerato mediante la realizaciéon de un test y el posterior estudio de los
resultados obtenidos, mi trabajo estara enfocado a analizar esta situacion en un
curso de 32 de ESO.
Esta decision la he tomado con el fin de ser original y basandome en la opinion
personal de que este problema tiene su origen en los primeros cursos de nuestra
etapa educativa. Considero necesario por tanto, analizar la capacidad que tienen
los alumnos de un curso de 3% de ESO de matematicas académicas de
identificar las propiedades de ubicacion y comportamiento de funciones, asi
como también si tienen o no asimilados conceptos basicos como el de
continuidad o el propio concepto de funcion.
La interpretacion de cédmo se comportan las funciones mediante la observacion
de sus graficas genera en los estudiantes gran cantidad conflictos cognitivos que
desembocan en errores de interpretacion. Una correcta visualizacion tiene un
doble sentido:

e Por un lado saber realizar una buena interpretacién y una correcta

comprensién de los modelos visuales
» Por otro, convertir en imagenes visuales esa informacién que se nos ha

dado de forma simbdlica (Dreyfus, 1993).
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Imagen 13:

VISUALIZACION

a x>

Correcta interpretacion Saber convertir en
y comprension de los imagenes visuales la
modelos visuales informacion que se nos

N 4

En el estudio en el que he basado mi trabajo y que he citado con anterioridad,

quedaron reflejados los errores cometidos por los alumnos derivados de las
concepciones erréneas o alternativas que formaban parte de su conocimiento

matematico.

Algunos de los errores mas comunes que quedaron reflejados en los
cuestionarios realizados en este estudio fueron:

- Asociar el intervalo donde las imagenes de una funcién son positivas con
el intervalo donde las abscisas (x) y ordenadas (y) son positivas al mismo
tiempo.

- Una funcién tiene imagenes positivas si su grafica esta ubicada en la
regién del plano donde las abscisas (x) son positivas.

- Una funcién solo es creciente si su grafica esta en una region del plano
donde tenga imagenes positivas.

- Enla abscisa x=0 la funcién no decrece ni crece.

- Enlos puntos donde la funcion vale 0, no decrece ni crece.

- Una funcién solo puede tener imagenes positivas y ser creciente al mismo
tiempo en el primer cuadrante.

- Una funcién solo puede tener imagenes negativas y ser decreciente si
esta en el tercer cuadrante.

- Una funcién no crece ni decrece solo en aquellos puntos donde su grafica

corta al eje de abscisas o de ordenadas.
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Por lo tanto, qued6 comprobado que los alumnos objeto de estudio, a la hora de
analizar las graficas propuestas en el cuestionario, daban mas relevancia al
signo que presentaba la variable independiente (abscisas) que al que
presentaba la variable dependiente (ordenadas). Es decir, a la hora de
determinar cudl era el signo de la imagen de una funcion, en la mayor parte de

los casos, solo se fijaban en el signo de la variable independiente.

7. EL PROCESO DE ESTUDIO

Para poder llevar a cabo el estudio planteado con anterioridad, consistente en
averiguar cual es el conocimiento y manejo de los estudiantes de un curso de 3°
de ESO de las propiedades mas relevantes de las funciones (continuidad,
ubicacion, comportamiento...), pedi a mi tutor de practicas del master poder
impartir en la clase de 3% de ESO de matematicas académicas la unidad
didactica correspondiente a Funciones. Posteriormente solicité realizar un
cuestionario a dichos alumnos, en el que quedarian reflejados cuales eran los
conocimientos que habian adquirido durante dicha unidad didactica y si habian
asimilado o no correctamente los mismos.

La planificacién de la unidad didactica me llevé cinco sesiones de trabajo,
durante las cuales pude explicar a los alumnos los diferentes conceptos y
propiedades caracteristicas de las funciones:

Sesién 1 | Definicion de funcién y de variable dependiente e independiente
Sesidén 2 Formas de representacion de funciones

Sesion 3 Dominio y recorrido. Operaciones con funciones.
Sesion 4 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos
Sesion 5 Continuidad. Discontinuidades.
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8. EXPERIMENTACION

En este apartado se analizan cuales son las caracteristicas de la muestra
tomada para realizar la investigacion, cual es la estructura del cuestionario
realizado y que se ha tenido en cuenta para su elaboracién y cuales han sido los
resultados obtenidos tras la realizacién de dicho cuestionario. Finalmente se

presentan las conclusiones extraidas tras el analisis de los datos tomados.

8.1. Muestra y diseio de la experimentacion

El cuestionario ha sido realizado en una clase con 23 alumnos de 3° de ESO de
matematicas académicas. Se trata de un grupo de estudiantes sin dificultades de
aprendizaje ni retraso curricular y que en ningun caso necesitan apoyo o
facilidades concretas para alcanzar los objetivos curriculares.

La clase se compone de estudiantes cuyas edades se sitian en los 14-15 anos.
La predisposicion de la clase en general es bastante positiva, se prestan
voluntarios a hacer ejercicios en la pizarra habitualmente y preguntan dudas. No
se trata por lo tanto de perfiles conflictivos, pero si tienen una falta importante de
estudio auténomo y la base matematica de cursos anteriores no esta
consolidada.

Como se explica en el apartado sobre el proceso de estudio, la unidad didactica
se llevdé a cabo mediante clases magistrales, dialégicas, un par de sesiones
didacticas con Geogebra, y una vez terminada la teoria, un cuestionario a modo

de evaluacién formativa con un pequeno peso en la nota final del tema.

8.2. El cuestionario

Debido a un retraso en el desarrollo de las clases durante el periodo de
practicas, se ha producido una alteracion en la planificacién prevista para la
realizacion del cuestionario del TFM.
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Si bien hemos podido dar la totalidad de la materia prevista referente a la unidad
didactica de Funciones, no hemos tenido tiempo de realizar el cuestionario en la
clase tal y como se habia planificado en un principio.

Por este motivo, ha sido necesario aplazar la realizacion de esta prueba a dias
posteriores al dia de mi marcha del centro. Pero hemos de sefalar que esta
circunstancia no ha alterado en ningun caso los resultados obtenidos. Se
informa a los alumnos que este cuestionario es de caracter anénimo y que en
ningun momento influira en la nota.

La naturaleza de esta prueba es tedrico-practica. Se presentan varias
cuestiones, algunas similares a las presentadas en clase, y otras menos
similares que requieren haber entendido los conceptos teéricos dados en el aula.
Las preguntas se han elaborado bajo la modalidad de opciéon multiple y las
opciones son representaciones graficas que el alumno debe de asociar a las
preguntas planteadas. No se han empleado en el cuestionario expresiones
analiticas, con el fin de minimizar los errores derivados de la falta de
comprensién, por parte de los alumnos, del significado de los simbolos
matematicos.

Se ha utilizado lenguaje verbal escrito y trozos de graficas de funciones para
averiguar cuales son las interpretaciones y cual es el grado de comprension que
los alumnos tienen en lo referente a las propiedades de ubicacién vy
comportamiento de las funciones.

Nuestro cuestionario se compone de cuatro bloques diferenciados con los que
podremos analizar, de forma individualizada, las propiedades elegidas:

BLOQUE | Cuestionario para determinar si tienen asimilado el Ver imagen
I concepto de funcion 14

BLOQUE | Cuestionario para determinar si tienen asimilados los | Ver imagen
/] conceptos de continuidad y discontinuidad 16
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Cuestionario para determinar si tienen asimilados el

BLOQUE y . L Ver imagen
il concepto de funcion creciente con imagenes /8
positivas
Cuestionario para determinar si tienen asimilados el _
BLOQUE y . L Ver imagen
v concepto de funcion creciente con imagenes 20
negativas
Cuestionario para determinar si tienen asimilados el ,
BLOQUE y . L Ver imagen
v concepto de funcion decreciente con imagenes 20
positivas
Cuestionario para determinar si tienen asimilados el ,
BLOQUE y . L Ver imagen
Vil concepto de funcion decreciente con imagenes Py
negativas

Hagamos a continuacion un analisis exhaustivo de los resultados obtenidos en
nuestra investigacion. He de senalar que estos son extraordinariamente
similares a los que se obtuvieron en el estudio de Crisélogo Dolores Flores, por
lo que evidentemente podemos corroborar las conclusiones a las que se llegaron

en dicho estudio:
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8.3. Analisis de los resultados.

8.3.1. Concepto de funcion.

Una de los aspectos que hemos querido analizar en nuestra investigacion ha
sido la capacidad de los alumnos de distinguir si una grafica dada se
corresponde o0 no con una funcién. Para ello se les planteé un conjunto de 5
imagenes de entre las cuales debian de senalar las que, bajo su criterio, se

correspondian con funciones.

Imagen 14: Cuestionario concepto de funcion

\ T
Senala cuales de las gréficas que se ‘\ . / N
exponen a continuacion  se i !
corresponden con una funcién. \ /

-3 o 1 3 |
-3 -2 -4 [] 1 2 3 1|

Partiendo de que las respuestas correctas son la graficas A y D, realizaremos a
continuacién un andlisis de los resultados obtenidos:

* La mayor parte de los alumnos, exactamente 21 de los 23 encuestados,
eligieron las respuestas correctas (A y D). Esto representa un 91,30% del
fotal.

* Dos de los alumnos seleccionaron la respuestas B y E, que son erroneas.

Esto representa un 8,70% de los alumnos encuestados.
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De estos resultados obtenidos podemos sacar la conclusibn de que
practicamente la totalidad de los alumnos de la muestra objeto de estudio tienen
interiorizada adecuadamente la idea de que una grafica se corresponde con una
funcién si y solo si cada elemento del dominio tiene a lo sumo una imagen.

Los dos casos que han elegido las opciones incorrectas (B y E) esta claro que
no han llegado a comprender los contenidos dados en clase.

Imagen 15: Resultados obtenidos

FAL;OS; 8,70 %

Conclusion:

Como conclusion podemos decir que la mayor parte de los alumnos
encuestados son capaces de distinguir sin problemas cual es la grafica de una
funcion, lo que significa que han asimilado correctamente la definicion de
funcion, entendiendo tal, como una relacion entre dos conjuntos, uno inicial
llamado dominio y otro final llamado codominio, que presenta la peculiaridad de
que a cada punto del dominio solo le puede corresponder un punto del
codominio.

33



Master de Formacion del Profesorado de
educacion secundaria

8.3.2. Continuidad / discontinuidad de una funcion.

Para poder analizar la capacidad de los alumnos encuestados de identificar si
una funcién en continua o discontinua atendiendo a su grafica, se les planteé un
conjunto de cinco imagenes en las que se presentaban funciones tanto

continuas como discontinuas.

Imagen 16: Cuestionario continuidad de funciones

re 3 ("4
Sefiala cuales de las graficas que se 1 2
exponen a continuacion se '
corresponden con funciones | |- '
continuas. =
—S
—
1 |
{1 3 [
|4 §
3 4 ¥ . | 5
| ! y=tgx |
i |

Analizando los resultados obtenidos hemos podido observar que:
* Un total de 19 de los 23 alumnos encuestados seleccionaron las tres
respuestas correctas (imagen 2, imagen 3 e imagen4).
 Solamente 4 de los alumnos encuestados seleccionaron respuestas
erroneas. La grafica numero 1 fue seleccionada por dos alumnos y la
grafica numero 5 fue seleccionada por otros dos alumnos. Esto muestra
que ninguno de estos cuatro alumnos tenian interiorizado el concepto de

continuidad de funciones.
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Imagen 17: Concepto de funcion

Conclusion:

Como conclusion podemos decir que un alto porcentaje de los alumnos
encuestados (82,61%) son capaces de identificar sin problemas cuando una
grafica dada presenta discontinuidades. No obstante he decir que un pequefio
porcentaje de la muestra (17,39%) selecciona como funciones continuas graficas
claramente discontinuas, como la numero 1 o la numero 5. Esto pone de
manifiesto que estos alumnos no han comprendido el concepto de continuidad
expuesto durante las clases: "‘una grafica es continua si no presenta saltos en

su trazo”™”
A continuacibn vamos a analizar los resultados de las encuestas dirigidas a

identificar los problemas que presentan los alumnos a la hora de identificar las
propiedades de ubicacion y comportamiento de las gréaficas de funciones:
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8.3.3. Funcidn creciente de imagenes positivas.

Para ello hemos presentado a los alumnos cinco gréficas con el fin de que
identifiquen de entre ellas las que sean crecientes y tengan imagenes positivas:

Imagen 18: Cuestionario funcion creciente con imagenes positivas
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Imagen 19: Resultados y porcentajes

i(x) -

i(x) -

h(x) I

a(x) —

f(x) -

0 20 40 60 80 100
fix) | e | hx | x| X

EPORCENTAJE 100,00 43,48 0,00 78,26 5217
= RESPUESTAS 23 10 0 18 12

36



Master de Formacion del Profesorado de
educacion secundaria

- Solamente 11 alumnos de los 23 encuestados (47,82%) han sido capaces
de seleccionar las tres opciones correctas, f(x), i(x) y j(x). Asi un 52,18%
ha errado de alguna manera en su seleccion.

- La totalidad de los alumnos (100,00%) consideran que una funcién es
creciente y tiene imagenes positivas si ambas coordenadas son positivas
(primer cuadrante).

- Este porcentaje disminuye cuando la grafica es creciente, con ordenadas
positivas pero con abscisas tanto positivas como negativas. Este es el
caso de la grafica i(x) que fue seleccionada por un 78,26% de los
encuestados (primer y segundo cuadrante). Esto significa que un 21,74%
de alumnos consideran que cuando las abscisas son negativas la funcion
no puede tener imagenes positivas

- Aun es menor el porcentaje de los alumnos que seleccionan la grafica que
solo presenta abscisas negativas, la j(x), reduciéndose hasta un 52,17%
(segundo cuadrante). El 47,83% cree que una funcion creciente con
imagenes positivas no puede tener abscisas negativas.

- Un porcentaje elevado (43,48%) han seleccionado la grafica g(x) que
Unicamente presenta abscisas positivas. Esto les sirve para asegurar que
la funcién cumple las condiciones pedidas en el cuestionario.

Conclusiones.

v La tendencia mas marcada es asociar funciéon creciente con imagenes
positivas a la regién del plano en la que ambas coordenadas son positivas.

v' También apreciamos una concepcién menos acentuada de que esto pueda
suceder cuando las ordenadas son positivas y las abscisas son negativas.

v" Los alumnos a la hora de determinar el signo de la imagen de una funcién
dan mucho mayor peso al signo que presentan las abscisas:
Una funcion creciente con imagenes positivas no puede tener abscisas
negativas

v' Casi la mitad de los alumnos encuestados opinan que una funcién creciente
con imagenes positivas no puede tener abscisas negativas y ordenadas
positivas.
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8.3.4. Funcidn creciente de imagenes negativas

Para estudiar este caso se ha planteado a los alumnos que seleccionen de entre
5 graficas propuestas las que sean crecientes con imagenes negativas.

Imagen 20: Cuestionario funcion creciente con imagenes negativas
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Imagen 21: Resultados y porcentajes

i(x)
i(x)
h(x)
a(x)
f(x)

0 10 20 30 40 50 ED J0 BO o0 100

f(x) g(x) h(x) i(x) i(x)
EPORCENTAJE| 91,30 65,22 34,78 60,87 13,04
mRESPUESTAS| 21 15 8 14 3
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- Unicamente 10 alumnos de los 23 encuestados seleccionaron las tres
opciones que cumplen las condiciones pedidas en el cuestionario, f(x),
g(x) e i(x), siendo un 43,47% del total. Esto supone que el otro 56,52%
han errado en las respuestas mostrando la mala asimilaciéon de los
conceptos de ubicacion y comportamiento.

- La gréfica f(x) es la mas seleccionada, en un 91,30%. Esta grafica tiene
ambas coordenadas negativas (tercer cuadrante).

- Las funciones g(x) e i(x) también cumplen las condiciones exigidas en el
enunciado. Estas no son seleccionadas en igual grado que la anterior.

- La funcion g(x) tiene ordenadas estrictamente negativas aunque sus
abscisas son tanto positivas como negativas (tercer y cuarto cuadrante).
Esta opcion fue seleccionada en un 65,22%.La opcion i(x) se corresponde
con un tramo de funcién en el que las abscisas son positivas y las
ordenadas son negativas (cuarto cuadrante). Esta fue elegida por un
60,87% de los encuestados.

- La opcion h(x) fue seleccionada por no un despreciable 34,78 % de los
participantes en el estudio.

Conclusiones

v' Los alumnos asocian en un alto porcentaje funciéon creciente con imagenes
negativas a la regién del plano en la que ambas coordenadas son negativas.

v" Es menor el porcentaje de los que opinan que esto pueda suceder cuando
las ordenadas son negativas y las abscisas son positivas.

v" Los alumnos, a la hora de determinar el signo de la imagen de una funcion,
dan preferencia al signo de las abscisas sobre el signo de las ordenadas:
Una funcion con imagenes negativas no puede tener abscisas positivas

v Un ndmero importante de alumnos asocian funciones crecientes con
imagenes negativas con aquellas que en efecto crecen pero solo tienen

abscisas negativas.
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8.3.5. Funcidn decreciente de imagenes positivas.

Esta parte del cuestionario presenta a los alumnos nuevamente un conjunto de
cinco gréaficas entre las cuales deben de seleccionar aquellas que se
correspondan con funciones decrecientes con imagenes positivas.

Imagen 22: Cuestionario funcion decreciente con imagenes positivas

Senala cuales de los tramos de a \ 1
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EPORCENTAJE| 95,65 13,04 43,48 17,39 65,22
mERESPUESTAS 22 3 10 4 15
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- Analizando los datos afirmamos que uUnicamente 8 de los alumnos
encuestados fueron capaces de seleccionar las tres graficas que
cumplian las condiciones solicitadas, la grafica f(x), la grafica h(x) y la
grafica j(x). Esto representa un porcentaje del 34,78%.
Consecuentemente el porcentaje de los alumnos que cometieron algun
error es muy elevado, un 65,21%.

- La grafica f(x) fue seleccionada por un 95,65% de los alumnos
encuestados. Esta grafica se ubica en el primer cuadrante, por lo que
ambas coordenadas son positivas. Las otras dos graficas que también
son correctas, la h(x) y la j(x) muestran un porcentaje de seleccién mucho
menor que la anterior.

- Asi la grafica j(x), ubicada en el primer y segundo cuadrante, fue
seleccionada en un porcentaje del 65,22% siendo con ello la segunda
opcién mas seleccionada por los alumnos.

- La grafica h(x), segundo cuadrante, presenta un porcentaje del 43,48%
Esto significa que son mas de la mitad de los alumnos (56,52%) los que
opinan que una grafica con abscisas negativas no puede tener imagen
positiva.

- Es relevante que la gréafica g(x), ubicada en el cuarto cuadrante, fue
elegida por el 13,04% de los encuestados.

Conclusiones

v' Asocian mayoritariamente funciéon decreciente con imagenes positivas a la
regién del plano en la que ambas coordenadas son positivas.

v" Es menor la concepcion de que esto pueda suceder cuando las ordenadas
son positivas y las abscisas son negativas.

v" Los alumnos, a la hora de determinar el signo de la imagen de una funcion,
dan mucho mayor peso al signo que presentan las abscisas:

Una funcion con imagenes positivas no puede tener abscisas negativas
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8.3.6. Funcidén decreciente de imagenes neqativas.

En este apartado se les planteo un cuestionario formado por cinco graficas entre
las que tenian que sefnalar las que fuesen decrecientes con imagenes negativas:

Imagen 24: Cuestionario funcion decreciente con imagenes neqativas
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Imagen 25: Resultados y porcentajes
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- Unicamente 10 de los 23 alumnos seleccionaron las tres opciones que
cumplian las condiciones exigidas en el enunciado. Estas son las gréaficas
f(x), la g(x) y la i(x). Esto representa un 43,47%, lo que significa que un
56,52% ha cometido errores en sus elecciones.

- La grafica f(x), tercer cuadrante, ha sido la mas seleccionada con un
95,65%. Esta funcion es decreciente y tiene imagenes negativas (tanto
ordenadas como abscisas son negativas).

- La grafica i(x), tercer y cuarto cuadrante, también cumple las condiciones
pedidas pero presenta, a diferencia de la anterior, abscisas tanto
negativas como positivas. Esto despista a algunos alumnos, que asocian
el signo de la imagen con el signo de las abscisas. Por este motivo es
bastante menor el numero de encuestados que la seleccionan bajando el
porcentaje a un 78,26%.

- La grafica de la funcién g(x), cuarto cuadrante, es la tercera grafica que
cumple ser decreciente y tener al mismo tiempo imagenes negativas.
Unicamente un 52,17% la han seleccionado. Considero que les ha
despistado que las abscisas sean positivas.

- Resulta interesante que un 26,09% selecciono la gréfica h(x) como
funcion decreciente de imagenes negativas. Se aprecia que han tomado
esta decisién atendiendo al signo de las abscisas exclusivamente.

- Muy pocos han sido los estudiantes que seleccionaron la grafica j(x),
grafica decreciente con imagenes positivas

Conclusiones

v' Asocian mayoritariamente funciéon decreciente con imagenes negativas a
la region del plano en la que ambas coordenadas son negativas.

v" Es menor la concepcion de que esto pueda suceder cuando las
ordenadas son negativas y las abscisas son positivas.

v Nuevamente como los casos anteriores los alumnos, a la hora de
determinar el signo de la imagen de una funcién, dan mucho mayor peso
al signo que presentan las abscisas. "Una funcion con imagenes

negativas no puede tener abscisas positivas””
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9. SINTESIS Y CONCLUSIONES FINALES DEL ESTUDIO EN TODO SU

CONJUNTO.

IMAGENES POSITIVAS

Primer cuadrante

La mayor parte de los alumnos encuestados han mostrado una tendencia clara a

pensar que si las graficas estan ubicadas en el primer cuadrante pueden ser

crecientes o decrecientes, pero sus imagenes son positivas. Opino que esto ha

venido determinado por el signo de las abscisas que asocian con el signo de la

propia funcién.
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Primer y sequndo cuadrante

Cuando se pregunta a los alumnos por funciones crecientes o decrecientes con

imagenes positivas son menos los alumnos que seleccionan estas opciones,

correspondientes a graficas ubicadas en el primer y segundo cuadrante. Creo

que esto se produce porque ambas presentan tanto abscisas positivas como

negativas, lo que genera confusion entre los estudiantes.
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Sequndo cuadrante

En cuanto a las graficas ubicadas en el segundo cuadrante, una gran parte de
los alumnos tienen asumido que pueden ser crecientes o decrecientes pero no
tener imagenes positivas. A igual que en los casos anteriores opino que los
alumnos se han basado estrictamente en el signo de las abscisas para tomar su
decisién. Como estas graficas tienen estrictamente abscisas negativas, deducen
que las imagenes de la grafica son también negativas y por ello muchos no las

seleccionan como gréficas con imagenes positivas.
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Seleccionada en un 34,78% Seleccionada en un26,09%

También podemos apreciar, atendiendo a los porcentajes, una ligera

predisposicién a relacionar imagenes positivas con crecimiento.

IMAGNES NEGATIVAS

Tercer cuadrante

La mayor parte de los alumnos piensan que si las graficas estaban ubicadas en
el tercer cuadrante pueden ser crecientes o decrecientes pero sus imagenes son
negativas. Opino que esto ha venido determinado por el signo de las abscisas

gue asocian con el signo de la propia funcion.
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Seleccionada en un 91,30% Seleccionada en un 95,05%
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Tercer y cuarto cuadrante

Cuando se pregunta a los alumnos por funciones crecientes o decrecientes con
imagenes negativas son menos los alumnos que seleccionan las graficas que
presentan graficas ubicadas en el tercer y cuarto cuadrante. Opino que esto se
debe a que al existir abscisas tanto positivas como negativas se generan dudas
entre los estudiantes.

9(x)

i i(x)
-4 -3

Seleccionada en un 65,22% Seleccionada en un 78,26%

Cuarto cuadrante

Si las graficas estan ubicadas en el cuarto cuadrante, una importante parte de
los encuestados opinan que pueden ser crecientes o decrecientes pero no tener
imagenes negativas. A igual que en el caso anterior opino que los alumnos se
han basado en el signo de las abscisas para tomar su decisién. En el cuarto
cuadrante las abscisas son positivas, lo que les lleva a pensar que las imagenes

de la grafica son también positivas.
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Podemos apreciar, si atendemos a los porcentajes, una pequefna tendencia a

relacionar imagenes negativas con decrecimiento.
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Conclusiones

Podemos concluir analizando en conjunto todos los resultados obtenidos en
cada uno de los apartados anteriores que los alumnos, cuando tienen que
determinar las propiedades de una grafica dada como son el crecimiento o el
signo de sus imagenes, se basan fundamentalmente en el signo que presentan
las abscisas sin prestar la suficiente atencion al signo que presentan las
ordenadas de dicha grafica. Como hemos visto al analizar los resultados, esta es
una pauta de actuacion que se repite en los distintos apartados que conforman
nuestro cuestionario.

Considero que esta situacion tiene su origen en que los alumnos no han
adquirido las capacidades necesarias que les permitan analizar las graficas
atendiendo al signo de las dos coordenadas de forma coordinada. Para ellos
existe una Unica variable significativa, que es la del eje de abscisas y se
muestran incapaces de analizar la informacién que esta variable aporta de forma
conjunta a la informacion que aportan las ordenadas y los ejes cartesianos. No
presentan ningun tipo de coordinacion a la hora de analizar las propiedades de

ubicacion y comportamiento de las funciones que se les presentan.

Como consideraciones generales opino que es esencial, para lograr que los
alumnos alcancen una correcta asimilacion de los contenidos relativos a las
funciones y sean capaces de interpretar correctamente sus propiedades, que
estos se enfrenten a problemas variados, en los que tengan que:

- Trabajar con las diferentes formas de representacion de las funciones,
relacionandolas entre si y extrayendo informacién de los datos
observados para poder pasar de un tipo de representacion a otro.

- Identificar correctamente las propiedades de comportamiento, como
crecimiento o decrecimiento, y propiedades de ubicacion, como el signo
de laimagen y de las coordenadas.

- Interpretar representaciones visuales e interpretar modelos simbdlicos.
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