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Resumen

La resistencia a antibióticos es uno de los grandes problemas de la
medicina moderna y se espera que aumente en los próximos años. La
mayorı́a de estos mecanismos de resistencia son codificados y trans-
mitidos por plásmidos bacterianos, con lo que su propagación entre
bacterias de la misma o de distinta especie es muy rápida. Actualmen-
te han aparecido distintas lı́neas de investigación que intentan actuar
sobre estos plásmidos para disminuir la resistencia a antibióticos: inhi-
bición de la conjugación, imitar la incompatibilidad, o el uso de Crispr-
Cas. En el presente trabajo hemos modelizado matemáticamente es-
tas estrategias para comparar cuales son más efectivas y prever los re-
sultados de su uso. Para ello hemos comparado los modelos de trans-
misión basados en FDT y DDT con datos experimentales y finalmente
hemos utilizado un sistema basado en FDT para producir nuestras es-
timaciones.

Palabras clave: Resistencia a antibióticos, modelos de transmi-
sión, plásmidos, biologı́a de sistemas.
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Abstract

Antibiotic resistance is one of the main problems of modern medici-
ne, and it is expected to keep growing. Most of the mechanisms invol-
ved are encoded in transmissible plasmids. This fosters the spread of
resistances among bacterial populations. Nowadays there are different
investigation lines trying to fight resistance at the plasmid level including
conjugation inhibition, incompatibility mimicking or using Crispr-Cas. In
this study we have developed a mathematical model of this strategies
in order to compare their effectiveness and to anticipate their results.
We have compared the transmission models based on FDT and DDT
with empirical data which led to the use of an FDT model. Finally we
have developed our estimations based on this system.

Keywords: Antibiotic resistance, transmission dynamics, plasmids,
systems biology.
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1.4.1. Plásmidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.2. Mecanismo de la conjugación . . . . . . . . . . . 6

1.5. Barreras a la transmisión genética horizontal . . . . . . 7
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Introducción

En 1928 Fleming descubrió la penicilina y su acción bactericida,
pero también observó que a algunas bacterias no las afectaba, entre
ellas E.Coli [1]. Años más tarde de este descubrimiento, Abraham y
Chain averiguaron que la razón por la que E.Coli era resistente a la
penicilina estaba en una enzima capaz de degradar ésta [2]; enzimas
que hoy en dı́a se denominan β-lactamasas. A partir de entonces la
carrera por descubrir nuevos antibióticos ha tenido que afrontar el au-
mento de resistencias a ellos.

En el momento de introducirse la penicilina la mayorı́a de las ce-
pas de S. aureus eran sensibles, en la actualidad lo son menos del
5-10 %. En los años ochenta, al introducir la cefotaxima, E. coli y K.
pneumoniae eran sensibles, mientras que ahora un 13 % y 16 % (res-
pectivamente) de las cepas que aparecen en hemocultivos en España
son resistentes.[3]

El problema se agrava si tenemos en cuenta que cada vez se in-
vierte menos en el desarrollo de nuevos antibióticos. De las dieciocho
compañı́as que investigaban nuevos antibióticos en 1990 hemos pa-
sado a sólo 4 en 2010.[4] Entre la introducción del ácido nalidixico en
1962 y el linezolid en 2000 pasaron 37 años en los que no aparecieron
nuevos grupos de antibióticos, solo modificaciones de los existentes.
[5].

Hoy en dı́a la importancia de los antibióticos va mucho más allá del
tratamiento de infecciones, son necesarios para la profilaxis en prácti-
camente cualquier intervención quirúrgica, en la prevención de brotes
de meningitis, y han posibilitado el uso de fármacos inmunosupresores
para tratar determinadas enfermedades. Un mundo post-antibióticos
nos dejarı́a sin parte de los mayores avances de la medicina moderna,
sin trasplantes, ni válvulas cardiacas, ni trasplantes de progenitores he-
matopoyéticos, ni prácticamente ningún tratamiento en reumatologı́a,
etc. [3]
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2 Introducción

La lucha contra la resistencia a antibióticos implica por una par-
te evitar y disminuir la resistencia a los antibióticos ya conocidos y por
otra desarrollar nuevos compuestos que no generen resistencias o que
disminuyan las resistencias a otros antibióticos.[5, 6] Es precisamente
en ésta última estrategia en la que se va a centrar este trabajo. Vamos
a revisar las posibles vı́as por las que podemos disminuir la transfe-
rencia de resistencias a antibióticos entre bacterias, y usar modelos
matemáticos para pronosticar cuales serán más útiles.

1.1. ¿Qué es la resistencia a antibióticos?

La resistencia a los antibióticos es un mecanismo de supervivencia
bacteriano mucho más antiguo que el uso de éstos por el ser humano.
Desde hace miles de años la lucha por la supervivencia entre bacte-
rias y hongos ha producido mecanismos de ataque, los antibióticos,
pero también de defensa frente a ellos. Una primera definición de re-
sistencia podrı́a ser la capacidad de sobrevivir en concentraciones de
antibiótico que inhiben/matan a otras de la misma especie. [3]. Esta
definición es muy simple, pero tiene un problema, una cepa bacteria-
na puede sobrevivir en una concentración determinada de antibiótico,
pero no en las concentraciones que se encuentran en un paciente. De
ese modo estarı́amos diciendo que una bacteria es resistente, a pesar
de poder ser tratada. En la práctica clı́nica se suele aceptar que una
bacteria es resistente cuando no es posible alcanzar una concentra-
ción in vivo (en el paciente) suficiente para inhibir su crecimiento, y si
ésta concentración sı́ se puede adquirir hablaremos de bacterias sen-
sibles. Esta definición tiene algunos problemas; como definir la con-
centración máxima de medicamento que puede llegar al lugar de la
infección , aparte de que no es universal pues implica que un mismo
patógeno puede ser resistente o sensible dependiendo de que infec-
ción produzca[7]; aun ası́ suele usarse por su utilidad clı́nica, y por
tanto es la que vamos a seguir en nuestro estudio. En cualquier caso,
como vamos a analizar la transmisión de la resistencia, no nos importa
tanto el punto de corte cómo la transmisibilidad, y ésta será siempre la
misma mientras esté codificada en los mismos elementos genéticos.
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Figura 1.1. Resumen de los mecanismos de Resistencia a Antibióticos.
Tomado de Coates et al. 2002

1.2. Mecanismos de Resistencia a Antibióti-
cos

En la figura 1.1 se muestran las principales vı́as por las que una
bacteria puede conseguir resistencia ante un antibiótico: disminuir la
entrada de antibiótico, aumentar el flujo de expulsión, modificar el blan-
co de acción, inactivación enzimática, sobreproducción del blanco de
acción o uso de vı́as alternativas.

1. Inactivación enzimatica: una razón por la que el fármaco puede
no llegar a la diana es que la bacteria produzca una sustancia que
lo degrade. Cómo ya hemos discutido éste es el mecanismo de
acción de las betalactamasas observado por Abraham y Chain
en 1940 [2].

2. Disminución de la entrada: recientemente se han descrito ce-
pas de S. aureus resistentes a vancomicina. La principal carac-
terı́stica que presentan es un engrosamiento de la pared celular,
que disminuye la capacidad de penetración de los glucopéptidos
cómo la vancomicina. [8]
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3. Aumentar el flujo de expulsión: lo cúal se consigue principal-
mente con las bombas de expulsión, con las que consiguen que
el medicamento no alcance concentraciones suficientemente ele-
vadas dentro del citoplasma. Un ejemplo de este sistema es la
bomba AcrAB presente en K. pneumoniae produciendo cepas
multirresistentes [9].

4. Modificación del sitio de acción cabe destacar a los Staphy-
lococcus aureus resistentes a meticilina (SARM). Estos cocos
adquieren la resistencia a penicilinas gracias al gen mecA, que
codifica una versión distinta de la proteı́na de unión a penicilinas
(PBP), conocida cómo PBP2a [10]. Al mutar la proteı́na sobre la
que actúa el antibiótico, éste deja de hacer efecto.

5. Sobreproducción del blanco de acción: el caso del Trimetoprim-
sulfametoxazol (TMP/SMX) es el ejemplo mas claro de este me-
canismo. Las cepas de Escherichia coli resistentes son capaces
de producir cien veces más cantidad de dihidrofolato reductasa
que las sensibles. Al ser ésta la enzima sobre la que actúa el
TMP/SMX este exceso de diana hace que el antibiótico pierda su
eficacia [11].

1.3. Transmisión genética horizontal

Ya hemos comentado que la resistencia a antibióticos lleva existien-
do desde antes del uso de éstos. Sin embargo la proporción de bacte-
rias resistentes ha aumentado enormemente por su uso. Comprender
la razón de ésta expansión es un paso fundamental para poder afron-
tar el problema. Ya sea por la producción de ciertas proteı́nas, o por
alteración en su estructura, la resistencia a antibióticos viene codifica-
da en los genes. Estos genes pueden aparecer bien por mutaciones o
bien por transferencia horizontal desde otras especies [12, 13]

Una vez han aparecido, estos genes pueden transmitirse a la des-
cendencia, por replicación clonal, o entre bacterias, por transferencia
horizontal[14]. La replicación clonal junto a la selección natural van a
explicar por qué el uso de antibióticos produce un aumento en la re-
sistencia. Supongamos que ciertos individuos de una población tienen
mecanismos de resistencia a antibióticos, si introducimos un antibióti-
co el resto de elementos perderán la capacidad de reproducirse o di-
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rectamente morirán. A partir de ése momento las bacterias resisten-
tes pueden replicarse sin competencia y pasan a ser predominantes
[15]. La importancia de ésto queda reflejada en el estudio realizado
por Goosens et al. que demostró cómo los paı́ses de Europa con ma-
yor consumo de antibióticos son a su vez los que mayores tasas de
resistencias presentan[16].

Por otra parte la transferencia horizontal es un conjunto de meca-
nismos por los cuales una bacteria es capaz de incorporar información
genética proveniente de otras, no necesariamente de su misma es-
pecie. Hay tres grandes mecanismos por los que ésto puede ocurrir:
transformación, conjugación y transducción. La transformación es la
capacidad de una bacteria de incorporar material genético libre pre-
sente en el medio a su propio genoma. En el caso de la transducción
es un virus bacteriófago el que introduce el ADN proveniente de otra
célula en la bacteria. Finalmente la conjugación es el paso de ADN de
una bacteria a otra a través de una unión fı́sica [14]. La transferencia
horizontal puede producir la ganancia de genes útiles para la super-
vivencia en el medio. También pueden ser genes que produzcan un
coste a la bacteria, ésto dependerá del ADN en cuestión, del ambiente
y del estado previo de la bacteria [17]

1.4. Conjugación bacteriana

La conjugación bacteriana es una forma de transmisión genética
entre dos bacterias que se unen temporalmente por un complejo mole-
cular. Las moléculas de ADN que se transmiten son principalmente los
plásmidos y los ICE (elementos conjugativos e integrativos)[18]. Una
caracterı́stica común de ambos tipos de moléculas es que deben con-
tener una secuencia denominada origen de la transferencia (oriT), la
cual es necesaria para comenzar la conjugación, y un mecanismo para
la transferencia del ADN hacia la otra bacteria[14, 19]. La importancia
tanto de los plásmidos como de los ICEs radica en que en muchas oca-
siones contienen genes de resistencia a antibióticos [18]. Las denomi-
nadas islas de patogenicidad son conjuntos de genes que producen un
aumento en la patogenicidad de la bacteria o en su resistencia al me-
dio o antibióticos que suelen encontrarse en éstos elementos [20]. Un
ejemplo que muestra la relevancia médica de este hecho es el plásmi-
do pLW1043, el primer vector conocido de resistencia a Vancomicina
en S. aureus[21].



6 Introducción

Figura 1.2. Modelo del mecanismo conjugación bacteriana

1.4.1. Plásmidos

Los plásmidos son moléculas circulares de ADN extracromosómico
con la capacidad de autorreplicarse independientemente de los cro-
mosomas bacterianos [20]. Los denominados plásmidos conjugativos
contienen la información necesaria para su propia transmisión, sin em-
bargo también existen plásmidos mobilizables, que no son capaces de
realizar la conjugación por si mismos pero pueden utilizar los mecanis-
mos de otros plásmidos conjugativos que cohabitan en la bacteria[18].

Dentro de la bacteria los plásmidos son capaces de transcribir sus
productos sin necesidad de integrarse en el cromosoma bacteriano.
Sin embargo puede haber intercambio de genes entre el plásmido y el
cromosoma por recombinación [14].

1.4.2. Mecanismo de la conjugación

El primer requisito es un contacto fı́sico entre dos bacterias, ésto
se realiza generalmente por un pilus, que produce un poro de unión a
través del cual ambos citoplasmas se relacionan. En bacterias Gram
negativas el paso del plásmido se produce por un sistema de secreción
tipo IV. Por el contrario, en Gram positivas es un conjunto muy hete-
rogéneo de mecanismos con algunas caracterı́sticas especiales. Una
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de éstas caracterı́sticas es el uso de feromonas para inducir la forma-
ción de los complejos de unión entre donante y receptor del plásmido.
Los plásmidos suelen inhibir la proteı́na de unión a las feromonas im-
pidiendo que las bacterias en las que están presentes sean invadidas
por ótros plásmidos. Además, cada uno de los diversos mecanismos
parece producir una feromona distinta, de manera que la conjugación
sólo es posible entre determinados grupos de bacterias. Sin embargo
algunas feromonas de distintas especies están relacionas morfológica-
mente entre sı́, permitiendo la conjugación entre, por ejemplo, Staphy-
lococcus aureus y enterococos, lo que podrı́a favorecer la transferen-
cia de resistencia a antibióticos [14]. De hecho está documentada ésta
transferencia a Vancomicina mediada por plásmido desde VRE a MR-
SA [6, 21].

El siguiente paso es producido por la relaxasa, que se une a la re-
gión oriT, corta y separa ambas hebras del ADN del plásmido. La hebra
5’-3’ comienza a separarse unida a la relaxasa y a otras proteı́nas (al
conjunto se le denomina relaxosoma) y se une al canal transportador
mientras que la otra hebra sirve de molde para que se vaya producien-
do una segunda hebra 5’-3’ en medio del proceso. De esta manera al
acabar la conjugación el plásmido de la célula donante vuelve a tener
doble cadena de ADN. El complejo de proteı́nas que forman el canal se
denominada T4SS, y la unión del relaxosoma a ella es producida por
T4CP. Una vez terminada la transferencia, la relaxasa vuelve a jugar un
papel importante al inducir la unión de los dos extremos del plásmido
produciendo de nuevo una molécula circular en el receptor [18].

1.5. Barreras a la transmisión genética hori-
zontal

1.5.1. Restricción modificación

Las endonucleasas de restricción forman un sistema de defensa
de las bacterias ante el ADN exógeno que no comparte las secuencias
propias de ese género bacteriano. Es un sistema útil contra el ADN cla-
ramente diferente de el de la propia bacteria, aunque no tanto contra
los plásmidos. Al tener un pequeño tamaño es poco probable que los
plásmidos contengan alguna secuencia complementaria de las enzi-
mas de restricción, y además parece que el hecho de entrar como una
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cadena simple les confiere mayor protección que a ácidos nucleicos de
doble cadena. Aun ası́, sı́ está demostrado que la frecuencia de conju-
gación disminuye si el plásmido tiene secuencias complementarias de
las endonucleasas. Algunos plásmidos contienen genes cómo ardA o
similares que interfieren con las endonucleasas, pudiendo invadir más
fácilmente cepas con sistemas de restricción. [14]

Finalmente, en ocasiones es el propio plásmido el que lleva siste-
mas de restricción-modificación, con lo que la bacteria infectada con-
sigue el sistema para protegerse de nuevos plásmidos. [14].

1.5.2. Exclusión de superficie

Este sistema está codificado en los plásmidos conjugativos, y pre-
viene principalmente frente a la conjugación con otros plásmidos de la
misma familia. La exclusión de superficie es un conjunto de cambios
que ocurren en la membrana celular para disminuir la posibilidad de
conjugación. Sin embargo la exclusión no protege a la bacteria com-
pletamente. Cada familia de plásmidos tiene su propio sistema de ex-
clusión de superficie, con lo que generalmente no pueden convivir dos
plásmidos de la misma familia [14].

1.5.3. Crispr-Cas

CRISPR-Cas es un sistema muy extendido en procariotas que de-
grada especı́ficamente ADN exógeno. Actualmente se conocen al me-
nos tres sistemas diferentes, por lo que vamos a explicar las carac-
terı́sticas comunes. La primera caracterı́stica del sistema es la pre-
sencia de un locus cromosómico denominado CRISPR que contiene
una serie de repeticiones palindrómicas y de espaciadores (el nombre
proviene del inglés clustered regularly interspaced short palindromic
repeats). Los espaciadores contienen cadenas de ADN de fagos o de
elementos conjugativos, con el objetivo de servir de molde para crear
cadenas de ARN complementarias a ellos. La otra parte del sistema
son las proteı́nas Cas (CRISPR asociated)que utilizan los fragmentos
de ARN transcrito por el locus CRISPR para reconocer las secuencias
exógenas y degradarlas. Se suele comparar el sistema de restricción-
modificación con la respuesta inmune innata, y al CRISPR-Cas con la
respuesta adquirida, pues el primero se dirige hacia secuencias univer-
sales mientras que CRISPR-Cas se dirige a secuencias especı́ficas, y
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necesita que la bacteria o alguno de sus progenitores haya tenido con-
tacto con esa secuencia y la haya incorporado al locus CRISPR [17].

1.6. Inhibición de la acción de los plásmidos

Tres son las principales estrategias que se están explorando de
cara a disminuir la resistencia a antibióticos mediada por plásmidos:
Inhibición de la conjugación, imitar la incompatibilidad entre plásmidos,
y bloqueo del mecanismo toxina-antitoxina [6].

1.6.1. Inhibición de la conjugación

El primero de los mecanismos propuestos será impedir la conjuga-
ción bacteriana. Ésto no afectarı́a a las bacterias que tienen el plásmi-
do, pero disminuirı́a la propagación. Los primeros compuestos que se
vio que podı́an inhibirla eran el ácido linoleico y el DHCA. Más adelan-
te se propuso el uso de anticuerpos monoclonales contra la relaxasa,
éstos compuestos han demostrado ser capaces de inhibir la conjuga-
ción en laboratorio, pero no han sido probados en humanos. Los prin-
cipales problemas que tienen son dos: la administración de moléculas
grandes suele requerir una vı́a parenteral y los efectos secundarios
esperables (el uso de anticuerpos en la clı́nica produce muchos). Fi-
nalmente hay estudios que demuestran que ciertos bifosfonatos pue-
den inhibir la conjugación, de los vistos, dos de ellos están aprobados
clı́nicamente: clodronato y etidronato. En cualquier caso aún está por
demostrar que éstas estrategias sean útiles a la hora de disminuir la
resistencia a antibióticos [6].

1.6.2. Imitar la incompatibilidad entre plásmidos

La incompatibilidad es la incapacidad de dos plásmidos de la mis-
ma familia de convivir en el mismo hospedador [6].

El mecanismo de incompatibilidad ha sido estudiado revelando un
punto clave: SLI, que está implicado en la replicación del plásmido.
Tras lo cual se han buscado compuestos cómo la apramycina capaces
de unirse a la molécula SLI. El estudio demostró que tras 250 gene-
raciones el plásmido se habı́a eliminado casi por completo. Es por lo
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tanto una vı́a interesante, aunque aún hay que conseguir compues-
tos que actúen más rápido y conocer en que plásmidos serı́a útil cada
compuesto[6].

1.6.3. Bloqueo del sistema toxina-antitoxina

El sistema toxina antitoxina es un método de defensa de los plásmi-
dos que consiste en una toxina estable y una antitoxina con vida media
corta. Siempre y cuando la antitoxina esté presente, la toxina no actúa.
Si en algún momento desaparece el plásmido con él desparece la pro-
ducción de antitoxinas, y al tener éstas una vida media mucho menor
que las toxinas, la célula sufre la acción de las últimas y muere. De
esta manera, una vez un plásmido entra en una célula y empieza a
transcribir proteı́nas, la bacteria no puede perder el plásmido, pues im-
plicarı́a la destrucción. También es un sistema importante para impedir
que el plásmido se pierda por una segregación incorrecta en la división
celular: si una célula hija no tiene el plásmido, serı́a inviable. El efec-
to que tendrı́an las sustancias que bloqueen este sistema serı́a por lo
tanto bactericida[6].



Objetivos

El desarrollo de fármacos que inhiban la resistencia a antibióticos
está todavı́a en fase de desarrollo y hay muchas lı́neas de investigación
abiertas. Vamos a estudiar cuales de las posibles vı́as que se estudian
podrı́an tener mayor utilidad en la práctica clı́nica.

Nuesto objetivo es modelizar y comparar las estrategias farma-
cológicas que buscan inhibir la acción de los plásmidos, haciendo
las adaptaciones necesarias en los modelos de transmisión. En con-
creto vamos a estudiar que ocurre cuando:

Se inhibe la conjugación.

Aumentan las pérdidas del plásmido durante la conjugación.

Introducimos una cepa inmune a la infección del plásmido.

11





Modelos de transmisión de plásmi-
dos bacterianos

Se pueden adaptar los modelos clásicos de transmisión de infec-
ciones a las bacterias considerando a los plásmidos cómo parásitos
intracelulares. Para ello vamos a empezar suponiendo una población
de N bacterias en la que algunos elementos (I) están infectados por
un plásmido, mientras que otros no lo están (S). Inicialmente vamos a
considerar que los individuos pueden pasar de no tener el plásmido (S)
a tenerlo (I), pero que no existe la posibilidad de perder el plásmido.

La cantidad de bacterias que se infecten dependerá de la cantidad
de ellas que aún no tienen el plásmido, de la tasa de contactos c, de
la probabilidad de que el contacto sea con otra bacteria que sı́ tiene
el plásmido i y de la probabilidad de que ése contacto dé lugar a una
conjugación efectiva v. [22] Si consideramos solo las bacterias que se
infectan nos quedarı́a por tanto la siguiente ecuación (más adelante
consideraremos también la reproducción bacteriana):

dI

dt
= Sciv (3.1)

Generalmente se acepta que la tasa de contactos puede o bien ser
constante, o bien depender de la densidad de individuos en un hábitat[22];
por ejemplo en las enfermedades de transmisión sexual podemos su-
poner que los individuos tienen una tasa de encuentros sexuales fija,
independiente de la cantidad de infectados, en cambio en las enferme-
dades de transmisión aérea la tasa de encuentros depende de cuantos
individuos vivan en el área. A continuación vamos a discutir que ocurre
aplicando cada una de éstas posibilidades a la conjugación bacteriana.

13



14 Modelos de transmisión de plásmidos bacterianos

3.1. Transmisión Dependiente de Densidad

Si suponemos que la tasa de contactos depende de la densidad
poblacional N/A (siendo N el número total de bacterias y A el área del
hábitat) tendremos una Transmisión Dependiente de Densidad (DDT,
por sus siglas en inglés). Asumiremos entonces que c = κN/A siendo κ
una constante. Por otra parte, podemos suponer que la probabilidad de
que, en caso de ocurrir un contacto, éste sea con un individuo infectado
es la frecuencia de bacterias con plásmidos: i = I/N.

dI

dt
= Sκ

N

A

I

N
v (3.2)

Suponiendo que κ y v son constantes, y que el área A del hábitat
no varı́a (pues el área serı́a un ser humano, un catéter. . . ) podemos
agrupar κv/A = β1, a lo que llamamos coeficiente de transmisión.[22]
Haciendo eso y simplificando nos queda:

dI

dt
= β1SI (3.3)

Finalmente, a esta ecuación podemos añadirle la variación en el núme-
ro de infectados debidos a la propia división celular, que será α1I:

dI

dt
= α1I + β1SI (3.4)

Análogamente podemos describir la variación en el número de bacte-
rias que no tienen el plásmido cómo:

dS

dt
= α2S − β1SI (3.5)

Es decir, una parte (α2S) debida a la demografı́a bacteriana menos la
cantidad de bacterias que pasan a tener el plásmido. Aunque hay una
gran variedad de plásmidos, en este trabajo solo vamos a considerar
los que confieren resistencia a antibióticos. Tener un plásmido supone
siempre un gasto de energı́a (generalmente llamado fitness cost). En
ausencia de antibiótico, un plásmido que codifique resistencia no va a
producir ninguna ventaja, solo un coste. Por ello diremos que la velo-
cidad de división de las bacterias sin plásmido es mayor a las que si
lo tienen: α2 > α1, y en concreto si la carga de tener el plásmido la
definimos cómo b: α2 = α y α1 = α− b. Quedando:{

dI
dt

= (α− b)I + β1SI
dS
dt

= αS − β1SI
(3.6)
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3.1.1. Progreso del plásmido en el modelo DDT

Tal y cómo hemos planteado este modelo es evidente que la po-
blación de bacterias con plásmido va a crecer siempre. Lo que nos
interesa en cambio es ver si aumentan a más o menos velocidad que
los que no tienen plásmido. Queremos por lo tanto saber en qué con-
diciones la relación i=I/S crece, cuando decrece y cuando se mantiene
estable. Esto equivale a estudiar en que condiciones d(I/S)/dt es po-
sitiva, nula, o negativa. Usando la regla del cociente:

dI/S

dt
=

dI
dt
S − I dS

dt

S2
(3.7)

Sustituyendo por los valores de las derivadas de S e I en las ecuacio-
nes 3.6 obtenemos:

dI/S

dt
=

[(α− b)I + β1SI]S − (αS − β1SI)I

S2
(3.8)

=
(α− b)I + β1SI − (α− β1I)I

S
(3.9)

=
I

S
(α− b+ β1S − α + β1I) (3.10)

=
I

S
[−b+ β1(S + I)] (3.11)

(3.12)

De esta última expresión podemos inferir que la derivada de la propor-
ción de infectados será nula (la proporción entre infectados y suscepti-
bles se mantendrá estable) solo si I = 0 o b = β1(S+I). Por otra parte,
cómo I, b y β1 no pueden ser negativas, la proporción solo descenderá
si b > β1(S + I). Ahora bien, aunque la proporción disminuya, la canti-
dad total de bacterias aumentará, por lo tanto es posible que en algún
momento se rebase el umbral b = β1(S+ I). Tal y cómo está planteado
el modelo no hay ninguna limitación al crecimiento, sin embargo en la
mundo real las bacterias no crecen indefinidamente, sino que hay un
máximo que pueden vivir en un medio(una densidad máxima). Por lo
tanto el que prospere o no el plásmido va a depender de que alcan-
cemos una densidad poblacional determinada. En la figura 3.1 hemos
añadido una simulación del modelo DDT en el que se observa en que
punto empieza a prosperar el plásmido.
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(a) Campo vectores DDT (b) Simulación DDT

Figura 3.1. Tanto en el campo de vectores (a) cómo en la simulación (b)
se aprecia cómo inicialmente, si el número de bacterias con el plásmido
es muy pequeño, aumentan la s bacterias sin plásmido, pero rápidamente
las bacterias infectadas consiguen un crecimiento más rápido.

3.2. Transmisión Dependiente de Frecuencia

Partiendo de la ecuación 3.1(dI
dt

= Sciv) podemos formular otro mo-
delo de transmisión si suponemos que la tasa de contactos es inde-
pendiente de la densidad. Evidentemente ésta asunción falla si plan-
teamos poblaciones poco concentradas, pero generalmente éste no
es el caso de las bacterias, que pueden alcanzar concentraciones muy
elevadas, incluso formando a veces biofilms. A este modelo lo deno-
minamos Transmisión Dependiente de Frecuencia o FDT. Igual que en
el modelo anterior, en caso de ocurrir un contacto la probabilidad de
que sea con un individuo infectado es la frecuencia de bacterias con
plásmidos: i = I/N.:

dI

dt
= Sc

I

N
v (3.13)

Podemos agrupar c y v como β = cv:

dI

dt
= Sβ2

I

N
(3.14)

En la ecuación anterior es importante destacar que β tiene distintas
unidades a β1, pues salen de agrupar términos distintos. De nuevo
teniendo en cuenta el crecimiento obtenemos:

dI

dt
= (α− b)I + βS

I

N
(3.15)
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Mientras que la variación en el número de bacterias que no tienen el
plásmido vendrá definida por:

dS

dt
= αS − βS I

N
(3.16)

3.2.1. Progreso del plásmido en FDT

A continuación vamos a obtener una ecuación que describa la pro-
gresión de un plásmido en una población siguiendo el modelo FDT.
Para ello vamos a centrarnos en la proporción de células infectadas
por el plásmido i = I/N . Podemos conocer la derivada de i respecto
del tiempo usando la regla del cociente:

di

dt
=

dI
dt
N − I dN

dt

N2
(3.17)

=
(α− b)IN + βSI − αNI + bI2

N2
(3.18)

(3.19)

Teniendo en cuenta que i = I/N:

di

dt
= (α− b)i+ β(1− i)i− αi+ bi2 (3.20)

Sacando factor común i:

di

dt
= i[α− b+ β(1− i)− α + bi] (3.21)

= i[α− b+ β − iβ − α + bi] (3.22)

= i[β(1− i)− b(1− i)] (3.23)

= i(1− i)(β − b) (3.24)

Con ésto ya podemos analizar la progresión o no del plásmido. Puesto
que tanto i cómo 1-i son siempre positivas, la única manera de que
la derivada sea negativa es que β − b < 0, en cuyo caso la derivada
será siempre negativa. Por lo tanto los plásmidos prosperarán sólo si
el coeficiente de transmisión β es mayor que la carga del plásmido b.
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3.2.2. Forma explicita de FDT

Reordenando la ecuación anterior podemos obtener:

di

i(1− i)
= (β − b)dt (3.25)

Lo cual se puede integrar quedando:∫
di

i(1− i)
=

∫
(β − b)dt (3.26)

log i− log(1− i) = βt− bt+ k (3.27)

Teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos y operando:

log
i

1− i
= βt− bt+ k (3.28)

elog
i

1−i = eβt−bt+k (3.29)

1− i
i

= e−βt+bt−k (3.30)

1

i
− 1 = e−βt+bt−k (3.31)

1

i
= e−βt+bt+k + 1 (3.32)

i =
1

k1e−βt+bt + 1
(3.33)

3.3. DDT o FDT

Nuestro grupo de investigación ha realizado un experimento (aún
sin publicar) para determinar que tipo modelo de transmisión es el más
adecuado. En él se midió la cantidad de bacterias transconjugantes
(células que no tenı́an el plásmido y son infectadas) que aparecı́an en
una hora según distintas concentraciones iniciales de susceptibles y
portadores del plásmido. A continuación se crearon las predicciones
de transconjugantes que deberı́a haber si la transmisión depende de
frecuencia o de densidad y se comparó que modelo describe mejor
los resultados obtenidos. Los resultados aparecen representados en
la figura 3.2 y demuestran que la transmisión depende principalmente
de la frecuencia del plásmido y no de la densidad. Por ello de ahora en
adelante usaremos el modelo FDT.
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Figura 3.2. Se ha representado la cantidad de transconjugantes pro-
ducidos por dos plásmidos A: R388 y B: pOX38. En las gráficas de la
izquierda se ha representado el número total de células no infectadas R,
de donantes D y de transconjugantes T. A la derecha aparecen los valores
de transcongujantes normalizados en función del valor más alto del expe-
rimento en azul. En gris aparecen los valores que debeŕıa haber alcanzado
si la transmisión fuera FDT y en verde si fuera DDT. Se observa cómo
los resultados R388 coinciden muy bien con FDT y pOX38 depende de
la concentración, pero a concentraciones suficientemente grandes también
sigue FDT.





Modelización de las estrategias de
inhibición de la transferencia

4.1. Imitar la incompatibilidad entre plásmi-
dos

Al imitar la incompatibilidad conseguimos que tras la división so-
lo una de las células hijas conserve el plásmido. Aunque es cierto
que éstas pérdidas pueden producirse de forma natural, es muy po-
co común por los sistemas toxina-antitoxina antes explicados.

El número de bacterias que pierden el plásmido por cada unidad
de tiempo será una fracción de las que se dividan en ése tiempo (α −
b)I, vamos a llamar a ésta fracción ε. Éste será un número entre 0 y
0,5, pues no es posible que más de la mitad de las bacterias pierdan
el plásmido, y tampoco puede ser un número negativo. Por lo tanto
nuestro sistema, asumiendo FDT, queda:{

dS
dt

= αS − β SI
N

+ ε(α− b)I
dI
dt

= (α− b)I + β SI
N
− ε(α− b)I

(4.1)

Como en el caso anterior vamos a ver que ocurre con la fracción de
infectados, que desarrollandólo queda:

di

dt
=
I ′N − IN ′

N2
(4.2)

=

[
(1− ε)(α− b)I + β SI

N

]
N − I(αN − bI)

N2
(4.3)

= αi− bi− εαi+ εbi+ βsi− αi+ bi2 (4.4)

= i [ε(b− α) + s(β − b)] (4.5)

A partir de este resultado podemos ver cómo se comportarı́a la pobla-
ción. Lo primero que observamos es que ε(b−α) es siempre negativo,

21
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(a) s0 = 10, i0 = 1 (b) s0 = 1, i0 = 20

Figura 4.1. Evolución de las poblaciones con plásmido (i) y sin plásmido
(s) en el caso de que haya pérdidas del plásmido durante la replicación. Se
representan para los valores de α = 0, 41; β = 0, 2; b = 0, 05; ε = 0, 1. Se
aprecia cómo independientemente de los valores iniciales, las poblaciones
tienden a un equilibrio determinado por las caracteŕısticas de crecimiento
y de transmisibilidad.

por lo que el plásmido solo se mantendrá si s(β − b) > −ε(b − α) pa-
ra alguna proporción de bacterias susceptibles s entre 0 y 1. En caso
contrario la derivada se anula en algún punto, por lo que encontrare-
mos un punto de equilibrio. Este punto de equilibrio se producirı́a para
s = ε(α−b)

(β−b) . Por simple inspección también se aprecia que si s es ma-
yor que s en el punto de equilibrio, la derivada de i es positiva, luego
tiende al equilibrio, y si s es menor la derivada de i es negativa, de
nuevo tendiendo al equilibrio. En la figura 4.1 se aparecen dos esce-
narios con las mismas condiciones de crecimiento y transmisión pero
distintas condiciones iniciales, y se observa cómo independientemente
del inicio, tienden a un equilibrio.

4.1.1. ¿Puede haber fijación completa?

Hemos dicho que el equilibrio se encuentra en s = ε(α−b)
(β−b) , a partir

de ahı́ podemos ver el equilibrio desde el punto de vista de i:

i = 1− ε(α− b)
(β − b)

(4.6)

Cómo ε(α−b)
(β−b) es siempre mayor que 0, por muy cerca que esté el equi-

librio de i = 1 nunca lo alcanzará.
Visto de otra manera: si la población de susceptibles desaparece,
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su derivada quedarı́a:

dS

dt
= αS − βSI

N
+ ε(α− b)I = ε(α− b)I (4.7)

Al ser la derivada positiva, concluimos que s no puede tener un punto
de equilibrio en 0.

4.1.2. ¿Puede haber eliminación completa?

Por el contrario, con los fármacos que producen pérdidas si es po-
sible conseguir la erradicación del plásmido. Siempre que −ε(b− α) >
(β − b) la derivada de i será negativa hasta llegar a i=0. En conclu-
sión, con ésta medida es posible eliminar un plásmido que tenderı́a a
prosperar, y en cualquier caso siempre impedimos que haya fijación
completa.

4.2. Inhibición de la Conjugación

Si inhibimos completamente la conjugación es previsible que el
plásmido desaparezca de la población. Si en la ecuación de FDT sus-
tituimos β = 0 nos queda:

di

dt
= i(1− i)(β − b) = −isb (4.8)

Que al ser siempre negativa implica que el plásmido desaparecerá.
Ahora bien, lo previsible es que los fármacos no actúen perfectamente
y por lo tanto la inhibición no sea completa. ¿Qué nivel de inhibición
es necesario para que el plásmido sea eliminado? Igualando nuestra
ecuación para I a 0 obtenemos:

di

dt
= i(1− i)(β − b) = 0 (4.9)

Ésto ocurre si i=0 o si β = b, es decir que hay que disminuir β hasta
que sea menor al coste de llevar el plásmido. A partir de ahı́, cuanto
más descienda antes se producirá la eliminación completa.
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4.3. Resistencia a la conjugación

Una posibilidad que puede existir es que algunas bacterias sean
resistentes a la conjugación. Cultivar estas bacterias en laboratorio,
o crearlas por edición genética para después introducirlas en la po-
blación serı́a una especia de vacunación de la flora. Esta resistencia
suele producirse por sistemas de Restricción-Modificación o CRISPR-
Cas, que implican un coste energético. El sistema (asumiendo FDT)
nos quedarı́a ası́: 

dS
dt

= αS − β SI
N

dI
dt

= (α− b1)I + β SI
N

dR
dt

= (α− b2)R
(4.10)

De nuevo vamos a considerar que α, α − b1 y α − c2 son mayores
que 0, pues lo contrario implicarı́a la inviabilidad o bien de la población
resistente al plásmido, o bien de la población resistente a antibióticos.
Al igual que previamente vamos a definir la función r minúscula cómo la
fracción que comprenden las células con mecanismos de resistencia
al plásmido respecto del total: r = R

N
. Con ello podemos reescribir el

sistema como: 
ds
dt

= s[(b1 − β)i+ cr]
di
dt

= i[r(b2 − b1) + s(β − b1)]
dr
dt

= r[b1i+ b2(r − 1)]

(4.11)

A simple vista ya apreciamos ciertas cosas:

Si b1 > β tendremos que ds
dt
> 0 siempre y di

dt
< 0. Luego como ya

vimos en el modelo de dos poblaciones una condición para que
el plásmido prospere es que la carga energética sea inferior al
coeficiente de transmisión.

Si b2 > b1 (y se cumple el punto anterior) la derivada de i es
siempre positiva, luego el plásmido prospera. Por lo tanto para
que la población resistente sea viable debe tener un fitness cost
menor que el del plásmido.

Cuando r tiende a 1, s crece e i decrece.

Cuando s tiende a 1, i crece.

Cuando i tiende a 1, r crece, pero si i es muy pequeño r decrece.
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En definitiva, parece observarse un cierto comportamiento cı́clico. Va-
mos a estudiar los puntos de estabilidad del sistema para ver si es
posible que exista un equilibrio o si el sistema oscila siempre. El pri-
mer requisito para que existan serı́a que el valor de las derivadas fuera
(ds
dt
, di
dt
, dr
dt

)=(0,0,0); pues al ser nulas las derivadas implicarı́a que no hay
crecimiento de una población sobre las otras. Obviamos la solución
(S,I,R)=(0,0,0) o las que impliquen que R=0 pues al ser la derivada de
R positiva, ésto solo puede ocurrir si R0 = 0, en cuyo caso tendrı́amos
el sistema inicial. En nuestro modelo la derivada de I es siempre posi-
tiva, por lo que I nunca valdrá 0 (aunque la derivada de i sea negativa,
la población de bacterias con el plásmido siempre crecerá, aunque ca-
da vez sea menor en proporción). Finalmente podrı́a darse el caso de
que S=0, pero en ése caso nos quedarı́an dos poblaciones indepen-
dientes, I y R, con crecimientos siempre positivos, por lo que tampoco
habrı́a equilibrio. Por lo tanto no puede existir un punto de estabilidad
con alguno de los componentes nulos. Ası́ pues, en caso de existir un
punto de equilibrio deberı́a cumplirse que:

b1i+ b2(r − 1) = 0

r(b2 − b1) + (β − b1)] = 0

[(b1 − β)i+ b2r] = 0

(4.12)

Resolviendo el sistema nos queda el siguiente punto de equilibrio no
trivial: (s, i, r) = ( b1−b2

β
, b2
β
, 1 − b1

β
). Puesto que las tres poblaciones su-

man siempre uno, podemos reducir el sistema a uno de dos ecuacio-
nes sustituyendo s = 1− r − i en las ecuaciones de i y r:{

di
dt

= i[r(b2 − b1) + (1− i− r)(β − b1)]
dr
dt

= r[b1i+ b2(r − 1)]
(4.13)

Analizando la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio obtenemos:

J=

 (b2 − b1)
(

1− b1
β

)
+
(
b1
β
− b2

β

)
(β − b1) + b2(b1−β)

β
b2(b2−β)

β

b1

(
1− b1

β

)
b2

(
1− b1

β

) 
(4.14)

Cuyos autovalores son−
√
b2
√

(b1−β)(b1−b2)√
β

,
√
b2
√

(b1−β)(b1−b2)√
β

. Ambos au-
tovalores son puramente imaginarios en las condiciones que hemos
dado a nuestro sistema (β > b1 y b1 > b2), por lo tanto nos encontra-
mos con un equilibrio estable en el sentido de Lyapunov. En la figura
4.2 se encuentra una simulación del modelo en la cual podemos ver
como las proporciones tienen un comportamiento cı́clico.
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(a) (b)

Figura 4.2. Simulación del modelo con tres poblaciones para los siguien-
tes parámetros: α = 0, 031, β = 0, 1, b1 = 0, 03, b2 = 0, 01. Las concen-
traciones inciales son (a): S=10, I=100, R =10(b):S=15, I=10, R =70. Se
ve cómo cuando estamos cerca del punto de equilibrio (b) las oscilaciones
son del sistema son mucho más pequeñas mientras que si nos alejamos
son más amplias.



Discusión

En base a los resultados experimentales hemos asumido un mode-
lo de transmisión basado en la frecuencia. El modelo FDT es el que se
suele utilizar en enfermedades de transmisión sexual, pues asume que
el número de contactos es prácticamente fijo. La conjugación bacteria-
na requiere un tiempo y un gasto energético por lo que las bacterias no
puedan aumentar el número de conjugaciones indiscriminadamente.

De las tres estrategias comparadas, solo dos predicen una elimina-
ción completa del plásmido: inhibir la conjugación e imitar la incompati-
bilidad entre plásmidos. Aún sin datos cuantitativos podemos predecir
en que caso una estrategia será más útil que la otra. El umbral bajo el
que la transmisión del plásmido quedarı́a inhibida es ε(α− b) > (β − b)
para la incompatibilidad entre plásmidos y β < b para la inhibición de la
conjugación (en la primera ecuación lo que cambiarı́a según el fárma-
co usado serı́a ε y en la segunda β). En ambos casos la acción del
fármaco debe ser mayor cuanto mayor sea la diferencia β − b, es de-
cir que si el plásmido es muy infectivo necesitaremos un fármaco que
bloquee mejor la inhibición o que produzca más pérdidas de plásmido.

Ahora bien, en el umbral de la incompatibilidad entre plásmidos ve-
mos que ε debe ser menor cuanto mayor sea α−b, o sea que ésta estra-
tegia será más útil cuando el plásmido produzca un coste de energı́a
b muy pequeño. Dicho de otro modo, si el plásmido depende mucho
de la transferencia vertical (a su descendencia) para sobrevivir la es-
trategia de imitar la incompatibilidad entre plásmidos (que en definitiva
ataca en el momento de la división) será más efectiva. Por el contrario
cuando el plásmido dependa de más de la conjugación será más útil la
inhibición de la conjugación. Por lo tanto los resultados son coherentes
con lo que podrı́amos esperar a priori.

Por otra parte, aunque no existan datos cuantitativos, lo previsible
es que ε < 0, 5, pues como ya explicamos una de las dos células hijas
mantendrá el plásmido. Sin más datos es imposible saber cómo afec-
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ta ésta restricción a la realidad, pero es algo a tener en cuenta frente
a la inhibición de la conjugación, que no tiene ninguna aparente limi-
tación. De ambas estrategias, que sepamos, solo la inhibición de la
conjugación ha demostrado ser capaz de eliminar un plásmido de la
población.[6]

Finalmente la estrategia de introducir cepas resistentes a la acción
del plásmido produce efectos aparentemente caóticos, con oscilacio-
nes entre cepas con y sin plásmido. La estrategia de inmunizar a la po-
blación es sin duda la más útil para prevenir infecciones en humanos,
pero no parece ser exportable a la lucha contra los plásmidos. Aún ası́
estos resultados deben tomarse con cautela, pues hay algunas limita-
ciones del estudio. Una pregunta que se puede plantear para futuras
investigaciones es qué ocurrirı́a si la transmisión tiende a depender
de densidad cuando la cantidad de infectados es pequeña, ¿seguirı́a
habiendo éstas oscilaciones? Por otra parte hemos asumido un mo-
delo determinista, pero cuando la cantidad de bacterias infectadas es
muy baja los fenómenos estocásticos pueden producir una pérdida del
plásmido. Si en un momento dado hay cinco bacterias con el plásmido,
hay fenómenos que pueden eliminar el plásmido, como que las cinco
sean eliminadas por neutrófilos, o se eliminen por fluidos corporales...
Por ello serı́a interesante utilizar una aproximación no determinista a
los casos en los que i se acerca mucho a 0. Es más, al utilizar ecua-
ciones con números reales estamos abriendo la posibilidad a que en
los momentos en que i sea muy bajo haya de hecho un número de
plásmidos entre 0 y 1. Asumir que en un momento haya 0,5 plásmidos
y que a partir de ahı́ vuelva a infectarse la población no es real.
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