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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio de varias extensiones del método de las
diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) que permiten la simulacién
electromagnética de estructuras hibridas de microondas, incluyendo circuitos
activos y pasivos. En primer lugar, se revisan los métodos /umped-element (LE) -
FDTD y lumped-network (LN) -FDTD, los cuales permiten la incorporacién de
circuitos concentrados de dos terminales dentro del formalismo FDTD. En el caso
del método LN-FDTD, se realiza también un estudio de sus propiedades numéricas.
A continuacién se presenta el método two-port (TP) -LN-FDTD, el cual permite
incorporar circuitos lineales concentrados de dos puertas en las estructuras hibridas
estudiadas. Este método parte de una descripcién del cuadripolo en términos de su
matriz admitancia expresada en el dominio de Laplace. La discretizacién se realiza
con la ayuda de la técnica de la transformaciéon de Moebius. Por tltimo, una vez
validado, este método se combina con otras técnicas para la simulacién distintos
tipos de circuitos hibridos de microondas.



Abstract

In this work, a study of several extensions of the conventional finite difference time
domain (FDTD) method is been carried out. These extensions enable the electromagnetic
simulation of microwave hybrid structures, including passive and active circuits. First, an
exhaustive revision of both the lumped-element (LE) -FDTD and the lumped-network (LN)
—FDTD methods is performed. These methods allow us to incorporate two-terminal lumped
circuits into the FDTD. In addition, the numerical properties of the LN-FDTD method are
studied for the first time. Second, the two-port (TP)-LN-FDTD is presented. This method
enables the incorporation of linear two-port lumped circuits into the studied hybrid
structures. This technique basically consists of describing a TP-LN by means of its
admittance matrix in the Laplace domain. Then, by applying the Mobius transformation
technique, we obtain the discretized admittance matrix. Finally, this method is combined
with other existing techniques to allow the simulation of several microwave hybrid circuits.
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Capitulo 1

Introduccién general y motivacion

Las senales de naturaleza electromagnética constituyen la esencia de las actuales tecno-
logfas de la informacién y de las comunicaciones. Su gran repercusion en la tecnologia,
y por tanto, en la vida cotidiana, se pone de manifiesto dia a dia, de ahi el interés del
estudio y comprensién de esta parte de la ciencia y la naturaleza cuya importancia no
sélo es académica, sino también préctica.

Electromagnetismo

En 1873, James Clerk Maxwell, apoyado en trabajos experimentales realizados durante
afnos, propuso como postulado sus famosas ecuaciones, que dan cuenta de las leyes fun-
damentales que rigen los fenémenos de naturaleza electromagnética. De las ecuaciones
de Maxwell se deduce la existencia de ondas electromagnéticas que se propagan con una
velocidad que coincide con la de la luz en el vacio, lo que condujo a Maxwell a conjeturar
que la luz era una onda electromagnética. Sin embargo, no fue hasta 1888 cuando, du-
rante una clase en la Universidad de Karlsruhe, Heinrich Rudolf Hertz pudo demostrar
la teorfa sobre la existencia de la radiacién electromagnética, utilizando un oscilador que
el mismo habia disenado. Este rudimentario aparato era capaz de producir ondas de ra-
dio. Desde que Hertz demostrara la existencia de las ondas electromagnéticas, y aunque
en un primer momento el mismo descubridor desconociera las posibles aplicaciones de
su descubrimiento, las ondas electromagnéticas han jugado un papel fundamental en el
desarrollo de miiltiples aplicaciones practicas, tales como la radio, la televisién, el radar,
el calentamiento por microondas y la telefonia mévil. Ademas, la evidencia experimental
acumulada, indica que los fenémenos electromagnéticos macroscépicos estdan gobernados,
efectivamente, por las ecuaciones de Maxwell. En cualquier caso, para su resolucién en
un problema especifico, es necesario completar estas ecuaciones con una descripcion de
la geometria del problema y de las propiedades electromagnéticas de los materiales que
lo constituyen. Esta informacién adicional se puede englobar en lo que se denomina, en
sentido amplio, condiciones de contorno. Las soluciones de las ecuaciones de Maxwell
sujetas a estas condiciones de contorno son los campos eléctrico y magnético.



2 Introduccién general y motivacién

Ingenieria de microondas

Las ondas electromagnéticas cuya frecuencia se encuentra entre, aproximadamente, 0.3
GHz y 300 GHz —que corresponde a longitudes de onda desde un metro hasta un milime-
tro en el espacio libre— se conocen con el nombre de microondas. A estas frecuencias,
los circuitos presentan propiedades tinicas. Alguna de estas propiedades son:

e La ganancia de una antena genérica es proporcional a su tamano eléctrico. Por
lo tanto, para un tamano de antena dado, a medida que la frecuencia de trabajo
aumenta, la ganancia de la antena también aumenta. Este fenémeno tiene impor-
tancia a la hora de implementar sistemas de microondas cada vez més pequenos.

e A altas frecuencias, mds ancho de banda es posible. Un ancho de banda del 1% a
600 MHz es 6 MHz (un canal de televisién) mientras que a 60 GHz, el 1% de ancho
de banda corresponde a 600MHz (100 canales de television).

e La ionosfera puede considerarse transparente a la propagacién de las ondas de
microondas. Las senales de microondas que viajan de un punto a otro no se “cur-
van” por la presencia de la ionosfera como ocurre en las sefiales de frecuencia mas
bajas. Por tanto, la propagacién de ondas en este rango de frecuencias se produ-
ce generalmente con visién directa entre los puntos origen y destino, permitiendo
comunicaciones via satélite o terrestres eficientes, siendo posible la reutilizacién
frecuencial en otras comunicaciones cercanas.

e La seccién radar de un dispositivo es, en general, proporcional a su tamafo eléctrico
del objetivo. Este hecho, junto con el de la ganancia de la antena, hace que las
frecuencias del microondas sean las mas adecuadas para los sistemas radar.

Fue precisamente el radar, desarrollado intensamente durante la segunda guerra mun-
dial, la primera aplicacién resenable de la tecnologia de microondas, siendo ademads, el
punto de partida para el desarrollo de un campo al que se considera, hoy en dia, maduro.

El principal inconveniente de los circuitos de microondas es que, debido a las altas
frecuencias y a las pequenas longitudes de onda de trabajo, el disenio y analisis fiable de
su comportamiento a prior: no es una tarea ni mucho menos sencilla, ya que, el punto
de partida para su caracterizacién son las ecuaciones de Maxwell.

Circuitos hibridos de microondas y simuladores hibridos

Un circuito hibrido de microondas es aquel que contiene tanto elementos concentrados
como distribuidos. Un elemento se considera distribuido cuando su extensién fisica es
comparable o mayor que la longitud de onda. En consecuencia, la fase de los cam-
pos electromagnéticos cambia significativamente durante su “trénsito” por el elemento,
siendo necesario resolver las ecuaciones de Maxwell en el elemento para caracterizar
completamente su comportamiento. Ejemplos de elementos distribuidos a frecuencias de
microondas son las lfneas microstrip, las gufas de onda o los circuitos basados en los
elementos anteriores como los acopladores, los circuladores o las antenas. Por otro lado,
un elemento se considera concentrado cuando su extensién fisica es considerablemente



més pequenia que la longitud de onda de trabajo. En estos casos, el comportamiento del
elemento queda descrito convenientemente por la teoria de circuitos concentrados (leyes
de Kirchhoff). Ejemplos de elementos concentrados son las resistencias, las capacitancias,
las inductancias, los diodos, y los transistores.

Debido a la creciente utilizacién de los circuitos hibridos, se hace necesario disponer
de un simulador hibrido que permita analizar de manera fiable este tipo de sistemas.

La forma mas sencilla y habitual de analizar un circuito hibrido de microondas consis-
te en aproximar las partes distribuidas del mismo por circuitos concentrados equivalentes.
En consecuencia, el sistema hibrido original se convierte en un sistema formado tnica-
mente por elementos concentrados. El sistema final se resuelve mediante técnicas basadas
en la teorfa de circuitos concentrados. La mayoria de los simuladores circuitales comer-
ciales que se utilizan en el diseno y andlisis de circuitos de microondas estdn basados
en esta idea, donde, para obtener el comportamiento global del sistema, se analiza por
separado cada uno de los elementos concentrados que forman el sistema.

Una forma alternativa de plantear el problema consiste en considerar los elementos
concentrados del circuito como distribuidos. Conceptualmente este paso es evidente ya
que la teoria de circuitos concentrados, utilizada para caracterizar un elemento concen-
trado, no es mds que una aproximacion circuital de las ecuaciones de Maxwell. Como
resultado, el circuito hibrido original se convierte en un circuito distribuido, siendo nece-
sario resolver las ecuaciones de Maxwell en toda la estructura para analizar el circuito.

Ambas formas de analizar los circuitos hibridos tienen sus ventajas e inconvenientes.
Desde un punto de vista de gasto computacional y de tiempo dedicado al anélisis, esta
claro que la aproximacién circuital es mucho més eficiente. Sin embargo, desde el punto de
vista de la exactitud en el andlisis, la técnica que resuelve directamente las ecuaciones de
Maxwell, y por tanto, los campos electromagnéticos, proporciona mejores resultados. De
hecho, los simuladores basados en la aproximacién circuital no da cuenta de los fenémenos
de naturaleza electromagnética que ocurren entre las distintas partes del circuito hibrido.
Ademas, el uso de frecuencias cada vez mayores asi como el vertiginoso aumento de
la complejidad de los circuitos de microondas —compuestos hoy en dia de una gran
cantidad de circuitos integrados de gran densidad, de estructuras discontinuas asi como
de dispositivos activos y pasivos— pone més tierra de por medio en la diferencia existente
entre los resultados proporcionados por ambas técnicas. Esto es debido a que, en este tipo
de circuitos, es esencial predecir correctamente fenémenos tales como acoplos, efectos de
empaquetado y la radiaciéon. Estos efectos tienen su origen, en su mayor parte, en los
elementos distribuidos de los circuitos. Por lo tanto, la exactitud en el anélisis de los
simuladores circuitales comerciales se encuentra limitada por los modelos utilizados para
dichos elementos. Desafortunadamente, la obtenciéon de circuitos equivalentes fiables,
que den cuenta de todos los efectos electromagnéticos citados anteriormente en forma
de capacidades o inductancias parésitas, se esta convirtiendo en una tarea cada vez més
ardua y dificil.

El compromiso que se establece entre la exactitud del andlisis y el coste computa-
cional que éste conlleva, debe inclinarnos a utilizar una u otra técnica de analisis. Por
tanto, y segin lo expuesto hasta ahora, podemos concluir que un modelo ideal de simu-
lacién hibrido serfa aquel que, basado en la aproximacioén circuital, proporcionara una
simulacién de onda completa de las partes distribuidas del circuito.



4 Introduccién general y motivacién

Desde su nacimiento, los simuladores electromagnéticos comerciales —aquellos que
resuelven directamente las ecuaciones de Maxwell— se han centrado en el andlisis de
estructuras pasivas, no siendo posible la incorporacién de elementos concentrados tales
como circuitos RLC' o transistores en la estructura problema. Por lo tanto, con dichos
simuladores no es posible el analisis de circuitos hibridos de microondas.

Métodos numeéricos: El método FDTD

De entre todas las técnicas numéricas que resuelven las ecuaciones de Maxwell con ayuda
de un ordenador, el método de diferencias finitas (FD, del inglés Finite Difference) es una
de las mds antiguas y posiblemente la que menor contenido analitico tiene [1]. En esencia,
la aplicacién de este método consiste en calcular la solucién del problema diferencial
original en un conjunto discreto de puntos, que suelen asociarse con los nudos de una
red. En el método FD, este proceso de discretizacion se realiza mediante la aproximacién
de las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones de Maxwell —en cualquiera
de sus versiones temporal o frecuencial— por operadores en diferencias finitas. Como
resultado se obtiene un sistema de ecuaciones lineales que relacionan los campos en los
distintos nudos de la red. El método FD se caracteriza por su sencillez y porque permite
abordar el andlisis de casi cualquier tipo de estructura. Ademds, aunque el esfuerzo
computacional que introduce es mayor que el de otros métodos, el vertiginoso aumento
de la potencia de célculo de los ordenadores, los ha convertido en una opcién cada vez
mas atractiva.

Sin duda, hoy en dia, la versién mds popular del método FD es la conocida como
técnica de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD, del inglés Finite Diffe-
rence Time Domain). Esta técnica, introducida por Yee en la comunidad cientifica en
1966 [2], se basa en la discretizacion, tanto espacial como temporal, de los campos elec-
tromagnéticos y la subsiguiente aproximacién de las derivadas parciales que aparecen en
las ecuaciones de Maxwell del rotacional expresadas en el dominio del tiempo por co-
cientes de diferencias finitas. Como resultado, se obtiene un problema algebraico de tipo
explicito que permite ir calculando, en instantes sucesivos, el valor del campo eléctrico
(magnético) en cada punto del espacio a partir del valor del campo eléctrico (magnético)
en el mismo punto en el instante de tiempo anterior y de los valores del campo magnético
(eléctrico) en sus nudos adyacentes y en el instante de tiempo anterior. El método FDTD
permite introducir una excitacién en la estructura y simular la evolucién temporal del
campo electromagnético en la regién de interés.

La formulacién original del método propuesta por Yee sélo permite estudiar el com-
portamiento del campo electromagnético en el vacio. Asi mismo, permite definir algunas
condiciones de contorno sencillas, como las de pared eléctrica y pared magnética, siendo
posible aplicar el método al estudio de problemas resonantes. Transcurrieron nueve anos
hasta que el método FDTD original fue convenientemente modificado para la resolucién
de un problema de scattering [3]. Desde entonces, y paralelamente al vertiginoso desarro-
llo de los ordenadores, el método FDTD se ha convertido en una herramienta estdndar
para la resolucién de problemas en electromagnetismo, de tal forma que hoy en dia,
podemos decir que el término FDTD agrupa a un conjunto de técnicas numéricas que
permiten la resolucién de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo y que per-



miten el andlisis electromagnético de una amplia gama de problemas. Una recopilacién
completa y actualizada de la teoria de este método, asi como de sus dreas de aplicacién
més relevantes, puede encontrarse en [5] o [6]. Las principales razones por las que el
método ha alcanzado tal grado de popularidad son:

e FDTD es un método explicito que no necesita inversién de matrices.

e FDTD es robusto y las fuentes de error al aplicar el método FDTD son bien conoci-
das, por lo que se pueden predecir y controlar en la mayorfa de los casos practicos.

e FDTD trata el comportamiento transitorio de manera natural. Al ser una técnica
en el dominio del tiempo, FDTD calcula directamente la respuesta a un pulso de
un sistema electromagnético.

e FDTD proporciona simulaciones de banda ancha. Al tratarse de una técnica en el
dominio del tiempo, con una sola simulacién FDTD, y mediante la aplicacién de la
transformada discreta de Fourier (DFT, en inglés Discrete Fourier Transform), se
obtiene la respuesta frecuencial del sistema electromagnético.

e FDTD trata el comportamiento no lineal de manera natural. Al ser una técnica
en el dominio del tiempo, FDTD calcula directamente la respuesta no lineal de un
sistema electromagnético.

e FDTD es un método sistemédtico. Con FDTD, modelar electromagnéticamente
una nueva estructura se reduce a un problema de generar un mallado, no siendo
necesario reformular las ecuaciones de partida.

e Incremento de las capacidades de memoria de los ordenadores. Esta tendencia que,
en general influye positivamente en todas las técnicas numéricas, tiene especial
repercusion en FDTD ya que, al estar basado en la discretizacién del espacio,
inherentemente requiere una gran nimero de memoria RAM (en inglés, random
access memory).

e Incremento de las posibilidades de visualizacién de los ordenadores. La generacién
por parte de FDTD de secuencias temporales de los campos hace que éstas sean
adecuadas para su uso en videos que ilustren la dindmica de los campos.

El método FDTD se encuentra en la actualidad en permanente evolucién y es objeto
de estudio por parte de un nimero considerable de investigadores. Una prueba de la
intensa actividad investigadora desplegada lo constituye la cuantiosa bibliografia, dispo-
nible en forma de base de datos [7], que en la actualidad y durante los diez tltimos afos
(1998-2008) contiene més de cuatro mil referencias sobre el método.

El método FDTD como simulador hibrido

La formulacién original presentada por Yee no permite la incorporacion de elementos
concentrados en el método FDTD. Por lo tanto, la simulacién de circuitos hibridos de
microondas con el método FDTD convencional no es posible.
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Incorporar un elemento concentrado en el formalismo FDTD implica convertir las
magnitudes circuitales del elemento concentrado —voltajes y corrientes— en magnitudes
electromagnéticas —campos eléctrico y magnético— que a continuacién se incorporan
en la malla FDTD. Este aproximacién, denominada lumped-element FDTD (LE-FDTD)
o a veces el método FDTD hibrido, fue introducida por primera vez, para el caso de
dos dimensiones (2D) en [8], permitiendo la incorporacién de los elementos concentrados
pasivos bésicos (resistencia, condensador, bobina), una fuente de voltaje con resistencia
interna, un diodo no lineal y un modelo no lineal de transistor BJT. El método LE-FDTD
fue extendido al caso tridimensional en [9].

En los ultimos anos, el método LE-FDTD se ha combinado satisfactoriamente con
simuladores circuitales para obtener, de manera simultdnea, los resultados de una simu-
lacién conjunta. Esta técnica combinada, llamada también cosimulacién, se introdujo
por primera vez en [10] como una extensién légica de [8] y [9].

Una revisién completa tanto de las formulaciones como de las aplicaciones del método
FDTD a circuitos hibridos de microondas puede encontrarse en [11].

1.1 Objetivo y contenido de la memoria

El trabajo realizado en esta tesis se enmarca dentro de las contribuciones realizadas por
el Grupo de Electromagnetismo del Departamento de Ingenieria de Comunicaciones de
la Universidad de Cantabria a la mejora del método FDTD. Una lista de los trabajos
realizados por el grupo en el 4mbito del método FDTD puede encontrarse en [12].

El objetivo de esta tesis se centra en la extensién del método FDTD para el estu-
dio de la propagacién electromagnética en circuitos hibridos de microondas que incluyan
circuitos lineales concentrados de una o dos puertas, tendiendo un puente entre los simu-
ladores puramente circuitales y los puramente electromagnéticos. Ademds, se estudian
las propiedades numéricas del método que permite la incorporacién de circuitos de dos
terminales.

Por tltimo, tomando como punto de partida las extensiones FDTD presentadas, se
introducen una serie de aplicaciones practicas que permiten simular mediante FDTD
diferentes estructuras de microondas, persiguiendo tanto el enriquecimiento del método
como el logro de darle ain mds utilidad y contemporaneidad.

Esta memoria tiene la siguiente estructura:

e En el capitulo 2 se revisa el método FDTD en tres dimensiones. Se comienza
con un breve repaso de las ecuaciones de Maxwell y se introducen los métodos
de aproximacién de las ecuaciones diferenciales mediante esquemas en diferencias.
Posteriormente, se presenta el método FDTD propuesto por Yee y se estudia la
estabilidad y la dispersiéon numeérica asociadas al método. Asi mismo, se introducen
los conceptos bésicos relativos a la excitacién de la estructura y a las condiciones de
contorno que debemos aplicar a la misma. Por tltimo, se muestra la metodologia
utilizada para calcular los pardmetros de scattering de la estructura problema a
partir de las respuestas temporales proporcionadas por el método FDTD.

e A continuacién, en el capitulo 3, se revisan dos extensiones del método FDTD con-
vencional que permiten la incorporacién de circuitos concentrados de dos terminales
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en el formalismo FDTD: el método LE (lumped element)-FDTD y el método LN
(lumped network)-FDTD. Se estudian en detalle las formulaciones de ambos méto-
dos, asf como las principales ventajas e inconvenientes de utilizar uno u otro. Por
dltimo, a través de un par de ejemplos de interés practico, se muestran los resulta-
dos obtenidos al aplicar estos métodos al célculo de los pardmetros de scattering de
estructuras hibridas de microondas, incluyendo elementos tanto distribuidos como
concentrados.

e En el capitulo 4, se realiza un estudio detallado de las propiedades numéricas del
método LN-FDTD. En primer lugar se estudia la estabilidad numérica. Para ello,
utilizando el método de von Neuman, se obtiene el polinomio general de estabilidad
del método LN-FDTD y se deducen condiciones de estabilidad analiticas para una
serie de casos particulares. Ademds, en casos seleccionados, los resultados tedricos
obtenidos se validan mediante simulaciones numéricas. En segundo lugar, se estudia
el fenémeno de la dispersién numérica desde dos puntos de vista diferentes: el
de medio efectivo y el circuital. Mediante este estudio, se obtienen una serie de
resultados tedricos que, en algunos casos, son validados a través de simulaciones
FDTD.

e En el capitulo 5 se presenta una extensiéon del método LN-FDTD para la inclusién de
redes lineales de dos puertas en el formalismo FDTD. Dicho método, denominado
TP- (two-port) LN-FDTD, se formula para un caso general, particularizando la
expresion obtenida para un par de casos particulares. Posteriormente, con el objeto
de validar el método, se realizan una serie de simulaciones de estructuras hibridas
de microondas que incluyen tanto elementos activos como pasivos, concentrados
como distribuidos. Los resultados obtenidos se comparan con los proporcionados
por simuladores comerciales y, cuando es posible, con el método LN-FDTD y con
resultados experimentales.

e En el capitulo 6, el método TP-LN-FDTD se utiliza como punto de partida para
la simulacién de distintos tipos de circuitos de microondas. En primer lugar, di-
cho método se combina con técnicas de ajuste racional para la caracterizacion de
dispositivos activos. Esta técnica combinada se valida mediante el cédlculo de los
pardmetros de scattering de un amplificador lineal. En segundo lugar, el método
TP-LN-FDTD se combina con una serie de técnicas utilizadas en el andlisis de cir-
cuitos no lineales para la simulacién de un circuito hibrido que exhibe una divisién
frecuencial por dos. El resultado obtenido se compara con un simulador comercial,
obteniendo un buen acuerdo.

e Por 1ltimo, en el capftulo 7, se enumeran las conclusiones a las que se han llegado
a lo largo del trabajo.
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Capitulo 2

El método FDTD

2.1 Introduccién

Una de las formas mads directas y, al menos en principio, mds sencillas de resolver ecua-
ciones diferenciales es utilizar métodos basados en la aproximacién de los operadores
diferenciales por operadores en diferencias finitas. Estas técnicas permiten sustituir un
problema diferencial por otro equivalente de tipo algebraico. Normalmente, dada una
ecuacion diferencial, su aproximacién mediante diferencias finitas no es unica. La elec-
cién de uno u otro tipo de aproximacién depende de varios factores tales como el grado
de complejidad del problema algebraico resultante y la exactitud de la solucién. Ade-
mads, es necesario tener ciertas precauciones a la hora de resolver el problema, ya que
no cualquier ecuacién diferencial admite su correcta discretizacién mediante cualquier
esquema en diferencias finitas, sino que es necesario asegurar cuestiones tales como la
consistencia, estabilidad y convergencia de la aproximacién. Ademds hay que tener en
cuenta otros aspectos como los errores de truncamiento y redondeo y, por supuesto, el
grado de esfuerzo computacional que conlleva la solucién resultante.

El objetivo de este capitulo es presentar el método de diferencias finitas para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y, en concreto, una serie de técnicas usadas
para la resolucién de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo y reunidas bajo
la denominacién de método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo o método
FDTD.

Comenzaremos el capitulo con un breve repaso de las ecuaciones de Maxwell en forma
diferencial. A continuacién, se introduce el concepto de diferencias finitas y se muestra
la metodologia para aproximar funciones continuas mediante aproximaciones en diferen-
cias. Posteriormente, se introduce el método FDTD tal y como fue propuesto por Yee,
deduciendo las ecuaciones fundamentales del método FDTD convencional. Ademds, a
partir de la formulacién integral de las ecuaciones de Maxwell, se deducen las ecuaciones
que rigen el método FDTD para medios no homogéneos. Una vez presentado el método
FDTD como un esquema diferencias, se tratan aspectos tales como la estabilidad nu-
mérica del algoritmo resultante y una serie de fenémenos asociados a la discretizacion,
haciendo especial énfasis en el de la dispersién numérica. Por tltimo, se introducen un
conjunto de técnicas que, junto a la formulacién introducida por Yee, nos permite simular
y caracterizar estructuras basadas en tecnologfa microstrip mediante FDTD.

9
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2.2 Descripcién del problema diferencial. Las ecuaciones
de Maxwell en el dominio temporal

Los fenémenos electromagnéticos se rige por las ecuaciones de Maxwell. Estas ecuacio-
nes, que tienen su origen en diversos trabajos experimentales, se pueden expresar tanto
en forma integral como diferencial. Esta tltima es la m&s comidnmente utilizada para
problemas en los que intervienen condiciones de contorno. La expresion diferencial de las
ecuaciones de Maxwell para una regién cualquiera del espacio es

- OB
VX FE = —E, (218.)
VxH = %—?+£+J}, (2.1Db)
V-D = p, (2.1c)
V-B = 0. (2.1d)

En estas ecuaciones, E es el campo eléctrico que en el sistema MKS -utilizado a
lo largo del presente trabajo- se mide en voltios por metro, B la induccién magnética,
que se mide en webers por metro cuadrado, D el desplazamiento eléctrico, que viene
dado en culombios por metro cuadrado, H la intensidad de campo magnético que se
mide en amperios por metro, J. y J} las densidades de corriente de conduccién y debida
a las fuentes, respectivamente, que se miden en amperios por metro cuadrado y p, la
densidad volimica de carga eléctrica libre dada en culombios por metro ctibico. Todas las
magnitudes anteriores son funciones de punto, es decir, dependen de las tres coordenadas
espaciales (x,y, z) y del tiempo ¢. Las fuentes del campo electromagnético son la densidad
de corriente J} y la densidad de carga p,,. Las ecuaciones (2.1a) y (2.1b) se conocen como
la ecuacion de Faraday y la ecuacién de Ampeére-Maxwell, respectivamente.

Los campos E y B se consideran magnitudes fundamentales. Los campos 5, H y J.
son magnitudes macroscépicas que dan cuenta de la respuesta del medio a la presencia del
campo electromagnético. Estos dos grupos de magnitudes se relacionan entre si mediante
las relaciones de constitucion,

p-0(EB)., A=-A(EB). J-J(L5). (2.2)

Los paréntesis en la ecuacién anterior indican que las relaciones entre las distintas magni-
tudes no son necesariamente simples y pueden depender de la historia pasada (histéresis),
pueden ser no lineales, etc... Una clasificacién de los distintos tipos de medios en base a
sus relaciones de constitucién puede encontrarse, por ejemplo, en [4].

2.2.1 Ecuaciones de Maxwell en forma integral: Condiciones de con-
torno

El comportamiento del campo electromagnético al atravesar discontinuidades estd gober-
nado por una serie de ecuaciones, conocidas como condiciones de contorno, que se pueden
deducir facilmente a partir de las ecuaciones de Maxwell en forma integral. Aplicando
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el teorema de Stokes [13] a (2.1a) y (2.1b) y el teorema de la divergencia [13] a (2.1c¢) y
(2.1d), obtenemos facilmente las ecuaciones de Maxwell en su forma integral

ﬁ d [[ =
-dl = —a//sB-ds, (2.3a)
[ = Q//ﬁ-dﬂ//ﬁ-dﬂ//@-dg, (2.3b)
ot JJs s s
D.ds = /// P, dv, (2.3c)
v

B-ds = 0, (2.3d)

=

T
o

TO— O IO~ S

donde en las ecuaciones (2.3a) y (2.3b), C representa un contorno cerrado que limita a
una superficie S del espacio, y en las ecuaciones (2.3c) y (2.3d) S denota una superficie
cerrada que engloba a un volumen V', en el cual existe una densidad eléctrica de carga
libre p,,.

A partir de (2.3) es trivial encontrar las condiciones de contorno que verifican los
campos al pasar de un medio 1 a un medio 2 con pardmetros constitutivos distintos.
Siguiendo los pasos descritos en [13] obtenemos las siguientes condiciones de contorno
universales

iix (Ey—FE)) = 0, (2.4a)
iix (Hy—H)) = K, (2.4b)
- (Dy—D1) = p, (24c)
ii-(By—B)) = 0. (2.4d)

En estas ecuaciones, 77 es el vector normal a la superficie de separacién entre los dos me-
dios. La ecuacién (2.4a) establece que las componentes tangenciales del campo eléctrico
se conservan al atravesar la superficie de separacién entre dos medios. La ecuacion (2.4b)
nos dice que la diferencia entre las componentes tangenciales de la intensidad magnéti-
ca es igual a la densidad superficial de corriente libre K, que existe en la superficie de
separacion entre los dos medios. Mientras, (2.4c) establece que la diferencia entre las
componentes normales del vector desplazamiento es igual a la densidad superficial de
carga libre que existe en la superficie de separacién. Por tltimo, (2.4d) pone de mani-
fiesto que las componentes normales de la induccién magnética permanecen constantes
al atravesar la superficie de separacién entre los dos medios.

2.2.2 Ecuaciones de Maxwell para medios homogéneos, lineales, is6tro-
pos y no dispersivos

En las secciones anteriores, hemos revisado las ecuaciones fundamentales que rigen el
electromagnetismo para el caso mas general. Supongamos ahora que tratamos con me-
dios homogéneos, lineales, isétropos, no dispersivos y con pérdidas. Las relaciones de
constitucién, introducidas en (2.2), y expresadas en el dominio del tiempo quedan

— - —

D=¢E, B=uH, J,=0E, (2.5)
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donde ¢ es la permitividad del medio expresada en faradios por metro, p es la permea-
bilidad del medio expresada en henrios por metro y o es la conductividad eléctrica del
medio dada en siemens por metro. Estas tres magnitudes se conocen como los pardme-
tros constitutivos del medio. Para este tipo de medio, los pardmetros constitutivos son
constantes. Combinando (2.5) y (2.1), obtenemos las ecuaciones de Maxwell en forma
diferencial para medios homogéneos, lineales, isétropos, no dispersivos y con pérdidas
eléctricas

_ OH

E = —p— 2.
V x Tt (2.6a)

. OF -
V. E = %, (2.6¢)
V-H = o, (2.6d)

donde hemos conseguido expresar las ecuaciones de Maxwell solamente en funcién de E
¥, H ¥s, ademas sin perder generalidad, se define una densidad de corriente equivalente
J = J. 4 J| + que engloba todas las densidades de corriente existentes, sea cual sea su
origen fisico. Para el caso que nos ocupa, las condiciones de contorno en (2.4) quedan

iix (Ey—E)) = 0,
iix (Hy— H)) = K,
ii-(e2Ey —e1E1) = p,,
n (M2ﬁ2fﬂlﬁl) = 0,

donde €1, p; y €2, ty representan los pardmetros constitutivos en el medio 1 y 2, respec-
tivamente.

Las cuatro ecuaciones de Maxwell dadas en (2.6) son lineales, pero no son indepen-
dientes entre sf. En realidad basta con considerar las ecuaciones del rotacional, ya que
éstas contienen las ecuaciones de la divergencia. Esto se puede ver de forma sencilla sin
més que tomar divergencias en (2.6a) y (2.6b) y tener en cuenta la ecuacién de conti-
nuidad [13]. En definitiva, si imponemos que las condiciones iniciales verifiquen (2.6¢) y
(2.6d) y resolvemos las ecuaciones del rotacional, los campos solucién deben verificar las
ecuaciones de la divergencia en todo instante de tiempo.

2.3 Diferencias finitas: generalidades

Las ecuaciones de Maxwell que acabamos de presentar estdn englobadas dentro de un
tipo de ecuaciones diferenciales, denominadas ecuaciones hiperbdlicas. En este apartado
se exponen los conceptos béasicos concernientes a la teorfa de aproximacién de operado-
res diferenciales (por ejemplo las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones de
Maxwell) mediante diferencias finitas.
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2.3.1 Discretizacién de ecuaciones diferenciales hiperbdlicas mediante
diferencias finitas

De forma general, una ecuacién en derivadas parciales puede expresarse como

oU OU U dU )_O

LU, —, -, 5555,
f<$7yﬂzﬂ Y ’8.1:’ 8y7 78x2’8y27

donde U = U (z,y,z,t) es una funcién multidimensional dependiente de x,y, z,¢ que
representan, respectivamente, las tres direcciones del espacio y el tiempo. La funcién
f, por su parte, dependerd, al menos, de una de las derivadas parciales indicadas. El
orden de la ecuacién diferencial serd aquel que corresponda a la derivada parcial de mayor
orden.

Cuando nos planteamos resolver una ecuacién diferencial, ademds de la propia ecua-
ci6n es necesario considerar unas condiciones iniciales y/o de contorno. Estas condiciones
auxiliares junto con la ecuacién deben constituir un problema bien propuesto, es decir,
es necesario garantizar la existencia y unicidad de la solucién.

Como ya hemos comentado, para la resolucién del problema utilizaremos el método
de diferencias finitas. Este método es una técnica numérica de tipo discreto en la que la
ecuacion diferencial continua original se resuelve de forma aproximada en un conjunto
finito de puntos localizados en el dominio donde se desea encontrar la solucién. Es decir,
pasamos de un problema continuo a otro discreto. Estos puntos se suelen identificar
con los nudos de una red o malla que se utiliza para subdividir la regién del espacio
problema. En la figura 2.1 puede verse un esquema en el que una regién espacio-temporal
es discretizada mediante una malla. A la hora de referirnos a un nudo de la malla se
utilizard un indice segiin cada una de las variables independientes; asi, un punto genérico
en una malla espacio-temporal de tres dimensiones espaciales se denotard por

(xuyaz7t) = (iA$7jAy7kAZ7Atn) = (i7j7 k7n)7

donde los indices i ,j ,k, n, son enteros; Az, Ay, A, son las dimensiones de la celda
espacial unidad y A; es el paso temporal. De manera andloga, cualquier funcién del
espacio y del tiempo se denotard por

Ulz,y,2,t) = U(ildg, jAy, kA, Ayn) = U™ (i, j, k).

En este proceso de discretizacion, los pardmetros de malla Az, Ay, A, y A; juegan un
papel muy importante, ya que a medida que estos pardmetros disminuyen, el dominio
de la solucién discreto tiende al dominio de la solucién continuo, o, en otras palabras, la
solucién del problema algebraico tiende a la solucién del problema diferencial.

La solucién en cada uno de los nudos de la malla se calcula aproximando los operadores
diferenciales de la ecuacion por operadores en diferencias, por ello, en la siguiente seccion,
se muestra la teorfa que permite realizar dicha aproximacién.

2.3.2 Aproximacién de los operadores diferenciales mediante diferen-
cias finitas. Caso de una variable.

El fundamento matematico de los métodos de diferencias finitas es el desarrollo de una
funcién en serie de potencias descubierto por Taylor en 1715. Este desarrollo permite
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I u(t,x)=un(1)

| I ——

Figura 2.1: Discretizacién de la regién espacio-temporal de interés mediante una malla.

predecir el comportamiento global de una funcién con tan sélo conocer el valor de la
funcién y de todas sus derivadas en un punto. El desarrollo en serie de Taylor de una
funcién monoevaluada, finita y continua, U(x), vale

al, dU(x) n (aA;)? d*U(x) - (@A) d"U(x)

1! dzx 2! dx? n! dx™ o (27)

Ul +al;) =U(x) +

Esta expresién evalia la funcién en el punto z + oA, a partir de los valores de la funcién
y sus derivadas en el punto x.

A partir de este desarrollo, se obtienen las expresiones en diferencias finitas que
permiten calcular el valor de una funcién o sus derivadas en un punto:

e Aproximacion de la primera derivada mediante diferencias finitas por la derecha:

Si en (2.7) tomamos o = +1/2 y despejamos el término de la primera derivada

tenemos
dU(x) U@+A0:/2)=U(z) 1A U@ 1 (A dU(x) (2.8)
dr A,/2 2 2 dx? 3\ 2 dx® '
Si ahora agrupamos términos
dU (x) _ U(x+A/2) —U(x) +O(A,),

dx Ag/2

donde O(A?) denota los términos que contienen las potencias de A, de orden n o
superiores. Si suponemos que A, es lo suficientemente pequeiio como para que los
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términos O(A,) se puedan despreciar, se obtiene la expresiéon que permite calcular
la primera derivada de una funcién utilizando diferencias finitas
dU(z) Ul(z+A;/2)—Ulx)
de A, /2

(2.9)

Esta aproximacién de la primera derivada mediante diferencias finitas se conoce
como aproximacién hacia adelante o por la derecha. Ademads, puesto que el primer
término de O(A,) tiene dependencia con A,, diremos que esta aproximacién de la
derivada presenta un error de truncamiento de primer orden.

e Aproximacién de la primera derivada mediante diferencias finitas por la izquierda:

Si en (2.7) tomamos a = —1/2 y volvemos a despejar el término de la primera
derivada
dU(x) U@ -U@=-24:/2)  1AdPU@@) 1 (A\*dU(x) T (210)
de A, /2 21 2 da? 31\ 2 dx? R

o en su forma reducida

dU(xz) Ul(x)—U(x—Az/2)
dr Ag/2 +O0(Az).

Al igual que antes, si despreciamos el término O(A,), obtenemos

dU (zx) - U(x)—-U(z— Aw/Z).

dx A,/2

(2.11)

La ecuacién (2.11) se conoce como aproximacién de la primera derivada hacia atrés
o por la izquierda. Al igual que en el caso anterior, esta aproximacion presenta un
error de truncamiento de primer orden.

e Aproximacion de la primera derivada mediante diferencias finitas centradas:

Si ahora sumamos (2.8) y (2.10) obtenemos

dx3 5!

2

dU(z) U(@+A0./2)—U(w—A0s/2) 1 (ﬁ)Qd?’U(:ﬁ) 1 (AI>4d5U(:ﬁ)_
dz Ay 3!

2 dx®
En forma compacta, la ecuacién anterior se puede poner como

dU(z) Uz +2./2) —U(z — Ay/2)
= A +0(A2). (2.12)

Si nuevamente asumimos que A, es lo suficientemente pequefio, podemos encontrar
la relacién buscada
dU(z) U(x+A;/2) —U(x—Ay/2)

dx A, '

(2.13)

La ecuacién (2.13) se conoce como aproximacioén de la primera derivada mediante
diferencias finitas centradas. Puede apreciarse que se trata de una aproximacion
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U(x)

U(x+A,/2)

™ -
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U(x) R d
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Figura 2.2: Interpretacién gréfica de la derivada y su aproximacién usando diferencias
finitas centradas.

centrada, ya que involucra valores de la funcién tanto a la derecha, U (x + Az/2),
como a la izquierda, U (x — A, /2), del punto en el que se desea calcular la derivada.
Otra diferencia importante respecto a las dos aproximaciones anteriores es que,
debido a la presencia de O(A2) en (2.12), esta aproximacién presenta un error de
truncamiento de segundo orden. Debido a lo anterior, si queremos aproximar la
primera derivada de una funcién mediante diferencias finitas, esta aproximacion
proporciona mejores resultados que las dos anteriores.

Si definimos ahora el operador finito diferencia centrada & como

st~ (a+22) -0 (s-22).

podemos expresar (2.12) de una forma mas compacta y comprensible

dU (z) _ oU(x) +0(A2).

dx JANS
Como se observa en la figura 2.2, esta aproximacién, dU (z)/A,, que geométrica-
mente representa la pendiente de la recta que pasa por los puntos A y B, tenderd
a la solucién exacta a medida que disminuya el valor del incremento de la variable
independiente A, ya que la derivada, dU(x)/dx, se corresponde graficamente con
la pendiente de la recta tangente a la curva.
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e Aproximacién de una funcién en un punto mediante diferencias finitas:

Puede que en un momento determinado nos interese calcular el valor de la funcién
en un punto, el cual no podemos conocer explicitamente. Si restamos (2.8) y (2.10)
obtenemos

2

Ule) U@+2./2) —U(x—A./2) 1 (AN d*U@) 1 (A" d'U(z)
B 2 21\ 2 dz? 4! dat

(2.14)
Definiendo ahora el operador finito promedio centrado @ como

1 Ay Ay
podemos expresar (2.14) de forma compacta como
Ulz) = pU(z) + O(A2).

Al igual que la aproximacién de la derivada mediante diferencias finitas centradas,
esta aproximacién también presenta un error de truncamiento de segundo orden.

Debido a que presentan un error de truncamiento de segundo orden, para desarrollar
el método FDTD convencional, vamos a hacer uso de los operadores finitos diferencia y

promedio centrado
oU(x) = U <x+ A””) -U <x - A””) : (2.15a)

2.3.3 Aproximaciéon de los operadores diferenciales mediante diferen-
cias finitas. Generalizacién a varias variables

pU(z)

La teoria desarrollada para funciones de una variable puede extenderse de forma directa
al caso de funciones de varias variables sin méas que considerar el desarrollo de Taylor
para estas ultimas. En la préactica, interesa obtener aproximaciones para la derivada
parcial respecto de alguna variable manteniendo el resto constante. Esto se puede hacer
aplicando la correspondiente aproximacion en diferencias finitas segin la direccién en la
que se realiza la derivacién. Para distinguir en qué direccién es aplicada la aproximacion,
anadiremos un subindice que lo indique. Por ejemplo, la derivada parcial en la direccién
x de la funcién U(z,y, z,t) se puede aproximar por:

8U(:E,y,z,t)_U($+%@,y,z,t)—U(:E—%l,y,z,t) 0
o = A +0 (A7) ~

5$U (l‘aya th)
Ay

donde 9, es el operador diferencia centrada aplicado a la variable x.



18 El método FDTD

2.4 FEl método FDTD

El método FDTD, introducido por K. S. Yee [2] en la comunidad electromagnética en el
ano 1966, consiste, en esencia, en la sustitucién de las derivadas parciales que aparecen
en las ecuaciones de Maxwell del rotacional por cocientes de diferencias finitas centradas.
Para poder llevar a cabo esta sustitucién de diferenciales por incrementos, se discretiza el
espacio-tiempo mediante una malla discreta. En consecuencia, el problema diferencial se
transforma en un problema en diferencias (algebraico), es decir, en un sistema de ecua-
ciones lineales. El esquema de Yee para la discretizacion de las ecuaciones de Maxwell es
el méds famoso y de uso més frecuente dentro de la gama de métodos FDTD. El célculo
del campo eléctrico (magnético) en un nudo de la malla y en un instante de tiempo, sélo
precisa de los valores del campo magnético (eléctrico) en los nudos adyacentes y en el
instante de tiempo anterior. De esta forma, partiendo de unas condiciones iniciales, el
método permite calcular la evolucién temporal del campo electromagnético en la regién
de interés. Ademsds, a partir de una sola simulacién, este método permite conocer la res-
puesta frecuencial para todo el ancho de banda deseado mediante el andlisis espectral de
la respuesta temporal. Como veremos, es un método condicionalmente estable, centrado
en el espacio y en el tiempo, explicito (no requiere inversién de matrices) y con un error
de truncamiento de segundo orden.

2.4.1 Localizacién de las componentes de los campos en la malla FDTD
segin el esquema de Yee

Al discretizar una regién del dominio espacio-tiempo mediante una malla compuesta por
un nmimero finito de celdas, cualquier componente U del campo electromagnético, que
originalmente era una funcién definida para cualquier valor de las tres coordenadas es-
paciales y de la coordenada temporal, U = U(x,y, z,t), pasa ahora a ser una variable
discreta definida uinicamente para ciertos valores de estas coordenadas, y queda identi-
ficada mediante la utilizacién de unos indices, U (i, j, k,n) o U™(i, j, k), correspondientes
al punto de coordenadas (z = iAx, y = jAy, z = kAz y t = nAt), donde Ay, A,y A,
son los pardmetros espaciales de la celda espacial unidad y A; es el pardmetro temporal.

Segun el esquema de Yee, para una celda espacial genérica (i, j, k), cada una de las
componentes del campo electromagnético se evalia tal y como se muestra en la figura 2.3.
De esta figura, podemos deducir los vectores de posicién de cada una de las componentes

fr, = (Li+3k+1),  Feo=(i+1,4k), (2.16a)

Esta disposicién espacial de las componentes del campo electromagnético facilita el cum-
plimiento de las condiciones de contorno.

Se introduce ademads una discretizacién segiin la coordenada temporal, con un interva-
lo A;. Al igual que las distintas componentes del campo electromagnético se encuentran
intercaladas espacialmente, existe un intervalo entre los instantes de tiempo en los que se
calculan los campos eléctrico y magnético. Asi, el campo eléctrico discreto estd definido
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A‘/
b — > (i+1, j+1, k+1)
Az : ﬁ/,/’/
'f il A
Ex ] Hl/ ! Hz !
x!' """"" Sy LRV
HA s

y

@i, j, k) E

Figura 2.3: Disposicién de las componentes de campo eléctrico y magnético en una celda
espacial unidad del esquema de Yee.

para instantes de tiempo de la forma ¢t = nAt, y el campo magnético para t = (n+ %)At,
donde n es un nimero entero. Por lo tanto, la principal caracteristica del esquema
propuesto por Yee consiste, basicamente, en que los campos E y H se definen en dos
submallas dispuestas de forma intercalada, tal y como se muestra en la figura 2.4.

Este esquema de disposicién espacio-temporal de las componentes del campo electro-
magnético permite la sustitucion de las derivadas parciales presentes en las ecuaciones de
Maxwell por sus correspondientes aproximaciones mediante diferencias finitas centradas
que, como se demostré en su momento, presentan un error de truncamiento de segundo
orden.

2.4.2 Discretizacion de las ecuaciones de Maxwell segiin el esquema de
Yee

Regresamos ahora a las ecuaciones de partida de nuestro problema dadas en (2.6a) y
(2.6b). Dichas expresiones son las ecuaciones de Maxwell del rotacional para medios
lineales, homogéneos, isétropos, no dispersivos y con pérdidas . Estas ecuaciones se
pueden desglosar en sus componentes cartesianas, con lo que obtenemos un sistema de
seis ecuaciones en derivadas parciales

0H, 1r =] OE, 17 . Jz
= = E B Hl 2=
ot ,LL-VX 1z’ ot S_VX lz g’
H r = E I
oy, _ Lo g B _Lig g b gy
ot ol 1y ot el ly ¢
OH, 1 O« £ ’ 6Ez:1_vxﬁ_ 7£‘
ot T 1z ot el lz ¢

Como vemos, tenemos seis ecuaciones continuas en derivadas parciales. Nuestro obje-
tivo seréa resolverlas mediante diferencias finitas, es decir, sustituir las derivadas parciales
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ST/
T
A S A
/ o 1H |
L/I"[Z EZ Ji//Sub-celda H
A 1E D TS
S S 7z
// E E y En Hn+1/2 En+1
L L e z
. — | | |
(@, . k) A, Sub-celda E « ‘ .
At
(@) (b)

Figura 2.4: Distribucién espacial (a) y temporal (b) de las componentes del campo
eléctrico y magnético en el esquema de Yee.

que aparecen por aproximaciones basadas en diferencias finitas centradas. Para ilustrar
el proceso de discretizacién, vamos a obtener las ecuaciones en diferencias que aproximan
a las dos ecuaciones diferenciales

(9;? _ %L {V y E]x’ (2.18a)
66]% _ % [vxd] - J? (2.18b)

De acuerdo al esquema de Yee, la ecuacion (2.18a) se discretiza en el instante temporal
n y en el punto espacial 7, obteniendo

n

[v x E”} (7r,),

T

1 1
— S HM () = ——
At t .’E(er> ,LL

donde, recordemos, d; es el operador finito diferencia centrada definido en (2.15a) y
aplicado al tiempo. Desarrollando dicho operador, se obtiene

n

(T, )- (2.19)

T

n+i n—=% At —
T2 () = Hy 2 (7)) — - [v x E}

Denominaremos a la ecuacién anterior, expresién compacta para H,, debido a que el
término del rotacional no se ha desarrollado. Para obtener la versién expandida de dicha
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n

expresion, no hay mas que desarrollar {V X E] (7m,) de la siguiente manera:
x

_an 8.E"(Fu,)  6,E™(Fy,
—[VXE] (7)) = yA _ 9y A( )
x z y
O EBp(ij+ 5 k+1) = Ey(i,j+ 3, k)
_ A
A, : ‘

donde &, y d, son los operadores diferencia centrada aplicados a y y z, respectivamente.
1

Sustituyendo esta expresién del rotacional en (2.19), llegamos a la ecuacién para Hy Ak

"3, n3; At EgGj+3.k+1)—Ep(i,j+ 5.k
Hy 2 (i, + 3.k + §) = Hy 2(1,J+%,k+%)+7< y(hJ ¥ A> y(0:d +3.k)
E?(i7j+1,k+%)—E?(z’,j,kJr%)) 1)

A, ' :

Si se observa detenidamente (2.21), se puede comprobar cémo H, en un cierto punto de
la malla y en un instante determinado se puede calcular a partir del valor que tenfa en el
instante anterior y de los valores de las componentes del campo eléctrico a su alrededor.

1 1
. n+35 n+3 .
Presentamos ahora las ecuaciones compactas para H, 2 y H, ?, obtenidas de forma

, n+i . . . .
andloga al caso H; 2, es decir, discretizando en el instante temporal n y en los puntos
espaciales 7y, y T'H,

nt+l n—1 _ At -1

Hy' 2 (7)) = Hy ? (7)) — - [v x E]y (7, ), (2.22)
n+l n—l A n

HY 2 () = HY % () — f [V B]" (). (2.23)

Aplicando los operadores diferencia centrada correspondientes, los términos del rotacional
valen ahora

_an 8. EN(Pw,)  0.E(Fm,)
7[V><EL(1~HH) — LT
— 5
A, ’ ‘
e 5 En(FH) 51En(FHZ)
_ VXE (/F’HZ) — Yy —x 2/ Y
v £, A, A
_ EMi+3,0+1L,k) - ER(i+5,5,k)
_ A
7Eg(i+1,j+%,k)—Eg(z’,jJr%,k)‘ (2.25)

Ay
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Sustituyendo estas expresiones del rotacional en (2.22) y (2.23) obtenemos

y (i+35.0.k+3) y i+ 35,0.k+35)+ A
T

EZ (i la 'ak 1) - Ez( l’ -;k
OUAR FLAR VRN ) (AR 5| )>, (2.26)
A,
ntd . , n— At(EMi+ 3,5+ 1,k)—Er(i+1,5,k
Hz+2(2+%7]+%,k):Hz (2+2,j+2,k)-|—— (i+37 ) (i+3,5,k)
Iz A,
n [ . 1 n: - 1

que constituyen las ecuaciones del algoritmo basico FDTD que gobiernan las componentes
del campo magnético Hy y H, respectivamente.

Pasemos ahora a la ecuaciéon de Ampére-Maxwell dada en (2.18b). Dicha ecuacién se
discretiza en el instante temporal n + 1/2 y en el punto espacial 7z, , obteniendo

n+1
L5, Ete "ty e 2 (TE,)
At(St *(TB,) = [V HL ("g,) - : (2.28)

Suponiendo que las corrientes se deben tnicamente a la existencia de pérdidas eléctricas,

podemos aplicar la ley de Ohm

n+

1
T2 (7)) = 0By (P, (2.29)

Para que la componente del campo eléctrico F, se evalie en los instante temporales

1
definidos en el esquema de Yee, a la densidad de corriente J,, 2 (g, ) de la ecuacion (2.28)
se le ha aplicado el operador promedio centrado respecto del tiempo, p,. Desarrollando
el operador diferencia centrada obtenemos

A ntsy A
Bt (Tg,) = BRp) + = [V x| () = St ), (2.30)
nil
donde uthJrQ (7g,) se puede poner como
n+3 n+3g n n
oy () = o B (P,) = 5 [EFT () + B ()] (2:31)

A las ecuacién (2.30) la denominaremos expresién compacta para F,, debido a que
tanto el término del roltacional como el de densidad de corriente no se han desarrollado.

El término [V x H ]Z+§ (¥g, ) viene dado por

ntd 5, (7)) 8.HE (7
[VXHL ("e.) = A, A,
— HZ (Z+2a]+2ak) HZ (Z+27] Qak)
Ay

ntt . . ntd . .
CHy (it g0 k+g) —Hy 2(i+g,0.k—3) (2.32)
A @
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Sustituyendo (2.31) y (2.32) en (2.30) obtenemos la expresién final para E7*!

. . 2¢e — oAt ) .
EMi+i.k) = mEx(Hr%,J,k)
1 1
A H 2+ 3,5+ 38 - H 26+ 15— L k)
2e + oAt Ay

n+i . . n+i . .
CHy (it g k+g) —Hy (it 3,0k —3) (233
A, ' ‘

Las ecuaciones compactas para E;LH y E?TL obtenidas de forma andloga al caso
E™1 es decir, discretizando en el instante temporal n-+1/2 y en los puntos espaciales 7 E,
y T'E,, respectivamente, son

Ay

n - n(= - nt+i
Byl (is,) = By(ip,) + = [V H] % () = Sy 20, (234)

. " A Lin+i . A n+i
EX(.) = B2(p) + =1 [V < H| () = S, U7 (). (2.35)

z

Los términos correspondientes a la densidades de corriente valen

N nt+i O [ mtl/— o

wdy 2 (e, = ou By *(7g,) = 5 [EptH(7g,) + E)(7s,)] , (2.36)
nt+l, ntt (o o

l‘l’tJZ 2 (TEz) = O—I‘l’tEZ 2 (TEZ) - 5 [EZ i (TEZ) + EZ (TEZ)] . (237)

Y los términos asociados al rotacional son

n+3 n+i
> n+% . 6zH:c 2(77}5@) 61Hz 2(77}5@)
[VXHL (7g,) = TN (2.38)
n+% .o 1 1y n+% .. 1 1
— HIE (Za]+27k+2) HIE (Za]+2ak 2)
A,
TL+%‘ 1 . 1 n+% . 1 - 1
7Hz (2+§,]+§,k)_Hz (1_57]+§,k)
A, ’
ntd S HL R () 8, H T ()
ﬁ] 2 (7p) = 2y E) Oye B 2,
|V H| 7 () X ™ (2.39)
— Y (Z+27]7 +2) Y (Z 27]7 +2)
Ay

1
n+2

. +1
HI (Za]+%vk+%)7H: Z(Za]*%ak+%)
Ay
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Sustituyendo (2.36) y (2.38) en (2.34), y (2.37) y (2.39) en (2.35), obtenemos las ecua-
ciones finales:

2¢ — oAt
By = S oA 2.4
(1,5 + 3, k) % T oAl HVEE N (2.40)
nT3 nt+i .
T HyV 3G+ 4k 3) — Hy 30,5+ 3,k = )
2¢e + oAt A,

1 1
H 24+ 4,5+ k) —H 2= 1 i+ 3,k)

A, ’
.. 2 — oAt o
EXf i k+3) = mE?(Z,JJH-%) (2.41)
1 1
L2 Hy i+ 4,5, k+ 1) —Hy 26— 1 jk+1)
2 + oAt A,
1 1

CH (g bk Y - H R - kD)

Ay

Las expresiones algebraicas (2.21), (2.26), (2.27), (2.33), (2.40) y (2.41), obtenidas a
partir de la formulacién diferencial de las ecuaciones de Maxwell, constituyen las ecua-
ciones bésicas del algoritmo FDTD propuesto por Yee. Como vemos, se trata de un
algoritmo explicito, ya que no requiere inversiéon de matrices.

Para el caso sin pérdidas, el esfuerzo computacional de este esquema es, para cada
celda espacial y para cada iteracién temporal, de dos productos y dos sumas por cada
componente de campo electromagnético. Si hay pérdidas eléctricas tenemos un producto
més por cada componente eléctrica.

2.4.3 Tratamiento de medios no homogéneos

En todo el desarrollo realizado hasta el momento, hemos supuesto la existencia de un
medio homogéneo, con valores constantes para la permeabilidad, u, la permitividad, ¢, y
la conductividad, o. Para medios no homogéneos, en los que los pardmetros constitutivos
ya no son constantes, deberemos recurrir a las ecuaciones de Maxwell en forma integral,
introducidas en (2.3). Por ejemplo, partiendo de la ley de Ampére-Maxwell en forma
integral, y suponiendo que cada celda espacial de la malla es homogénea, podemos definir
unos pardametros efectivos € y & asociados a cada nodo eléctrico de la malla FDTD.

Para ilustrar la aplicacién de la formulacién integral a este tipo de problemas, vamos a
mostrar como obtener una expresién para evaluar la componente E, del campo eléctrico.
La ecuaciéon de Ampére-Maxwell en forma integral para la componente E,, discretizada
en el nodo eléctrico 7'z, y en el instante de tiempo n + 1/2, queda

fﬁ”*é(ﬁ%)- = —5t // 5En+2 (TB,) - dsy + py // aE )-dsy, (2.42)
C
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H@i+1/2,j+1/2,k)
AX i A
5 £, j,k)
5 A, -
____]__,.j____, E (i, ji-1/2,k)
AN, S 4 H, (i, jl#1/2,k-1/2 y
SRR | (0] ) | HGjHRlk+1/2)
A == 7
e(i-1, j,k—1) x
z
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Figura 2.5: (a) Dominio de integracién para E,; (b) Detalle de las componentes que
intervienen.

donde hemos supuesto nuevamente un medio lineal, isétropo, no dispersivo y con pérdidas
eléctricas. La integral de linea se realiza a lo largo del contorno cerrado C definido en la
figura 2.5 y que encierra la superficie S.

Como los pardmetros constitutivos € y ¢ no son constantes dentro de la superficie
de integracién S, no pueden salir fuera de la integral. Sin embargo, vamos a considerar
que la componente del campo eléctrico es constante en toda la superficie encerrada por
el contorno de integracién, con lo que puede salir de la integral. Vamos a desarrollar las
tres integrales de (2.42) por separado. Para la primera obtenemos:

%Hw%(m).dz = H (54 5k A~ HI i+ 4,5, kA, —

n+i
—-H, 2

1

(15 + 3k = DA+ H 2 - 4,5+ L, kA,
donde hemos supuesto el campo magnético constante en cada uno de los segmentos del
contorno de integraciéon C. Obtenemos ahora las integrales del segundo miembro de la
ley de Ampére. Como los pardmetros constitutivos € y ¢ no son constantes dentro de
la superficie de integracién .S, no pueden salir fuera de la integral. Sin embargo, vamos
a considerar que la componente del campo eléctrico es constante en toda la superficie
encerrada por el contorno de integracién, con lo que puede salir de la integral. Con estas
premisas, obtenemos

n+2 TL+ A:c z . .
—5t//€E *(rg,) - dsy = Adt 2(Ey>><77[€(1—1,j,]€—1)
( _17J7k) E(Zujuk)+8(27]7k_1>]7
Nt// UEy 7’Ey -dsy = HtEy+2(7’Ey> X77[0(2—1717k—1>
+O’(Z*1,j,k’)+0’(2,],k’)+O'(Z,j,/{?*l)]
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Sustituyendo ahora los resultados obtenidos para las tres integrales en (2.42) y des-
arrollando el operador finito d;, obtenemos

28,(7g,) — 0,(Tg, ) At
Evn+1 — _ Yy y Yy Y En = 9 43
Y (TEy) 2§y(FEy)+a-y(FEy)At y(TEy) ( )
n+3 n+i, .
n 201 H g+ 3 k43— B2+ 3,k )
25,(7m,) + 59 (75, ) A,

1 1
H 24+ 4+ L k) —H 26— L i+ 1K)
Ay ’

donde hemos definido los pardmetros

Ey(FEy) = [8(2 - 17jak - 1) +€(Z - 17j7 k) +8(i7j7 k) +8(i7j7k - 1)]

[0—(2 - 17j7k - 1) +O—(2 - 17j7 k) +U(i7ja k) +U(i7j7k - 1)]

N N

que son el promedio de los valores de € y o correspondientes a cada una de las celdas
eléctricas que rodean al nodo eléctrico 7'g, . Estos pardmetros representan el valor efectivo
que toman la permitividad y la conductividad en el nodo 7g, donde se estd calculando
el campo eléctrico.

La ecuacion (2.43) juega el papel de (2.40) para medios no homogéneos. Este des-
arrollo es andlogo para las otras dos componentes de campo eléctrico.

Debido a que la formulacién completa para medios no homogéneos se encontraba ya
implementada en el simulador FDTD, y al no ser objetivo especifico de este trabajo, se ha
obviado su desarrollo completo. No obstante, su formulacién completa puede encontrarse
en la bibliografia [14].

2.4.4 El algoritmo FDTD

Tal y como hemos visto hasta ahora, el método FDTD da lugar a un algoritmo de
tipo iterativo o evolutivo. Si conocemos los campos en un instante de tiempo dado,
podremos calcular su valor en instantes de tiempo posteriores mediante las ecuaciones
convencionales del método FDTD obtenidas en este capitulo. Este algoritmo, que se
muestra de forma esquemadtica en la figura 2.6, se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Planteamiento del problema. Definicién de la estructura. Inicializacién de variables.

2. Una vez definida la estructura, cdlculo del tamaitio de las celdas (A, Ay, A;) y del
incremento de tiempo, A;. Preprocesado de datos.

3. Excitacion de la estructura.

4. Comienza el bucle temporal con el algoritmo iterativo. Este algoritmo consta, para
cada instante de tiempo y para todos los puntos de la malla, de los siguientes pasos:
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Inicializacion

Establecer A,A ,A_A,

Excitacion

n<= n+l . Nucleo iterativo
| M 1 del algoritmo :

Post-procesado

Figura 2.6: Diagrama de bloques del algoritmo FDTD

e Célculo de H™3 en funcién de H”_%, y los cuatro E™ correspondientes,
utilizando (2.21), (2.26) y (2.27).

e Cilculo de E™! en funcién de E™, y los cuatro H nt3 correspondientes, me-
diante (2.33), (2.40) y (2.41).

5. Una vez terminado el nticleo iterativo, se realiza el post-procesado de los datos para
obtener la informacién deseada. Por ejemplo, los pardmetros de Scattering.

Desde el punto de vista de la implementacion del algoritmo en un ordenador, conviene
almacenar los campos en arrays, por lo que serd necesario redefinir los indices para que
sean todos enteros. Haciendo los cambios, n + % = n+1,n— % = n, k— % = k—1,
k—i—% :>k,j—%=>j—1,j+%:>j,i—%:>i—1ei+%=>i, tenemos las
ecuaciones que aplicaremos directamente en el ordenador. Por ejemplo, la ecuacién 2.33
quedaria

2 — oAt oAt H(i,j,k) — H*(i,j —1,k)
En+1. D K) = ER(i ik z\+t Js z\ ) )
T (17.]’ ) 2 + oAt z(lv.]a )+28+O'At Ay
H;(iajak)iH;;(iajakil)
— AZ .

Hasta ahora, hemos desarrollado el punto 4 del esquema anterior. En lo que sigue,
discutiremos aspectos tales como el criterio adecuado para la eleccién del tamano de
las celdas y del incremento temporal, Ay, la excitacién de la estructura, asi como las
condiciones de contorno.
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2.5 Caracteristicas generales del método FDTD como es-
quema en diferencias

Los criterios de consistencia, convergencia y estabilidad, conceptos que surgen con ca-
rdcter general al aproximar ecuaciones diferenciales mediante ecuaciones en diferencias
finitas, indican las condiciones bajo las cuales la solucién de las ecuaciones en diferencias
finitas constituye una buena aproximacién de la solucién de las ecuaciones diferenciales.
Por ello, en esta seccién, trataremos de aplicar estos conceptos al caso que nos ocupa del
método FDTD.

Como hemos visto, el método FDTD es esencialmente un proceso de aproximacién
en el cual se sustituye un problema electromagnético continuo por uno discreto. Para
utilizar el método FDTD correctamente es necesario conocer los fenémenos y limitaciones
introducidos por la aproximacién. Quizés el fenémeno méds importante de todos sea el
de la dispersién numérica, efecto que se analiza detalladamente al final de la seccidn.

2.5.1 Exactitud y consistencia

El concepto de consistencia surge de comparar la ecuacién diferencial con la aproximacién
en diferencias, no sus soluciones. Normalmente, el grado de exactitud de la aproximacién
suele expresarse en términos del llamado error local de truncamiento. Este error da una
medida de en que grado, para un punto determinado de la malla de discretizacién, las
soluciones de la ecuacién diferencial satisfacen la ecuacién en diferencias. Por ejemplo,
la expresién que aproxima la primera derivada mediante diferencias finitas centradas,
ecuacion (2.12), presenta un error de truncamiento de segundo orden dado por

A_:% d3U (x) B A_ﬁ d°U(x)

2y _
0(A;) = 3! dx 5! dx®

— (2.44)
Esta ecuacién da idea de en que grado la solucién de la ecuacién diferencial satisface la
ecuacion en diferencias a medida que la malla es refinada.

Se dice que un esquema es consistente cuando el error local de truncamiento tiende
a cero a medida que A, tiende a cero. Se puede observar que esta caracteristica se
cumple en (2.44). Esto garantiza que la ecuacién en diferencias aproxima a la ecuacién
diferencial deseada y no a otra distinta, es decir, la ecuacién en diferencias es consistente
con la ecuacién diferencial.

Puesto que, para la obtencién de las ecuaciones fundamentales del método FDTD, tan
solo se ha hecho uso de los operadores diferencia centrada y promedio centrado, ambos
con un error de truncamiento de segundo orden y consistentes, se dice que la formulacién
del método FDTD convencional es consistente y presenta un error de segundo orden.

2.5.2 Convergencia

La convergencia de un esquema en diferencias finitas es el concepto fundamental, ya que
compara la solucién exacta de la ecuacién diferencial con la solucién de la ecuacién en
diferencias. La convergencia indica hasta qué punto se pareceria la solucién obtenida de
las ecuaciones en diferencias, suponiendo que ésta se pudiera obtener exactamente, a la
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solucién de la ecuacién diferencial. Se dice que un esquema de discretizaciéon es conver-
gente cuando, para un punto fijo de la malla, la solucién de la ecuacién en diferencias

U(ty,x;), tiende a la solucién de la ecuacién diferencial, U(t,, z;), a medida que A, y Ay
tiendan a cero, esto es

Am}lgiﬁo Ul(ty, z;) — Ultn, zi)| — 0.

La diferencia

e(tn, x;) = Ultn, ;) — Ultn, z;)
se denomina error de discretizacién. La magnitud de este error para cualquier punto de
la malla de discretizaciéon depende de los pardmetros A, v A; y del grado de aproxima-
cién que se tome al sustituir los operadores diferenciales por operadores en diferencia. El
error de discretizacién disminuye al disminuir los pardmetros A, y A, aunque normal-
mente a condicién de que dichos pardmetros guarden una cierta relaciéon (no disminuyan
independientemente).

En general, el andlisis directo de la convergencia de un esquema es una tarea bastante
complicada debido a que la expresién del error de discretizacién viene usualmente dado
en funcién de derivadas para las cuales no es posible calcular una cota. Sin embargo,
la convergencia de esquemas para la aproximacién de ecuaciones diferenciales hiperbéli-
cas puede hacerse en términos de su consistencia y estabilidad a través del teorema de
equivalencia de Lax-Richtmyer [15]. Este teorema establece que para un problema lineal
de valor inicial y una aproximacién en diferencias también lineal que satisfaga la con-
dicién de consistencia, la condicién necesaria y suficiente para que la aproximacién sea
convergente es que sea estable. Por ello, una vez comprobado que el método FDTD es
un método consistente, concentraremos nuestra atencién en el concepto de estabilidad.

2.5.3 Estabilidad

El concepto de estabilidad numérica tiene que ver con la resolucién numérica de la ecua-
cién en diferencias y no con la ecuacién diferencial de la que ésta proviene. El andlisis
de estabilidad determina el crecimiento o decrecimiento de los errores numéricos que se
cometen al resolver la ecuacién en diferencias. Aunque una ecuacion en diferencias tenga,
tedricamente, solucién exacta, en la resolucién préctica se comenten errores de redondeo.
Si los errores se atentian a medida que se realizan los cdlculos, el esquema es estable; sin
embargo, si no permanecen acotados, el esquema es inestable.

El objetivo de un anilisis de estabilidad en un problema de diferencias finitas se
basa en encontrar las condiciones que los intervalos de discretizaciéon deben satisfacer
para que el esquema sea estable. Cuando no hay restricciones para estos valores decimos
que el esquema es incondicionalmente estable. Si por el contrario, los pardmetros de
discretizacién de la malla (A¢, Ay, Ay A,) deben satisfacer alguna condicién, el esquema
se denomina condicionalmente estable. Si los errores no permanecen acotados en ningin
caso, el esquema es inestable y, por lo tanto, inservible desde un punto de vista practico.

Por lo tanto, el problema de la estabilidad de un esquema en diferencias finitas puede
establecerse como la bisqueda de aquellas condiciones bajo las cuales la diferencia entre
la solucién tedrica y la solucién numérica de la ecuacién en diferencias permanece acotada
cuando el nimero de iteraciones temporales, IV, tiende a infinito.
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Meétodo de Von Neumann

Existen varios métodos a la hora de realizar el anédlisis de estabilidad de una ecuacién
en diferencias. El criterio empleado aqui examina la estabilidad usando el método de
las series de Fourier (también conocido como método de von Neumann). Este método
introduce algunos valores iniciales, los representa mediante series de Fourier y estudia el
crecimiento o decrecimiento de cada componente a medida que el tiempo avanza.

Von Neumann nos establece la condicion necesaria y suficiente de estabilidad, siempre
y cuando se cumplan ciertas condiciones:

1. El problema inicial debe ser una ecuacién diferencial parcial.

2. El dominio del problema debe ser infinito (no se consideran las condiciones de
contorno).

3. Los intervalos de discretizacion deben ser constantes en toda la malla.

4. Los coeficientes de la ecuacion diferencial parcial deben ser constantes.

Incluso aunque la aproximacién del problema diferencial parcial no satisfaga todas
estas condiciones, el criterio puede aportar una condicién necesaria para las caracteristicas
de estabilidad del problema. En la préctica, el método nos da unos resultados muy ttiles
incluso cuando su aplicacién no estd completamente justificada.

Los valores U™(i, j, k) del campo en un punto de la malla x = iA,,y = jA,, z = kA,
en el instante ¢ = n/\; se pueden escribir como una serie de Fourier de la siguiente manera:

Ui, j,k) = Y UgpZie 3(bapifathyyiytheykas),
p

donde j = /—1, el rango de p corresponde a los puntos de la malla y representa el
p— ésimo armoénico del desarrollo de Fourier; I%w, lzy y k, son los nimeros de onda y la
cantidad Z, representa la variacién temporal.

Sélo es necesario considerar uno de los términos debido a la linealidad de la ecuacién
en diferencias parcial:

U™ (i, 5, k) = UpZre 3(keibathyidy+hekAs)

Si no anadimos ninguna fuente al problema diferencial, la solucién en ¢ = 0 coincide
con el error introducido. Si no queremos que el error crezca a medida que aumenta el
tiempo deberd cumplirse la condicién:

1zl <1

A esta expresion se la conoce como Criterio de Estabilidad de von Neumann. La cantidad
Z se conoce por factor de crecimiento, ya que representa la amplificacién del campo en
una iteracién temporal

Ui, j, k) = ZU™(i, j, k).
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Condicién de estabilidad para el algoritmo FDTD en medios sin pérdidas

Haremos el estudio para el caso en el que en el dominio del problema no aparecen dis-
continuidades de ningin tipo y, ademads, no existen pérdidas eléctricas.

Si sustituimos en las ecuaciones (2.21), (2.26), (2.27), (2.33), (2.40) y (2.41) un tér-
mino de las series de Fourier de la solucién

En(iyj k) = Eozre i(keitathyjdythkaz)
H"(i,j,k) = Hyzre 3 (keilothyjAy+hekls:)

después de una serie de manipulaciones matematicas obtenemos las siguientes expresio-
nes:

1 1 %A, [E : Eo. . (k]
<Z2 - Z‘2> Hop = Jﬂ F AL sin (Be) - A”y sin ()], (2.450)
1 1 %A [Eos . /7 Fow . /iA\]
<22 - Z—2> Hoy = Jﬂ A sin (Bepe) - A sin (B8<)],  (245b)
11 %A [Eow . (i Boy . (ia]
<Zz s 2) Ho, = Ju t Aoy sin (L) — A sin (58<)|.  (2450)
11 “2iA [Hoo . /i H C A
<Z2 —Z2> Ep, = —— Aoy sin (B2 ) - A sin (B8)].  (2460)
1 1 —2jA; [How . /% Hy, . /i 1
<Z2 -7 2> Eoy = - L A, sin (k 2A ) A, sin (%Am) ,  (2.46b)
1 1 —2jA+ [Hoy . (i A Hox . (k0]
72 -7 2>E0Z = ysm( z ’C)— sm( Y y) . (2.46¢)
< e A 2 Ay >/

Estas ecuaciones constituyen un sistema lineal homogéneo, en el que las incégnitas
son las variables Fy,, ..., Hy,. Para que el sistema tenga una solucién distinta de la trivial,
ha de anularse el determinante de la matriz de los coeficientes, lo que se traduce en la
condicién:

Z? —2RZ +1=0, (2.47)

donde R es un coeficiente real dado por:

0 Ll G N e L )
SRR VN T

l
t

>
>

| N
| N

La solucién de la ecuacién (2.47) es:

Z=R+VR2—1,

en la que se puede observar que si |R| > 1, una de las dos soluciones presenta un |Z| > 1
y, entonces, el sistema es inestable. Por el contrario, si |R| < 1, Z es un nimero complejo

cuyo médulo vale:
1Z] = (R +iv/1- R?( ~1,
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y el problema es estable. Con esto, la condicién se puede reescribir como:
—-1<R<1,

donde se puede comprobar ficilmente que la primera condicién R < 1 ocurre siempre, por
lo que no establece realmente ninguna restriccién. Sin embargo, la segunda condicién,
—1 < R, requiere que se verifique:

A2 sin? (Eﬂ%&) sin? (E”Qﬂ) sin? (%)
=t <1

N VNS RV R T ER

)

para todos los valores de l%z, lzy y k..
El peor caso se produce cuando los senos valen la unidad, y, simultdneamente, el
producto pe es minimo. En este caso podemos escribir la condicién de estabilidad como:

At = - - = cons<l, (2.48)
c A_3+A_§+A_§
esto es,
1 1 1
=cAt,|-—-+-—5+-—5 <1 2.49

donde ¢ representa el valor maximo de la velocidad de fase en el dominio de interés, y el
pardmetro s asi definido, que se conoce como el factor de estabilidad, ha de ser menor o
igual que la unidad para garantizar la estabilidad del esquema.

Para un caso con pérdidas, puede demostrarse que la expresién (2.48) sigue siendo
una condicién de estabilidad vélida.

2.5.4 Efectos asociados a la aproximacién: dispersién numérica

Como hemos visto, la principal aproximacion que se lleva a cabo en el método FDTD es
la discretizacién, consistente en la sustitucién de los campos eléctrico y magnético, que en
la formulacién diferencial de las ecuaciones de Maxwell son funciones de las coordenadas
x, Yy, z y t como variables continuas, por funciones definidas sélo para valores discretos
de estas variables. Este proceso de discretizacion da lugar al fenémeno de dispersion
numeérica.

Sea U(zx,y, z,t) una perturbacién que se propaga por el espacio libre, solucién de la
ecuacién de ondas

AU , (d?U  d?U  d*U
— = . 2.50
a2 <d:£2 TaE T dz2) (2:50)
Esta ecuaciéon admite como soluciones ondas planas de la forma
U(z,y,z,t) = Upe? Withorthyyth.2) (2.51)

Sustituyendo (2.51) en (2.50) se obtiene la relacion de dispersion, que impone una
restriccién sobre los valores de w, kg, ky y k. que deben tener las soluciones a la ecuacién

de ondas )

‘C"—z = K2+ K2+ k2 =K% (2.52)
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Esta es la ecuacién de dispersién exacta para el problema original (continuo). En el
espacio tridimensional de coordenadas k., ky y k., las soluciones a la ecuacién de ondas
son esferas de radio w/c. Ademds, (2.52) establece una relacién lineal entre la frecuencia
angular w y el nimero de onda k, lo que da lugar a una velocidad de fase constante

De esta expresion se concluye que el vacio es un medio no dispersivo, ya que la velocidad
de fase no depende de la frecuencia angular.

La dispersiéon numérica en el problema en diferencias se puede obtener, facilmente,
sin mds que sustituir Z = e/t en (2.47):

~ 7 2 7.
2 s (WAL 2 3 (ke Ag 2 5 o Fuly - in(kAz 2
c \(#3Y) (Kefe) ) (%)

donde k; corresponde al niimero de onda numérico. Como es de esperar, cuando A,, Ay,
A, e A; se aproximen a cero, k; se aproximara al valor real del nimero de onda fisico k;,

y teniendo en cuenta que
. sinx
lim =1,
T

z—0

la ecuacién de dispersién numérica tiende a la ecuacién de dispersiéon exacta. Como,
en este caso, la ecuacién de dispersién numérica (2.53) establece una relacién no lineal
entre la frecuencia angular y el nimero de onda, podemos afirmar que el medio numérico
resultante es dispersivo, es decir, la velocidad de fase en la malla FDTD difiere del valor
tedrico y es distinta para cada una de las frecuencias contenidas en la senal simulada.

Para comprender mejor en qué consiste este fenémeno, vamos a considerar a conti-
nuacién una serie de ejemplos que nos permitirdn visualizar estas propiedades del método
FDTD inherentes al proceso de discretizacién. Para ello, si tomamos coordenadas esféri-
cas

ky = kcospsinb,
l;y = Fksingsiné,
k, = kcos 0,

la relacién de dispersién numérica queda

sin?(£D0)  gin?(Reos@sinfAey 2 keingsin®Ayy 2 EeostAs

N A2 A2 A2

(2.54)

En el primer ejemplo que vamos a considerar, supongamos que simulamos mediante
FDTD la propagacién de una sefial monocromaética de frecuencia f = 10 GHz, y que
variamos la resolucién espacial de nuestro mallado, es decir, el nimero de celdas por
longitud de onda Ny = A/A, donde hemos supuesto que A, = A, = A, = A. Una vez
definidos los parametros del mallado espacial para cada caso, establecemos un intervalo
de tiempo A; acorde al criterio de estabilidad definido en (2.48); en este caso se ha elegido
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Figura 2.7: Error relativo del nimero de onda numérico respecto al exacto, (ko — k) /ko,
para una onda de frecuencia f = 10 GHz, en funcién del dngulo ¢ y para tres valores
distintos de N)y. El factor de estabilidad vale s = 0.99. (6 = 90°).

s =0.99. Resolviendo numéricamente la ecuacién (2.54), obtenemos el valor del nimero
de onda numérico k en funcién de los sngulos @ y ¢ y de Ny. En la figura 2.7 se ha
representado el error relativo del nimero de onda numérico respecto al exacto en funcién
del dngulo ¢ (se ha fijado # = 90° luego estamos en un problema bidimensional en el
plano = — y) y para tres valores distintos de Ny,. En la figura se observa cémo el error
de dispersion es tanto mayor cuanto menor es el valor de Ny, es decir, cuanto mayor es
el tamano de las celdas. El error se reduce cuando el tamano de celda tiende a cero, es
decir, cuando la resolucién espacial Ny aumenta.

En el segundo ejemplo que muestra el fenémeno de dispersién numérica consideramos
nuevamente una sefial monocromatica de f = 10 GHz. En este caso, fijamos la resolucién
espacial de nuestro a mallado a Ny = 20, y mostramos cémo varfa el error relativo del
nimero de onda numérico para distintos valores del factor de estabilidad s. En la figura
2.8 se observa cémo, al reducir el valor de dicho pardmetro, la dispersién numérica del
método FDTD aumenta.

Una de las principales consecuencias de la dispersién numeérica en el método FDTD
es la distorsién de los pulsos. La dispersién numérica hace que cada frecuencia del
pulso se propague a una velocidad ligeramente distinta, por lo tanto, si consideramos un
pulso finito las componentes de alta frecuencia se propagardn m&s lentamente que las
componentes de baja frecuencia produciendo una distorsién de la forma del pulso.

Otro efecto importante debido a la discretizacion, e intimamente ligado al de disper-
sién numérica, es el fenémeno de anisotropia numeérica. Si definimos la velocidad de fase
numérica como

S
I
| €
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Figura 2.8: Error relativo del nimero de onda numérico respecto al exacto, (ko — k) /ko,
para una onda de frecuencia f = 10 GHz, en funcién del dngulo ¢ y para tres valores
distintos del factor de estabilidad s. La resolucién espacial vale Ny = 20.(6 = 90°).

0.01\.,.,;._.. .....

0.005+- "

001 " 001

Figura 2.9: Representacién del error relativo (ko — INc) /ko en funcién de la direccién de
propagacién para f =7.5 GHz, A, = Ay = A, =)\/10y s = 0.99.
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y atendiendo a los resultados obtenidos en las figuras 2.7 y 2.8, se observa que la velocidad
de fase numeérica con la que se propaga la sefial dentro de la malla FDTD dependerd de la
direccién de propagacion. Por lo tanto, podemos decir que el esquema FDTD introduce
una anisotropia numeérica artificial.

Por tltimo, para ilustrar la dependencia del nimero de onda numérico con la direccién
de propagacion, y por tanto, de la velocidad de fase, para un caso tridimensional, en la
figura 2.9 se ha representado el error relativo (ko — k) /ko en funcién de la direccién de
propagacién de la senal a f = 7.5 GHz para una malla cuadrada de A, = A, = A, =
Ac/10, y estableciendo el factor de estabilidad en s = 0.99. En la figura se observa cémo
el error relativo del nimero de onda es maximo en la direccién de los ejes cartesianos.

En resumen, podemos decir que para conseguir un error de dispersién y una aniso-
tropfa lo mds pequenos posible deberfamos definir unos pardmetros del mallado A,, A,
v A, los més pequenios posible, de forma que la ecuacién de dispersién numérica se apro-
xime lo més posible a la ecuacién de dispersion exacta. Pero al definir dichos pardmetros
con un valor pequeno, corremos el riesgo de necesitar un nimero de celdas demasiado
grande para poder definir la estructura del problema correctamente, lo cual llevaria a
unos tiempos de cédlculo excesivos y unos requerimientos de CPU demasiado grandes.
Por eso, en la préctica, a la hora de elegir los pardmetros de la malla, debemos mantener
un compromiso entre un error de dispersién y anisotropia lo mas pequenios posible y el
uso de una malla no demasiado densa. Lo normal es usar una discretizacién estdndar de
10 o 20 muestras espaciales por longitud de onda.

2.6 Caracterizacion de estructuras maicrostrip en FDTD

Hasta ahora hemos sentado las bases del método FDTD, que en esencia es una forma
de pasar de un sistema de ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del
campo electromagnético —las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo— a un
sistema explicito de ecuaciones algebraicas que permiten calcular de forma aproximada
la evolucién temporal de dicho campo. Ademds, se han analizado las consecuencias que
dicha aproximacién tiene en el esquema en diferencias resultante.

Puesto que en los capitulos siguientes, las estructuras hibridas estudiadas son es-
tructuras microstrip, el objetivo de esta seccién es proporcionar el conjunto de técnicas
y herramientas necesario para simular y caracterizar estructuras basadas en tecnologia
microstrip mediante FDTD. Un esquema de la estructura base que se va a utilizar a lo
largo de este trabajo se muestra en la figura 2.10. Se trata de dos lineas microstrip con
un gap en medio, montadas sobre un sustrato de permitividad €,. La estructura presenta
una puerta de entrada y otra de salida y estd rodeada por una caja eléctrica conduc-
tora perfecta (cuyas siglas en inglés son PEC). Una vez realizada la simulacién FDTD
de la estructura se pretende calcular, en la etapa de post-procesado, los pardmetros de
scattering.

En primer lugar, discutiremos la forma de excitar convenientemente la estructura.
Posteriormente, introduciremos el concepto de condicion de contorno absorbente como
una herramienta necesaria cuando la estructura microstrip presenta puertos de entrada
y salida. Una vez que se ha introducido la excitacién y que se aplican condiciones de
contorno absorbentes adecuadas, el método FDTD se encarga de proporcionar, para cada
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Figura 2.10: Estructura microstrip utilizada como ejemplo. (a) Vista cenital; (b) Vista
transversal.

instante de tiempo, el valor del campo electromagnético en cada uno de los puntos del
dominio de computo. Los resultados que se obtienen directamente de la aplicaciéon del
método FDTD muestran la respuesta temporal del circuito. Sin embargo, en muchas
aplicaciones, se necesita el conocimiento de los pardmetros frecuenciales de la estructura,
en particular los pardmetros de scattering. En la tltima parte de la seccién se abordara
el proceso de obtencién de estos pardametros frecuenciales a partir de los datos temporales
proporcionados por FDTD.

2.6.1 Excitacién

Como ya se ha visto en secciones anteriores, la formulacién de Yee proporciona un sistema
explicito de ecuaciones algebraicas que permite calcular el campo electromagnético en un
punto del interior de la estructura en cada instante de tiempo a partir de valores del campo
en instantes anteriores. Obviamente, si no se introdujese una excitacién al problema, el
campo calculado en cada iteracién seria idénticamente nulo.

Eleccién de la excitacion

La eleccién de una excitacién adecuada estd fuertemente condicionada por el tipo de
problema que se pretende resolver. En nuestro caso, la forma éptima de excitar la
estructura de la figura 2.10 es introducir una senal temporal — la cual tendré asociada un
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cierto espectro frecuencial— por una de las puertas de entrada del circuito y simular su
propagacioén por la estructura. Ademds, en este tipo de simulaciones donde se pretende
caracterizar una estructura mediante sus pardmetros de scattering, es necesario que la
excitacion tenga componentes frecuenciales en todo el rango de interés.

Para facilitar el cumplimiento de estas condiciones en lineas microstrip, lo més habi-
tual es utilizar excitaciones de la forma:

F (.I',y, Z, t) - f(fl?,y, Z)h(t)

donde la excitacién total se puede factorizar en dos productos independientes: uno es-
pacial f(x,y,z) y otro temporal h(t). A continuacién pasaremos a analizar cada uno de
estos factores por separado.

Factor de excitacién temporal h(t)

La variacién temporal de la excitacién es la que fija las componentes frecuenciales que
se introducen en la estructura. Puesto que las lineas microstrip no presentan frecuencias
de corte, y el estudio que se pretende realizar es de banda ancha, deberemos poder elegir
una senal cuyo espectro se extienda desde continua hasta un cierto valor f;. Ademaés,
otro factor que debemos de tener en cuenta, y que se comprueba empiricamente, es que
la funcién elegida debe ser igual a 0 en t = 0 y ademds debe crecer lentamente. Asi mis-
mo, parece claro que la excitacion ideal seria aquella cuyo espectro frecuencial cubriera
completa y tnicamente el rango de interés. El espectro de la excitacién deberia tener
un valor constante no nulo en el rango frecuencial de interés y deberia ser idénticamente
cero fuera de éste. Desafortunadamente, en la préctica no se puede conseguir esta exci-
tacién en una simulacién mediante FDTD, ya que al extenderse de forma ilimitada en el
tiempo se deberia prolongar la simulacién durante un nimero infinito de pasos, lo cual es
claramente imposible. En realidad, cualquier funcién que utilicemos deberd ser truncada
en el tiempo, lo que implica un espectro infinito!. La idea serd utilizar como excitacién
senales temporales que decrezcan lo suficientemente rdpido como para que den lugar a un
espectro de amplitud muy pequena fuera del rango de interés, ain cuando se introduzcan
durante un nimero finito de pasos.

En nuestros ejemplos, la excitacién que vamos a utilizar ya que cumple todos los
requerimientos anteriores es una gausiana.

Gausiana FEsta funcién tiene ciertas caracteristicas muy interesantes para nuestros
prop6sitos. En primer lugar podemos hacer que tenga valor pricticamente nulo en el
origen, ademds crece lentamente y, por otra parte, su espectro concentra la mayor parte
de la potencia en una banda que podemos fijar. La expresién de la gausiana en el tiempo
continuo es

h(t) = —=e @ (t=t0)?,

N

!Un truncamiento en el tiempo equivale a multiplicar la sefial por una ventana rectangular, lo que se
traduce en una convolucién de su espectro por una funcién sinc (de espectro infinito). Esto hace que al
tener mds frecuencias, se exciten otros modos indeseados.
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En forma discreta, la expresién de la gausiana resulta:

El=h"= @ la(n—no)Al?

)
N3
donde hemos tomado ty = ngA;. Ademds, su transformada de Fourier es otra gausiana
y vale:
. 2
|H(6Jw)‘ — o~ (*f/)”
El tnico inconveniente que presenta esta excitacidon es que, si bien siempre podremos
elegir una banda de frecuencias determinada, ésta estard siempre centrada en el origen.

Gausiana modulada en frecuencia En los casos concretos en los que no queramos
excitar siempre el comportamiento en continua del dispositivo, o bien en aquellos casos en
los que la banda frecuencial de anilisis se haga excesivamente grande, se puede utilizar
como excitacién una senal gausiana modulada a la frecuencia central de la banda de
interés y desplazada en cuanto al origen de tiempos (para que la excitacién se introduzca
suavemente en la estructura):

« 2 2
h t) = —x (t—to)
(1) == ,
y discretizando, tenemos
Ey =h" = h(nl) = %6_[0‘("_"0)At}2 sin(27 fonAy).

Podemos observar el resultado gréficamente en la figura 2.11. Su espectro vale
[H(e)| = e ™/*5(f — fo),

que corresponde a otra gausiana centrada en fy.
El uso de una u otra senal de excitacién dependera del problema concreto que estemos
analizando.

Factor de excitacién espacial f(z,y, 2)

Asi como la variacién temporal de la excitacién que acabamos de presentar es la respon-
sable de las componentes frecuenciales que se introducen en la estructura, la distribucién
del campo electromagnético en el plano transversal de la excitacién es responsable de los
distintos modos excitados en el circuito.

Los sistemas de guiado de onda pueden soportar la propagacién de distintos modos,
cada uno de ellos con una distribucién espacial del campo electromagnético diferente
por lo que, en general, hay que ser cuidadosos en la eleccién de la fuente para excitar
a voluntad unos modos u otros. Algunas estructuras, como las guias de onda rectangu-
lares, tienen un patrén conocido analfticamente, lo que permite hacer corresponder a la
excitacién con el modo dominante, sin excitar modos superiores que se propagen.

Por contra, para las estructuras microstrip utilizadas en este trabajo, sélo se conoce
de manera aproximada la distribucién de campo en el plano transversal, por lo que el
uso de una excitacién espacial basada en la distribucién de un modo dominante ya no es
posible. Sin embargo, a continuacién vamos a mostrar el procedimiento seguido para la
obtencién de un patrén excitador para este tipo de estructuras.
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Figura 2.11: Gaussiana modulada por un seno de frecuencia fy = 12.5 GHz.

Patrén excitador para lineas microstrip: Tomemos a modo de ejemplo la estructu-
ra de la figura 2.10. En dicha estructura, en primer lugar se define un plano de excitacién
Ze. Ahora, debemos intentar introducir en la estructura una excitacién cuyo patrén trans-
versal se aproxime, tanto como sea posible, al real, pero excitando sélo uno de los modos
que se puedan propagar. Como en este tipo de estructuras la energia se encuentra concen-
trada debajo de la microstrip y para asegurar que se excita sélo un modo, suponemos
que la componente E,, tangente al plano de excitacion, es conocida y estd distribuida
uniformemente por debajo de la microstrip, siendo cero en cualquier otro punto de la
estructura. Segtn lo anterior, el patrén de excitacion espacial quedaria de la forma:

f(i’ja kezcitacion) = cte,

donde los limites para la excitacién vendran dados por las dimensiones w y h de la
microstrip; esto es, el indice ¢ recorrerd todas las posiciones en el eje x hasta cubrir w,
mientras que j lo hard en el eje y cubriendo h. El resto de las componentes de campo, E,
y E., no son excitadas dentro del plano de excitacién. De esta forma, al estar excitando
sélo uno de los modos posibles, bastard con que la sefial se propague una cierta distancia
para que la energfa reactiva correspondiente a los modos evanescentes decaiga. Estos
modos aparecen debido a que el patrén elegido no es exactamente el real, pero, a partir
de una cierta distancia medida desde el plano de excitacién, el patrén transversal de
la senal en el circuito se corresponde con el modo que se propaga. De forma empirica
se comprueba que, para muestrear con un grado de exactitud aceptable el modo que se
propaga en la estructura, es necesario dejar una distancia A/2 entre el plano de excitacién
ze v el plano donde se quiere muestrear el campo z,,1. Como veremos méds adelante, la
sefial muestreada en este nuevo plano ya se puede utlizar para calcular los pardmetros
de scattering.
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Introduccion de la excitacién en la estructura

El siguiente elemento a considerar, una vez escogida la excitacién, es cémo modificar las
ecuaciones del método FDTD para conseguir introducir dicha excitacién en la estructura
que se pretende caracterizar. El procedimiento que se presenta estd basado en el principio
de superposicién. La idea es considerar la densidad de corriente en el plano de excitacién
como la suma del valor de la densidad de corriente debida a las fuentes, y la contribucién
de la excitaciéon. Por ejemplo, para un instante de tiempo, en un punto del plano de
excitacién, el valor de la densidad de corriente es

Jy = Jy +h",

donde A" representa la contribucién de la excitacién a la densidad de corriente total.

2.6.2 Condiciones de contorno absorbentes

La formulacién original del método FDTD indica como tratar algunas condiciones de
contorno sencillas, como pueden ser las paredes eléctricas o magnéticas. Por ejemplo,
para el caso de una pared eléctrica, bastaria con hacer coincidir el conductor eléctrico
con aquellos puntos de la malla donde estén definidas las componentes tangenciales del
campo eléctrico y las componentes normales del campo magnético a dicho conductor.
Manteniendo a cero el valor de dichas componentes en todo instante de tiempo, se garan-
tiza el cumplimiento de las condiciones de contorno indicadas. Hecho esto, sélo hemos
de utilizar estos valores resultantes para calcular los campos en puntos vecinos. Con este
tipo de condicién de contorno es posible estudiar, por ejemplo, estructuras encerradas
en una cavidad rodeada por paredes eléctricas o magnéticas y obtener pardmetros tales
como sus frecuencias de resonancia.

Sin embargo, en general, el método FDTD se usa para calcular el campo electro-
magnético en problemas abiertos o estructuras con puertos. En estos casos enseguida se
pone de manifiesto la necesidad de disponer de unas condiciones de contorno capaces de
simular un dominio fisico con dimensiones mayores que el dominio computacional, cuyo
tamano estd limitado, necesariamente, por la memoria finita de las maquinas de calculo.
A este segundo tipo de condicién de contorno la denominamos condicién de contorno
absorbente (cuyas siglas en inglés son ABC').

Para ilustrar el concepto de condicién absorbente, tomemos de nuevo la estructura
de la figura 2.10. Supongamos que se desea muestrear, en un plano z,,; ubicado entre
el plano de excitacién z, y el gap, el campo eléctrico. En un principio no definimos
ninguna condicién de contorno absorbente, y suponemos que la estructura esta rodeada
de una caja eléctrica perfecta. En estas condiciones, comienza la simulacién FDTD. La
sefial procedente del plano de excitacién se propaga hacia el gap y hacia la puerta 1,
donde, debido a la presencia de la pared eléctrica, rebotard y viajara por la estructura
hacia el gap. En consecuencia, al cabo de un tiempo, en el plano de muestreo z,,1, el
campo almacenado tendrd una contribucién no deseada, debido a la presencia de esa
reflexién hacia el interior del dominio de cémputo y que no esté presente en la realidad.
Este proceso de aparicién de reflexiones indeseadas continua a medida que la simulacién
avanza.
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Por lo tanto, para este tipo de estructuras microstrip con puertas, se hace necesario la
incorporacién de condiciones de contorno absorbentes sobre las puertas de la estructura,
de tal forma que se consiga eliminar o disminuir, hasta un nivel aceptable, la reflexién
hacia el interior del dominio de cémputo de las ondas incidentes sobre la frontera.

Debido a que las condiciones de contorno se encontraban ya implementadas en el
simulador FDTD, y al no ser objetivo especifico de este trabajo, se ha obviado el proceso
de obtencién de las mismas. Simplemente comentar que, en nuestro simulador FDTD, se
encuentran implementadas unas condiciones de contorno de segundo orden, deducidas a
partir de la ecuacién de ondas.

Una recopilacién de las propiedades y caracteristicas de las distintas condiciones de
contorno absorbentes utilizadas en el método FDTD puede encontrarse en [5] y [16].

2.6.3 Parametros de scattering

Una ventaja fundamental del método FDTD para algunas aplicaciones es que al simular
el comportamiento del campo electromagnético en el dominio del tiempo, proporciona
informacién directa sobre aspectos tales como el comportamiento transitorio de la es-
tructura y la forma en que se alcanza el régimen estacionario. Sin embargo, lo usual a la
hora de caracterizar un circuito es conocer los pardametros frecuenciales de la estructura
simulada. Los pardmetros frecuenciales mas utilizados son los de scattering.

Para un dispositivo lineal, y en virtud de la linealidad de las ecuaciones de Maxwell,
existe una relacién lineal entre las amplitudes de las ondas incidente, reflejada y transmi-
tida en cada una de sus puertas. La matriz que representa esta relacién lineal se conoce
como matriz de scattering, y los elementos de ésta como pardmetros de scattering.

Si consideramos un dispositivo lineal de N puertas y denotamos Vii a la tensién
equivalente (magnitud compleja con médulo y fase) asociada a una onda sinusoidal mo-
nocromédtica que incide (signo +) o vuelve (signo —) por la puerta i-ésima del dispositivo.
La matriz de scattering viene dada por :

Vi St Sz - Sin Vit
O A (2.5
Vy Sny1 Sn2 - SnN Vi

donde Vii son amplitudes complejas.

Los parametros de scattering son funcién de la frecuencia (existe una matriz de scat-
tering distinta para cada frecuencia) y ademds dependen de los planos en los que se
evaluen las amplitudes complejas Vii.

Para obtener estos pardmetros frecuenciales a partir de las secuencias temporales su-
ministradas por FDTD, en primer lugar definimos las tensiones equivalentes que aparecen
en la expresion (2.55) en funcién de las componentes del campo electromagnético. Una
forma de definir la tensién en un punto del circuito es a través de la integral de linea del
campo eléctrico entre un cierto punto de referencia y dicho punto:

V()= [ E@¢t)-dl.
Cy
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En la préctica, en las lineas microstrip se obtiene una buena aproximacién de las ten-
siones equivalentes muestreando la componente de campo eléctrico contenida en el plano
transversal definido por la metalizacién y tierra. Una vez obtenida la secuencia temporal
de dicha componente, se realiza su transformada de Fourier para pasar al dominio de la
frecuencia. Como las senales temporales suministradas por FDTD son discretas y limi-
tadas en el tiempo, la herramienta matemadtica a utilizar para realizar el paso al dominio
frecuencial es la transformada discreta de Fourier (en inglés DFT).

Determinacién de los parametros de scattering en FDTD

Como hemos dicho, una de las ventajas que presentan los métodos que estdn formulados
en el dominio del tiempo —entre los que se encuentra FDTD- frente a los que trabajan
en el dominio de la frecuencia es que permiten realizar una caracterizacién en banda
ancha de un dispositivo mediante una tinica simulacién temporal. Para ello, deberemos
excitar el circuito mediante una senial cuyo espectro se encuentre en el rango frecuencial
de interés y almacenar la respuesta del sistema ante dicha excitacién. A continuacién se
muestra el método a seguir para realizar la caracterizacién frecuencial en banda ancha
a partir del conocimiento de dos secuencias temporales: la excitacién introducida y la
respuesta del circuito a ésta, suministradas ambas por FDTD.

Para ilustrar el proceso de obtencién de los pardmetros de scattering en este tipo de
simulaciones partimos nuevamente de la estructura de la figura 2.10. Antes de realizar la
simulacién FDTD, en primer lugar se elige la excitaciéon. En este caso vamos a suponer
que la distribucién temporal de la senal que se introduce en el plano de excitacién z. es
una gausiana modulada en frecuencia U;*. Su distribucién espacial serd, por tratarse de
una estructura microstrip, la deducida en el apartado de la excitacién y que consiste en
suponer una magnitud constante de campo debajo de la linea microstrip. A continuacion,
tal y como se muestra en la figura 2.10, se han definido dos planos de muestreo. El plano
Zm1, situado a una distancia A/2 de la excitacién para asegurar que el modo que se
estd muestreando es el correcto, toma muestras del campo incidente u* (el que proviene
directamente de la excitacién) y del reflejado u]' (el que se refleja en la discontinuidad
linea—gap). Por lo tanto, en este plano se muestrea el campo total u} + uj'. Por otro
lado, el plano z,2 muestrea el campo transmitido u} a la segunda linea.

Para poder calcular los pardmetros de scattering sélo nos falta obtener muestras
del campo incidente u sin la presencia del reflejado. Para ello se realiza una segunda
simulacién FDTD en la que eliminamos el gap existente, de tal forma que ahora sélo
tenemos una linea, tal y como se muestra en la figura 2.12. En esta segunda simulacién, la
posicién tanto del plano de excitacién z, como del plano de muestreo z,,1 debe permanecer
invariable.

Una vez efectuadas las dos simulaciones FDTD y almacenadas las secuencias de los
campos, para calcular los pardmetros de scattering, sélo tenemos que calcular las trans-
formadas discretas de Fourier de las respuestas temporales y aplicar las expresiones co-
rrespondientes, que para el pardmetro de reflexién y transmisién valen

_ DFT (u}) _ DFT (uy)

1= pFT (ur)’ " DFT (u?)

So1 (2.56)

De esta manera, lo que estamos calculando es el coeficiente de reflexién de la puerta
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Figura 2.12: Estructura utililizada para muestrear la senal incidente u}'.

1 y el coeficiente de transmisién de la puerta 2, es decir, los pardmetros de scattering
que, obtenidos de esta forma, estardn referenciados con respecto a dos planos z,1 v z2me
en los que se realiza el muestreo.



Capitulo 3

Incorporacién de circuitos lineales
en simuladores FDTD

3.1 Introduccién

El uso de frecuencias cada vez mds altas y de circuitos integrados de microondas de
alta densidad hace que, en muchos casos précticos, los simuladores circuitales no sean
herramientas suficientes para la correcta prediccién del comportamiento real de dichos
circuitos. Fenémenos tales como el acoplo electromagnético entre los distintos elementos
distribuidos, la interaccién electromagnética entre los elementos activos y pasivos, o los
efectos de empaquetado de los elementos concentrados, hace necesaria la utilizacién de
simuladores electromagnéticos para complementar el anélisis circuital.

En el capitulo anterior, se ha introducido el método FDTD como una técnica nu-
mérica de onda completa que permite resolver, de forma aproximada, las ecuaciones de
Maxwell en el dominio del tiempo. En su formulacién original, dicho método sélo per-
mite la caracterizacién de dispositivos de microondas que incluyan elementos pasivos
distribuidos.

En los tltimos anos, y con el objetivo de tender un puente entre los simuladores
puramente circuitales y los puramente electromagnéticos, se ha realizado un gran esfuerzo
para incorporar elementos concentrados en simuladores FDTD. Por ello, en este capitulo,
se revisan dos extensiones del método FDTD convencional que permiten la incorporacién
de circuitos concentrados lineales de dos terminales dentro del formalismo FDTD.

El esquema seguido en el capitulo es el siguiente:

e En primer lugar, analizaremos el método Lumped-Element (LE)-FDTD como una
extension del método FDTD convencional que permite la incorporacién de elemen-
tos concentrados en el método FDTD. En su formulacién original [8], [9], [18] dicho
método permite la incorporacién tanto de elementos pasivos lineales, resistencias,
capacidades y autoinducciones, como de elementos activos no lineales, como por
ejemplo transistores bipolares y diodos. A partir de su publicacién, el método LE-
FDTD ha sido objeto de estudio y mejora por parte de un gran nimero de autores,
permitiendo la simulacién de una amplia gama de problemas. Por ejemplo, en [19]-
[21] se present6 la posibilidad de simular antenas activas y en [22] se incorpora un

45
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diodo Schottky en la estructura a simular. Incluso, dicho método se ha combinado
con otros simuladores temporales para dar lugar a simulaciones conjuntas [10], [23].
Gracias a todas estas contribuciones y a otras, el método LE-FDTD ha permitido
analizar de forma satisfactoria circuitos de microondas complejos que contengan
tanto partes pasivas como activas, lineales como no lineales.

Otros linea de trabajo que ha surgido paralela a la anterior se ha centrado en com-
probar la exactitud del método LE-FDTD. En [24] y [25] se estudian la influencia de
la malla FDTD cuando incorporamos circuitos concentrados. El efecto provocado
por la discretizacién tanto espacial como temporal en el método LE-FDTD tam-
bién se analiza en [26]. Por ultimo, las consecuencias de incluir fuentes de corriente
mediante el método LE-FDTD se estudian en [27]. Pero sin duda, la principal
limitacién que presenta el método LE-FDTD consiste en que, como veremos, la
formulacién de circuitos multielemento no resulta sencilla ni sistemaética.

e En la segunda parte del capitulo, estudiaremos el método Lumped-Network (LN)-
FDTD [28], como técnica que resuelve las limitaciones del método anterior. Esta
formulacién permite la incorporacién de circuitos lineales en simuladores FDTD
de una forma sencilla y sistemdtica, manteniendo la naturaleza concentrada del
circuito. Desde su publicacién, esta técnica ha despertado un gran interés, siendo
utilizado como punto de partida en un gran nimero de trabajos [29]-[40].

e En la tercera y ultima parte del capitulo se muestran los resultados obtenidos
al aplicar las formulaciones de los dos métodos anteriores a circuitos hibridos de
microondas.

3.2 Meétodo LE-FDTD para elementos lineales

En esta seccién se revisa la formulacién original del método LE-FDTD que permite
incorporar elementos lineales concentrados de dos terminales dentro del método FDTD.

3.2.1 Formulacién general

Para realizar el desarrollo tedrico, y sin perder generalidad, supondremos que el elemento
concentrado que queremos incorporar en nuestra estructura FDTD se encuentra colocado
en un nodo eléctrico de la malla y orientado segin el eje x, tal y como se muestra en
la figura 3.1. Nuestro punto de partida serd, por tanto, la ecuacién del método FDTD
convencional asociada a la componente x del campo eléctrico y que ya fue deducida en el
capitulo anterior a partir de la ecuacién de Ampeére-Maxwell. Recordamos ahora dicha
expresion:

At n—+ %

_,n—&-%
| ) = Z e ), B

A
B () = BR(Fp,) + =4 |V x H

T

donde 7g, = (i + %, J, k) representa el nodo eléctrico donde se calcula el campo eléctrico
y p,; es el operador finito promedio centrado aplicado al tiempo

ngeo - | I
™0 k) = 5 [F3 GG k) + F G5,k (3.2)
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Recordemos que en (3.1), los términos que dan cuenta de las pérdidas eléctricas y el
rotacional se definen como

n+% - _ "+% - _ z n+1l/= ni=
y
1 1
e+ §,H. 2 (F,)  8.Hy *(7,)
H:| 2 (= — YLtz z)  Z2NY T 4
Vo A] T () ™ A (3.4)
n+% . 1 - 1 n+% . 1 - 1
_ H, (Z+§a]+§vk)7HZ (Z+§7]*§ak)
Ay
o Yy (2+27j7 +2) Yy (2+27J7 2)
A, ’
respectivamente.

Para dar cuenta de la presencia del elemento concentrado en ese nudo concreto de
la malla, anadimos a la ecuacién (3.1) un término adicional de densidad de corriente
que llamaremos Jj;, donde el subindice [ (primera letra de la palabra inglesa lumped)
denota que se trata de una densidad de corriente asociada al elemento concentrado.
Discretizando este nuevo término de densidad de corriente en el instante temporal n + %
y en la misma posicién espacial que el término que da cuenta de las pérdidas eléctricas
obtenemos

Ay o+l Ay n+d

(FEm)—?Nth *(TE,) e (TE,).

_,} n+%
S

A
B (ip,) = Ep(Fe,) + — [V x
€T
Por simplicidad, y considerando que en el nodo eléctrico donde colocamos el elemento
concentrado se anula el término de pérdidas eléctricas, es decir J;(7g,) = 0, tenemos
o]

E}tN(7g,) = E}(7g,) + — |V xH (Te,) — —J), 2(FE,), (3.5)

1
donde, por tanto, JZ?;E (g, ) se utilizard para dar cuenta de la presencia del elemento
concentrado.
Supongamos ahora un elemento concentrado con una relacién corriente-tension lineal
de la siguiente forma
I, = 1,(Va), (3.6)

donde I;, representa la intensidad que circula a través del elemento y V, la caida de
tension entre sus extremos.

Nos encontramos, por tanto, con una expresion, (3.6), que relaciona tensioén e inten-
sidad en el elemento concentrado y con otra, (3.5), que relaciona el campo eléctrico con
la densidad de corriente. Por ello, nuestro siguiente paso serd describir las relaciones
existentes entre la componente de campo eléctrico E, y la tension V., asf como entre la
corriente I, v la densidad de corriente Jj,, dentro de la malla de Yee. En la figura 3.1
se muestra un elemento concentrado colocado en un nodo eléctrico 7g, = (i + %, j, k) de
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((+Lj+Lk+])
Detalle del elemento X[ z
concentrado

v, lllx

Figura 3.1: Elemento concentrado dispuesto a lo largo del eje x, en un nodo eléctrico de
la celda unidad.

la malla de discretizacién y orientado segtin el eje z. Con ayuda de la figura, deducimos
primero la relacién existente entre la corriente y densidad de corriente

(3+1/2)Ay (k+1/2)Az
I, = //ledsm = //Jlxdydz: sz/ dy/ dz,
(1—1/2)Ay (k=1/2)Az

donde se han supuesto A, e A, lo suficientemente pequenos como para considerar Jj;
constante en ese intervalo. Finalmente obtenemos la relacién buscada:

Il:c

Jig = AN

(3.7)

Por otro lado, y fijdindonos de nuevo en la figura 3.1, podemos obtener la relacién existente
entre la tensiéon que cae en los extremos del elemento y el campo eléctrico, de la siguiente
manera

iAg iAg
wc:v+v_:wc(i)wc(i+1):/ de:/ B, dr,
(i+1)Ag (1) Ay

y, finalmente
Ve = Bz AL (3.8)

Una vez encontradas estas relaciones, estamos ya en condiciones de dar solucién al
problema planteado. Partiendo de (3.5) y gracias a las relaciones (3.6), (3.7) y (3.8)
conseguiremos una ecuacidon que permita obtener el campo FE, en el instante n + 1 a
partir del campo E, en el instante anterior n, y de los campos H en los semi-instantes
anteriores n+%. Las ecuaciones deducidas en el capitulo anterior para el campo magnético
H permanecen invariables. Veamos ahora las expresiones particulares para cada uno de
los elementos lineales con los que vamos a trabajar.
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Figura 3.2: Resistencia colocada en un nodo eléctrico de la malla FDTD y orientada
segin el eje x.

3.2.2 Resistencias

Comenzamos particularizando las expresiones anteriores para el caso mads sencillo, el de
una resistencia. Para ello, colocamos una resistencia en un nodo eléctrico de la malla
FDTD orientada segiin el eje x, tal y como se observa en la figura 3.2. Nuestro punto de
partida para obtener las ecuaciones en diferencias que buscamos es la relacién corriente
tensién de una resistencia, es decir la ley de Ohm V, = RIj,. Dicha relacién se debe
discretizar. Fn el espacio, discretizamos ambas variables en el nodo eléctrico donde
se sitia la resistencia, es decir, 7g,. En el tiempo, discretizamos en el instante temporal
n—i—% y aplicamos el operador promedio centrado u, a la tensién V,. La relacion corriente-
tensién de una resistencia en el dominio discreto queda

n+i
n+i Ve 2(7
I ) = Ve ) (3.9)
R
siendo R es el valor de la resistencia en ohmios.
Sustituyendo (3.7) y (3.8) en (3.9) y desarrollando el operador u,, obtenemos:
n+j . ACC n+1/= n(/=
Jip 2 (TE,) = IRA, A, (B2 (PB,) + By (TR,)] - (3.10)
Si ahora sustituimos (3.10) en (3.5) obtenemos la siguiente ecuacion:
A L nt3
Erfi(ip) = Ei)+ =t |VxH| ()
ArA
- [EM(F E™7g,)] .
ZERAyAZ [ z (TEm)+ m(rEx)]
Despejando ahora E"t1:
i
n = 2 z n /=
ErtH(ig,) = (ﬁ) By (7g,)
2eRA A,
A il
+ ﬁ [V XH]w 2 (rEr) (3.11)
2e RAyA,
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Para obtener la férmula expandida, sélo nos quedard desarrollar el rotacional haciendo
uso de la ecuacién (3.4), quedando la expresion final:

2RA A, — AA,

s Ea 3.12
T (T.Em) 2€RAyAz+AtA:E :C(TEr) ( )
2RAZA n+y : nt+t . .
+2€RAA ~|»tAtA HZ 2(Z+%aj+%,k)*Hz 2(Z+%7]*%,k)
y==z x
ORA,A, il

1
T%eRA A, 1AM, | 30k 3) — Hy 204 5.3,k =)

La ecuacién (3.12) es la ecuacién FDTD que nos permite incorporar una resistencia
R en un nodo eléctrico de la malla FDTD.

Para obtener las ecuaciones FDTD que modelan las resistencias orientadas segin los
ejes y o z, partimos de las ecuaciones FDTD para las componentes Fy, o E, y trabajamos
de forma andloga al caso anterior. En estos casos, las expresiones finales de las ecuaciones
quedan:

ZERA:CAZ - AtA

v UR) = SRAAL AR, B (3.13)
2RALA, ntl ) ) . 1 1
+25RAwAZ+AtAy [Hw (i,j+5,k+35)—Hy *(i,j+35,k—3)
2RA At n+= TL+1
_ z Hz 2 1 1 k) — Hz 3 1 1 L
20 RAA, + A [ (i+3,7+73.k) (i—5,7+s3, )},

2€RAxAy - AtAz

n+1/ > " -
BT (E.) 2€RAxAy+AtAZEZ (7e.) (3.14)
2RAy A ntyo 1 1 nt3o 1 1
+25RAxAy+AtAZ |:Hy (i+s5,0.k+35)—Hy *(i—3,5,k+35)
2RA LA, ntl oo . il .
2€RAxAy+AtAZ |:H:c (27J+27k+2) Ha: (’L,j 2,k+2) ,

Hemos obtenido, por tanto, las ecuaciones que modelan las resistencias dentro del
algoritmo FDTD. Estdn ecuaciones son explicitas y sé6lo se aplicardn en los nodos eléctri-
cos de la malla FDTD donde tengamos resistencias. En el resto del dominio de cémputo
se utilizardn las ecuaciones convencionales del método FDTD, deducidas en el capitulo
anterior.

3.2.3 Condensadores

Consideramos ahora la incorporacién de un condensador concentrado dentro de la malla
FDTD, tal y como muestra la figura 3.3. Nuestro punto de partida es, como en el caso
de las resistencias, la relacién corriente-tensién del elemento concentrado, en este caso

dV,
Im: 5
I Cdt
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(@.,k)

Figura 3.3: Condensador colocado en un nodo eléctrico de la malla FDTD y orientado
segun el eje x.

donde C' es la capacidad del condensador en faradios. El siguiente paso serd discretizar
la expresién anterior. En el espacio, discretizamos ambas variables en el nodo eléctrico
donde se sitia el condensador, es decir, 7g,. En el tiempo, discretizamos en el instante
n—i—% y ademads, sustituimos el término derivada por el operador finito diferencia centrada
0; definido como )

6:F"V2(i,4,k) = F"" (i, j, k) — F™(i, j, k). (3.15)
La relacién corriente-tensién del condensador en el dominio discreto queda
S VIR ()
Ay ’
donde A; es el paso temporal del método. Haciendo nuevamente uso de las relaciones
(3.7) y (3.8) y desarrollando el operador finito d;, podemos expresar (3.16) como

n—l—%
Ilz

("g,) =C (3.16)

nt+i CA, E:TpH_l ("e,) — B3 (TB,)
= . -1
Jip *(7E,) A A, A (3.17)
Sustituyendo (3.17) en (3.5) obtenemos la siguiente ecuacién
A S1n+s
Exf(s,) = Epe)+ =t |[VxH| ()
_ A CA, [EPT(FE,) — B (B,)
e AyA, Ay '

Despejando ahora E™t!:

Bt (Fs,) = B2(Fs,) + —5— |V x A| 7 (7m,). (3.18)

1+ eA Az r
yBz

La férmula expandida se obtiene sin mas que desarrollar el rotacional haciendo uso de la
ecuacion (3.4), quedando la expresion final para E,:

n - n(= AZA nti . ) ntl '
Ex+1(TEz) - Ex(rEz) + m |:HZ 2(2+ %7j +%,k) _HZ 2(’L+ %7] . %7k):|
AyA n+i . , n+l .
_gAyAzy——i-tC’Aw [Hy it g0 k+3)— Hy 2(2+%,J,k—%)]. (3.19)
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Figura 3.4: Autoinduccién colocada en un nodo eléctrico de la malla FDTD y orientada
segin el eje x.

Para obtener las ecuaciones FDTD que modelan los condensadores orientados segin los
ejes y o z, se parte de las ecuaciones FDTD para las componentes E, o E, y se realiza
un desarrollo andlogo al de la componente x. En estos casos, las expresiones finales de
las ecuaciones quedan:

AzA nti .. n+l .
By = E"(FEH””—t[Hx (i,j + 4.k + 3) — Hi 2(m+l,k—l)]
! ’ YU A AL + CAy 2 2 2 2
AA nt+i . , nt+d '
o LA TR SOR AL E SRS V0] FCED
T z Y
m = mn (= A A n+l i . ’I’L—f—l ) )
Ez+1(7"Ez) = EZ(TEZ)+m |:Hy 2(2+%7]7k+%)*Hy 2(2%,],/{7+%):|
T Y z
AIA n"rl .. n—f—l L.
arz—fZZ‘P%2@J+%w+%>H22@J;k+§ﬂ.<am>
X Yy z

Hemos obtenido, por tanto, las ecuaciones que modelan los condensadores dentro
del algoritmo FDTD. Estas ecuaciones son explicitas y sélo se aplicardn en los nodos
eléctricos de la malla FDTD donde tengamos condensadores. En el resto del dominio de
céomputo se utilizarédn las ecuaciones convencionales del método FDTD, deducidas en el
capitulo anterior.

3.2.4 Autoinducciones

Para las autoinducciones, el proceso seguido es andlogo al de los dos casos anteriores. De
nuevo colocamos el elemento concentrado en un nodo eléctrico dentro de la malla FDTD
orientado segtin el eje x, tal y como se puede apreciar en la figura 3.4. Nuestro punto de
partida es la relacién corriente-tensién del elemento concentrado, en este caso

1
I, =~ [ Vadt, 22
=1 [ Vet (322
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donde L es el valor de la inductancia en henrios. El siguiente paso serd discretizar la
expresiéon anterior. En el espacio, discretizamos ambas variables en el nodo eléctrico don-
de se sitia la autoinduccién, es decir, 7g,. En el tiempo debemos discretizar la integral.
La propuesta original del método LE-FDTD [9] es sustituir la integral por un suma-
torio mediante la regla del punto medio o regla del rectdngulo, con lo que la relacién
corriente-tensién de la autoinduccién en el dominio discreto queda

ntl Av
1.2 (7p,) = Tt > V(). (3.23)
m=1

Esta forma de discretizar la relacién corriente-tensién de una autoinduccién se denomina
en la literatura como esquema explicito [41]. Haciendo nuevamente uso de las relaciones
(3.7) vy (3.8), podemos expresar (3.23) como

nti A AV
J +2(,,—,'E — t Z (324)

lx

m=1

Sustituyendo ahora (3.24) en (3.5) obtenemos la siguiente ecuacién

Ay e
Eyt(ip,) = ER(s)+ [wH} " (7s,)
A Az -
S TAA mz (3.25)

La férmula expandida se obtendria desarrollando el término del rotacional, igual que
hicimos para los casos de la resistencia y el condensador. Del mismo modo, para obtener
las ecuaciones FDTD que modelan las autoinducciones orientadas segin los ejes y o z, se
parte de las ecuaciones FDTD para las componentes I, o E, y se realiza un desarrollo
andlogo al de la componente x. En estos casos, las expresiones para ambas componentes
quedan:

n — n(= A Sty -

By (is,) = Bj(e)+ " |[VxH| ()
A DD S
AL Z_lEy (7g, ) (3.26)

A L nt3

Er () = ENFe)+— |VxH| ()
CACAD N
- TAA, ZE (Fg.)- (3.27)

Hemos obtenido, por tanto, las ecuaciones que modelan las autoinducciones dentro del
algoritmo FDTD. Estas ecuaciones son explicitas y sélo se aplican en los nodos eléctricos
de la malla FDTD donde estdn presentes las autoinducciones. En el resto del dominio
de cémputo se utilizardn las ecuaciones convencionales del método FDTD.
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Figura 3.5: (a) Fuente de tensién con resistencia interna colocada en un nodo eléctrico
de la malla y orientada segin el eje x; (b) Equivalente Norton de la fuente de tensién
con resistencia interna.

3.2.5 Fuentes de tensién con resistencia interna.

Como vimos en el capitulo anterior, una de las partes fundamentales del algoritmo FDTD
propuesto por Yee es la excitacién de la estructura problema. Sin ella, los campos calcu-
lados en cada iteracién temporal serian idénticamente nulos. La formulacién del método
LE-FDTD no sélo nos permite la incorporacién de elementos concentrados, sino también
de fuentes de tensién con resistencia interna.

En la figura 3.5a se muestra una fuente de tensién con resistencia interna colocada
en un nodo eléctrico de la malla FDTD y nuevamente orientada segin el eje x. Para
encontrar la relacién corriente-tension correspondiente obtenemos el equivalente Norton
(figura 3.5b). La intensidad resultante puede ponerse como la suma de dos factores: la
de la propia fuente y la que fluye por la resistencia interna. La relacién corriente-tension

que buscamos queda:
Ve o Vi
Ilw = + _Sv
Rs R,
donde Vj es la tensiéon nominal de la fuente, Ry su resistencia interna y V,. es el voltaje
entre los extremos de la fuente. Discretizando la ecuacién (3.28) en el instante n + % y

en el nodo eléctrico 7g,, obtenemos:

(3.28)

1 n+3 nty
I +2(_’ ): l‘l't z (TEZ) VS ( Ez)

R, R,

(3.29)

donde hemos aplicado el operador finito g, al término Va *z (g, ). Noétese que Vsn+% (7g,)
es el término responsable de introducir la componente temporal de la excitacién, en
cualquiera de las formas que se estudiaron en la seccién de excitacién del capitulo anterior.
Ademsds, anulando dicho término, obtenemos la misma relacién corriente-tensiéon en el
dominio discreto que para la resistencia (3.9).

De nuevo, sustituyendo (3.7) y (3.8) en (3.29) obtenemos:

n+1 =
by = L) Ba[BEN ) + B2(m)] | Ve "2 (7g,)
Bl T AN 2R, R,

(3.30)
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Sustituyendo (3.30) en (3.5) llegamos a:
— n A n —
E(is,) = Fi(m) + =V < HE'® ()

n+L
A1 AB ) + BR ()] | Ve ()
e AyA, 2R, R

Operamos para despejar E"! y obtenemos:

| A, A
— 2eRsAyA, TL+ —
Erti(ig,) = (#) By (7E,) + <W) V< Hlz * (7g,)
2eRs AyA, 2eRs AyA,
A,
eR.A, Az n+j
1+ 25—:R8A A,

La ecuacién expandida se obtendria, nuevamente, desarrollando el término del rotacional.
Del mismo modo, para obtener las ecuaciones FDTD que modelan las fuentes de tensién
con resistencia interna colocadas segin los ejes y o z, se parte de las ecuaciones FDTD
para las componentes E; o E, y se realiza un desarrollo andlogo al de la componente x.
En estos casos, las expresiones para ambas componentes quedarian

AA,
En—l—l(FE ) _ (1 B 25—:R:A Az) En(FE )+ ( %t ) [V < H];H'% (FE )
Y y - AgA Y Yy ArA Yy
S 1+ sRArA;
z—:RsﬁtA nty o 9
QERSArAz
AA,

En+1 = _ 1- 2eRsAxly En %t V x H n+% =
TT(ME) = v (7g,) + T &AL [V x H]: * (7e.)
2eRs Az Ay 2eRs Az Ay

Ay
B eR A, Vn%(q ) (3.33)
1+ DA s \TE.)s :
2eRs Az Ay

Hemos obtenido las ecuaciones que modelan la fuente de tensién con resistencia interna
dentro del algoritmo FDTD. Estdn ecuaciones son explicitas y sélo se aplicardn en los
nodos eléctricos de la malla FDTD donde tengamos la fuente de tensién. En el resto, apli-

caremos las ecuaciones del método FDTD convencional. Como era de esperar, haciendo

1
n+3 . . . .
Vs 2 =0, obtenemos las mismas ecuaciones que para el caso de las resistencias.

3.2.6 Formulacién de circuitos multielemento

Hasta ahora hemos analizado como incorporar elementos basicos de un circuito dentro
del formalismo FDTD. En este apartado vamos a formular el método LE-FDTD para
casos méas generales en los que tenemos circuitos formados por varios de estos elementos.
Asi mismo veremos como, a medida que complicamos el circuito, las limitaciones del
método LE-FDTD van apareciendo. Para desarrollar este apartado, vamos a estudiar
tres ejemplos significativos.
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Figura 3.6: Circuito RC paralelo colocado en un nodo eléctrico de la malla y orientado
segin el eje x.

Circuito RC en paralelo

Supongamos que queremos incorporar dentro de la malla FDTD un circuito formado por
una resistencia R conectada en paralelo con un condensador C, es decir, un circuito RC
paralelo. Tal y como muestra la figura 3.6 colocamos el circuito en un nodo eléctrico de la
malla orientado nuevamente segin el eje x. La intensidad resultante Ij, puede expresarse
como la suma de las intensidades que circulan por cada uno de los elementos. De esta
forma, la relacién corriente-tensién queda

Ve vy
I, =1 Io=—=+C—. 3.34
l Rt 1c R + 7 ( )
Discretizando ahora la ecuacién anterior obtenemos
n+3 nt3 ntd " s.vitE (e
I () = Iy 2 (7)) + 16 () = B2 s,) , o 9Va - ) (3.35)
t

En (3.35) cada uno de los términos se ha discretizado de acuerdo a como se discretizé
tanto la relacién corriente-tension de la resistencia (3.9), como la del condensador (3.16).
Utilizando nuevamente las relaciones (3.7) y (3.8) y desarrollando los operadores finitos
obtenemos

En+1 — En»
z . (3.36)

1 1 1
T 2 (Fe,) = T (Fe)+T6 (Fe,)

T

A, EPYLLED A,
= -2 o
AyA, 2R AyA, Ay

Para obtener la ecuacién en diferencias resultante, sustituimos (3.36) en (3.5) y despeja-
mos E?(7g, ), quedando la ecuacién

ntl/- 1 - 2€%tAAyzAZ + sgyAAzz /=
E; (TEz) - 1+ AA CA E; (rEz) (3’37)
QERAyAz €AyAz

% nts
2e RAyA, eAyA,
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La ecuacién (3.37) da cuenta de la presencia del circuito RC paralelo en un nodo eléctrico
de la malla FDTD.

Podemos ahora generalizar el desarrollo anterior al caso més general de un circuito co-
locado en un nodo eléctrico de la malla FDTD y compuesto por M elementos conectados
en paralelo y orientados segin el eje . La intensidad [, serd la suma de las intensidades
que circulan por cada uno de los elementos

M
I, = Z I,
m=1

Utilizando las relaciones (3.7) y (3.8), y discretizando convenientemente cada término del
sumatorio, obtenemos la ecuacién

n—l—% . al n—l—% .
Jlaj (TE(L‘) = Z Jm (TEz)’
m=1

. . . nt+i . .
donde la densidad de corriente asociada a cada elemento, Jp, 2(7g, ), estd ya relacionada
con el campo eléctrico. Sustituyendo esta dltima ecuacién en (3.5) tenemos

_yn+i
Erfl(ig,) = E2(g)+— |V d| ()

Como 1ltimo paso, y para cada problema concreto, sustituiriamos cada término de densi-
1

dad de corriente J:,TE (g, ) por una expresion en funcién del campo eléctrico, y despejan-
do la componente més avanzada en el tiempo, es decir, E?*!, obtendriamos la ecuacién
en diferencias que buscamos.

Uno de los grandes inconvenientes de la formulacién LE-FDTD es que, para el caso
que nos ocupa de circuitos en paralelo, deberemos encontrar una ecuacién en diferencias
para cada tipo de circuito; dicho en términos maés précticos, cada vez que queramos
incorporar este tipo de circuitos dentro del formalismo FDTD, deberemos reformular la
ecuaciéon FDTD del método LE-FDTD.

Circuito RC serie

Queremos colocar en un nodo eléctrico de la malla FDTD un circuito formado por una
resistencia R y un condensador C' pero ahora conectados en serie, tal y como muestra
la figura 3.7a. Para obtener la ecuacion FDTD correspondiente que da cuenta de la
presencia de dicho circuito, lo primero es, como siempre, plantear la relacién corriente-
tensién del circuito

1
V= Vit Vo =Rl + / L. (3.38)

Es facil darse cuenta de que, debido a la presencia del término integral en la ecuacién
anterior, no podemos despejar el término I;, como hacfamos hasta ahora. Por lo tanto,
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Figura 3.7: (a) Circuito RC serie colocado en un nodo eléctrico de la malla y orientado
segun el eje x; (b) Circuito RC serie distribuido en dos nodos eléctricos de la malla.

no es posible encontrar una ecuacién en el mundo discreto para la densidad de corriente

1

J;+§(FEZ) que podamos sustituir directamente en la ecuacién (3.5) y obtener asi la
ecuacion FDTD buscada. Como alternativa, el método LE-FDTD plantea la colocacién
de los elementos concentrados en dos nodos eléctricos consecutivos de la malla, tal y como
se muestra en la figura 3.7b. De esta forma, en la celda donde se sitia el condensador
aplicamos la ecuacién (3.18) mientras que en la celda adyacente ocupada por la resistencia
utilizamos la ecuacién (3.11). Como resultado, para modelar la presencia del circuito
RC serie, no necesitamos reformular ninguna de las ecuaciones que habiamos obtenido.
Sin embargo, la principal limitacién que introduce esta forma de modelar circuitos en
serie en FDTD es que, por ejemplo, ante la presencia de muchos elementos, nuestro
circuito se distribuye a lo largo de varias celdas FDTD, tantas como elementos, con lo
que dependiendo del tamano de las celdas y de la frecuencia de trabajo, podriamos estar
perdiendo el cardcter concentrado de nuestro circuito, haciendo que el tamano total de
éste en la malla sea comparable a la longitud de onda de trabajo.

Circuito RLC

En el dltimo ejemplo, vamos a analizar la formulacién multielemento del método LE-
FDTD para el circuito que se muestra en la figura 3.8a. Si queremos ubicar dicho circuito
dentro de la malla FDTD, una de las opciones es la que se muestra en la figura 3.8b. Como
acabamos de deducir en el ejemplo anterior, la asociacién RC' serie se debe desglosar en
dos celdas consecutivas, cada una asociada a un elemento. Ademds, para poder ubicar
la autoinduccién L en paralelo con los otros dos elementos, deberemos elegir otra celda
libre de la malla. Por simetria colocamos la bobina también orientada segun el eje x.
Para modelar este circuito mediante FDTD, aplicaremos las ecuaciones del método
LE-FDTD que deducimos para el condensador, la resistencia y la bobina, cada una de
ellas aplicada en el nodo correspondiente. Por ejemplo, para la bobina, aplicamos la
ecuacion (3.25) en el nodo (i + 1,7 + 1,k). Para unir todos los elementos del circuito
en la malla, se utiliza una serie de conectores, que se muestran en la figura 3.8b en
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Figura 3.8: (a) Circuito RLC; (b) Circuito RLC distribuido en varios nodos eléctricos
de la malla y orientados segin el eje x. Lineas azules: cableado de conexién.

color azul. Dichos conectores pueden considerarse como cables ideales que introducimos
artificialmente en la malla FDTD y que, por tanto, no existen en la realidad. La forma de
introducir cables ideales en FDTD consiste en anular la componente de campo eléctrico
asociada a la orientacién y al nodo donde se sitia el cable. Por ejemplo, para definir el
cable que en la figura 3.8b conecta la resistencia con la bobina, harfamos Ey(i+2, j, k) = 0,
ya que el cable esta situado en la celda (i + 2, j, k) y estd orientado segun el eje y.

Las principales limitaciones del método LE-FDTD que nos encontramos en la defini-
cién de este circuito son, en primer lugar, la ya comentada en el ejemplo anterior y que
consiste en la pérdida del cardcter concentrado del circuito, con los problemas que esto
acarrea. Ademds, en este ejemplo se afiade el problema de como unir “fisicamente” los
elementos del circuito dentro de la malla FDTD. Hemos visto que es necesario utilizar
cables ideales. La utilizacién de estos cables introduce un efecto inductivo “artificial” en
la respuesta del circuito que no esta presente en la realidad, con la consiguiente pérdida
de exactitud en los resultados.

En la proxima seccién del capitulo presentaremos un método eficaz, sistemético y
sencillo que resuelve todas y cada una de las limitaciones que nos han ido apareciendo
en los tres ejemplos que hemos estudiado y que estdn presentes siempre que trabajamos
con la formulacién multielemento del método LE-FDTD.
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3.3 Meétodo LN-FDTD

3.3.1 Introduccién

En la seccién anterior acabamos de revisar el método LE-FDTD como una formulacién
que permite la incorporacién de elementos lineales en el formalismo FDTD. Hemos visto
como la inclusién de circuitos concentrados formados por varios elementos asociados
entre si arbitrariamente es posible, pero acarrea una serie de limitaciones. En algunos
casos, debido a la presencia de varios elementos reactivos en el circuito, es muy complejo
encontrar la manera éptima de discretizar la relacién corriente-tensién del circuito para
que el algoritmo resultante sea computacionalmente eficiente. Ademds, las ecuaciones
FDTD que obtendriamos serfan diferentes para cada discretizacién elegida y para cada
topologfa de circuito. Por el contrario, si optamos por extender el circuito a lo largo de
varias celdas para no tener que reformular las ecuaciones FDTD resultantes y no aumentar
la complejidad del algoritmo, corremos el riesgo de perder la naturaleza concentrada
del circuito. Ademds, hemos visto como esta opcién introduce una serie de conectores
artificiales en el modelo, lo que repercute en la exactitud de la solucién obtenida.

En esta seccién vamos a estudiar una extensién del método LE-FDTD que permite
incluir circuitos concentrados RLC lineales de dos terminales de una manera sistematica,
sencilla y eficiente, superando, por tanto, las limitaciones existentes en la formulacién
multielemento del método LE-FDTD. Este método se denomina Lumped-Network (LN)-
FDTD y fue presentado por primera vez en [28].

3.3.2 Formulacién general

Para realizar un desarrollo paralelo al realizado en el caso del método LE-FDTD, asumi-
mos que el circuito concentrado que queremos incorporar en nuestra estructura FDTD
se encuentra colocado en el nodo eléctrico g, y estd orientado segin el eje x, tal como
se muestra en la figura 3.9. Nuestro punto de partida serd nuevamente la ecuacion del
método FDTD convencional que rige el comportamiento de la componente x del campo
eléctrico en dicho nodo

At n—l—l

_1n+i
|7 ) = S ), (3.39)

Bt (i) = E(Fm,) + % v il
X

donde tanto el término que modela las pérdidas eléctricas como el del rotacional fueron

convenientemente definidos en las ecuaciones (3.3) y (3.4), respectivamente.

Siguiendo la filosoffa del método LE-FDTD, para dar cuenta de la presencia del
circuito concentrado en ese nudo concreto de la malla, anadimos a la ecuacién (3.39) un
término adicional de densidad de corriente que llamaremos nuevamente .J;,,. Discretizando
ahora este nuevo término de densidad de corriente exactamente igual que el término que
da cuenta de las pérdidas eléctricas, es decir, aplicando a dicho término el operador
promedio centrado p,;, obtenemos

1
nt3 A¢ - ontd

. . A n+i
(Fp.) = = mpls 2 () =y,

— n/ = A T —
B (,) = Ea(fe,) + = |V x ] ue T}, (7).

9 T £

Por simplicidad, y considerando que en el nodo eléctrico donde colocamos el circuito
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Figura 3.9: Circuito concentrado dispuesto a lo largo del eje x, en un nodo eléctrico de
la celda unidad.

concentrado se anula el término de pérdidas eléctricas, es decir J;(7g,) = 0, tenemos

1
n+2

Ay

- A nat i
B (ip,) = Ep(7s,) + — |V x ] Ly

) - S ). (3.40)
La tnica diferencia entre las ecuaciones (3.5) y (3.40), es que, en esta tltima, hemos apli-
cado el operador promedio centrado p, al término de densidad de corriente Ji,(7g,) que
da cuenta de la presencia del circuito concentrado. Esta forma de discretizar la densidad
de corriente utilizando un operador finito con exactitud de segundo orden contribuye
a que el esquema en diferencias resultante mantenga la exactitud de segundo orden del
esquema de Yee original, tal y como vimos en el capitulo 2 de este trabajo. Esta forma de
discretizar el término de densidad de corriente se denomina en la literatura discretizacién
semi-emplicita [41].

En todo el desarrollo que sigue, y con el d&nimo de ser mé&s concisos y claros en
la notacién empleada, no especificaremos la posicién espacial 7, donde evaliamos las
ecuaciones, puesto que dicho punto es el mismo para todas las ecuaciones en diferencias
que aparecen.

Relacién I-V del circuito concentrado

En el método LN-FDTD se define el circuito concentrado a través de su relacién corriente-
tensién en el dominio de Laplace. Con ayuda de la figura 3.9 podemos poner

I, (s) =Y (s) Vi (s), (3.41)

siendo Y (s) la funcién admitancia del circuito concentrado, dada por

M m
Y (s) = ZmMzﬂ (3.42)
Zmzo bmSm

En esta expresién, M representa el orden de la funcién admitancia, o lo que es lo mismo,
el nimero de elementos con memoria —condensadores y autoinducciones— presentes en
el circuito concentrado.
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Discretizacion de la relacion I-V

Para incorporar (3.41) en el algoritmo FDTD, el paso fundamental consiste en discretizar
dicha relacién corriente-tension de forma que la ecuacién en diferencias que obtengamos
sea compatible con el esquema de Yee. Para poder incluir ecuaciones del mismo tipo que
(3.41) en FDTD, podriamos adoptar, en principio, dos técnicas distintas: el método de
la convolucién recursiva [42] y la técnica de la ecuacién diferencial auxiliar [43]. Ambas
formulaciones estdan basadas en la discretizacién de un modelo definido en el dominio
del tiempo continuo: una integral de convolucién y una ecuacién diferencial de grado
superior, respectivamente. Las dos técnicas se han utilizado con éxito en el modelado de
medios dispersivos dentro del formalismo FDTD y se podria pensar en utilizarlas también
para la incorporacién de circuitos concentrados.

Con ayuda de la propiedad de la transformada de Laplace s™F'(s) «—— d™F(t)/dt,
es facil intuir que el equivalente en el dominio del tiempo continuo de (3.41) es una
ecuacion diferencial de grado superior, donde el grado final de la ecuacién dependers del
nimero de elementos con memoria en el circuito. En términos précticos, la discretizacién
de ecuaciones diferenciales de orden superior mediante cualquiera de las dos técnicas
propuestas anteriormente es compleja, no estando nada claro cual es la mejor forma de
proceder.

Por todo lo anterior, el método LN-FDTD emplea una técnica de discretizacién mucho
més simple y sistemédtica basada en aplicar la transformacién bilineal o transformacién
de Moebius [44]. En nuestra formulacién, dicha transformacién consiste en aplicar el
cambio de variable

21 -2z7h
TAAFZY

a la ecuacion (3.41), con lo que conseguimos pasar del dominio de la frecuencia o dominio
de Laplace al dominio de la transformada Z.

Como resultado de aplicar la transformaciéon de Moebius, y después de algunas ma-
nipulaciones algebraicas, la relaciéon I — V' (3.41) se puede expresar en el dominio Z
como

(3.43)

1o(2) = Y(2)Va(2), (3.44)

donde Y (Z) es un filtro digital que representa la admitancia del circuito en el dominio Z
y viene dado por
> om0 cmZ ™
Y(Z) = i —,
14+> 1 dmZ™™
donde los coeficientes ¢, y d,, estdn relacionados con los coeficientes a,, y by, de (3.42)
y con el paso temporal A; del método FDTD. Las expresiones generales que permiten
calcular los coeficientes ¢, y d,,, se han incluido en el apéndice A de este trabajo.

Una vez que tenemos la relacién corriente-tensién original del circuito concentrado
expresada en el dominio Z, sélo nos queda obtener su equivalente en el dominio del
tiempo discreto. Para ello, simplemente aplicamos la relacién Z="F(Z) < F"~™ a las
ecuaciones (3.44) y (3.45) con lo que obtenemos la siguiente ecuacién en diferencias de
orden superior

(3.45)

M M
I A I =) e VL (3.46)
m=1 m=0



3.3 Método LN-FDTD 63

Tiempo i Frecuencia
@ Trans. Laplace Punto.de partida: @
dF(t) Relacion I-V del
= y L Tq OSFe) Circuito
E Zb d]bc_za dVr
El &7 ar T& e 4, 1 (5)=Y($V(s)
: Trans. Moebius
Conv. recursiva, :_ _ 2(0-2 71)
- ——— - . . - == - —— -
@ Ec. Dif. auxiliar « | A (1+ Zfl) @
1
1
° ? PROBLEMAS 1
© 1
§ M M 1
"Q-' dellxn—mﬂ — ZCmI/Xn—mH * le(Z) = Y(Z)I/;(Z)
m=0 m=0
MUNDO Trans. Z
FDTD F e 27F(2)

Figura 3.10: Proceso seguido para la discretizacién de la relacion corriente-tension del
circuito concentrado utilizando la transformacién de Moebius.

La ecuacion (3.46) constituye la versiéon en el tiempo discreto de la relacién I — V
original del circuito concentrado.

Por tltimo, para combinar esta ecuacién en diferencias con la ecuacién de Ampére-
Maxwell, debemos relacionar las cantidades circuitales —voltaje y corriente— con los
campos electromagnéticos. Para ello, utilizando las ecuaciones (3.7) y (3.8), deducidas
durante el desarrollo de la formulacién LE-FDTD, la ecuacién (3.46) queda

M M
T dp S = e B, (3.47)
m=1 m=0
donde
Cm = Ao C
m AyA, m

Para aclarar el proceso de discretizacién seguido en el método LN-FDTD, en la figura
3.10 se muestra un cuadro explicativo de los posibles caminos de discretizacién a partir
de la definicién de la relacién corriente-tension en el dominio de Laplace, asi como de las
transformaciones necesarias en cada caso. Con ayuda de la figura, es importante darse
cuenta de que, al utilizar la transformacién de Moebius, en ningin momento hemos
necesitado expresar (3.41) en el dominio del tiempo continuo, sino que el proceso de
discretizacién se realiza en su totalidad en el dominio de la frecuencia. De esta manera,
estamos evitando la discretizacién directa de ecuaciones diferenciales de orden superior
lo cual, como ya comentamos en su momento, no es un paso trivial. Debido a que es
el paso clave en el que se asienta la discretizacién de la relacién corriente-tensién en el
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método LN-FDTD, en el siguiente apartado vamos a realizar un estudio detallado de la
transformacion de Moebius o transformacién bilineal.

Transformacioén bilineal o de Moebius

La transformacion bilineal o de Moebius constituye una técnica general para incorporar
relaciones dependientes de la frecuencia en el formalismo FDTD, tal y como se ha demos-
trado recientemente para casos como los de materiales dispersivos [45], [46], condiciones
de frontera de impedancia dispersivas [47], [48], y condiciones absorbentes basadas en
capas con adaptacion perfecta [49)].

1. Deduccion de la transformacion bilineal:

La transformacién bilineal puede deducirse a partir de la férmula trapezoidal de
integraciéon numérica. Supongamos una funcién admitancia de primer grado expresada
en el dominio de Laplace (filtro continuo)

1(s) a

Yis) = V(s) b+s

(3.48)

Dicha funcién admitancia no es mas que una caracterizacion de la ecuacién diferencial
I'(t) + bI(t) = aV(t) (3.49)

cuya solucién es
to

I(ts) — I(tr) = / I'(r)dr,
t1
donde I'(t) indica la derivada de I(t) respecto de t. La integral anterior se puede aproxi-
mar por la regla trapezoidal [44]

[ (t2) + I'(t1)]

I(t2) = I(t1) = 5

(ta —t1).
Teniendo en cuenta (3.49),

to —1
I(t2) ~ 1(12) = [-bI{t2) + aV (1) — bI(1) + av (1) L2512
Pasamos ahora al dominio discreto mediante los cambios to — t1 = Ay, to = nA; luego
t1 = (n —1)A;. Con estos valores podemos poner I(nA;) = I", V(nA;) = V" con lo que
obtenemos la siguiente ecuacién en diferencias

(42 (-22) o ey

Pasando ahora al dominio de la transformada Z mediante la propiedad F"~"™ < Z~™"F(Z)
tenemos

(1 + bTAt> 1(Z) - (1 — b%‘t) Zz7(2) = ‘ITAt(l +Z YV (2),



3.3 Método LN-FDTD 65

de modo que la ecuacién de sistema del filtro discreto es
12) a1+ 271

Y=y =1y BAi(1 4 Z-1)

que se puede poner como
a

2 1-z-1 :
At 1471 + b

Y(Z) = (3.50)

Comparando (3.48) con (3.50) resulta que

Y(Z)=Y(s)|_a1p,

Ap14+2z-1

o en otras palabras, que se mapea el plano complejo s en el plano complejo Z segin la
transformacién bilineal o de Moebius
21—z
N1tz
Aunque esta demostracién se ha realizado, por sencillez, para una ecuacién diferencial
de primer orden, es vélida en general para una ecuacién diferencial de orden M.

S

2. Equivalente temporal del proceso de discretizacién:

La aplicacién de la transformacién de Moebius es la base en el diseno de filtros digitales
(ver por ejemplo [44]). En nuestro caso particular, la transformacién de Moebius es la
base del proceso de discretizacién de la relacién I-V del circuito concentrado. Como
vimos, dicho proceso se realiza en el dominio de la frecuencia. El objetivo de esta seccién
es encontrar el equivalente temporal de la transformacién de Moebius, o dicho en otras
palabras, encontrar el proceso de discretizaciéon en el dominio del tiempo andlogo al
realizado mediante Moebius en el de la frecuencia.

Para ello, nuestro punto de partida serd la relaciéon I-V del circuito concentrado en
el dominio de Laplace (3.41). Cuando aplicamos la transformacién de Moebius (3.43) a
(3.41), dicha ecuacién se expresa en el dominio de la transformada Z como

M 2(1—z~-1) 1™
ot | A7) Va(2)

M 21—z-1) 1™ T\
> m=0bm [At((lJrZ*l))]

Sacando factor comiin a Z~3 y pasando el sumatorio de las b,, al otro término

I.(Z) =

w (@2 v [@-rh)
am ‘/ECZ = bm IlmZ
=0 Ay Z%+Z7% &) mz_:o Ay Z%+Z7% 2)
2 2

1 -1 M
? Z2+7 2 )
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por el factor para eliminar los

denominadores

M 1 _i\mf 1 -3 M 1 _\™[ 1 -3
42 — /72 42+ 7 42 — /72 2+ 7
S < = ) ' 9= < - ) 22
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Teniendo en cuenta la propiedad Z=™F(Z) < F"™ ™ podemos expresar la ecuacién
anterior en el dominio del tiempo discreto y en forma operacional como

M M
S gV = Y e, (3.51)
m=0 "t m=0 "¢
donde d; y p, representan los operadores finitos diferencia centrada y promedio centrado,
respectivamente, aplicados al tiempo.
Si ahora aplicamos la propiedad de la transformada de Laplace s™F(s) «—— d™F\(t)/dt
a (3.41) obtenemos la relacién corriente-tensién del circuito concentrado en el dominio
del tiempo continuo

M M
> amdiVa(t) = > bnd s (1), (3.52)
m=0 m=0

Comparando (3.51) y (3.52) se puede ver inmediatamente como la aplicacién de la
transformaciéon de Moebius a (3.41) es equivalente a la discretizacién de (3.52) usando
un esquema en diferencias consistente en la siguiente aproximacién de segundo orden

dVF(t) =~ Ai?émy —mpn (3.53)
donde M es el orden de la ecuacién diferencial. En la expresién (3.53) siempre se debe
tomar M > 1. Cabe destacar que (3.53) es una aproximacién de segundo orden, ya que
todos los operadores finitos utilizados tienen una exactitud de segundo orden. Con esta
expresion podemos cerrar el circulo en nuestro esquema de discretizacion. En la figura
3.11 se muestra que la transformacién bilineal tiene como equivalente temporal la regla
trapezoidal de integracién numérica.

Desacoplo del campo eléctrico

Una vez realizada la discretizacion de la relacién I-V del circuito concentrado, debemos
combinar (3.47) con (3.40) para obtener las expresiones finales que dan cuenta de la pre-
sencia del circuito concentrado en una celda de la malla FDTD. Es conveniente comentar
que ambas ecuaciones se encuentran acopladas, ya que las variables EPT! y JoF! estdn
presentes en las dos expresiones. Este acoplamiento muestra la naturaleza semi-implicita
de la formulacién. Si ahora despejamos J?! en (3.47) obtenemos

=GB 4 AT, (3.54)
donde
M
A= (@B ™ = dp J) ™). (3.55)
m=1

El tltimo paso consiste en sustituir (3.54) en (3.40) y despejar E?*1| resultando

1 2e _n+ti
TL+1 _ il n 2 . n n
Eptt = Eig <AtEx +2 [v X H]x n +Ax)> , (3.56)
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Figura 3.11: Proceso seguido para la discretizacién de la relacién corriente-tensién del cir-
cuito concentrado utilizando la transformaciéon de Moebius o bien el equivalente temporal
de ésta, la regla trapezoidal.

Las ecuaciones (3.54)-(3.56) permiten la incorporacién de circuitos concentrados en
simuladores FDTD preservando la naturaleza explicita del método FDTD convencional.
Con respecto al método FDTD convencional, la implementacién de (3.54) y (3.56) re-
quiere la definicién de 2M — 1 variables adicionales (M — 1 para el campo eléctrico y M
para la densidad de corriente), asi como de 2M + 4 productos reales.

Implementacién eficiente de circuitos concentrados en FDTD

Para reducir el gasto computacional que introduce el método LN-FDTD, (3.47) se puede
interpretar como un filtro digital del tipo IIR (siglas que en inglés significan respuesta
al impulso infinito) [44]. Para implementar dicho filtro, utilizamos la forma directa II
transpuesta [44], con lo que (3.47) se puede expresar como

JpH WP 4 e EPL, (3.57a)
Wl ot — dp I+ ERTY (3.57b)
Wittt = ey Ertt —dy gt (3.57c)

conm=1,2,....M — 1. Ademas, W (m =1, ..,
tomado J"+1 como variable de salida del filtro.
mediante (3 57) se ilustra en la figura 3.12.

Noétese que la ecuacion de filtro digital, (3.57), estd acoplada con la ecuacién de Am-
pére (3.40). Para poder comparar la formulacién resultante con la del método LE-FDTD,
vamos a realizar la combinacion de estas dos ecuaciones para dos casos diferenciados. En

M) son variables auxiliares y hemos
La implementacién del filtro digital
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En+1 ? Jll1+1

Figura 3.12: Diagrama de bloques de la implementacion del filtro digital Y (Z) utilizando
la forma directa II transpuesta.

primer lugar consideraremos el caso M = 1 para posteriormente, abordar el caso general
de M > 1.

3.3.3 Circuitos RLC lineales de primer orden

Los circuitos de primer orden son aquellos que sélo contienen un elemento con memoria,
es decir, una bobina o un condensador. Para obtener las ecuaciones finales en este caso,
en primer lugar aplicamos M = 1 en (3.57) quedando

JE = W 4 GER

lx

witt = gEM — gt

T

n+1
Jl

2 como

Si eliminamos W7, podemos expresar
I =G ET v e BN — dy J} (3.58)

Ahora sustituyendo (3.58) en (3.40) obtenemos la ecuacién para E7T!

2 —
At+CO

1 2 _1nt3
Erl = [(—5 - 01> EM 42 [v X H} 2 b (di— 1), (3.59)
Con respecto a las ecuaciones FDTD esténdar, la implementacién de (3.58) y (3.59)
sélo requiere una variable adicional por celda y componente, la cual se encarga de alma-
cenar la densidad de corriente asociada al elemento concentrado.



3.3 Método LN-FDTD 69

| || R| C | R-C(serie) | R-C(paralelo) | L | R-L(serie) | R-L(paralelo) |

a || 110 0 1 1 1 R
ar || 0| C C RC 0 0 L
bo | R| 1 1 R 0 R 0
by || 00 RC 0 L L RL

Tabla 3.1: Coeficientes de la funcién admitancia Y (S) para circuitos RLC' lineales de
primer orden

Para circuitos de primer orden, aplicando las expresiones del apéndice A, los coefi-
cientes ¢y, y d, quedan

Ap aglg + 2a1

O T AAL DA+ 20y
c . Az agAthal
LT A AL b+ 2y
dy = 1,
bl —2b
b= LA (3.60)

donde los coeficientes a,, y by, se muestran en la tabla 3.1. Segun se aprecia en la ecuacién
(3.59), para el caso particular d; = 1, es decir, cuando b; = 0, la densidad de corriente
se desacopla del campo eléctrico quedando la ecuacién final del método

n+1 1 2e - n r7 n—f—%
= — (5 @ Ew+2{V><H} . (3.61)
E (&4 t x

En la tabla 3.1 se puede observar cémo esta simplificacién ocurre en 3 casos: resistencia,
condensador, y condensador en paralelo con resistencia. Vamos a analizar cada uno de
estos tres casos por separado asi como el de la autoinduccion.

Resistencia

Aunque estrictamente podriamos considerar la resistencia como un circuito concentrado
de orden 0, ya que la resistencia no es un elemento con memoria, lo incluimos dentro de
los circuitos de primer orden. Como en este caso d; = dg = 1, trabajamos con la ecuacién
(3.61) en la que, segun la tabla 3.1 y las relaciones (3.60), ¢ = ¢1 = Ay/ (AyA;R) . Susti-
tuyendo estos valores en (3.61) obtenemos la expresién final que modela la incorporacién
de una resistencia en el método LN-FDTD

1 2 A St
E”+1:7[(—7I>E”+2 VxH ] 3.62
v ot v R A —

Se comprueba ficilmente que esta ecuacién es la misma que (3.11) deducida en el
método LE-FDTD. Esto ocurre por dos motivos: en primer lugar, como las ecuaciones
del campo eléctrico y de la densidad de corriente se desacoplan, la forma de discretizar
el término de densidad de corriente (recordemos distinta que en el método LE-FDTD)
no influye en la ecuacién final; en segundo lugar, ambos métodos parten de la misma
formulacién de la caracteristica I-V de la resistencia, discretizdndola de igual forma.
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Condensador

Aligual que en el caso de la resistencia, dy = dy = 1 y podemos utilizar la expresién (3.61).
Con los valores dados en la tabla 3.1, ¢g = —¢; = 2CA,/ (AAyA;) . Sustituyendo estos
valores obtenemos la expresion final que modela la incorporaciéon de un condensador en
el método LN-FDTD

EVfl =Em ¢ VxH

“] " (3.63)

CA, [

£
A T RAA @

Nuevamente, esta ecuacion es la misma que (3.18) deducida en el método LE-FDTD.
Esto ocurre por las mismas razones que en el caso de la resistencia: en primer lugar,
como existe un desacoplo entre las ecuaciones del campo eléctrico y de la densidad de
corriente, la forma de discretizar el término de densidad de corriente no influye en la
ecuacién final; en segundo lugar, ambos métodos parten de la formulacién diferencial de
la caracteristica I-V del condensador, discretizdndola de igual forma.

Circuito RC paralelo

Este es el tercer y iltimo caso donde d; = dg = 1. Siguiendo los mismos pasos que en los
dos ejemplos anteriores, obtenemos los valores de los coeficientes

__ s A+2RC
O T A, RA,
A, A—2RC
T AN, RA

que ahora sustituimos en (3.61) obteniendo la ecuacién que modela la incorporacién
de circuitos RC paralelo en el método LN-FDTD

nt

2] ., (3.64)

n+1 __
B =

X AA A )E;L+2[V><ﬁ]

2 A, A +2RC

A; T AN, RA; ’

Esta ecuacion es igualmente idéntica a la obtenida con la formulacién multielemento
del método LE-FDTD y dada en (3.37). Esto se debe a los mismos motivos que ya
explicamos para los otros dos casos: desacoplo de la densidad de corriente y formulacién
diferencial de la caracteristica I-V del circuito.

Autoinduccion

Para el caso de una autoinduccion, ya no se verifica que d; = dp. Segun la tabla 3.1, los
coeficientes valen ahora

g = Da Bt
"TAA 2D
dy = —do=—1.
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Sustituyendo estos valores en (3.58) y (3.59) obtenemos

1 2e A, A n+3
E’“rl —[(———w—t>E"+2[VXH] = 2J } (3.65a)
Ay A z
i&; _LA X 2_Lt At AyAZ 2L
Ay, A
n+1 =t n+1 n
g AN 2L (Ex 4+ E}) + Jh (3.65b)
Si desarrollamos recursivamente el término JJ}, obtenemos
n A At n = n—m 1
le—AA o7 (E +2leE +E! (3.66)

Se aprecia claramente que la ecuacién (3.65a) es distinta a la ecuacién (3.25) que modela
las autoinducciones en el método LE-FDTD. Esto es debido a que ya no se cumplen
las mismas condiciones que existian en los tres casos anteriores. En primer lugar, ya
no se produce el desacoplo entre el campo y la densidad de corriente, luego la forma de
discretizar este tltimo término serd decisivo en las formulaciones resultantes. En segundo
lugar, en el método LN-FDTD siempre se parte de la formulacién diferencial de la relacién
corriente-tensién de los circuitos, expresada en el dominio de Laplace. De hecho (3.65b)
se puede expresar en forma operacional como

_AAt n+—
AAL pelo

que no es mas que la versién discreta de la relaciéon I-V de la autoinduccién en forma
diferencial

41
5t T2

dly, _ le.

dt L
Mientras, en el método LE-FDTD la relacién corriente-tensién de la autoinduccién se
discretiza a partir de su formulacién integral [ecuacién (3.22)]. Ademds, la técnica de
discretizacién empleada en el método LE-FDTD consiste en resolver la integral definida
presente en (3.22) mediante la regla del rectdngulo, tal y como se puede apreciar en
la ecuacién (3.24). En cambio, en el método LN-FDTD, (3.66) se puede interpretar
como la versién discreta de la relacién I-V de la autoinduccién que resulta de aplicar el
método de la regla trapezoidal a (3.22). Este resultado concuerda con lo que obtuvimos
cuando demostramos que la aplicacién de la transformacion de Moebius a la relacién I-V
de un circuito expresada en el dominio de Laplace es equivalente a la discretizacién del
equivalente temporal de dicha relacién I-V mediante la utilizacién de la regla trapezoidal.

En general, para cualquier circuito de primer orden distinto de los tres estudiados

anteriormente (resistencia, condensador y asociacién resistencia-condensador en paralelo)
las formulaciones de los método LE-FDTD y LN-FDTD no coinciden debido a los dos
motivos esgrimidos para el caso de la autoinduccion.

3.3.4 Circuitos RLC lineales de orden superior (M > 1)

En circuitos donde el nimero de elementos con memoria es superior a uno, debemos
desacoplar las ecuaciones (3.40) y (3.57). Para ello sustituimos (3.57a) en (3.40) quedando

1 2 n+t3
Erl = = [AiE" +2 [v x H] 2 (Jr W (3.67)
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donde
Jt = WP+ B (3.68a)
wrtt = Wr —dp it e, BT (3.68b)
wytt = ey Ertt —dy gt (3.68¢)

conm=1,2,...,M —1.

Con respecto al método FDTD convencional, la implementacién de estas ecuaciones
requiere M variables de almacenamiento adicionales por componente y celda (una para
la densidad de corriente y M — 1 para las variables auxiliares W,,) asi como 2M + 4
productos reales. Por tanto, si comparamos (3.67) y (3.68) con las expresiones iniciales
(3.54) y (3.56), la implementacién con filtros IIR requiere el mismo nimero de productos
reales, pero aproximadamente la mitad de variables de almacenamiento: sélo una variable
adicional por cada elemento con memoria presente en el circuito.

3.3.5 Algoritmo del método LN-FDTD

El algoritmo FDTD que debemos aplicar en cada interaccién temporal es el siguiente:

1. En primer lugar aplicaremos a todas las celdas de la malla FDTD las ecuaciones
para el campo magnético del método FDTD convencional deducidas en el capitulo
anterior de este trabajo y definidas en (2.21), (2.26) y (2.27).

2. En segundo lugar, en aquellas celdas donde existan circuitos concentrados, aplica-
remos la ecuacién (3.67). A continuacion, actualizaremos la densidad de corriente
y las variables auxiliares W, mediante la expresién (3.68). Si nuestro circuito se
encuentra orientado segun el eje y o z debemos aplicar las ecuaciones que involu-
cran a las componentes Ey y E. y que se obtienen de manera andloga a como se
obtuvieron (3.67) y (3.68).

3. En el resto del dominio de cémputo, donde no existen circuitos concentrados, em-
plearemos las ecuaciones para el campo eléctrico del método FDTD convencional

(2.33), (2.40) y (2.41).

Este algoritmo permite la incorporacién de circuitos concentrados RLC lineales de
orden M en el método FDTD utilizando sélo una celda y sin necesidad de reescribir
el cédigo FDTD para cada topologia de circuito. Simplemente necesitamos obtener la
funcién admitancia del circuito en cuestién, definiendo convenientemente los coeficientes
am V by v el orden M. Las principales caracteristicas de esta formulacién son que
preserva la exactitud de segundo orden en el tiempo y la naturaleza explicita del método
FDTD convencional. Ademds, estd implementado eficientemente, por lo que el nimero
de variables adicionales que requiere es 6ptimo. Por tltimo, estd basado en un esquema
de discretizacién semi-implicito, lo que asegura un buen comportamiento en lo relativo a
la estabilidad numérica.

En la siguiente seccién se presentan un par de ejemplos significativos que muestran los
resultados obtenidos al aplicar los métodos LE-FDTD y LN-FDTD a estructuras hibridas
de microondas con cierto interés préctico.
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3.4 Resultados

3.4.1 Metodologia

En este capitulo hemos revisado las formulaciones de los métodos LE-FDTD y LN-FDTD.
Hemos visto como el método LN-FDTD es una extensién del método LE-FDTD que
supera las limitaciones de este ultimo. El objetivo de esta seccién es mostrar como se
aplican ambos métodos al célculo de los pardmetros de scattering de estructuras hibridas
de microondas. A continuacién enumeramos las dos estructuras hibridas estudiadas:

1. La primera estructura analizada estd formada por un circuito RLC' serie genérico
colocado en serie entre dos lineas microstrip. En este ejemplo se muestran las
diferentes formas de incorporar dicho circuito mediante los métodos LE-FDTD y
LN-FDTD. Asi mismo, se comparan los resultados obtenidos con cada uno de los
métodos y topologias estudiadas.

2. En el segundo ejemplo se estudia una capacidad en chip Gap-Cap, también colocada
en serie entre dos lineas microstrip. De nuevo se muestra detalladamente como se
incorpora dicho circuito dentro de la malla FDTD con cada unos de los dos méto-
dos disponibles. Ademds veremos como, en este ejemplo, aparecen claramente las
limitaciones del método LE-FDTD al incorporar circuitos concentrados formados
por un nimero considerable de elementos.

En los dos ejemplos estudiados, los resultados obtenidos mediante los métodos LE-
FDTD y LN-FDTD se comparardn con los proporcionados por el programa circuital
ADS [50] utilizado solo, y por una simulacién adicional que combina el citado programa,
y el simulador electromagnético HFSS [51]. Esta técnica combinada, que en las figuras
aparecerd bajo la leyenda HFSS+ADS, consiste en los siguientes pasos:

e Primero, calculamos los pardmetros de scattering de la estructura distribuida, es
decir, sin los elementos concentrados, mediante HF'SS. En esta primera simulacién,
definimos dos puertas internas en los lugares donde luego conectaremos el elemento
concentrado. Dichas puertas internas son fuentes de voltaje con resistencia interna
de 50 €2, conectadas verticalmente entre los extremos del gap microstrip y tierra.

e Los pardmetros de scattering calculados para esta estructura de cuatro puertas, son
exportados a ADS en un fichero con formato CITIfile.

e Una vez cargado dicho fichero en ADS, el elemento concentrado se conecta entre
las dos puertas internas definidas previamente, y se realiza una simulacién de todo
el conjunto.

Los resultados obtenidos mediante esta técnica combinada implican una mayor exac-
titud que los conseguidos mediante ADS utilizado solo, ya que HFSS proporciona si-
mulaciones electromagnéticas en tres dimensiones de todos los elementos distribuidos.
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Figura 3.13: Esquema FDTD de la estructura simulada. (a) vista cenital; (b) vista
lateral.

3.4.2 Circuito RLC serie

La topologia del circuito que vamos analizar se muestra en la figura 3.13. Se trata de un
circuito formado por dos lineas microstrip con un gap en medio. Las dimensiones fisicas
de las lineas utilizadas en el ejemplo son: altura h = 0.254 mm y anchura w = 0.79 mm,
correspondiente a una impedancia de 50 §2; la constante dieléctrica del sustrato elegido
(cuclad) vale e, = 2.17. La longitud del gap microstrip es d = 0.5 mm.

Las dimensiones espaciales del mallado FDTD son: A, = 0.079 mm, A, = 0.0846
mm y A, = 0.1 mm. El paso temporal es A; = 0.16 ps, que se corresponde con 0.99 veces
el maximo paso temporal permitido por el método FDTD convencional, deducido en el
capitulo 2 de este trabajo, y dado en (4.20). El circuito hibrido esta rodeado por una caja
eléctrica perfecta de dimensiones 60 x 42 x 175 celdas. El esquema de mallado FDTD
también se muestra en la figura 3.13, donde se observa que las lineas tienen una anchura
de w = 10A,, el sustrato una altura de h = 3A, y el gap una longitud de d = 5A..

Una vez definidas las partes distribuidas del circuito, el objetivo es incorporar el
circuito RLC serie genérico de la figura 3.14 en el gap microstrip. La forma de proceder
serd distinta dependiendo del método que utilicemos.

En primer lugar, utilizaremos el método LE-FDTD. Como vimos en la formulacion
multielemento del método, para incorporar este tipo de circuitos en el formalismo FDTD,
la mejor opcién es considerar que cada elemento concentrado ocupa una celda de la malla.
La figura 3.15 muestra la forma de incorporar el circuito concentrado en el gap microstrip.
Para conectar los terminales del circuito a las lfneas se utilizan dos cables ideales de
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Figura 3.14: Circuito RLC serie que se incorpora en el gap microstrip del circuito de la
figura 3.13. Los valores de los elementos son: R; =50 €2, Ly, =0.3 nH y Cs =0.1 pF
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Figura 3.15: Conexién del circuito RLC serie en el gap microstrip cuando se utiliza el
método LE-FDTD. En azul: cableado de conexién. (a) vista cenital; (b) vista lateral.
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Figura 3.16: Conexién del circuito RLC serie en el gap microstrip cuando se utiliza el
método LN-FDTD. En azul: cableado de conexién. (a) vista cenital; (b) vista lateral.

longitud A,. Tanto el circuito como los cables se encuentran en el mismo plano que las
micro-tiras.

Una vez definida la topologia del circuito, en la celda donde se encuentra la resistencia
R utilizamos la ecuacién que modela la presencia de una resistencia orientada segiin el
eje z definida en (3.14). Del mismo modo, aplicamos las ecuaciones que dan cuenta de
la presencia de una bobina y un condensador en las celdas adyacentes de la malla. Los
resultados obtenidos mediante este método se mostrardn en las figuras bajo la leyenda
LE-FDTD.

A continuacién, utilizamos el método LN-FDTD para dar cuenta de la presencia del
circuito en la malla. Una de las ventajas que presenta este método respecto al LE-FDTD,
es que la incorporacién de circuitos multielemento en una sola celda de la malla FDTD
se realiza de una manera sencilla y eficaz. Para ello, simplemente necesitamos calcular la
funcién admitancia del circuito en el dominio de Laplace, expresada en forma de funcién
racional. Para un circuito RLC' serie este cédlculo se realiza de forma trivial quedando

Y(s) = Cs .

1+ RCs+ LCs?
Una vez que hemos calculado dicha funcién, la formulacién del método LN-FDTD se apli-
ca directamente. En la figura 3.16 se muestra como el circuito concentrado se incorpora
en una sola celda de la malla FDTD. Para conectar dicho circuito con las lfneas utilizamos
cuatro cables ideales de longitud A,. Nuevamente, tanto el circuito como el cableado
se sitia en el mismo plano que las micro-tiras. Los resultados obtenidos mediante este
método aparecerdn en las figuras mediante la leyenda LN-FDTD-punto.
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Figura 3.17: Conexién del circuito RLC serie en el gap microstrip con el método LN-
FDTD dividiendo el circuito a lo largo del gap. (a) vista cenital; (b) vista lateral.

Comparando los esquemas de conexién necesarios en ambos métodos, se aprecia como
en el método LN-FDTD se necesitan introducir dos cables ideales mds que en el método
LE-FDTD. Como comentamos en su momento, la inclusién de estos cables ideales en
la malla no es, en general, deseable ya que introducen un efecto inductivo adicional
que no se encuentra presente en la realidad. La eliminacién del cableado en el método
LN-FDTD se puede realizar, si interesa, de una manera sencilla. Para el caso que nos
ocupa, la mejor opcién consiste en distribuir el circuito a lo largo de las 5 celdas del gap
microstrip, obteniendo 5 circuitos en serie. Por tanto, tal y como se aprecia en la figura
3.17, en cada celda del gap introducimos un circuito cuya funcién admitancia vale

B 5C's
14+ RCs+ LCs?’

Los resultados obtenidos mediante esta técnica aparecerdn en las figuras de los resultados
con la leyenda LN-FDTD-linea.

Una vez descrita la forma de incorporar el circuito RLC' en la malla FDTD con cada
uno de los métodos, realizamos las simulaciones FDTD correspondientes para calcular los
pardmetros de scattering del circuito resultante. En las figuras 3.18 y 3.19 se muestran
las magnitudes de los pardmetros S11 y S21 obtenidos mediante los métodos LE-FDTD,
LN-FDTD y LN-FDTD-linea. Ademd&s se han anadido los resultados proporcionados
por el simulador comercial ADS utilizado solo y por la técnica que combina HFSS y
ADS. Tomando como referencia los resultados proporcionados por esta iltima técnica,
se observa que los resultados obtenidos por cada una de las técnicas FDTD empleadas
son satisfactorios, mostrando un buen acuerdo entre si.

YZinea (3) - 5Y<5>
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Figura 3.18: Magnitud del pardmetro Si; de la estructura de la figura 3.13 donde en el
gap se coloca el circuio RLC serie de la figura 3.14.
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Figura 3.19: Magnitud del pardmetro Sa; de la estructura de la figura 3.13 donde en el
gap se coloca el circuio RLC' serie de la figura 3.14.
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3.4.3 Capacidad en chip

La topologia de la estructura que utilizamos en este segundo ejemplo es idéntica a la
anterior, es decir, dos lineas microstrip con un gap en medio. Tanto las lineas como el
sustrato presentan caracteristicas idénticas a las del ejemplo anterior. Asi mismo, todos
los pardmetros de la simulacién FDTD permanecen invariables.

Ahora, en el gap de la estructura de la figura 3.13 se incorpora una capacidad en chip
Gap-Cap G15BU200K5PX05 [52]. El circuito lineal equivalente de dicha capacidad se
muestra en la figura 5.11. Al igual que en el ejemplo anterior, la forma de introducir el
circuito concentrado en el gap serd distinta dependiendo del método que utilicemos.

Si queremos utilizar el método LE-FDTD para modelar el circuito, debemos colocar
cada elemento del circuito equivalente en una celda distinta de la malla FDTD. Una
posibilidad de conexién se presenta en la figura 3.21, donde se utiliza cableado ideal
para conectar las distintas partes del circuito entre si. En dicha figura se hace de nuevo
patente la principal limitacién del método LE-FDTD para circuitos multielemento, es
decir, la necesidad de distribuir los elementos del circuito a lo largo de las celdas del gap
MiCcTostrip.

Para aplicar el método LN-FDTD, sélo es necesario encontrar la funcién admitancia
de la capacidad expresada en el dominio de Laplace

Y(s) = 14 a1+ azs® + a353
by + b5 + bos? + b3s3’

donde a1 = (Cp + CS)Rp, as = LsCs, a3 = RpLSCSCp bp = Rs + Rp, b1 = a1 Rs,
bo = ao (Rs + Rp) v b3 = aszR;.

Al igual que en el ejemplo anterior, se coloca el circuito concentrado en una celda del
gap, tal y como se aprecia en la figura 3.16, y se utiliza cableado para unir dicho circuito
con las dos lineas.

Otra posibilidad de empleo del método LN-FDTD es el que se mostré en la figura
3.17, donde el circuito concentrado se divide a lo largo del gap evitando asi el uso de
cableado. En este caso, la funcién admitancia que tenemos que incorporar en cada celda
es

. 1+ a8 + a232 + a333
- b(] + bls + 5282 + 5383 '

Una vez descrita las distintas formas de incorporar la capacidad en chip en la malla
FDTD con cada uno de los métodos, realizamos las simulaciones FDTD correspondientes
para calcular los pardmetros de scattering del circuito resultante. En las figuras 3.22 y
3.23 se muestran las magnitudes de los pardmetros Si; y So1 obtenidos mediante los
métodos LE-FDTD, LN-FDTD y LN-FDTD-linea. Ademds, con el propédsito de compa-
rar las gréaficas obtenidas, se han anadido los resultados proporcionados por el simulador
comercial ADS y por la técnica que combina HFSS y ADS. Tomando como referencia
esta 1ltima, se observa como los resultados obtenidos por cada una de las 2 topologias
que emplean el método LN-FDTD muestran un buen acuerdo. Sin embargo, los resul-
tados obtenidos con el método LE-FDTD y con el simulador comercial ADS difieren
significativamente con los anteriores. En el caso del simulador ADS, la discrepancia en
los resultados obtenidos era de esperar, ya que la parte distribuida del circuito formado
por las lineas microstrip y el gap microstrip se modela de una manera més exacta con un

Yzinea (3) - 5Y(5)
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Figura 3.20: Circuito equivalente de la capacidad Gap-Cap G15BU200K5PX05: L =
0.102 nH, R, = 0.139 Q, Cs = 14.93 pF, R, = 268 Q, C}, = 5.07 pF.
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Figura 3.21: Conexién de la capacidad en el gap microstrip cuando se utiliza el método
LE-FDTD. (a) vista cenital; (b) vista lateral.
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Figura 3.22: Magnitud del pardmetro Si; de la estructura de la figura 3.13 donde en el
gap se coloca la capacidad en chip de la figura 3.20.
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Figura 3.23: Magnitud del pardmetro Sz; de la estructura de la figura 3.13 donde en el
gap se coloca la capacidad en chip de la figura 3.20.
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simulador de onda completa, como son FDTD y HFSS. En cuanto al resultado obtenido
con el método LE-FDTD, se observa como las discrepancias existentes con respecto a las
soluciones proporcionadas por LN-FDTD y HFSS+ADS son muy significativas. En el
caso concreto del pardmetro Sa1, la solucién no da cuenta de la resonancia que se produce
en la respuesta del circuito.

Las diferencias en el resultado obtenido muestran claramente las limitaciones de la
formulacién multielemento del método LE-FDTD. A medida que el circuito se hace més
complejo, éste se dispersa a lo largo de la malla FDTD. Ademds, el nimero de cables
necesarios para conectar cada elemento del circuito aumenta. Como resultado de todo lo
anterior, la exactitud del método LE-FDTD se ve claramente disminuida, dando lugar a
resultados erréneos, como acabamos de mostrar para el ejemplo de la capacidad.



Capitulo 4

Estudio de las propiedades
numéricas del método LN-FDTD

4.1 Introducciéon

En el capitulo anterior, se revisé la formulacién del método LN-FDTD, el cual permite
la incorporacién de circuitos lineales concentrados de una puerta en una sola celda de
la malla FDTD, manteniendo, por tanto, la naturaleza concentrada del circuito. Por
otro lado, tal y como vimos en el capitulo 1, un estudio detallado de las propiedades
numéricas del método FDTD, en especial de la estabilidad y de la dispersién numérica,
nos proporciona informacién vital a la hora de aplicar correctamente dicho método a
problemas concretos.

El objetivo de un andlisis de estabilidad en un problema de diferencias finitas se basa
en encontrar las condiciones que los intervalos de discretizacién (A, Ay, Ay A,) deben
satisfacer para que el esquema sea estable, es decir, para que los errores de redondeo que
cometemos al resolver las ecuaciones en diferencias permanezcan acotados. El método
de von Neumann es, probablemente, el procedimiento mds utilizado para determinar la
estabilidad de esquemas en diferencias finitas para problemas definidos en el dominio
espacio-tiempo [59]. Para un esquema en diferencias dado, la aplicacién de esta técnica
proporciona un polinomio de estabilidad asociado. La condicién de estabilidad es que
todas las raices de este polinomio tengan mdédulo igual o menor que la unidad. Cuando
se aplica este método, el lugar de las raices se obtiene en funcién de los pardmetros de
interés. Como vimos en el capitulo 1, las raices del polinomio asociado a la formulacién
del método FDTD convencional se obtienen analiticamente cuando aplicamos el método
de von Neumann a las ecuaciones en diferencias correspondientes. Desafortunadamente,
la obtencién analitica de dichas raices sélo puede hacerse para casos concretos y con for-
mulaciones sencillas. En la mayorfa de las extensiones del método FDTD convencional,
las formulaciones se complican y las raices del polinomio de estabilidad resultante sélo
se pueden obtener mediante una biusqueda numérica, lo que hace que sea muy dificil
encontrar condiciones de estabilidad analiticas. Ademads, la bisqueda numeérica puede
introducir errores en la localizacién de las raices, originando, por tanto, errores en las
condiciones de estabilidad obtenidas en funcién de los pardmetros de interés. El criterio
de Routh-Hurwitz es una técnica ampliamente utilizada para estudiar la estabilidad de
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sistemas lineales en los dominios del tiempo continuo y discreto [60]. Este método per-
mite determinar la posicién relativa de los ceros de un polinomio con coeficientes reales
con respecto al eje imaginario, sin necesidad de calcular las raices. Para encontrar cri-
terios de estabilidad analiticos en el método LN-FDTD combinaremos las dos técnicas
anteriormente expuestas.

Por otra parte, un estudio de la dispersién numérica basicamente consiste en deter-
minar la relacién existente entre la frecuencia y el niimero de onda para las ondas planas
definidas por las ecuaciones en diferencias del esquema en diferencias. Esta relacién
es, en general, diferente de la que verifica las ecuaciones diferenciales originales. Esta
discrepancia constituye una limitacién importante en la exactitud de la solucién.

En la literatura, existen algunos trabajos que realizan estudios teéricos de las pro-
piedades numéricas de las extensiones del método FDTD que permiten incluir elementos
concentrados. En [53] se presenta un estudio de la estabilidad y disipacién numéricas
de la técnica FDTD cuando en ella se incluyen resistencias, condensadores y autoinduc-
ciones. Para el caso de la autoinduccién, un estudio mé&s detallado se puede encontrar
en [41]. En [54] se ha publicado un estudio de la estabilidad del método FDTD cuando
se incorpora en la malla elementos concentrados a lo largo de varias celdas. En los tres
trabajos anteriores, el punto de partida es el método de von Neumann, el cual estd ba-
sado en la transformada discreta de Fourier. Por otro lado, en [55] y [56] se presentaron
nuevos teoremas de estabilidad para las formulaciones del método FDTD que incorporan
elementos concentrados, tanto lineales como no lineales. Dichos teoremas tienen como
punto de partida el método de la energia [57]. También basado en este método, en [58]
se present6 un estudio de la estabilidad de la formulacién del transistor de unién bipolar
(del inglés Bipolar Junction Transistor, o sus siglas BJT) dentro del formalismo FDTD.

El objetivo de este capitulo es presentar un andlisis de la estabilidad y de la dispersién
numérica del método LN-FDTD. Para realizar dicho estudio, el esquema seguido en el
capitulo es el siguiente:

e En primer lugar, se revisardn el método de von Neumann y el criterio de Routh-
Hurwitz como técnicas que nos permiten realizar el estudio de las propiedades
numéricas del método LN-FDTD.

e En segundo lugar, deduciremos las ecuaciones en diferencias del método LN-FDTD
para el caso concreto de un medio homogéneo cargado uniformemente con circuitos
concentrados orientados a lo largo de un eje coordenado.

e A continuacién, a partir de las ecuaciones en diferencias obtenidas, y mediante
el método de von Neumann, se realizard el estudio de la estabilidad del proble-
ma propuesto, obteniendo el polinomio general de estabilidad. A partir de dicho
polinomio, y aplicando el criterio de Routh-Hurwitz, se deducirédn condiciones de
estabilidad analiticas para una serie de casos particulares entre los que se incluyen
el de un circuito RL serie y paralelo, una resistencia, una autoinduccién, un con-
densador y una asociacién RC serie. Para estos dos iltimos casos, las condiciones
de estabilidad obtenidas analiticamente se validan mediante simulaciones FDTD.

e Seguidamente, a partir del polinomio general de estabilidad, se realizard un estudio
de la dispersién numérica. Dicho estudio se enfocard desde dos puntos de vista
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distintos. En primer lugar, interpretaremos el medio cargado con circuitos concen-
trados como una material equivalente cuya permitividad depende de la frecuencia.
En segundo lugar, abordaremos el problema desde un punto de vista circuital, don-
de definiremos la admitancia numérica de los circuitos concentrados. En concreto,
los resultados anteriores se particularizardn, nuevamente, para una serie de casos
concretos, comprobando la validez de las expresiones obtenidas a través de distintas
simulaciones FDTD.

4.2 Meétodos para el estudio de la estabilidad

En esta seccién se mostrardn las dos técnicas que utilizaremos para determinar la esta-
bilidad del método LN-FDTD.

4.2.1 Meétodo de Von Neumann

El concepto de estabilidad tiene que ver con la resolucién numérica de la ecuacién en
diferencias y no con la ecuacion diferencial de la que ésta proviene. Por otro lado, todos
los esquemas en diferencias presentan soluciones tedricas exactas. Sin embargo, cuando
los cédlculos para resolver estos esquemas se llevan a cabo en un ordenador, aparecen
errores debido a la precisién finita en las operaciones aritméticas. Por tanto, el estudio
de la estabilidad de un esquema en diferencias finitas consiste en encontrar las condiciones
bajo las cuales dicho error —--la diferencia entre las soluciones tedrica y numérica de la
ecuacion en diferencias finitas— permanece acotado a medida que el numero de iteraciones
temporales tiende a infinito. En estas condiciones nuestro sistema serd estable. Sin
embargo, si dicho error de redondeo no permanece acotado diremos que el sistema es
inestable y, por tanto, inservible desde un punto de vista préctico.

El método de von Neumann aplicado a un esquema en diferencias asociado a un
problema definido en el dominio espacio-tiempo consiste, bdsicamente, en considerar una
expansién en serie de Fourier del error en un punto concreto de la malla x = iA;,y = jAy,
z = kA, y en un instante de tiempo dado t = n\;

Nl s L) 0 j(kepilgtky, i Ay+ka, kA,
£ (Za‘]vk)_zgﬂpzpe‘]( P vp) Sy P )7
P
donde p representa el p— ésimo arménico del desarrollo de Fourier, &, es una amplitud
compleja, j = /—1, y ks, ky, vy k, son los nimeros de onda numéricos de los modos
discretos en cada una de las direcciones cartesianas. Por tltimo, la cantidad Z} representa

la variacién temporal. Si las ecuaciones en diferencias que se resuelven son lineales, es
suficiente con considerar solamente un término del desarrollo en serie anterior

E(i, j, k) = Eg 2" (ReiBathyilythakdz) (4.1)

En (4.1), Z es una variable compleja, comtinmente llamada factor de amplificacion,
que nos proporciona el crecimiento del error en una iteracién temporal

E (i, j, k) = ZEMi, j, k). (4.2)



86 Estudio de las propiedades numéricas del método LN-FDTD

Segun lo argumentado anteriormente, para asegurar que un esquema en diferencias finitas
sea estable, a medida que el nimero de iteraciones temporales aumenta, el error no debe
crecer. Fijandose en (4.2) esto se consigue haciendo

1zl <1

A esta expresion se la conoce como Criterio de Fstabilidad de von Neumann.

Para obtener la condicién de estabilidad de un esquema determinado, debemos sus-
tituir soluciones de la forma (4.1) en las ecuaciones en diferencias. Las expresiones
resultantes constituyen un sistema homogéneo. Para que el sistema tenga una solucién
distinta de la trivial, ha de anularse el determinante de la matriz de los coeficientes. Co-
mo resultado, obtenemos un polinomio caracteristico en el dominio Z, también llamado
polinomio de estabilidad

N
S(Z2)=> a;zN". (4.3)
i=0
La condicién de estabilidad se puede escribir ahora como
1Zi| <1,

donde Z; son las raices de S(Z). O dicho con palabras, las raices del polinomio de esta-
bilidad S(Z) deben estar situadas sobre o dentro del circulo unidad del plano Z.

Para determinar el rango de los pardmetros de interés para el cual el esquema es
estable, normalmente es necesario realizar una bisqueda numérica exhaustiva de las
raices de S(Z), en funcién de dichos pardmetros.

4.2.2 Criterio de Routh-Hurwitz

Este criterio establece que el polinomio
N

S(r):ZbkrN*k, b, >0
k=0

con coeficientes reales constantes by no tiene raices en la mitad derecha del plano r si y
sélo si todos los valores de la primera columna de la tabla de Routh son cantidades no
negativas. Ademds, una condicién necesaria aunque no suficiente para que no existan
raices en la mitad derecha del plano r es que todos los coeficientes del polinomio S(r)
sean cantidades positivas.

Para construir la tabla de Routh, los coeficientes by se colocan en dos filas: la primera
fila estd formada por los coeficientes que aparecen junto a las potencias pares de r,
mientras que en la segunda fila se colocan los coeficientes asociados a las potencias impares
de r (por simplicidad en la notacién, y sin perder generalidad, suponemos que N es un
ndimero par):

ClLk = bgk, kZO,l,...,N/Q
Cok = b2k+1, k’:O,l,...,N/Q*l.
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Después de completar las dos primeras filas de la tabla de Routh, el resto de las posiciones
de la tabla se rellenan de acuerdo a la siguiente expresién:

—1 | ¢cjop cj2rs1

C'k = —
J . .
Cj-1,0 | €-10  Cj-1k+1

)

donde j =3,4,...,N,y k=0,1,...,N/2. Por lo tanto la tabla de Routh completa sera

cio=by ci1=by .. cap=by .. cnp_1=byn_1) CiNnp2=0bN
c20=0b1 ce1=0b3 .. cor=byy1 ... Canj2-1=0bN-1 canj2 =0
€3,0 c3,1 C3.k C3,N/2—1 c3nj2 =0
C4.0 C4.1 64,]f C47N/2,1 =0 C47N/2 =0
5.0 Cj1 Cik Cj,N/271 =0 Cj,N/2 =0

¢cN-10  CN-11 - cN-1x=0 .. eny_inp-1=0  enognp=0
CN,0 CN,1 = 0 CN,k = 0 CN,N/2—1 = 0 CN N/2 = 0

Normalmente hay N + 1 elementos en la primera columna de la tabla de Routh. Si
todos los elementos de la primera columna son positivos, entonces todas las raices de S(r)
estdn en el semiplano izquierdo de r. Si los elementos de la primer columna no son todos
positivos, entonces el nimero de raices en el semiplano derecho es igual al nimero de
cambios de signo en la primera columna. Por ejemplo, si se tiene +,-,4+,+ , corresponde
a dos cambios de signo, y por lo tanto habra dos raices en el semiplano derecho.

Criterio de Routh-Hurwitz — Caso Especial 1

Si el primer elemento en una de las filas de la tabla de Routh es cero, el procedimiento
para determinar los elementos de la tabla debe modificarse, reemplazando el cero por
una constante pequena € > 0 que luego se hace tender a cero.

e Ejemplo: Vamos a construir la tabla de Routh asociada al polinomio
S(r) =7 +3r* +2r3 + 612 + 6r +9.

La tabla de Routh, aplicando las expresiones correspondientes, queda de la siguiente

forma

o 1 2 6 0
rt 3 6 9 0
r3 0 — Es cero!l!! 3 0

r3 € 3 0 -
r? lime_,q (6629) — Negativol!ll 9 0 —
rb | limeo |55 (9 —38=2)| =3 0~ -
1“0 9 _ _

Vemos que cuando ¢ tiende a cero hay dos cambios de signo en la primera columna,
por lo que S(r) tiene dos raices en el semiplano derecho.
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Criterio de Routh-Hurwitz — Caso Especial 2

Otro caso especial ocurre cuando toda una fila de la tabla de Routh es cero. Esto indica
que hay raices complejas conjugadas sobre el eje imaginario del plano r. Si la i-ésima
fila es cero, se forma un polinomio auxiliar con los coeficientes de la fila anterior, y se
reemplaza la fila de ceros por los coeficientes de la derivada del polinomio auxiliar, y se
completa la tabla.

e Ejemplo: Vamos a construir la tabla de Routh asociada al polinomio
S(r) =1+ 5r* + 1103 + 2372 4 287 + 12

La tabla de Routh, aplicando las expresiones correspondientes, queda de la siguiente

forma
1 11 28
5 23 12
3 32 128
T 5 5 0
|3 12 0
r'] 0 0 +«— Polinomio auxiliar: aj(r) = 3r2 +12 — r = +2;
i 6 0 —daéy) = 6r
W12 —

Vemos que los coeficientes de la primera columna son todos positivos. Sin embargo,
como las raices del polinomio auxiliar son también raices del polinomio original,
existen dos rafces que estan sobre el eje imaginario.

4.2.3 Combinacion del método de von Neumann con el criterio de
Routh-Hurwitz para determinar la estabilidad de un esquema
en diferencias

El objetivo de este apartado es mostrar cémo, combinando las dos técnicas anteriores, es
posible determinar condiciones analiticas de estabilidad para un esquema. en diferencias
dado. En concreto, mostraremos cémo, utilizando el criterio de Routh-Hurwitz, se puede
determinar si alguna raiz del polinomio de estabilidad S(Z) se encuentra fuera del circulo
unidad del plano Z. Para conseguirlo, el primer paso consiste en aplicar la transformacion

bilineal )
7 r—+

r—1
al polinomio de estabilidad S(Z). Como resultado, se obtiene un polinomio S(r) en el
plano r. La transformacién anterior transforma el exterior del circulo unidad del plano
Z en la mitad derecha del plano r. Por lo tanto, si el polinomio S(r), obtenido de aplicar
(4.4) a (4.3), no tiene raices en la mitad derecha del plano r, entonces el polinomio S(Z)
no tendrd ninguna raiz fuera del circulo unidad del plano Z. Por consiguiente, el esquema
en diferencias asociado a S(Z) satisfara la condicién de estabilidad de von Neumann.

Para encontrar las condiciones de estabilidad de un esquema en diferencias en funcién
de los distintos pardmetros de interés, los elementos de la primera columna de la tabla
de Routh se fuerzan a que sean cantidades no negativas. Estas condiciones originan una

(4.4)
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serie de desigualdades algebraicas que permiten encontrar las condiciones de estabilidad
analiticas, sin necesidad de recurrir a la biisqueda numeérica de las raices del polinomio
de estabilidad S(Z).

Esta técnica combinada para determinar condiciones de estabilidad analiticas fue
utilizada por primera vez para el método FDTD en [61]. Para mostrar més claramente
cémo funciona esta técnica, veamos un ejemplo.

Ejemplo: condicién de estabilidad del algoritmo FDTD convencional en un
medio sin pérdidas

En este ejemplo vamos a obtener, de forma analitica, la condicién de estabilidad del
método FDTD convencional en un medio isétropo, homogéneo, sin pérdidas, con pa-
rdmetros constitutivos € y p. Nuestro punto de partida son las ecuaciones del método
FDTD discretizadas de acuerdo al esquema de Yee que obtuvimos en el capitulo 1 de
este trabajo

5t n/— . 1 -1

R HA) = o [VxE] ()
0; n+% o . 1 = "+% o
A ) = Vx| (),

donde, recordemos, d; es el operador finito diferencia centrada respecto del tiempo, A; es
el paso temporal del método y donde 7, y 7g, con a = (x,y, z) se definieron en (2.16)
y representan las posiciones espaciales de la malla donde se calculan los campos elec-
tromagnéticos de acuerdo al esquema de Yee. Desarrollando los términos del rotacional

| _nts
[V X E] y [V X H} * definidos en (2.20), (2.24) y (2.25), las ecuaciones anteriores se
pueden escribir en forma matricial como
n oy n
RE" = —u-LH" (4.52)
Ay
Rim+ = Ottt (4.5b)
Ay
donde
E" = [E}E}ENT,
ﬁn = [H37H57H?]T7
y
&, &
0 -5 Z;L
R=| & 0 % (4.6)
TR 0
Ay, A,

es la aproximacioén en diferencias finitas del operador rotacional, donde é,, con o = x,y, z
es el operador finito diferencia centrada respecto de las coordenadas espaciales. Los
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operadores en diferencias se definen como

8 F"(i,5,k) = F"Va(i,j,k)— F"2(4,5,k), (4.7a)
5 F(i g k) = i+ %j k) — (i — %j k), (4.7b)
5,F (i, k) = F(i,j + % k) — F7(i,j — % k), (4.7¢)
5.EM(i g k) = F(i, ik + %) i,k — %). (4.7d)

Una vez definidas las ecuaciones FDTD, se aplica el método de von Neumann. Debido
a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, es suficiente con considerar solamente un
término del desarrollo en serie de Fourier para el campo eléctrico y otro para el campo
magnético. Por lo tanto, debemos sustituir

Eri jok) = Eyzrellkeibethyibythkds) (4.82)
A7 j k) = Hozre(baidethiythekds) (4.8D)

en (4.5). Para mostrar cémo se realiza el desarrollo matemético vamos a tomar la ecuacién
para la componente x del campo magnético, obtenida directamente a partir de (4.5a)

GHE (i) =~ | LB F) ~ 5By (19
Yy

Desarrollando los operadores en (4.9) obtenemos

T ni. At| BN, j+3,k+1)—ENi, j+ 3.k
Hy "2(ij+1 k+1)—H; 2(1,]+%,k+%):7 HCV R A) o J+3,k)
B, 41 k4 5) = B0, jk+3) (410)
A, :

Sustituyendo (4.8) en la ecuacién anterior llegamos a

Hos (Z% _Z%) - (EoyeJ.RZAZM_E()yejszZ/2 _ Ep.edfvBu/2 EozejkyAy/2> :
M A, A,

Aplicando la equivalencia del seno con las exponenciales, obtenemos la siguiente expresién

11 2A¢ | Eo. . (kyAy\  Eoy . [ kA,
2 - 2 = — — —_— —_— ——
<Z Z > Hy, |3, sin ( 5 A, sin | — . (4.11)

Realizando el mismo proceso para el resto de las ecuaciones de (4.5) obtendriamos otras
5 ecuaciones, similares a (4.11). Sin embargo, existe una forma de obtener dichas ecua-
ciones de una manera més sencilla. Comparando (4.9) y (4.11) vemos cémo el resultado
de sustituir (4.8) en (4.10) es equivalente a sustituir en (4.9) los campos por sus corres-
pondientes amplitudes complejas

Fo = Foq (4.12)
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v los operadores finitos por sus correspondientes autovalores que, por inspeccién, valen

kol
00 — 2jsin<%>, a=2x,,2

1 1
0y — Z2—7"2,

(4.13a)

(4.13b)

Sustituyendo directamente (4.12) y (4.13) en (4.5) es trivial llegar a las ecuaciones bus-

cadas tanto para el campo magnético como para el eléctrico

1 1 2iA; [Ep, P E ;
<Zz—Z2)H0x N AO sin<ﬂ2ﬂ>—%sin<—z%) :
LRy z .
1 1 2iA; [ Eoa P Ey, i |
(A=) = 2 B () - B ()]
R x
1 1 2jA; [E, P FEox * ]
(7)o = B0 [ () - G ()]
L x Y i
1 1 2jA; [Hy. i H z 1
(At i = B0 [Fo i () - B (1)
L Y z E
1 1 2jA; [Hoz i Hoy. 2
(A2 = B[ () e (7).
1 1 2JA: [Hoy . (in Ho, Ay |
2 — 772 = 2=z ) — Yot
<Z Z )EOZ - A, sm( o) ) A, s1n( 5 )

(4.14a)
(4.14b)
(4.14c)
(4.14d)
(4.14¢)

(4.14f)

Las expresiones en (4.14) constituyen un sistema lineal homogéneo, en el que las
incognitas son las variables Ey,, ..., Hy,. Para que el sistema tenga una solucién distinta
de la trivial, ha de anularse el determinante de la matriz de los coeficientes. Para poder
calcular el determinante, eliminamos del sistema anterior las variables Hy,, con lo que el

sistema se reduce a

o= (o gty [ CR) et ()N
B el A2 A2 0
4At2 sin (l%zQAz) sin <;”2ﬂ> e 4A? sin (~z2Az> sin (ézf'z) -
el AN, oy ALA, 0z
BA . ky A . k . BoA
0 - 4At251n<—u2 )sm(%)E 74At251n< 4 y)sm( 5 )E
el AN, 0 e AyA, 0%
1 C1\2  4A2 sin® (—L@k 2A ) sin® (—z—ik 2A )
+ 72 — 772 + o A% + A% Eoy
0 74At251n<’~“ 2A )sin (—Z—i~ 2A >E B 4A25m<l}y$y>sm(k$ >E
N L ALA, 0 e AyA, ke
11N A sin? (—f“l‘fﬂ") sin? (—y—M 2 )
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Desarrollando el polinomio en Z y realizando una serie de manipulaciones matematicas,
obtenemos

(Z — 1)2 N A_? sin? El%‘*) sin? (Ezzéi)

0 = + EO
7 e |y A2 w
2 sin kol sin kyly 2 €in kxAy sin kA,
_ﬁ 2 2 En, — ﬁ 2 2 5
ME Aq;Ay Oy /"L‘S ACIIAZ 0z
A% sin (E%AL) sin (%) AtQ sin ( XzBu 2A ) sin (—%—iig 2A )
0 = —— J o — E
pe AyAg o e AyA, 02
(Z . 1)2 A? Sln2 (iéz2Az ) Sin2 iéz2Az)
+ —+ 4 Eo
47 UEe A% Ag Y
o () (5)  apoi () o (55)
0 = —— J o — E
pe AzAz Oz j2%9 AyAz Oy
(Z — 1)2 A2 sin? l;z2A1‘> sin? —uﬁ )
Nz e Az 5 Eo..
e 2 A2

El polinomio de estabilidad se obtiene calculando el determinante de la matriz de
los coeficientes del sistema de ecuaciones homogéneo anterior e igualando a cero. Dicho
determinante se puede expresar como

Z-1)2
ﬁﬁL + 1/?2! + 1/2 —Vgly —Ugply
_ Z—1)? 2 2
S = —Vgly ﬁﬁL + v+ s vyl ;
Z—1 2 2
— Vgl —Uyly ﬁﬁL +uvg vy

donde

Vo = con o = x,Y, 2.

JiE A,

Resolviendo el determinante obtenemos

(Z-1)?

S=—7

Z —1)? Z —1)?
frvpntntd vattint D e B
expresion que se puede expresar de forma factorizada como
S =81(2)[S2(2)]* =0, (4.15)

siendo

S1(Z2) = (Z-1)%
So(Z) = 4PZ+(Z 1)
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donde
2

Ve = Vi + Vf/ + Vg.

La ecuacién (4.15) representa el polinomio de estabilidad del algoritmo FDTD con-
vencional en un medio homogéneo, isétropo y sin pérdidas. Para buscar la condicién de
estabilidad, vamos a analizar los polinomios S1(Z) y S2(Z) por separado.

Las raices del polinomio S1(Z) se encuentran en el circulo unidad del plano Z inde-
pendientemente de los pardmetros del problema. Por lo tanto, S1(Z) no interviene en la
estabilidad del esquema en diferencias.

Desarrollando en potencias de Z, Sa(Z) se puede expresar como

So(Z)=2-2(1—-2*)Z+1=0, (4.16)

Para este polinomio concreto, es posible obtener las raices de (4.16) de forma exacta.
Resolviendo para Z obtenemos

Z=(1-20%) /(1 -202)* 1,

en la que se puede observar que si !1 — 21/2| > 1, una de las dos soluciones de Z es un
ndmero real de médulo |Z| > 1 siendo, por tanto, el esquema inestable. Por el contrario,
si

|1—202 <1, (4.17)

las dos soluciones de (4.16) son nimeros complejos cuyos médulos valen la unidad:

\Z\Z'(l—ZVQ)ij\/m

y el esquema es, en este caso, estable. Partiendo de (4.17), obtenemos las condiciones de
estabilidad buscadas:

:]~7

0, (4.18a)
1 (4.18b)

[\
IN IV

Veamos ahora cémo también se puede llegar a estas condiciones de estabilidad utili-
zando el criterio de Routh-Hurwitz. Para ello, aplicamos la transformacién bilineal (4.4)
al polinomio de estabilidad dado en (4.16) con lo que obtenemos el siguiente polinomio
de estabilidad en el plano complejo r :

So(r)y =v*2 +0r+1—-1%=0.

A continuacién construimos la tabla de Routh correspondiente

r? 2 1— 12
rl 0 0 «—— Poli. auxiliar: a;(r) = Sa(r) — r = £j4/ 1;5’2
rl 202 0 — Mé =912y
T
r0 | 1—v? —
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Ahora, para que los elementos de la primera columna sean no negativos debemos
imponer las siguientes condiciones

0,
1.

[\
IN IV

Estas condiciones son idénticas a las obtenidas resolviendo directamente el polinomio en
Z y dadas en (4.18). Ademds, de acuerdo a estas condiciones, las raices del polinomio
auxiliar a;(r) y, por tanto, del polinomio caracteristico Sa(r), se sitian sobre el eje
imaginario. Segun lo anterior, las raices del polinomio S3(Z), que tienen médulo unidad,
equivalen a raices del polinomio Sa(r) situadas sobre el eje imaginario. En este caso
decimos que el esquema en diferencias es no disipativo.

Por tltimo, sélo nos falta encontrar las condiciones que deben cumplir los pardmetros
del método FDTD para que (4.18) se cumpla. Se puede comprobar facilmente que la
primera condicién v? > 0 ocurre siempre, por lo que no establece realmente ninguna
restriccién. Sin embargo, de la segunda condicién, 1 — 2 > 0, se obtiene

A? sin? (E@%&) sin? (ﬂ%) sin2 (%)
— + <1
2 — bl

e | (Ag)? (Ay)° (Az)

para todos los valores de l;:w, l;:y y k.. El peor caso se produce cuando los senos valen la
unidad, y, simultdneamente, el producto pue es minimo. En este caso podemos escribir la
condicién de estabilidad como:

At=——e—— cons<l, (4.19)
¢\/az T Az T Az
esto es,
1 1 1
s=cAt, |-+ -5 +-5 <1, (4.20)
\/A% Az Az

donde c representa el valor méximo de la velocidad de fase en el dominio de interés, y el
pardmetro s asi definido, que se conoce como el factor de estabilidad, ha de ser menor o
igual que la unidad para garantizar la estabilidad del esquema.

Aunque para este caso concreto del método FDTD convencional, la condicién de esta-
bilidad analitica puede obtenerse sin necesidad de combinar el método de von Neumann
con el criterio de Routh-Hurwitz, en general, para otros esquemas en diferencias mas
complicados, el polinomio de estabilidad en Z no se podrd resolver de forma exacta. Por
tanto, si queremos encontrar una expresion analitica para la estabilidad, deberemos re-
currir al criterio de Routh-Hurwitz, procediendo de igual forma que hemos hecho en este
ejemplo.

4.3 Meétodo LN-FDTD en forma operacional

En esta seccién vamos a formular el método LN-FDTD de forma que sea mads sencillo
realizar un estudio de la estabilidad y la dispersién numérica del esquema en diferencias
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x[ . .‘(i+Lj+Lk+1) ° .0
AL

Figura 4.1: Medio matriz cargado uniformemente con circuitos concentrados orientados
segin el eje x.

resultante. Con este fin, supondremos un medio homogéneo, is6tropo y con pérdidas, de
permitividad e, permeabilidad i y conductividad o. Este medio —de ahora en adelante
el medio matriz— se carga uniformemente con circuitos concentrados orientados segin
la direccién z, tal y como se muestra en la figura 4.1. Debido a la presencia uniforme
de dichos circuitos, el medio resultante se puede interpretar como un medio uniéxico,
con el eje 6ptico orientado en la direccién del eje x. En este tipo de medios se propagan,
en general, dos ondas, la ordinaria y la extraordinaria. La onda ordinaria se propaga
cuando el campo eléctrico vibra perpendicularmente al eje 6ptico, mientras que la onda
extraordinaria se propaga cuando la componente de campo eléctrico vibra en la direccién
del eje optico.

Las ecuaciones de Maxwell del rotacional en el dominio del tiempo que describen el
medio cargado con circuitos concentrados son

, OH
E = —pu—— 4.21
V x Hap (4.21a)
. E Lo
VxH = s%—t +0E + Jj, (4.21D)

donde, como ya sabemos, la densidad de corriente J, = Ji& se introduce para dar cuenta
de la presencia los circuitos concentrados orientados segin el eje x.

En el método LN-FDTD, cada circuito concentrado presente en el medio matriz se
define a través de su relacién corriente-tension en el dominio de Laplace

Iy, (S) =Y (S) Vi (S) ) (422)

donde I, v V, son, tal y como se muestra en la figura 4.1, la intensidad y la caida
de tensién en el elemento concentrado. Asi mismo, Y;(s) es la funcién admitancia del
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circuito concentrado, que viene dada por

ZM:O ams™
m=0 ~“m

En esta expresion, M representa el orden de la funcién admitancia, o lo que es lo mismo,
el nimero de elementos con memoria —condensadores y autoinducciones— presentes en
el circuito concentrado. Si ahora aplicamos la propiedad de la transformada de Lapla-
ce s"F(s) «— d"™F(t)/dt a (4.22) obtenemos la relacién corriente-tensién del circuito
concentrado en el dominio del tiempo continuo

M M
Z amd?%(t) = Z bmd;nll:c(t)' (4'24)
m=0 m=0

donde d; denota derivada respecto del tiempo.

Una vez introducidas las 3 ecuaciones que describen el problema, (4.21a), (4.21b), y
(4.24), el siguiente paso sera discretizarlas para obtener un conjunto de ecuaciones en
diferencias que constituyan la base del nuevo algoritmo FDTD.

4.3.1 Discretizaciéon de las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones (4.21a) y (4.21b) se discretizan de acuerdo al esquema de Yee, tal y como
vimos en el capitulo 1. Ademds, a ambos términos de densidad de corriente se les aplica
un promediado temporal quedando:

. 8 -
RE" = —uKtH", (4.25a)
t
RA™: = eKiEn+%+pt <aEn+%+fl”+2>, (4.25b)
siendo
E" = (B} EED
H = [HH HYT,
jlh = [JIT:LmO?O]T?

y donde R es la aproximacién en diferencias finitas del operador rotacional ya definida
en (4.6). En las expresiones anteriores, los operadores diferencias centrada se definieron
en (4.7). Mientras, u, es el operador finito promedio centrado respecto del tiempo que
se define como

1
(5, 3,k) = 5 [F3 g k) + F45 G )| (4.26)

4.3.2 Discretizacion de la relacion I-V

Para incorporar (4.22) o (4.24) en el algoritmo FDTD, el paso fundamental consiste en
discretizar dicha relacién corriente-tensiéon de forma que la ecuacién en diferencias que
obtengamos sea compatible con el esquema de Yee. Tal como se muestra en la figura 4.1,
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los circuitos concentrados se colocan en las misma posiciones espaciales que la componente
de campo eléctrico F,. Como vimos en detalle en el capitulo anterior, la discretizacion
temporal se realiza expresando (4.22) directamente en el dominio Z

I (2) =Y (2) V2 (2), (4.27)

donde Y; (Z) representa la admitancia compleja del circuito concentrado en dicho domi-
nio. De acuerdo al método LN-FDTD, Y] (Z) se obtiene aplicando la transformacién de
Moebius dada por

21—z

N At 1+ Z-1

a la ecuacion (4.23), con lo que obtenemos

ZM an (2 2= m
m=0 m \ A Z11

ZM b 2 Z-1 m
donde Y;(Z) representa la funcién admitancia del circuito concentrado en el dominio Z.

Por otro lado, tal y como dedujimos en el capitulo anterior, el equivalente temporal
de la transformacién de Moebius consiste en aplicar

S

[asry

Yi(Z) =

(4.28)

m 1 m —m mn
P F() = <m0 pM—mE
t

a (4.24), con lo que obtenemos la relacién corriente-tensién del circuito concentrado en
el dominio del tiempo discreto:

M
am m —mIn bm m —m tn
A—;n(st p V=) A—;n(st p T (4.29)
m=0 m=0

Por 1ltimo, para combinar esta ecuacién en diferencias con las ecuaciones de Maxwell
discretas (4.25), debemos relacionar las magnitudes circuitales —voltaje y corriente— con
los campos electromagnéticos. Para ello, con ayuda de la figura 4.1, volvemos a obtener
las ecuaciones (3.7) y (3.8), ya deducidas en el capitulo anterior durante el desarrollo de
la formulacién LE-FDTD

n
Ilm

// Jipdydz ~ JA A,

(il
VEo= / —E,dx ~ EI'A,.
(i+1)Ag

Sustituyendo estas relaciones en (4.29) obtenemos

M _ M
am m —-mrm/(= bm m —-m n (=
Am‘st l‘l’y Ea,‘ (TEry) = Z Am(st l‘l’l]fw JlI(TEr7)7 (430)
m=0 ¢ m=0 1
donde
am = Ba a
TAAT

Las ecuaciones (4.25) y (4.30) son las ecuaciones en diferencias del método LN-FDTD
expresadas en forma operacional y, por tanto, constituyen el punto de partida para el
andlisis de la estabilidad y la dispersién numérica del método LN-FDTD.
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4.4 Estabilidad del método LN-FDTD

En esta seccién se realiza un estudio de la estabilidad numérica del método LN-FDTD.
Para ello, aplicamos el método de von Neumann a las ecuaciones en diferencias (4.25) y
(4.30). Como ya vimos en el ejemplo del cédlculo de la condicién de estabilidad del método
FDTD convencional (seccién 4.2.3), la forma més sencilla de aplicar dicha técnica consiste
en sustituir los campos por sus correspondientes amplitudes complejas

Fa:FOa

v los operadores finitos por sus correspondientes autovalores

0o — 2jsin (’;42&-) , a=2x,v,z (4.31a)
1 1
8 — 23773, (4.31D)
1 1 1
He =g (Z2 + 22) . (4.31c)

Aplicando estas equivalencias a las ecuaciones de Maxwell en diferencias dadas en (4.25),
y eliminando posteriormente las componentes de campo magnético obtenemos

. L (Bep) . sin? (£ ) LaZm o (2| (22) )
AZ AZ Wz Tz | T T A
4sin (Egéﬁ) sin (%) 4 sin (%) sin (&%)
_ Eoy — Eo,. 4.3
AL, % ALA, 0 (4.322)
—asin (L) sin () Asin (L) sin (£ )
0 = Eoz — EOZ
AyAg AyA,
o (i) w2 o
+ |4 A2 + A2 + pe 7A + po 57A Eoy (4.32b)
—4sin <E=’2A1> sin (ETQA@> 4sin (i’%&) sin (ﬁ%)
0 = AAL Eoz — AA, Loy
sin? (—uk A ) sin? (J’U ) (Z —1)? 72 1
+ |4 A2 + A2 + MEZ—A? + ;w( 7R, ) Ep;. (4.32¢)
De la misma forma, aplicando (4.31) a (4.30) tenemos
Joiz = le(Z>EOza (433)
donde
Ay
01(Z) = Yi(2) (4.34)

A,A,
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con .
M 2 Z-1
2 =0 dm (E z—+1>
M 2 z-1\""
2 m=0 bm (EZ—H)
En (4.34), 012(Z2) y Yi(Z) representan, respectivamente, la conductividad y la admitancia
del circuito concentrado en el dominio Z. Ademds, (4.35) determinard la contribucién de

cada circuito concentrado particular al polinomio de estabilidad final.
Utilizando (4.33) eliminamos Jy;, de (4.32) y nos queda

Yi(Z) =

(4.35)

0 sin? (%) N sin? (Ez%) N (Z — 1)2
A2 A2 Mgz a2 | 70
szz I;yAy 1 szz I;JZAZ
sin sin sin sin
() () () an(4)
Az A, AZA,
sin (%) sin (—9233)
0 AA, 0
sin? (ETAZ) sin? <E=’2A2> (Z — 1)2 sin (%) sin (EZQAi)
Eoy — E z
L Y AT vy e A, 0
sin ( ZAZ) sin (szz) sin (szz) sin (kyAy>
= FEo, E
0 AN, 0 ALA, 0y
sin? (E%A&) sin? (M) (Z - )2
Ey,.
A Y Iy e I
donde
A Z+1
e = et+[o+ow(Z)] Ttﬁ’ (4.36a)
Ay Z+1
€] = €+ U?ﬂ (436b)

Conviene remarcar que tanto (4.36a) como (4.36b) son funciones de Z. El polinomio
de estabilidad se obtiene calculando el determinante de la matriz de los coeficientes del
sistema de ecuaciones homogéneo anterior:

2 2, & (Z-1)?
I/y + v, + J&% —Vgly , —UVUgly
_ 2 2, e (Z2-1) _
S = Vgly Vyp+V,+ = 4ZA? VyVy
_ _ 2 2 | e (2-1)°
VglVz VyVz Vw+yy+ € 4ZNA2

donde

con a = (z,y, 2).
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Resolviendo este determinante obtenemos

S(Z)=(Z —1)28°(2)8%(Z) = 0, (4.37)
con
S°(Z) = wPZ+ % (Z—1)?2, (4.38a)
s2) = [t(ept+ent)z+ %(z —12|, (4.38b)
donde
Vﬁ = 12,
I/i = 1/?2! + uz,
2= R

Al igual que ocurria para el caso del método FDTD convencional, las raices del factor
(Z —1)? en (4.37) estdn en el circulo unidad del plano Z y son independientes de los
pardmetros del problema. Por lo tanto, dicho factor no afecta a la estabilidad del esquema
en diferencias.

Por otro lado, los polinomios S°(Z) y S¢(Z) gobiernan la estabilidad de las ondas
numéricas ordinaria y extraordinaria. A continuacién vamos a analizar las raices de cada
polinomio por separado.

Sustituyendo (4.36) en (4.38a), el polinomio S°(Z) se puede expresar como

SZ)=(2+7 ) 2> +4(2” - 1)Z+ (2—7"), (4.39)
donde

€
O'At‘

El polinomio (4.39) coincide con el polinomio de estabilidad del método FDTD convencio-
nal para medios con pérdidas. Las raices de este polinomio de grado 2 se obtuvieron por
primera vez en [62]. Aqui, vamos a emplear el criterio de Routh-Hurwitz para obtenerlas.
Aplicando la transformacion bilineal (4.4) a (4.39) obtenemos

7L (4.40)

So(ry =202+ 7' +2(1—-1%). (4.41)

A continuacién construimos la tabla de Routh correspondiente

r2 22 2 (1 — 1/2)
rl %Il 0 ,
0 2 (1 — 1/2) —

donde para asegurar que no existan raices de S°(r) en la parte derecha del plano r
debemos imponer las siguientes condiciones
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La primera condicién se cumple siempre, mientras que de la segunda y tercera sacamos

o > 0,
o< 1.

2

Tomando el peor caso para /2, es decir haciendo sin® (%) = 1, las condiciones ante-

riores se reescriben como

o > 0, (4.42a)

11 1\ V2

Ay < Ven <A_§ + A_i + A_§> . (4.42b)
Por lo tanto, el polinomio S°(Z) nos conduce al mismo limite de estabilidad que el
establecido por el método FDTD convencional (4.19), con la condicién adicional (4.42a)
sobre la conductividad del medio matriz. Por otra parte, estas condiciones de estabilidad
son completamente independientes de los pardmetros del circuito concentrado. De hecho,
la onda ordinaria se propaga a lo largo del medio cargado con circuitos concentrados sin
percibir la presencia de dichos circuitos. Para el caso particular en el que no existan
pérdidas en el medio, es decir o = 0, se siguen cumpliendo las condiciones de estabilidad
que acabamos de obtener.

Una vez estudiado el polinomio S°(Z) pasamos ahora a analizar el polinomio S¢(Z),
que en primer lugar reescribimos como

2 2
4e ﬂJrV—L -2
€1 €|

Se puede comprobar facilmente que el orden del polinomio S¢(Z) es M + 3, siendo M
el orden del circuito concentrado que introducimos en el problema. Por lo tanto, dicho
polinomio, al contrario de lo que ocurria con S°(Z), si se ve afectado por la presencia
de los circuitos concentrados. La contribucién de un circuito concentrado particular al
polinomio S¢(Z) queda fijada por (4.34). A continuacién, vamos a obtener de forma
analitica las condiciones de estabilidad para una serie de casos particulares. Para el resto
de los casos, las raices de S¢(Z) se deberédn calcular mediante una bisqueda numeérica,
no siendo posible la obtencién de condiciones analiticas de estabilidad.

5¢(Z) = 7% + Z+1. (4.43)

4.4.1 Condensador

De acuerdo al método LN-FDTD, los coeficientes de la funcién admitancia en el dominio
de Laplace de un condensador con capacidad C son ag =0, a1 = C, bg =1y by = 0.
Sustituyendo estos valores en (4.34) obtenemos

CA, 2 Z-1

UII(Z):AyAthZJrl'

(4.44)

Considerando, por simplicidad, un medio sin pérdidas (es decir haciendo o = 0) y sus-
tituyendo (4.44) en (4.43), obtenemos de manera inmediata el siguiente polinomio de
estabilidad:

2
S&(2) = 72 + [4 <yﬁ + 1”;0) - 2} Z+1, (4.45)
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con o

C= . (4.46)
donde C, representa la capacidad fisica de la celda FDTD en la direccién x que viene
dada por
AyA,

A.’E

Para poder obtener condiciones de estabilidad analiticas, debemos recurrir al criterio de
Routh-Hurwitz. Aplicando la transformacion bilineal a (4.45), obtenemos

Se(r) = || vf+ Vi r?+1-— V2+L— :
c ™15 it c

A continuacién, construimos la tabla de Routh asociada al polinomio S§&(r)

Cy=c¢

. (4.47)

2 2 | V] 2 | V]
2l (B gs) - (i)
7l 0 . 0 «—— Poli. auxiliar: al(r)?S(ej(r)
2 (v + ) 0 — Ol
0 2 | Vi
r 1*GW+E% -

Los términos de la primera columna deben ser cantidades no negativas, lo que se consigue
imponiendo las siguientes condiciones:

2 Vi
“itize =
1+4C > 0
De las desigualdades anteriores obtenemos las siguientes condiciones de estabilidad
aoe ya[ Ll (L 0
b= ¢@:A§ 1+C\A2 © A2 ’ ‘
c > -1 (4.48Db)

Con respecto al limite de estabilidad del método FDTD convencional (4.42b), para C' > 0
la expresion (4.48a) permite utilizar pasos temporales més grandes. Por otra parte, cuan-
do conectamos un condensador concentrado de capacidad C' en un nodo eléctrico de la
malla FDTD, la capacidad total que aparece es C' 4+ C,.. Por tanto, para incorporar con-
densadores que tengan una capacidad menor que C,, en la estructura problema, debemos
tomar C' < 0. En estas condiciones, de acuerdo a (4.48a), el paso temporal utilizado se
debe reducir. De hecho, a medida que C tiende a —C}., el mdximo paso temporal que
permite el método tiende a cero. Por ultimo, en el limite, es decir cuando C = —C,
el algoritmo se hace inestable. Otra posibilidad para implementar condensadores con
capacidad total menor que C, es reducir el tamano de la celda, tal y como se propone
en [63], lo que también implica una reduccién en el paso temporal méximo.

Por otro lado, el polinomio S&(Z) es reciproco por lo que, si Z; es una de las raices,
zZ; ! también es una rafz; consecuentemente, siempre y cuando se verifique (4.48), los
modulos de las raices del polinomio cumplen |Z;| = 1V i y por tanto, el esquema en
diferencias es, ademads, no disipativo.
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4.4.2 Autoinduccién

Consideramos ahora el caso de una autoinduccién L. Los coeficientes de la funcién
admitancia en el dominio de Laplace valen ag = 1, by = 0 y bg = L. Sustituyendo estos
valores en (4.34) obtenemos

A Azt
LA, 2 Z -1

012(2) (4.49)

Considerando de nuevo un medio sin pérdidas y procediendo de igual forma que para el
condensador, (4.43) se puede poner como

S (Z2) = 47 [(Z— 1)+ %] I/ﬁ +4Z[(Z —1)] Vi
L
+ [(Zl)+w} (Zf1)2:0’
277,
siendo ahora
T = ¢ = € .
Ulz(Z) ﬁ&%& (%)

Agrupando términos, obtenemos el siguiente polinomio de estabilidad

4
Si(2) =Ygz, (4.50)
i=0
donde
g = g4 = 4+ @(2)7
g = g3= 4I/ﬁa}% + 16 (7/2 — 1) s
g = SUiwd — 3207 +24 — 202,
siendo A
_ t
oo = 4.51
0" G L (451)

una frecuencia normalizada a A;.
Para determinar la condicién de estabilidad, recurrimos nuevamente al criterio de
Routh-Hurwitz. Para ello, en primer lugar obtenemos el polinomio

S (r) = yﬁ@%r4 + (@% — Vﬁ@% + V2> r?+ (1 —12).
En esta ocasién, vamos a suponer que nos encontramos en el limite de estabilidad del

método FDTD convencional. Segtin (4.18b), esto ocurre cuando v? = 1, con lo que el
polinomio S§ (r) se reduce a

S5 (7) [y21= vi@gr® + (@3 — viog + 1) .
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A continuacién completamos la tabla de Routh correspondiente:

r2 VR S (1-)+1
r? 0 0 — Polinomio auxiliar: ai(r) =S¢ (r) |,2—1
r 2Vﬁ@% 0 J—Zdaérr = ZVﬁG)g
r0 || @i <1 - I/2> +1 -
I

Imponiendo que los términos de la primera columna sean cantidades no negativas, se
deben cumplir las siguientes condiciones

L

i

0, (4.52a)
1. (4.52D)

IN IV

Como estamos en el caso particular 2 = 1, esta claro que la segunda desigualdad se
cumple siempre ya que Vﬁ < 2. Por lo tanto, hemos demostrado que la condicién de
estabilidad del método FDTD convencional dada en (4.42b) sigue siendo vélida, siempre
y cuando L > 0. Ademads, al igual que ocurria para el caso de la capacidad, debido a que
el polinomio de estabilidad obtenido en (4.50) es reciproco, el esquema en diferencias no
presenta disipacién numérica.

4.4.3 Circuito RC paralelo

De acuerdo al método LN-FDTD, los coeficientes de la funcién admitancia en el dominio
de Laplace de un circuito RC paralelo (Tabla 3.1) son a9 = 1, a1 = RC, by = Ry
by = 0, siendo R y C los valores de la resistencia y de la capacidad, respectivamente.
Sustituyendo estos valores en (4.34) obtenemos

Ay 1 2 Z7-1
=55 (7 Carri)

Sustituyendo esta expresién en (4.43) obtenemos el siguiente polinomio de estabilidad:

S(rey, (4) = ipizgi (4.53)
donde :
p = (2+77) (247" +20)
po= 8|+ (T 20— 16 (1-vF) (14 C) — o
Py = 8 {%ﬁlyﬁ + (711 -2) ui] + 16 (1 - uﬁ) (1+C) —po
ps = —(2-7Y) (2—q1+20)
con

€ Ay, 1\7!
= o+ = 4.54
A (” AyAzR> (4:54)
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y donde 7, y C se definieron en (4.40) y (4.46), respectivamente. Utilizando nuevamente
el criterio de Routh-Hurwitz obtenemos las siguientes condiciones de estabilidad:

2

2 vy
VitoE S 1 (4.55a)
1+C > 0 (4.55b)
o >0 (4.55¢)
A, 1
R > .
J+AyAZR > 0 (4.55d)

De las desigualdades (4.55a) y (4.55b) se obtienen las mismas condiciones que las obte-
nidas para el caso de la capacidad en un medio sin pérdidas, dadas en (4.48).

Las condiciones (4.55¢) y (4.55d) relativas a la conductividad del medio matriz sig-
nifican que la conductividad del medio matriz se puede compensar con una resistencia
concentrada negativa sin que esto afecte a la estabilidad del algoritmo.

A partir de estos resultados, obtenidos para un circuito RC' paralelo, se pueden obte-
ner de manera inmediata las condiciones de estabilidad para los casos de una resistencia
y el ya estudiado de un condensador.

Resistencia

Haciendo C' = 0 en (4.55), se observa como para un medio con pérdidas cargado con
resistencias de valor R, el limite de estabilidad del método FDTD convencional dado en
(4.42b) se conserva, siempre y cuando también se cumplan (4.55¢) y (4.55d).

Condensador

Suponiendo por simplicidad un medio sin pérdidas (es decir, haciendo o = 0) el polinomio
de estabilidad para el caso de un medio cargado con condensadores se puede obtener
haciendo ¢ =0y R = oo en (4.53), con lo que obtenemos

e SI%C* aralelo(z) |U=07 R=o00
S(2) = et

donde S&(Z) es el mismo que (4.45). Por lo tanto, ya que el factor (Z — 1) que aparece

en la ecuacién anterior no influye en la estabilidad por tener su raiz en el circulo unidad,
las condiciones de estabilidad que se obtienen son las mismas que las dadas en (4.48).
A continuacién, a través de una serie de simulaciones FDTD, vamos a validar las
condiciones de estabilidad analiticas obtenidas hasta ahora. Con este fin y por simpli-
cidad, vamos a considerar el problema de un pulso gausiano viajando en la direccién z
a través de una regién de 50 celdas cargada uniformemente con capacidades orientadas
a lo largo del eje x y de valor C = —0.4C,. Este problema se puede modelar mediante
una formulacién en una dimensién (1-D) del método FDTD. El tamanio de la celda en la
malla unidimensional es A, = 0.666 mm. Se ha dividido el espacio en 450 celdas. Los
condensadores se aniaden desde el nodo 200 hasta el 249. Para el caso unidimensional
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Sc(?)

Figura 4.2: Lugar de las raices de S¢(Z) para un medio uniformemente cargado con
condensadores de capacidad C' = —0.4C, y con ug variando de 0.2 a 0.79.

que se plantea, y teniendo en cuenta que la propagacién se produce a lo largo del eje z,
la condicién de estabilidad (4.55a) se reduce a
V2 <1+C <06, (4.56)

donde

s 2 (kA
2 sin
CRAY, ( 2 )
z 2 .
€L A2

Con lo anterior, la condicién de estabilidad para la onda extraordinaria se puede poner
como

14

Ay <A o = A/ (14 C) 2 (4.57)

Por otro lado, recordemos que la onda ordinaria conserva la condicién de estabilidad del
método FDTD convencional, que para el caso 1-D es

A < Ag max AZ@

Para el problema propuesto, en primer lugar hemos calculado numéricamente las dos
raices del polinomio asociado a la onda extraordinaria (4.45). Estos célculos se hicieron
con v, variando de 0.2 a 0.79. Como resultado, la figura 4.2 muestra el lugar de las raices
para S&(Z). Se observa como, siempre y cuando se verifique (4.56), las raices permanecen
en el circulo unidad, por lo que el esquema FDTD es estable y ademds no disipativo. Sin
embargo, para 0.6 < v2 < 1, una de las raices del polinomio S&(Z) abandona el circulo
unidad, haciendo que el algoritmo sea inestable.

Para verificar este resultado mediante simulaciones FDTD, hemos supuesto que el
pulso gausiano esta linealmente polarizado, formando 45° con los ejes = e y. Segin



4.4 Estabilidad del método LN-FDTD

107

Ond'a Extre{odinaria

/ Onda reflejadal

— A, =1.001 A°

t max

2000 3000 4000 5000
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— A, =1.001 A°

t max
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w
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Figura 4.3: Componentes del campo eléctrico muestreadas en el nodo 150 para un medio

cargado de condensadores. a) ondas ordinaria y extraordinaria para A; = 0.999A

€

b) ondas ordinaria y extraordinaria para A; = 1.001Af .

e .
t,max>
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lo razonado anteriormente, debido a la orientacién de las capacidades, el eje 6ptico se
corresponde con el eje x. Por lo tanto, la componente Fy, del campo juega el papel de
onda ordinaria mientras que la componente F, representa la extraordinaria.

A continuacion, se han realizado dos simulaciones FDTD: la primera con un paso tem-
poral de Ay = 0.999A¢ | .. v la segunda con A; = 1.001A¢ ... La figura 4.3 muestra las
componentes de campo eléctrico muestreadas en el nodo 150. En la primera simulacién,
las dos ondas, ordinaria y extraordinaria, permanecen estables, tal y como se aprecia en
la figura 4.3a. Sin embargo, en la segunda simulacién, la onda extraordinaria se hace
inestable, tal y como se muestra en la figura 4.3b.

Por otro lado, en la figura 4.3 también se observa como, para la onda ordinaria no
aparece ningun pulso reflejado, poniendo de manifiesto que dicha onda se propaga por el
medio cargado de circuitos concentrados sin realmente ver dichos circuitos concentrados.

4.4.4 Circuito RC serie

De acuerdo al método LN-FDTD, los coeficientes de la funcién admitancia en el dominio
de Laplace de un circuito RC' serie (Tabla 3.1) son a9 =0, a3 = C, by =1y by = RC,
siendo Ry C los valores de la resistencia y de la capacidad, respectivamente. Sustituyendo
estos valores en (4.34) la conductividad equivalente en el dominio Z es

Ay 1

ow(Z) =
SA b ()

Sustituyendo esta expresién en (4.43) y suponiendo, por simplicidad en el desarrollo,
un medio sin pérdidas (o = 0) obtenemos el siguiente polinomio de estabilidad:

3
Stre) (4) = ZPz’ZS_Z (4.58)
=0

donde
po = C+27pc+1
p = Cvf—1)+7ro (87 —6) +4° -1
p2 = C(4vf—1)—Tre (87 —6) +4° -1
p3 = C—2Tpc +1

con Tre = RC/A;.

Utilizando nuevamente el criterio de Routh-Hurwitz, obtenemos las siguientes des-
igualdades:

Vﬁ—i—llj:‘c—, < 1, (4.59a)
RC(1-v%) > 0, (4.59b)
RC > 0, (4.59c¢)

1+C > 0, (4.59d)

C > 0, (4.59¢)
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Figura 4.4: Foto del campo eléctrico en la iteracion temporal 5505 para un medio cargado
de circuitos RC serie con R = 0.5, C'= —0.4. El paso temporal es Ay = 0.999Af ...

A partir de (4.59) es fécil encontrar las condiciones de estabilidad

v I Q
ANV V

14

Las condiciones anteriores establecen que el valor del paso temporal méaximo del
método LN-FDTD para un medio cargado con circuitos RC serie coincide con el del
método FDTD convencional (4.42b) siempre y cuando R y C sean mayores que cero.

Condensador

Con el objeto de estudiar nuevamente el caso particular en el que el medio matriz sin
pérdidas esta cargado tinicamente de condensadores, hacemos R = 0 en (4.58) con lo que

obtenemos
Sg(Z) _ ]%C—serie(z) |R=07
(Z+1)
donde S&(Z) coincide con (4.45). Puesto que el factor (Z + 1) no influye en la estabilidad,
las condiciones de estabilidad son las mismas que se obtuvieron en (4.48).

En los resultados que acabamos de obtener para un circuito RC' serie, es importante
remarcar que la condicién de estabilidad asociada al valor maximo de capacidad permitida
es C' > 0, mientras que para los casos ya estudiados de un condensador y de un circuito
RC paralelo, dicha condicién es C' > —C,. Por lo tanto, si en la formulacién del método
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LN-FDTD para circuitos RC serie, introducimos valores de capacidad en el rango —C,, <
C < 0, la simulacién se hace inestable y por lo tanto inservible desde un punto de
vista practico. Para confirmar este resultado vamos a realizar dos simulaciones FDTD
con la formulaciéon del método LN-FDTD para circuitos RC serie. Como punto de
partida tomamos el mismo medio matriz que ya consideramos para el caso del circuito RC
paralelo. En él se vuelve a propagar un pulso gausiano en la direccién z, pero esta vez, en
la zona cargada de circuitos concentrados orientados segin la direccién x, introducimos
circuitos RC serie.

En la primera simulacién tomamos: C' = —04C;, R = 0y A; = 0.999Af .«
donde A{ .. se definié en (4.57). Esta simulacién es equivalente a la realizada con la
formulacién RC paralelo para el caso de un condensador, y cuyo resultado se muestra en
la figura 4.3a. Esta simulacién es, por tanto, estable.

En la segunda simulacién, el valor de la resistencia se cambié a R = 0.5(2, mante-
niendo fijos el resto de los pardmetros. La figura 4.4 muestra una foto de la componente
de campo eléctrico E, (onda extraordinaria) en la iteracién temporal 5515. Tal y como
era de esperar por los resultados tedricos que acabamos de obtener, se observa como la
simulacién se hace inestable. Asi mismo, también se aprecia como el origen de la inesta-
bilidad esta en la zona cargada con circuitos RC serie. Por lo tanto se ha validado cémo
en la formulacién RC serie del método LN-FDTD no se pueden incorporar capacidades
totales menores que C,, a no ser que R = 0.

4.4.5 Circuito RL paralelo

De acuerdo al método LN-FDTD, los coeficientes de la funcién admitancia en el dominio

de Laplace de un circuito RL paralelo (Tabla 3.1) son ag = R, a1 = L, by =0y by = RL,

siendo R y L los valores de la resistencia y de la induccién, respectivamente.
Introduciendo estos valores en (4.34) la conductividad equivalente en el dominio Z es

Ay (1 1
UgI(Z) = (— +—— ) .
AN\ R LEZH

Sustituyendo esta expresion en (4.43) obtenemos el siguiente polinomio de estabilidad:

4
S(rry, (Z) = > piZt (4.60)
=0
con
_ -1 =1, -2

po = 2(7]_ +2) (27'” + @y +4>
p = 4o <4uﬁ + %11> — 167" (1 -7 — 167" (1 — 2uﬁ> +64 (12 —1)
p = 8 (0f—1) =8 (77t +4) —128 (02 - 1)
p3 = 4w} <4uﬁ — %11> +167 1 (L-771) + 167" (1 — 2uﬁ> +64 (v*—1)

pr = 2(7]'—2) (2%ﬁ1 T 4)
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donde 7|, 71 y o se definieron en (4.54), (4.40) y (4.51), respectivamente.
A continuacién, considerando el peor caso (v? = 12, = 1) se obtiene que el limite
de estabilidad del método FDTD convencional se conserva, siempre y cuando:

L > 0 (4.61a)
o > 0 (4.61b)
Ay 1
- > 0. 4.61
J+AyAZR_O (4.61c¢)

De las condiciones (4.61b) (4.61c) se concluye que la conductividad del medio se puede
compensar con una resistencia negativa, sin que ello afecte a la estabilidad.

Autoinduccion

Haciendo R = oo en (4.61) se obtiene de manera trivial las condiciones que debe verificar
la formulacién del método LN-FDTD para que el limite de estabilidad del método FDTD
convencional se conserve. Dichas condiciones son

L > 0,

o > 0.
Considerando un medio sin pérdidas, la condicién de estabilidad L > 0 coincide con la
obtenida en (4.52a).

4.4.6 Circuito RL serie

De acuerdo al método LN-FDTD, la conductividad equivalente en el dominio Z es

A, 1
op(Z) =
VN =

Introduciendo esta expresién en (4.43) y suponiendo, por simplicidad en el desarrollo, un
medio sin pérdidas (o = 0) obtenemos el siguiente polinomio de estabilidad:

4
Stany (2) = > _piZ"”
=0
con

N
po = 4wo+ 5TRL +1
P = %I_%lL (2y2 — 1) + 165)01/ﬁ +4 (1/2 — 1)
Py = 2 [16@0uﬁ — 4 (12— 1) — 4y — 1}
ps = Tgy(1—20°) 4+ 160r] +4 (V¥ — 1)

I
ps = 4o — 57']& +1

donde @y se definié en (4.51) y Trr, = L/(RA).
A continuacién, aplicando el criterio de Routh-Hurwitz y considerando el peor caso
(1?2 =12, = 1) se obtiene que el limite de estabilidad del método FDTD convencional

se mantiene, siempre y cuando se verifique que L >0y R > 0.
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4.5 Dispersion numérica

El fenémeno de dispersién numérica, tal y como vimos en el capitulo 1, aparece debido
al proceso de discretizacién que se lleva a cabo en el método FDTD. En esta seccién
vamos a estudiar la dispersién numérica del método LN-FDTD desde dos puntos de
vista bien diferenciados. En primer lugar, enfocaremos el problema desde un punto de
vista de onda plana, donde interpretaremos el medio cargado con circuitos concentrados
cémo un material equivalente cuya permitividad depende de la frecuencia. En segundo
lugar, abordaremos el problema desde un punto de vista circuital, donde definiremos la
admitancia numérica de los circuitos concentrados.

4.5.1 Permitividad numérica efectiva

En primer lugar, debemos obtener la ecuacién de dispersién numérica. Para ello evalua-
mos el polinomio general de estabilidad del método LN-FDTD (4.37) en el circulo unidad
del plano Z. Esto se consigue sustituyendo la expresiéon

7 = elwht

en (4.37) e igualando a cero, con lo que obtenemos

S(eijt) _ So(eijt)Se(eijt) _ 07

donde
o(pdwiAry _ €2 2 whAy 4.62
S°(e ) EJ_V sin ( 3 ) 0, (4.62a)
. V2 2
Se(e]wAt) = ¢ (T” + V~—L> — sin? (“JTAt) =0, (4.62b)
€L €
con
. WAL o+ 0y
€ = €||(€J ) =€+ 2 oA (4.632)
& tan (43)
el o= el (D)= et 7 (4.63b)

%ittan (%t)

Las ecuaciones (4.62) son las relaciones de dispersién numeéricas para la propagacién
de ondas en medios anisétropos unidxicos. En concreto, (4.62a) representa la relacién
de dispersién de la onda ordinaria, siendo (4.62b) la relacién de dispersién de la onda
extraordinaria. A medida que los pasos espaciales y temporal se hacen mas pequenos,
estas ecuaciones tienden a las relaciones de dispersion exactas, dadas en [64, capitulo 6],

Segin lo que acabamos de exponer, €| representa la permitividad numérica de un
medio unidxico a lo largo de la direccién del eje 6ptico, en nuestro caso el eje x. Andloga-
mente, €| representa la permitividad numérica para las direcciones perpendiculares al eje
6ptico. Por tanto, el tensor permitividad numérica en nuestro medio anisétropo unidxico

se define como
g 0 0
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La expresion final para €|, (4.63a), es funcién del tipo de circuito concentrado que ten-
gamos a través de la conductividad numérica &,, que se define, a partir de (4.34), como

m

M 2 A
eijt) _ _Ba Zm:o fim [At tan (W_t)]

2
AyAs Zi‘f:o bm [‘Aﬁt tan (%t)]

Fta = Ol (4.64)

A continuacién, vamos a estudiar los distintos valores que toma €| para los casos parti-
culares de una resistencia, una capacidad y una autoinduccién.

Resistencia

Partiendo de (4.63a) y (4.64) obtenemos:
Ay
3 €+ T RAA. R
lr = 2j A
o Ftan(Y)

De la expresién anterior, se concluye que la inclusién de resistencias concentradas en
el método LN-FDTD es equivalente a introducir una conductividad adicional de valor
Az/ (RAyA;). Este resultado es consistente con lo obtenido en el apartado de estabilidad.

Condensador

En este caso, considerando (4.63a) y (4.44), se llega a la siguiente expresion:

CA, o

€, =€+ + 5=
o= R A T ()

(4.65)

Ahora se aprecia cémo, el efecto de incluir condensadores en el método LN-FDTD
es equivalente a introducir en el medio una permitividad estatica de valor CA,/(AyA,).
Debido a este 1ltimo resultado, un condensador de capacidad negativa produce el efecto
de disminuir la permitividad estédtica del medio matriz y, consecuentemente, el maximo
paso temporal del algoritmo también decrece, tal y como se mostré en la seccién de la
estabilidad.

Autoinduccion

Para el caso de las autoinducciones, combinando (4.63a) y (4.49) llegamos a:

_ A AF o
AyA.L4tan? (45¢) 2L tan (#51)

(4.66)

€l =€

El segundo término de la expresién anterior representa la contribucién de la bobina
concentrada a €,. Por lo tanto, en términos de pardmetros efectivos del medio, una
autoinduccién introduce una permitividad negativa dependiente de la frecuencia.

De hecho, comparando (4.66) y (4.65) se observa que la incorporacién de una bobina
concentrada en el método FDTD utilizando la técnica propuesta, se puede interpretar
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Xz
+ v

(i,/,%) Y

Figura 4.5: Circuito concentrado orientado segin el eje x conectado a una celda de la
malla FDTD. C, representa la capacidad fisica de la celda FDTD en la direccién x.

como la implementacién de un condensador concentrado con un valor negativo de su
capacidad y dependiente de la frecuencia

~ 1 A2

Ceq — T T o A N
2 (WA
L4 tan? (43*)
También se aprecia que la relacién existente entre la bobina y el condensador equivalen-
te, que es precisamente lo que estd siendo implementado en el algoritmo FDTD, se ve
afectada por la discretizaciéon. Tomando el limite cuando wA; tiende a cero, recuperamos

la relacién exacta )
Cog = ———.
e w?L

4.5.2 Admitancia numérica

Para desarrollar este apartado, vamos a asumir un medio sin pérdidas. En la figura 4.5
se muestra una celda FDTD genérica a la que se ha conectado un circuito concentrado
orientado segtn el eje x a una celda de la malla FDTD. Trabajando desde un punto de
vista circuital, por el circuito concentrado fluye una intensidad Ij,. La intensidad total
que circula por dicha celda I, es la suma de la intensidad que circula por el circuito
concentrado maés la intensidad que fluye por la capacidad fisica de la celda FDTD en la
direccién x ) ) )

L= ng—i%n+§ Jrlitflrjia
donde C; se defini6 en (4.47) y V, es el voltaje en el circuito concentrado. Como siem-
pre, la intensidad del elemento concentrado se ha discretizado utilizando un promediado

(4.67)
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temporal. La ecuacién (4.67) es el equivalente circuital de la ecuacién de Ampére dada
en (4.25Db).

Aplicando los autovalores ya conocidos para los operadores finitos (4.7), (4.26), en el
dominio Z la ecuacién (4.67) queda

Cy, 1 1 1

1(Z) = 322 = Z73)Va(2) + (22 + 27 5)I(2),

2

Esta ecuacién se puede expresar en el dominio de la frecuencia del tiempo discreto ha-
ciendo Z = /2t 1o que conduce a

27 . [wA wA
I, = CxK]t sin (Tt) Vi + cos (Tt> 1. (4.68)
Teniendo en cuenta que en el dominio de la frecuencia del tiempo discreto Ip, = fQVx,
obtenemos la siguiente expresién

_ 2j . wAt wAt ~
Im—[Atan( 5 )C’I+cos< 5 )Yl]Vz, (4.69)

donde la cantidad entre corchetes es la admitancia numérica total y donde

Spico o [ &2 tan (254)]"

m=0 2
M 52 wA:) ™
2 m=0 bm [E tan (T)]
es la admitancia numérica del circuito concentrado.
En la ecuacion 4.69, el término coseno viene del hecho de utilizar promediado temporal

al discretizar la intensidad del circuito concentrado, tal y como se pude observar en (4.25b)
0 (4.67). Teniendo esto en cuenta, definimos ahora una admitancia numérica efectiva

ﬁ(eﬂ = Cos <WTAt> Y (4.71)

donde se ha incluido el término del coseno y donde Y se acaba de definir en (4.70).

Realizando el mismo razonamiento que en [65] y [66], y revisando la ecuacién de
dispersién numeérica obtenida en (2.52), se aprecia claramente como el esquema FDTD
convencional implica la transformaciéon w — A%sin(wAt/Q) entre los dominios de la
frecuencia de los tiempos continuo y discreto. Podemos entonces asociar los términos
que contengan cosenos en (4.71) a los pardmetros del circuito concentrado, lo que se
traduce en la definicién de los valores numeéricos para los pardmetros de los circuito
concentrado. A continuacién desarrollamos esta idea para los casos de una resistencia,
una capacidad, un circuito RC serie y una autoinduccién.

Y (elwht) = (4.70)

Resistencia

Segin el método LN-FDTD, la admitancia numérica que presenta la resistencia vale

I R e
Y}R 3 RCOS( > .

donde R representa la resistencia numérica. Por lo tanto podemos decir que, en el mundo
discreto, la resistencia se convierte en un pardmetro dependiente de la frecuencia.
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Figura 4.6: Estructura utilizada para el cdlculo de la admitancia numérica de los circuitos
concentrados mediante simulaciones FDTD.

Condensador

Para un condensador, la admitancia numérica viene dada por la siguiente expresién:

VA 72 sin (%) C, (4.72)

donde C' = C es la capacidad numérica. Como se observa, el valor de la capacidad no
se ve afectada por el proceso de discretizacién. Este resultado es claramente consistente
con (4.65) donde se mostré que un condensador concentrado se puede interpretar como
una permitividad estdtica que se anade al medio.

Nuestro objetivo ahora es validar la expresién analitica (4.72) a través de distintas
simulaciones FDTD. La estructura elegida para realizar las simulaciones es la que se
muestra en la figura 4.6, la cual estd formada por una linea microstrip de anchura w = 0.6
mm, montada sobre un sustrato que tiene una constante dieléctrica e, = 2.17 y una altura
h = 0.254 mm. El circuito concentrado, en este caso una bobina de valor C = —0.4C,,
se coloca en paralelo entre la micro-tira y el plano de tierra. Para realizar dicha conexién
hacemos uso de dos cables ideales de longitud A,. En las simulaciones, el tamano de la
malla FDTD utilizada fue A, = 0.06 mm, Ay = 0.0846 mm, y A, = 0.1 mm. El paso
temporal del método FDTD utilizado fue A; = 0.145 pseg., lo que se corresponde a 0.99
veces el maximo permitido por el método FDTD convencional. La estructura se excita
con un pulso gausiano centrado en el origen y de ancho de banda BW = 50 GHz. Por
iltimo, al principio y al final de la linea colocamos condiciones absorbentes de segundo
orden para evitar las reflexiones indeseadas.

Una vez definida la estructura, el procedimiento utilizado para obtener la admitancia
numérica consta de dos pasos. En primer lugar, realizamos una simulacién sin incluir
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Figura 4.7: Impedancias numérica y exacta de una bobina concentrada L = 3 nH colocada
en el circuito de la figura 4.6.

el condensador en la estructura y almacenamos, en el nodo (2 + %, Js k) donde luego

1
incluiremos el condensador, el voltaje V! (z + %, 7s k:) y la corriente I, T2 (z + %, 7, k:)
mediante las expresiones

yntl (z‘+1,j,k) = ALEM! <z+%jk>

2
. 1 . n-‘rl . 1 . 1 n—f—l . 1 . 1

- A, |H,? —j+=k)—H. 2 —j—=
<Z+ zajak> Z|: z <Z+25]+2ak> z (Z+2aj 2ak>:|

1 1 1 1 1 1
S [H (”5’%’”5) e (”5’%’65)}

Una vez terminada la simulacién, en la etapa de post-procesado, la admitancia numérica
asociada a la celda (i, 7, k) en la direccién del eje = se calcula como
L _

1
DFT <I£+2>
Yeeda = = =

7, DFT (Vi) *

n+
I

[MIE

i

JwAy

jwAy
donde e 7" es un factor que se introduce para dar cuenta del desfase temporal existente

. n+3
en las muestras de las secuencias I, 2y Vw”H.
En segundo lugar, en el mismo nodo (2 + %, Js k) se coloca un condensador orientado
segun el eje x, tal y como se observa en la figura 4.6. Realizamos una segunda simulacién
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Figura 4.8: Admitancias numérica y exacta de un condensador concentrado de capacidad
C = —-04C, F, colocada en el circuito de la figura 4.6.

FDTD con el resto de los pardametros de la estructura idénticos a los utilizados en la
primera simulacién. A continuacién, repitiendo el mismo procedimiento para almacenar
el voltaje y la intensidad en el nodo, y realizando el mismo post-procesado, obtenemos
la admitancia numérica total ?Total de la celda.

1. . . L. . . > (ef
Por ultimo, la admitancia numérica efectiva asociada al condensador, Yl(c ), se calcula
mediante la siguiente expresién:

z(sf) = ?Total - ?Celda-

La figura 4.8 muestra el valor de la admitancia numérica ffl(cef) obtenida mediante las

simulaciones FDTD. Dicho valor se compara con la expresién analitica que acabamos de
obtener y con el valor exacto

Yo = jwC.

Se observa una buena concordancia entre los tres resultados en todo el rango frecuencial
de andlisis.

Circuito RC serie

En nuestro siguiente ejemplo consideramos un circuito RC serie. Partiendo de (4.71), y
de la tabla 3.1 del capitulo anterior, la admitancia numérica efectiva es

(ef) Lsin (43t) C

w0 = cos (44) + Zsin (%) RO

Y,
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Figura 4.9: Admitancias numérica y exacta de un circuito RC serie concentrado de valores
R=10.5Q,C =100C; F, colocado en el circuito de la figura 4.6.

Para validar esta expresién, procedemos de manera idéntica al ejemplo anterior, incor-
porando ahora, en la estructura de la figura 4.6, un circuito RC' serie donde R = 0.5 2
y C'= 100C; pF. El resto de los pardmetros de la estructura original no cambian.

Una vez realizada la tarea del post-procesado, la figura 4.9 muestra el valor de la
admitancia numérica 1?25:2) obtenida mediante las simulaciones FDTD. Dicho valor se
compara con la expresién analitica de la admitancia numérica que acabamos de obtener
y con el valor exacto, que para un circuito RC serie vale

JwC

Yo = 1 juRe

Nuevamente se observa una buena concordancia entre los tres resultados.

Autoinduccién

La admitancia numérica para la autoinduccién vale

cr(ef) 1

Y\ == —. 4.73
donde
L

jo_ v
cos? ()
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Figura 4.10: Impedancia numérica y exacta de una autoinduccién de valor L = 3 nH,
colocada en una guia WR75. El tamafio de celda es A = a/6.

es la inductancia numérica. Como era de esperar, en este caso, como consecuencia de
la discretizacién temporal, el valor numeérico de la inductancia depende de la frecuencia.
No obstante, L tiende a L a medida que wA; tiende a cero.

Para mostrar la validez de (4.73), vamos a considerar ahora una guia de onda WRT75
de dimensiones a = 19.05 mm y b = a/2 = 9.525 mm. En la guia vacia, se incorpora con
orientacion vertical un plano de autoinducciones. Cada autoinduccién tiene un valor de
L = 3 nH. Utilizando el mismo procedimiento que en los ejemplos numéricos anteriores,
vamos a obtener la admitancia numérica de la autoinduccion.

En este caso de la autoinduccién vamos a estudiar ademds el efecto que tiene la
discretizacién en la exactitud de los resultados que se obtienen. En nuestro primer
ejemplo, el mallado FDTD se establecié en A = A, = Ay = A, = a/6. El paso temporal
resultante, correspondiente a 0.99 veces el maximo paso temporal permitido por el método
FDTD convencional, fue de A; = 6.05 ps. La figura 4.10 muestra ambas impedancias
numéricas: la analitica y la calculada mediante FDTD, existiendo un acuerdo excelente
entre ambas. Ademas, en dicha figura también se observa la diferencia existente entre la
impedancias numérica y la exacta, que para el caso de la autoinduccién viene dada por
Z1, = jwL. De acuerdo a (4.73), esta diferencia se incrementa a medida que lo hace el
factor wA¢. Por ejemplo, a f =20 GHz (wA; = 0.76), la diferencia entre la impedancia
numérica y la exacta es de aproximadamente 50 €.

En el segundo ejemplo, el mallado elegido fue A = a/12, por lo que el paso temporal
se redujo hasta A; = 3.02 ps. Se puede observar en la figura 4.11 que, debido a que
el factor wA; es ahora mas pequeno, la impedancia numeérica coincide con la exacta en
un rango de frecuencias mayor. Por ejemplo, ahora para f = 20 GHz (wA; = 0.38) la
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Figura 4.11: Impedancia numérica y exacta de una autoinduccién de valor L = 3 nH,
colocada en una guia WR75. El tamano de celda es A = a/12.

diferencia entre las impedancias numérica y exacta es de menos de 25 ). Por supuesto,
a medida que el factor wA; tienda a cero, es decir, a medida que refinemos el mallado,
la impedancia numérica coincidird con la exacta en todo el rango frecuencial de interés.
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Capitulo 5

Incorporacién de circuitos lineales

de dos puertas en simuladores
FDTD

5.1 Introduccién

En el capitulo 3 de este trabajo, revisamos dos extensiones del método FDTD convencio-
nal que permiten la incorporacién de elementos lineales concentrados de dos terminales,
tendiendo un puente entre los simuladores puramente electromagnéticos y los puramente
circuitales. Analizamos cuidadosamente las formulaciones de ambos métodos y las com-
paramos entre si para varios tipos de circuitos. La principal conclusién que obtuvimos
de esta comparativa fue que, mientras que en el método LE-FDTD la formulacién de
circuitos multielemento no era, en general, sencilla ni sistemdtica, la técnica LN-FDTD,
basada en la discretizacién de la relacién I — V' del circuito mediante la transforma-
cién de Moebius, nos proporciona una formulacién sencilla y sistemdtica incluso cuando
la complejidad del circuito concentrado aumenta considerablemente. Ademéds, median-
te técnicas de filtrado digital, aseguramos que el gasto computacional que introduce el
método fuera el éptimo.

Puesto que el método LN-FDTD sélo permite la incorporacién de circuitos de dos
terminales en simuladores FDTD, es de gran interés préctico extender la formulacién del
método para permitir la incorporacién de circuitos de dos puertas, como por ejemplo
transistores trabajando en pequena senal. Por lo tanto, el objetivo de este capitulo es
presentar la extensiéon del método LN-FDTD al caso de circuitos lineales concentrados
de dos puertas. En lo que sigue, nos referiremos a esta nueva técnica mediante las siglas
TP-LN-FDTD (Two-Port LN-FDTD). Este método fue presentado por primera vez en
[67].

En la literatura existen trabajos que permiten incorporar circuitos de dos puertas en
FDTD. En la mayorfa de ellos se incorporan elementos activos, en concreto transistores
de efecto de campo (FET). Dichos transistores se definen a partir de su circuito lineal
equivalente [68]-[73], o de su modelo hidrodindmico [74].

El esquema seguido en el capitulo es el siguiente:

123
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e Como primer paso, se presenta la formulacién de la técnica TP-LN-FDTD, método
que permite la incorporacién de circuitos lineales de dos puertas en simuladores
FDTD de una forma sencilla y sistemética.

e Posteriormente, validaremos el método con algunos ejemplos de interés. Para ello,
compararemos los resultados obtenidos mediante el método TP-LN-FDTD con
aquellos proporcionados por simuladores comerciales, tales como ADS [50] o HFSS
[51].

5.2 Meétodo TP-LN-FDTD

5.2.1 Formulacién general

Puesto que el método TP-LN-FDTD que ahora presentamos es una extensién del método
LN-FDTD al caso de circuitos de dos puertas, el proceso seguido para obtener la nueva
formulacién serd en todo momento andlogo al adoptado en el método LN-FDTD.

Para incorporar una red de dos puertas lineal genérica (figura 5.1a) dentro del forma-
lismo FDTD, el primer paso es elegir los dos nodos eléctricos de la malla donde queremos
colocar dicha red. En principio, dichos nodos no tienen por que ser consecutivos ni estar
asociados a la misma componente de campo eléctrico. Sin embargo, para obtener una
formulacién mds simétrica, pero sin perder generalidad, vamos a suponer que los dos
nodos estdn asociados a la misma componente de campo eléctrico, E,1 en la puerta 1y
FE.2 en la puerta 2, tal y como se muestra en la figura 5.1b.

En dichos nodos se aplica la ecuacién de Ampeére-Maxwell del método FDTD con-
vencional que rige el comportamiento de la componente x del campo eléctrico y que fue
deducida en el capftulo 1 de este trabajo

n n /o A n+— N A n+i

B () = Ei(en)+ = [V H] 7 (50) = i 2 (0,0),
A n+— N A n

B ) = Bpma) + 20 [V ] ) = e ),

donde tanto el término que modela las pérdidas eléctricas como el del rotacional fueron
convenientemente definidos en las ecuaciones (3.3) y (3.4), respectivamente.

Siguiendo la filosofia del método LN-FDTD, para dar cuenta de la presencia del
cuadripolo en la malla, anadimos a dichas ecuaciones sendos términos de densidad de
corriente (Jj;1 en la puerta 1 y Jizo en la puerta 2). Discretizando ahora este nuevo
término de densidad de corriente exactamente igual que el término que da cuenta de
las pérdidas eléctricas y, por sencillez en la notacién, suponiendo que los términos de
pérdidas eléctricas son cero en ambos nodos, obtenemos

"*2 o Ay n+2

mn n A =
B () = Ep(ea)+ = [V H| () = Sl (s, (5:1a)

zl

mn n A n+_ R A ’VL+
B (Fpa) = EpFen)+ = [V H| 7 (7o) = 2l (7). (5.1b)

Se observa fécilmente que (5.1a) y (5.1b) por separado son idénticas a (3.40), ecuacién
utilizada como punto de partida para el método LN-FDTD.



5.2 Método TP-LN-FDTD 125
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Figura 5.1: (a) Red de dos puertas genérica; (b) Red de dos puertas conectada a dos
celdas unidad FDTD.

Relacién I-V de la red de dos puertas:

El siguiente paso es encontrar la relacién corriente-tensién de la red de dos puertas. En
el método TP-LN-FDTD, el cuadripolo se define en términos de su matriz admitancia
expresada en el dominio de Laplace:

20 1= o 1[0 ) o

donde I, y V, (p = 1,2) se muestran en la figura 5.1-a. Los elementos de la matriz
admitancia se consideran funciones racionales de la frecuencia compleja s:

M bl
_ Np(s) _ Sy s

qu(s) - Zi\fi"o b%”q)sm’ (5:3)

Ypq(s)

donde aﬁﬁ’q) y bﬁﬁ"” son coeficientes reales y Mp, es el orden del modelo. Se supone que,

en general, cada elemento de la matriz admitancia, Ypq(s), tiene un orden de modelo y
unos coeficientes diferentes.
Introduciendo 4 corrientes auxiliares Ipq(s), expresamos (5.2) como

Ip(s) = Z Ipg(s), p=12, (5.4)
q=1,2
donde
Ipq(s) = Ypg(s)Vq(s). (5.5)
Nétese que (5.5) comprende 4 ecuaciones, una por cada variable auxiliar Ipy(s) (p,q =

1,2). Una vez definida la relacién corriente-tensién del cuadripolo en el dominio de La-
place, el siguiente paso serd realizar la discretizacion.
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Discretizacion de la relacion I-V

El objetivo ahora es obtener una aproximacién en diferencias finitas de (5.4) y (5.5), en
el dominio del tiempo discreto, para poder combinar la relaciéon corriente-tensién con la
ecuacion de Ampere-Maxwell (5.1).

Siguiendo exactamente el mismo proceso de discretizacién que en el método LN-
FDTD, iremos del dominio de Laplace al dominio del tiempo discreto pasando a través
del domino de la transformada Z.

En el dominio de la transformada Z, (5.4) se escribe como

= Z Ipg(2), p=12, (5.6)
q=1,2

donde

con u

Zmpqo (p,9) Z—m
1+ szq d(p’ Z-m
Las funciones Yp,(Z) son filtros digitales que representan los pardmetros admitancia de

la red de dos puertas en el dominio Z y que se obtienen mediante la aplicacién de la
transformacién de Moebius

Ype(Z) = (5.8)

21—z
At 1 —+ Zfl ’
a las funciones Yp,(s) definidas en (5.3). Como vimos en el método LN-FDTD, esta

transformacién preserva el orden del modelo M,,. En este caso, como tenemos cuatro

funciones racionales, Yp4(s), la transformada de Moebius se aplicard cuatro veces, una
(p,9) (p,9)
y dm

s = (5.9)

para cada funcién racional. Los coeficientes ¢,
(p.g )y b%,q)

se calculan a partir de los
coeficientes ay, y del paso temporal A, con ayuda de las expresiones dadas en
el apéndice A de este trabajo. Para aplicar correctamente las expresiones del apéndice,
los pardmetros de entrada son ahora a(p ’ )y b%’q) vy Ay

Seguidamente, aplicando la propiedad de la transformada Z: Z=™F(Z) < F" ™ las
relaciones (5.6) y (5.7) se expresan en el dominio del tiempo discreto como

pH=3"1r p=12 (5.10)
q=1,2
y
Mpq Mpq
oo+ Zd Apremtt = Z (pa)yn=mtl, (5.11)

Por dltimo, haciendo uso de las mismas expresiones que en los métodos LE-FDTD vy
LN-FDTD, podemos relacionar las cantidades circuitales —voltaje y corriente— con los
campos electromagnéticos en cada puerta

V, ~ EuA,, (5.12)
I, JiapAy A, (5.13)

12
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Y,(2) |Zin
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n+l
Jlx,l2

Y, (Z) J l’;c+211
B O—
Y (2)

n+l
Jlx,22

Figura 5.2: Diagrama de bloques del cédlculo de J[Hl ﬁgl a partir de E’”+1 E"H.
Cada caja representa un filtro digital.

donde p = 1,2. Sustituyendo estas relaciones en (5.10) y (5.11) obtenemos la versién
electromagnética de la relacién corriente-tension del cuadripolo en el dominio del tiempo
discreto

+1 _ +1 _
q=1,2
con
Mpq Mpq
Tiripa Z AT e = Z By, (5.15)

donde

~(p,q) _ (p,9)

C = P,

m AyAz m

Para obtener la ecuacion en diferencias que modela la presencia de la red de dos puertas
dentro de la malla FDTD no nos queda mds que combinar (5.14) con (5.1) y obtener la
ecuacién en diferencias buscada. Sin embargo, tal y como analizamos en el método LN-
FDTD, la incorporacién directa de (5.15) requiere de un niimero considerable de variables
de almacenamiento. Por ello, antes de combinar ambas ecuaciones, vamos a expresar
(5.15) de una manera mas eficiente desde el punto de vista de esfuerzo computacional.

Implementacidén eficiente:

La expresion (5.15) representa una ecuacion en diferencias de orden superior, la cual pue-
de escribirse mds eficientemente como un sistema de ecuaciones en diferencias de primer
orden. Para ello, empleamos una implementacién tipica de filtros digitales conocida como
forma directa II transpuesta, ya empleada en el método LN-FDTD:

Ty = W+ VB, (5.16a)

Wit = Wiy — dRO I 4 eba) Erott, (5.16b)

Wi, = SRV B — db et (5.16¢)

con m = 1,2,..., Mp; — 1. Ademds, Wy, ,, (m = 1,.., Mp,) son variables auxiliares y

hemos tomado Jl’};;z como variable de salida del filtro. En realidad, tenemos 4 filtros
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Figura 5.3: Diagrama de bloques de la implementacién de los filtros digitales Yy, (Z)
utilizando la forma directa II transpuesta.

digitales, ya que p,q = 1,2. Ademss, cada filtro implementa uno de los elementos de la
matriz admitancia. En la figura 5.2 se muestra el esquema de cémo se calcula Jl’;fl y
Jit a partir de By ETSL Para ello utilizamos los filtros digitales dados en (5.8)
y los sumatorios definidos en (5.14). La implementacién de cada filtro digital mediante
(5.16) se ilustra en la figura 5.3.

Noétese que la primera ecuacién de cada filtro digital, (5.16a), estd acoplada con la
ecuaciéon de Ampere (5.1). Afortunadamente, dichas ecuaciones pueden desacoplarse

antes de ser implementadas, tal y como vemos a continuacion.

Desacoplo del campo eléctrico:

Desarrollando el operador promedio centrado p, en (5.1) obtenemos:

A a A

ENt =B+ ?t[V x H™+3], — 2—; (S + T (5.17a)
A , A

Bt = By + — [V x 3], — o (it + ) (5.17b)

donde, por simplicidad en el desarrollo, se ha omitido la notacién relativa a los dos nodos
eléctricos 7g,, y TE,, entre los cuales se incorpora la red de dos puertas.
Sustituyendo (5.14) en (5.17), con ayuda de (5.16a), se obtiene:

E;"”;Ll =E + é[V X ﬁn%]m — Ay
€

2
A - A
EST=FE}L+ ?t[v X HnJr%]zz - 2—;

(Wins + & VB + Wisy + DB+ )

(Waiy + eV B+ Wy + 0D B + )
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Despejando E™™ y E™™ en estas dos ecuaciones, obtenemos:

Até(l’l) . At6(172) " n At n 1 At n n n
(14255 ) B e ST B O W ),

Ay 2,1) n At6(2’2) " n Ay Fn+1 Ay n n n
2_56(() )Ez1+1 + 1+ 2—2 El'=E}L+ ?[V X H" 2] — o (W21,1 + Wasq + Tia) -

Multiplicando las dos ecuaciones anteriores por el factor i—i, y reescribiéndolas en

forma matricial, tenemos:

ol
E(()l’l) + 5(()1’2) [ E;Ll*i } _ EE} +2[V X H”Jr?]m — (Wit + Wiy, +J0)
R CO Z B EEL+2[V x H" 2] — (W3 + Wby + Jiky)

Ya sélo nos queda despejar las componentes de campo eléctrico, con lo que obtenemos
las ecuaciones en diferencias buscadas:

(1,2)

m *(171) € = m
[ B } I [ Lo ] , (5.18)
E3 I T3
donde 9
n __ € n n—f—l n n
Top = R, Bap + 2V x H" 2] - > (Tpg + Wint) - (5.19)

qg=1,2
La inversién de matrices que aparece en (5.18) se realiza en la etapa de preprocesado,
por lo que la implementacién de (5.18) es completamente explicita.
Las ecuaciones (5.18) y (5.19) permiten la incorporacién de redes lineales de dos
puertas dentro del formalismo FDTD. Veamos ahora un caso particular.

5.2.2 Caso particular: Desacoplo de las puertas

En este apartado, vamos a estudiar el caso particular en el que la matriz admitancia de
la red de dos puertas es de la forma

Yu(s) 0 } , (5.20)

[Y<s>1=[ AU,
2) _

es decir, no existe acoplo entre las dos puertas de la red. De (5.20) se obtiene que Ef,(n,ll =
&) =0y por tanto, de (5.16) sacamos que J. 1, = Wb, =0y Jft, = W, = 0.
Sustituyendo estos valores en (5.18) tenemos

B - ey Wex 0 B
mn —(1, mn bl
E; (0 + %) (29 + %) 0 Y | | T
donde

m _ %En +2[VXH”+%] . (Jn +Wn )

rl — A, rl zl lz,11 11,1) »

2e 1
my = Bl +2[V x H" 2]y — (JlTaLc,QQ + Wshy) -

AV
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Separando estas ecuaciones, obtenemos las expresiones que modelan al cuadripolo en
cada puerta. Las ecuaciones FDTD resultantes que modelan la puerta 1 son

1 2e 1
E;lf_l = M—2 <KE:;LI + Q[V X Hn+2]x1 — (JZT;:,II + W{LLI)) s (521)
(&7 + ) A&
t

donde
JE = Wi et B (5.22a)
Wit = Wit —d@V ity + eV B, (5.22b)

1 _(1,1 1 1,1 1

Wlnl—j_Mn = ngu)ng_ B dg\/[n)‘]lralc—j_ll‘ (5-22C)
conm=1,2,..., Mj; — 1. Anédlogamente, las ecuaciones FDTD que modelan la puerta

2 son

n+1 1 2 n 42 n n
Bt =75 A Lao t+ 2[V x H" 2]y2 — (Jjg o0 + Wa1) | (5.23)
(& + &) A&
t

donde
T = Wi, +arVERY, (5.24a)
Wit = Wiy —de? ity + en? B3 (5.24b)

1 (22 1 (2,2) 1

WSQTM22 = CMy, E;l;_ _dM22 Jlralcj_QQ' (5’240)

Se puede apreciar como, para este caso particular, la formulacién del método TP-LN-
FDTD se reduce a la del método LN-FDTD, con un circuito de dos terminales conectado
en cada puerta. El circuito presente en la puerta 1 estd caracterizado por Yii(s), y las
ecuaciones resultantes (5.21) y (5.22) son idénticas a las del método LN-FDTD (3.67)
y (3.68) sin méds que sustituir Y7;(s) por Y(s). De la misma forma, el circuito presente
en la puerta 2 estd caracterizado por Y23(s), y las ecuaciones resultantes (5.23) y (5.24)
son idénticas a las del método LN-FDTD (3.67) y (3.68) sin més que sustituir Ya2(s) por
Y (s).

5.2.3 Algoritmo del método TP-LN-FDTD

El algoritmo TP-LN-FDTD resultante requiere los siguientes pasos en cada iteracién
temporal:

e Primero, se calcula el campo magnético, H "*é, empleando la expresiones FDTD
convencionales, deducidas en el capitulo 1 de este trabajo y definidas en (1.21),
(1.26) y (1.27).

e Segundo, se calcula el campo eléctrico en las puertas del cuadripolo, E},}; 1 utili-
zando para ello la expresion (5.18).

J, ffp}l y las variables auxiliares W1

e Tercero, se calculan las densidades de corriente pam
usando (5.16), donde Ej.f ! es conocido del paso anterior.
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e Por iltimo, para los nudos eléctricos del dominio de cémputo no asociados a las
puertas de ningiin cuadripolo, los dos tltimos pasos del algoritmo se sustituyen por
la aplicacién de las ecuaciones convencionales para el campo eléctrico deducidas en
el capitulo 1 y definidas en (1.33), (1.40) y (1.41).

Este algoritmo permite la incorporacién de circuitos lineales de dos puertas de orden
M en el método FDTD sin necesidad de reescribir el c6digo FDTD para cada topologia
de circuito. Simplemente necesitamos obtener los pardmetros admitancia del cuadripolo
en cuestion, definiendo convenientemente los coeficientes ag’q) y b%”q) y el orden M,, de
cada elemento de la matriz. Las principales caracteristicas de esta formulacién son que
preserva la exactitud de segundo orden en el tiempo y la naturaleza explicita del método
FDTD convencional. Ademads, estd implementado eficientemente, por lo que el nimero
de variables adicionales que requiere es 6ptimo. Por tltimo, estd basado en un esquema
de discretizaciéon semi-implicito, lo que, al igual que el método LN-FDTD, asegura un
buen comportamiento en lo relativo a la estabilidad numérica.

5.3 Resultados

5.3.1 Metodologia

El objetivo de esta seccién es validar el desarrollo tedrico presentado en el apartado
anterior. Para ello se presentan una serie ejemplos que muestran los resultados obtenidos
al aplicar el método TP-LN-FDTD a estructuras hibridas de microondas incluyendo
circuitos de dos puertas con cierto interés practico. A continuacién, se enumeran las
estructuras hibridas estudiadas:

1. Diodo Schottky, en régimen lineal, colocado entre dos lineas microstrip. En este
ejemplo se analizan las distintas formas de definir una red de dos puertas con
el método TP-LN-FDTD. Ademéds se comparan los resultados con los obtenidos
mediante el método LN-FDTD

2. Capacidad en chip gap-Cap, colocada en serie entre dos lineas microstrip. En este
caso el objetivo es comparar los resultados obtenidos mediante FDTD con medidas
experimentales

3. Modelo lineal de un transistor de efecto de campo (FET) genérico colocado en serie,
entre dos lineas microstrip. Para ello se considerardn modelos tanto intrinsecos
como extrinsecos. Ademds se introducird una técnica que permite dar cuenta del
retardo de transconductancia 7 en el método TP-LN-FDTD, estudiando el efecto
de considerar dicho pardmetro en el modelo del FET.

4. Por ltimo se calculardn los pardmetros de scattering de un amplificador formado
por dos lineas microstrip y 2 stubs. Como elemento activo, el amplificador utiliza
un FET comercial de hetero-unién (HJ-FET).

En todos los ejemplos estudiados, los resultados obtenidos mediante los métodos TP-
LN-FDTD y LN-FDTD se compararén con los proporcionados por el programa circuital
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Figura 5.4: (a) Circuito lineal equivalente del diodo Schottky HSMS-8101: L. = 1 nH,
R, =69, Ly =13nH, Cs; =0.08 pF, R; =263 Q, C; = 0.17 pF. (b) Diodo visto como
un circuito de dos puertas.

ADS [50] utilizado solo, y por una simulacién adicional que combina el citado programa,
y el simulador electromagnético HFSS [51]. Esta técnica combinada, que en las figuras
aparecerd bajo la leyenda HFSS+ADS, consta de los siguientes pasos:

e Primero, calculamos los pardmetros de scattering de la estructura distribuida, es
decir, sin los elementos concentrados, mediante HFSS. En esta primera simulacién,
definimos dos puertas internas en los lugares donde luego conectaremos el elemento
concentrado. Dichas puertas internas son fuentes de voltaje con resistencia interna
de 50 €2, conectadas verticalmente entre los extremos del gap microstrip y tierra.

e Los pardmetros de scattering calculados para esta estructura de cuatro puertas, son
exportados a ADS en un fichero con formato CITIfile.

e Una vez cargado dicho fichero en ADS, el elemento concentrado se conecta entre
las dos puertas internas definidas previamente, y se realiza una simulacién de todo
el conjunto.

Como veremos y discutiremos a lo largo de los distintos ejemplos, los resultados obte-
nidos mediante esta técnica combinada implican una mayor exactitud que los conseguidos
con ADS utilizado solo, ya que HFSS proporciona simulaciones electromagnéticas en tres
dimensiones de todos los elementos distribuidos.

5.3.2 Diodo Schottky

Con el objeto de validar la formulacién del método TP-LN-FDTD, como primer ejemplo
hemos considerado un diodo Schottky HSMS-8101 cuyo circuito lineal equivalente se
muestra en la figura 5.4a. Aunque dicho circuito es de una puerta, también se puede ver
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como una red de dos puertas, tal y como muestra la figura 5.4b. La principal razén por
la que se analiza un circuito de una puerta mediante el método TP-LN-FDTD es poder
comparar los resultados obtenidos con los proporcionados por el método LN-FDTD. En
primer lugar, para utilizar el método LN-FDTD obtenemos la funcién admitancia del
circuito en el dominio de Laplace resultando

Y(s) __ap+sar + s2a2 + s3a3 + s4a4
- by + sby + s2by + s3b3 + s%by

donde los coeficientes valen

ag =1, bp = Rj + R,

al = Rst + R,Cs + RjCj, bi=L.+Ls+ RstCj,
az = RjCjRSCS + LsCs, by = RjCjLS + Leay,

asz — RjCjLSCS, b3 = Lcag,

a4 = 0, b4 = Lcag.

Los valores numéricos de los elementos del circuito equivalente aparecen en el pie de
la figura 5.4. Para aplicar el método TP-LN-FDTD, necesitamos obtener los pardmetros
admitancia del circuito de la figura 5.4b. Dichos pardmetros valen

Yi(s) = Y(s), (5.25)
Yia(s) = =Y{(s),

Yoi(s) = =Y(s),

Yoo(s) = Y{(s),

Una vez obtenidos los pardmetros que necesitamos, colocamos el diodo en serie entre dos
lineas microstrip de 50 €2, tal y como se muestra en la figura 5.5. Las dimensiones fisicas
de las lineas son: altura A = 0.635 mm y anchura w = h, la constante dieléctrica del
sustrato vale €, = 9.6, y la separacién entre lineas (gap) es d = 1.27 mm.

La simulacién se ha realizado en la banda frecuencial [0 — 13] GHz, los tamanos de
celda utilizados son A, = Ay = A, = 0.127 mm, y el paso temporal A; = 0.2 ps, que
se corresponde con 0.99 veces el paso temporal méximo del método FDTD convencional.
La estructura completa va encerrada en una caja de 79 x 43 x 125 celdas.

A la hora de incorporar el diodo en la estructura, se han considerado cuatro posibles
formas de conectarlo a las lineas microstrip. En la primera, el diodo es visto como un
circuito concentrado de dos terminales situado en una celda del gap microstrip, en el
mismo plano que las lineas. Para conectar el diodo a ambas lineas se utilizan una serie
de cables horizontales. El esquema de conexién para este primer caso se muestra en la
figura 5.5a. Para realizar dicha simulacién con FDTD, utilizaremos el método LN-FDTD.

En el segundo esquema, el diodo es visto como una red de dos puertas. Dichas
puertas se definen en nodos eléctricos consecutivos de la malla, tal y como se aprecia en
la figura 5.5b. Para conectar ambas puertas con las lineas y con la tierra del circuito,
se utiliza un cableado horizontal interior al sustrato. Los resultados obtenidos mediante
esta topologfa aparecerdn bajo la leyenda TP-LN-FDTD-Cable-Int. En el tercer caso, la
lunica diferencia con respecto al anterior es que ahora el cableado horizontal se define en el
mismo plano que las lineas microstrip, como puede verse en la figura 5.5c. Los resultados
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Figura 5.5: Esquema de conexién del diodo a las lineas microstrip. Rojo: circuito concen-
trado, azil: cableado de conexién. (a) Circuito de dos terminales colocado en el mismo
plano que las lineas; (b) Red de dos puertas (R2P) definida en una celda con cableado
interno; (c) R2P con cableado externo; (d) R2P definida entre los extremos del gap

obtenidos para esta topologia los representaremos bajo la leyenda TP-LN-FDTD-Cable-
Ext. Por ultimo, la cuarta forma de incorporar el diodo consiste en definir las puertas
del cuadripolo en el plano terminal de las lineas, tal como aparece en la figura 5.5-d.
En este caso, el diodo ocupa 10 celdas en horizontal, correspondientes a la longitud del
gap macrostrip, siendo tnicamente necesario emplear cableado vertical. Los resultados
obtenidos mediante esta topologfa se denotardn simplemente como TP-LN-FDTD.

En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran, respectivamente, las magnitudes de los pardme-
tros S11 y S21 de la estructura anteriormente descrita. En cada figura pueden apreciarse
seis curvas; tres de ellas corresponden a los resultados obtenidos mediante el método
TP-LN-FDTD para cada uno de los cableados discutidos en el parrafo anterior; también
se han dibujado los resultados calculados mediante el método LN-FDTD. Por tltimo,
para poder comparar, se han anadido los resultados obtenidos empleando solamente el
simulador circuital ADS y los obtenidos mediante la combinacién de ADS y de HFSS.
Dicha simulacién combinada se realiza tal y como se explicé al comienzo de la seccién.

Lo primero que se observa es la diferencia que existe entre los resultados propor-
cionados por ADS utilizado sélo y los obtenidos con HFSS+ADS. En nuestra opinién
los resultados obtenidos mediante HFSS+ADS son més fiables, ya que mientras HFSS
nos proporciona una simulacién electromagnética en 3 dimensiones del gap microstrip,
ADS utiliza un bloque denominado “Mgap” que, consultando la documentacién de di-
cho programa, consiste en un circuito equivalente cuyos pardmetros se calculan mediante
expresiones obtenidas por Kirsching, Janse and Koster [50].

Si tomamos por tanto la solucién HFSS+ADS como referencia, podemos apreciar co-
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Figura 5.6: Pardametro S7; de un diodo Schottky colocado en serie entre dos lineas mi-
crostrip. Se muestran los resultados obtenidos mediante las topologias definidas en la
figura 5.5 y los obtenidos con ADS y la combinacién ADS+HFSS.
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Figura 5.7: Pardmetro S2; de un diodo Schottky colocado en serie entre dos lineas mi-
crostrip. Se muestran los resultados obtenidos mediante las topologias definidas en la
figura 5.5 y los obtenidos con ADS y la combinacién ADS+HFSS.
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Figura 5.8: Esquema FDTD de la estructura simulada. (a) vista cenital; (b) vista lateral.

mo los resultados obtenidos mediante las distintas simulaciones FDTD son satisfactorios,
siendo por tanto vélidas todas las topologias planteadas. Sin embargo, debido a que en
el mundo real la mayoria de los elementos concentrados, ya sean de una o dos puertas
ocupan un espacio “fisico” —cuando menos superior al tamano tipico de una celda uni-
dad del método FDTD— la topologia que define la red de dos puertas sobre varias celdas
—tantas como se necesite— serd la que adoptemos como topologia estdndar en el método
TP-LN-FDTD vy serd, por tanto, con la que trabajaremos de ahora en adelante. A la
hora de interpretar los resultados, debe tenerse en cuenta también que el posible efecto
inductivo del cableado utilizado en FDTD no se ha tenido en cuenta en las simulaciones
realizadas con ADS o HFSS+ADS.

5.3.3 Capacidad en chip

La topologia de la estructura que utilizamos en este segundo ejemplo es similar a la
anterior, es decir, dos lineas microstrip con un gap en medio. Sin embargo, en este
caso, tanto las lineas como el sustrato presentan caracteristicas distintas. En concreto,
las dimensiones fisicas de las lineas utilizadas en el ejemplo son: altura A = 0.254 mm y
anchura w = 0.79 mm, correspondiente a una impedancia de 50 €2; la constante dieléctrica
del sustrato elegido (cuclad) vale e, = 2.17. La longitud del gap microstrip sigue siendo
d = 0.5 mm.

Las dimensiones espaciales del mallado FDTD son: A, = 0.079 mm, A, = 0.0846
mm y A, = 0.1 mm. El paso temporal es A; = 0.16 ps, que se corresponde con 0.99
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Figura 5.9: Magnitud del pardmetro S de la estructura de la figura 5.8.
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Figura 5.10: Magnitud del pardmetro Ss; de la estructura de la figura 5.8.
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Figura 5.11: (a) Circuito equivalente de la capacidad Gap-Cap G15BU200K5PX05: Ly =
0.102 nH, Ry, = 0.139 Q, Cs, = 14.93 pF, R, = 268 Q, C}, = 5.07 pF. (b) Capacidad vista
como red de dos puertas.

veces el maximo paso temporal permitido por el método FDTD convencional, deducido
en el capitulo 1 de este trabajo. El circuito hibrido esta rodeado por una caja eléctrica
perfecta de dimensiones 60 x 42 x 175 celdas.

En primer lugar, y puesto que esta estructura montada en cuclad va a ser la base del
resto de ejemplos del capitulo, vamos a realizar una simulacién puramente electromag-
nética en la que no anadimos ningin elemento concentrado en el gap. El esquema de
mallado FDTD se muestra en la figura 5.8, donde se observa como las lineas tienen una
anchura de w = 107, y el sustrato de h = 3A,,.

Los resultados obtenidos se muestran en las figuras 5.9 y 5.10. Como era de esperar,
las curvas obtenidas mediante los dos simuladores electromagnéticos, FDTD y HFSS,
muestran un buen acuerdo.

Una vez estudiada la estructura desde el punto de vista puramente electromag-
nético, incorporamos ahora en el gap de la estructura la capacidad en chip gap-Cap
G15BU200K5PX05 [52]. El circuito lineal equivalente de dicha capacidad se muestra
en la figura 5.11(a). Se trata de una estructura de una puerta, aunque nuevamente se
puede ver como una red de dos puertas, tal y como muestra la figura 5.11(b). La funcién
admitancia de la capacidad vale

¥ (s) 1+a15+a282+a353
S) =
b() + b18 + b282 + b383’

donde a1 = (Cp + CS)Rp, as = L;Cs, a3 = R,pLSCSCp bo = Rs + Rp, b1 = a1 Rs,
by = az (Rs + Rp) y b3 = a3z Rs. Los pardmetros admitancia de la red de dos puertas se
calculan aplicando las mismas expresiones que para el diodo, dadas en 5.25.

La figura 5.12 muestra cémo se conecta la capacidad a las dos lineas microstrip. Si la
capacidad es vista como una red de dos puertas (figura 5.12a), ésta ocupa 5 celdas, co-
rrespondientes a la longitud del gap microstrip. Ademds, utilizamos cuatro cables ideales
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Figura 5.12: Vistas cenital y lateral del esquema de conexién de la estructura hibrida
simulada. (a) Circuito de dos puertas; (b) Circuito de una puerta. Rojo: elemento
concentrado; Azul: Cableado de conexidn.

de longitud A, para conectar la capacidad a las micro-tiras y al plano de tierra. Para
realizar esta simulacién utilizamos el método TP-LN-FDTD.

Cuando la capacidad es considerada como elemento de una puerta, el esquema de
conexién es el mostrado en la figura 5.12b, donde el circuito concentrado se ubica en
el mismo plano que las lineas y se utilizan cuatro cables horizontales de longitud A,
para unir las lineas con el circuito. Para simular este esquema, hacemos uso del método
LN-FDTD.

Las magnitudes de los pardmetros S11 y So1 obtenidos de realizar la simulacién de la
estructura con la capacidad se presentan en las figuras 5.13 y 5.14, respectivamente. A
ellas, se han anadido los resultados obtenidos mediante ADS y la técnica que combina
HFSS y ADS. Ademds, para el pardmetro Ss;, también se han afiadido medidas expe-
rimentales. Todos los resultados presentan un buen acuerdo. Las diferencias entre las
medidas y el resto de las simulaciones se deben, principalmente, a la influencia de los
conectores SMA y a pequenas desadaptaciones en las puertas del circuito.

5.3.4 Transistores de efecto de campo

En este tercer apartado, el método TP-LN-FDTD se aplica al modelado de transistores
de efecto campo (FETSs) los cuales, debido a la gran movilidad de los electrones en el
semiconductor elegido (normalmente GaAs), presentan una ganancia y figura de ruido
ventajosas a frecuencias de microondas.

Nuestro punto de partida es un FET intrinseco genérico [13], [75], cuyo circuito
equivalente en pequena senal se muestra en la figura 5.15. Como se aprecia en la figura,
dicho modelo equivalente es de dos puertas, por lo que para este tipo de circuitos ya
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Figura 5.13: Magnitud del S1; para la capacidad Gap-Cap colocada en serie entre dos
lineas microstrip.
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Figura 5.14: Magnitud del S5 para la capacidad Gap-Cap colocada en serie entre dos
lineas microstrip.
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Figura 5.15: Circuito equivalente de un FET intrinseco genérico.

no podemos emplear el método LN-FDTD y sélo podremos utilizar el método TP-LN-
FDTD. A partir del circuito equivalente del transistor, se obtienen las ecuaciones de los
pardmetros admitancia en el dominio de Laplace

(ng + ng)S + (ngCgSRi)SZ

Yn(S) = 1 T CgSRiS s (5.26&)

Yig(S) = —Ugds, (526b)
. gme~ % — ngs — ngCgsR,L'SQ

Yo1(s) = T+ CyoRus , (5.26¢)

Yoa(s) = Gas + (Cas + Cga)s. (5.26d)

Todas las expresiones en (5.26) son funciones racionales de s menos por el factor
exponencial H(s) = e~ que aparece en el numerador del pardmetro Y2;(s). La presen-
cia de este factor es debido al retardo de los electrones al propagarse por el canal del
semiconductor.

FETs con 7 =0

Como nuestro primer objetivo es validar la formulacién del método TP-LN-FDTD en
este tipo de dispositivos de dos puertas, vamos a suponer que 7 = 0, con lo que H(s) =1
y la expresion (5.26¢) se convierte en racional, con lo cual podemos aplicar el método
TP-LN-FDTD directamente al circuito.

En primer lugar, consideramos un transistor de efecto de campo metal-semiconductor
(MESFET) intrinseco cuyo circuito equivalente en pequena senal es el mismo que el de
la figura 5.15. Los valores del circuito equivalente tomados de [75] son Cyq = 0.06 pF,
Cas = 0.26 pF,Cys = 0.69 pF, Rgs = 197 , gy, =65 mS, R; =142 Q, y 7 = 0.

El transistor se incorpora en la misma estructura que en el ejemplo de la capacidad.
Las lineas microstrip y el sustrato también presentan las mismas dimensiones y carac-
teristicas. A continuacién, el transistor se coloca entre las dos lineas microstrip de la
misma manera que explicamos para el caso de la capacidad (ver figura 5.12a).

Las figuras 5.16 y 5.17 muestran el médulo de los coeficientes S11 y Sa1, respectiva-
mente. En cada figura se aprecian tres curvas: la primera se corresponde con el resultado
obtenido mediante el método TP-LN-FDTD, la segunda con el proporcionado por la téc-
nica combinada HFSS+ADS y la tercera con los obtenidos mediante una simulacién con
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Figura 5.16: Magnitud del S1; para un MESFET intrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip.
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Figura 5.17: Magnitud del S2; para un MESFET intrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip.
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ADS utilizado solo. Nuevamente se puede observar un buen acuerdo entre las técnicas
aunque, como era de esperar, el método TP-LN-FDTD obtiene resultados que se acercan
mds a los obtenidos mediante la técnica que combina HFSS y ADS.

A continuacién, hemos simulado el comportamiento del mismo MESFET del caso
anterior, pero teniendo en cuenta los pardmetros extrinsecos del mismo, tal y como se
muestra en la figura 5.18. El modelo extrinseco incluye los efectos parasitos del empa-
quetado en forma de resistencias e inductancias colocadas en serie en cada uno de los tres
terminales del transistor. Dichos pardsitos modelan las pérdidas por contacto dhmico y
por imperfecciones de las soldaduras en dichos terminales.

El circuito extrinseco completo se puede ver como una red de dos puertas; sin embar-
go, el orden global del modelo es superior a 10, lo que implica que deberemos discretizar
derivadas temporales del mismo orden, con el consiguiente aumento de esfuerzo compu-
tacional y/o pérdida de exactitud debido a la dispersién numérica que aparece. Ademds,
como se ha visto en los ejemplos anteriores, en el método TP-LN-FDTD, cada puerta
ocupa sélo una celda, con lo que es necesario utilizar cables ideales para conectar el
transistor con las lineas microstrip y el plano de tierra.

Como alternativa a lo anteriormente expuesto, utilizaremos una estrategia que com-
bina el método TP-LN-FDTD para modelar la parte intrinseca del transistor y el método
LN-FDTD para los circuitos RL serie que dan cuenta de la parte extrinseca. De esta
forma, la mayor derivada temporal que tendremos que discretizar es de orden 3, y, al
mismo tiempo, evitaremos el uso del cableado, presente en todos los ejemplos anteriores.
El esquema de conexién de las distintas partes del circuito en el gap microstrip se muestra
en la figura 5.19.

Los resultados obtenidos mediante esta estrategia se muestran en las figuras 5.20 y
5.21. Al igual que en los ejemplos anteriores, hemos anadido los resultados obtenidos
con HFSS+ADS y con ADS utilizado solo. Dichos resultados refuerzan las conclusiones
sacadas para el caso del MESFET intrinseco, con la tunica salvedad de que ahora las
diferencias existentes entre las tres técnicas son algo mayores.

FETs con 7 # 0

Una vez hemos validado la formulacién del método TP-LN-FDTD para FETs, tanto
intrfnsecos como extrinsecos con 7 = 0, en este apartado vamos a introducir una téc-
nica que nos permita dar cuenta de la presencia del retardo de transconductancia en el
modelo del transistor. Macroscépicamente, en cualquier elemento activo, wt representa
el retardo de fase en el generador de corriente y es aconsejable tenerlo en cuenta para
conseguir consistencia entre los pardmetros de scattering calculados a partir del modelo
en pequena sefnial y los obtenidos con medidas experimentales. Para poder considerar
dicho efecto en el método TP-LN-FDTD es necesario aproximar el factor exponencial
H(s) = e ™ por una funcién racional [76]. Para ello, hemos considerado el método de
Cauchy utilizado ya satisfactoriamente para ajustar funciones especificas o un conjunto
de medidas experimentales por funciones racionales [77].

A. Ajuste racional del retardo de transconductancia T

Utilizando el método de Cauchy, proponemos ajustar H(s) por una funcién racional
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Figura 5.18: Circuito equivalente para un MESFET extrinseco, con los siguientes pa-
rametros: g =1.39 Q, Ly =037 nH, Ry =13 Q,Lg = 0.23 nH, Ry = 0.76 Q, Ly = 0.02
nH. Pardmetros intrinsecos (ver figura 5.15): Cyq = 0.06 pF, Cys = 0.26 pF, Cys = 0.69
pF, Rys =197 Q,g,, =65 mS, R; =142 Q, y 7 =0.
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Figura 5.19: Esquema FDTD para la incorporacién del MESFET de la figura 5.18 en un
gap microstrip.
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Figura 5.20: Magnitud del S7; para un MESFET extrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip.
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Figura 5.21: Magnitud del S2; para un MESFET extrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip.



146 Incorporacién de circuitos lineales de dos puertas en simuladores FDTD

-3 )
10 R
— 25[ , - — £ 0.8
N - 1=1ps <
|°_| 2 ——T=2ps -g 0.7'
=1 =3ps | ] © |
8 eeee 1=4ps £ 0.6
=~ 15 < «sps | 1 2 0.5}
()] X
t | E o4}
o . 2 03}
© 4 8 g0}
© U] R % o8 g 02
----- X s |
© 0 A c?i; 0.1 |
2 5 0
W -0.5 . . . 5-0.1 . . .
0 5 10 15 20 270 5 10 15 20
Frecuencia, [GHZz] L Frecuencia, [GHZ]

Figura 5.22: Error relativo cuando ajustamos el factor e”"® por una funcién racional.

de la forma:

Ao+ Ass
His)=e™ 0 ———, 5.27

() 1+ Bis ( )
donde Ay, A; y Bi son los coeficientes a determinar. Segin este método, evaluamos la
funcién H(s) en P puntos, sp, equidistantes y dentro de la banda de interés donde se
quiere realizar el ajuste. Una vez hecho esto, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones
lineales sobredeterminado:

Ao+ Arsp — H(sp)Bis, = H(sp), p=1,...,P (5.28)

Debemos tener en cuenta que para utilizar el algoritmo TP-LN-FDTD todos los
coeficientes que obtengamos en (5.27) deben ser reales. Como la funcién H (s) proporciona
valores complejos, para conseguir que A, y B, sean reales, debemos dividir (5.28) en sus
partes real e imaginaria. De esta forma, considerando s, = jwp, y H(sp) = R[H (sp)] +
JS[H (sp)] en (5.28), obtenemos:

Ag 4+ wpS[H(wp)|B1 = R[H(wp)], p=1,..,P
wpAi —wpR[H(wp)|B1 = S[H(wp)], p=1,...,P

Tenemos un sistema con 2P ecuaciones lineales y 3 incégnitas que resolvemos mediante
el uso de minimos cuadrados . Una vez calculados Ag, A; y Bi, sustituimos (5.27) en
(5.26¢) y obtenemos un nuevo pardmetro Yoq:

~ ag + a8 + a232 + a333
Y- = 5.29
21(8) 1 + bls + b2$2 ’ ( )




5.3 Resultados 147

donde
ao = gmAo,
ar = gmAi— ng7
az = B1Cyq — CyqCysR;,
a3 = —DB103qCysh;,
by = CysR;+ By,
by = CyoRiBi.

Para ilustrar la validez del ajuste realizado, tomamos el parametro 7 de un GaAs FET
cuyo rango tipico de variacién es de [0 — 5] ps [75], en un rango frecuencial de [0 — 20]
GHz. La figura 5.22 muestra el error relativo del ajuste tanto para la parte real como
para la imaginaria, obteniendo un error menor del 1% en el peor de los casos.

B. Mesfet extrinseco

Una vez validada la técnica de ajuste, el objetivo ahora es analizar la influencia del
pardmetro 7 en los resultados obtenidos. Con este fin, volvemos a analizar la estructu-
ra en la que el elemento activo era el MESFET extrinseco de la figura 5.18. La tinica
diferencia con aquella simulacién es que ahora, en el modelo lineal equivalente del tran-
sistor, supondremos un valor no nulo para el retardo de transconductancia. En concreto,
asumiremos un valor de 7 = 4 ps. En estas condiciones realizamos nuestras simulaciones,
dejando inamovibles el resto de pardmetros en la simulacién. En las figuras 5.23 y 5.24 se
muestran los resultados obtenidos. Para poder realizar la comparacién, se han anadido
los resultados que obtuvimos con 7 = 0. Se observa como en las tres técnicas utilizadas
(TP-LNFDTD, ADS y HFSS+ADS) el efecto de considerar 7 en el resultado final es
el mismo, produciéndose una variacién andloga en las curvas obtenidas por cada uno
de los métodos. Podemos concluir diciendo que, aunque la variaciéon que se produce en
los resultados no es determinante, el disponer de una técnica de ajuste que nos permita
modelar el pardmetro de transconductancia 7, nos hace ser mas precisos a la hora de
modelar FETs con el método TP-LN-FDTD.

5.3.5 Amplificador lineal

Como 1ltimo ejemplo de validacién del método TP-LN-FDTD, se ha diseiado con ADS
el amplificador lineal de microondas a 12 GHz que se muestra en la figura 5.25. Se trata
de un amplificador microstrip de pequenia senal formado por dos lineas microstrip en serie
y por dos stubs en abierto que actiian como redes de adaptacién de entrada y salida. El
sustrato sobre el que se ha montado el circuito es el mismo que el utilizado para el caso
de la capacidad y de los MESFET, es decir, cuclad con altura de sustrato A = 0.254 mm
y con anchura de las lineas w = 0.79 mm, correspondiente a una impedancia de 50 ; la
constante dieléctrica del sustrato vale €, = 2.17. La separacién entre las lineas (gap) es
d = 0.5 mm.

Como elemento activo se ha elegido el transistor comercial de hetero-unién NE3210
HJ-FET. De dicho componente disponemos de los pardmetros de scattering medidos, los
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Figura 5.23: Magnitud del S1; para un MESFET extrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip. Se asume el circuito equivalente de la figura 5.18 con 7 =0y 7 = 4 ps.
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Figura 5.24: Magnitud del So; para un MESFET extrinseco colocado en serie entre dos
lineas microstrip. Se asume el circuito equivalente de la figura 5.18 con 7 =0y 7 = 4 ps.
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Figura 5.25: Vista cenital del amplificador lineal de microondas: d; = 35A,, I; = 31A,,
lo = 17A,, do = 25A,, GAP = 5A,, I3 = 33A,, d3 = 30A,, l4 = 26A,, dgs = 55A,,
w=10A,, Az =0.079 mm y A, = 0.1 mm.
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Figura 5.26: Circuito lineal equivalente para el NE3210 HJ-FET. Pardmetros extrinsecos:
Ry=R;=6%Q, R =0.06 €, L, =0.72nH, L; = 0.68 nH y Ly = 0.126 nH. Pardmetros
intrinsecos (ver fig. 5.15): Cyq = 0.0167 pF, Cgs = 0.108 pF, Cys = 0.176 pF, Rqs = 271
Q, Ry =9.16 Q, g, =51 mS and 7 = 3.26 ps.
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Figura 5.27: Esquema FDTD de conexién del NE3210 HJ-FET al gap del amplificador.
Los valores de todos los pardmetros vienen especificados en la figura 5.26.

cuales se encuentran en la libreria de componentes de ADS. A partir de las medidas, obte-
nemos los pardmetros del circuito lineal equivalente aplicando para ello las ecuaciones del
modelo de Dambrine cldsico'. El modelo final en pequefia senal del transistor se muestra
en la figura 5.26. El HJ-FET se ha colocado en serie entre las dos lineas microstrip. El
esquema FDTD utilizado para la incorporacién del transistor en la estructura se muestra
en la figura 5.27. Se puede observar como esta topologia es ligeramente diferente a la
utilizada para el MESFET (ver figura 5.19). Esto muestra las diferentes posibilidades
que tenemos de incorporar el transistor utilizando el método TP-LN-FDTD. Para evitar
la utilizacién de cables conectores y para mantener la simetria, el circuito RL serie de
la fuente se ha dividido en cuatro circuitos distintos. Para realizar la simulacién FDTD,
los tamanos de celda utilizados son nuevamente A, = 0.079 mm, A, = 0.0846 mm y
A, = 0.1 mm y el paso temporal A; = 0.165 ps, que corresponde a 0.99 veces el paso
temporal maximo del método FDTD convencional. La estructura completa va encerrada
en una caja de 122 x 42 x 221 celdas.

En las figuras 5.28 y 5.29 se muestran, respectivamente, los médulos de los pardmetros
S11 y S21 del amplificador. En cada figura pueden apreciarse cuatro curvas; dos de ellas
corresponden a los resultados obtenidos mediante el método TP-LN-FDTD, considerando
el 7 del modelo (7 = 3.2612 ps) y desprecidndolo (7 = 0 ps); también se han dibujado los
resultados calculados mediante ADS y mediante la combinacién de HFSS y ADS. En estos
dos 1ltimos casos se ha considerado 7 = 3.2612 ps. En la figura 5.28 se observa como la
posicién frecuencial de la resonancia obtenida mediante TP-LN-FDTD concuerda con el
resultado obtenido mediante HFSS+ADS. Por el contrario, en el resultado proporcionado
por ADS utilizado solo, se observa un desplazamiento frecuencial de aproximadamente

!Las ecuaciones necesarias para la obtencién de los pardmetros del modelo en pequefia sefial de un FET
genérico a partir de los pardmetros de scattering medidos experimentalmente se incluyen en el apéndice
B de este trabajo.
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Figura 5.28: Médulo del pardmetro S1; del amplificador de microondas de la figura 5.25.
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Figura 5.29: Médulo del pardmetro Sa; del amplificador de microondas de la figura 5.25.
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1GHz.

En este capitulo hemos presentado y validado mediante ejemplos de circuitos hibridos
de microondas una nueva formulacién que permite la incorporacién de circuitos lineales
de dos puertas dentro del formalismo FDTD de una manera sencilla y sistemdtica. En
el siguiente capitulo vamos a mostrar como, combinando dicha técnica con otras ya
existentes, somos capaces de analizar estructuras de mayor complejidad y por tanto, de
una alto interés préctico.



Capitulo 6

Otras aplicaciones del método
TP-LN-FDTD

6.1 Introduccién

En los capitulos anteriores hemos estudiado detalladamente tres extensiones del méto-
do FDTD convencional que permiten el andlisis de circuitos hibridos de microondas,
incluyendo tanto elementos distribuidos como concentrados. En concreto, el método LE-
FDTD permitia la incorporacién de un elemento concentrado en una celda de la malla.
Mientras, los métodos LN-FDTD y TP-LN-FDTD permiten la incorporacién de circui-
tos concentrados de una y dos puertas, respectivamente, dentro de la malla FDTD. Asi
mismo, se mostré como el método LN-FDTD puede considerarse un caso particular del
método TP-LN-FDTD.

El objetivo de este capitulo es combinar el método TP-LN-FDTD con otras técnicas
ya existentes para el andlisis de diversos tipos de circuitos de microondas. Para ello,
hemos dividido la estructura del capitulo en dos bloques bien diferenciados:

e En primer lugar, se combinard el método TP-LN-FDTD con técnicas de ajuste ra-
cional para incorporar dentro del formalismo FDTD dispositivos activos caracteri-
zados por pardmetros S medidos experimentalmente. Se mostrard como, utilizando
esta técnica, somos capaces de predecir el comportamiento de circuitos de microon-
das de una manera mads precisa que con los simuladores puramente circuitales. Para
validar esta afirmacion, se mostrardn los resultados obtenidos para un amplificador
lineal, comparandolos con medidas experimentales.

e En segundo lugar, se aplican varias extensiones del método FDTD convencional
para la simulacién de un circuito microstrip basado en un diodo no-lineal. Como
veremos, en dicho circuito se produce una divisién paramétrica en frecuencia.

153
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6.2 Incorporacion de dispositivos activos caracterizados por
parametros S medidos dentro del formalismo FDTD

6.2.1 Introduccién y motivacion

En los métodos LE-FDTD, LN-FDTD y TP-LN-FDTD, asf como en otros ya existentes
[5], [11], los elementos concentrados se incluyen en el formalismo FDTD a partir de sus
modelos eléctricos equivalentes. Desafortunadamente, para muchas clases de dispositivos
concentrados, la mayoria de los fabricantes sélo proporcionan los pardmetros de scatte-
ring, o parametros S, medidos en un rango frecuencial y para distintas condiciones de
polarizacién. Por otro lado, la obtencién de circuitos equivalentes a partir de las medidas
experimentales no es un proceso sencillo e, incluso, ciertos dispositivos no pueden ser
descritos fiablemente por dicha aproximacién.

Todo esto hace que la incorporacién de dispositivos concentrados en simuladores
FDTD a partir de, tinicamente, los pardmetros S medidos en el laboratorio, tenga un
gran interés préctico. En alguno de los trabajos que abordan esta posibilidad [79], [80],
los pardmetros medidos en el dominio de la frecuencia del dispositivo, se transforman
primero al dominio temporal, aplicando para ello la transformada inversa de Fourier
(en inglés IFT). Los pardmetros temporales resultantes se incorporan en las ecuaciones
FDTD utilizando productos de convolucién de forma directa [79] o recursiva [80]. El
mayor inconveniente que aparece al utilizar esta técnica es que el método FDTD requiere
que los parametros circuitales del dispositivo en el dominio del tiempo sean causales.
Sin embargo, la aplicacién directa de técnicas IFT a medidas realizadas en una banda
frecuencial limitada, puede dar lugar a pardmetros no causales en el tiempo [81].

Para superar las limitaciones anteriores, en esta seccién vamos a combinar el método
TP-LN-FDTD con técnicas de ajuste racional para incorporar dispositivos concentrados
caracterizados por pardmetros S experimentales en simuladores FDTD [82]. La técnica
propuesta consta de tres pasos principales :

1. En primer lugar, los pardmetros S medidos del dispositivo se transforman a pa-
rdmetros Y, utilizando para ello las ecuaciones estandar de teoria de redes.

2. A continuacién, cada pardmetro se ajusta por una funcién racional de la frecuencia
compleja s.

3. Finalmente, los coeficientes de los polinomios de las funciones racionales se utilizan
directamente como los pardmetros de entrada del método TP-LN-FDTD.

La principal ventaja de esta técnica con respecto a [79] y [80], es que los productos
de convolucién ya no son necesarios, reduciendo asf el coste computacional del algoritmo
FDTD; ademds, tampoco se necesita conocer los pardmetros Y del dispositivo en el
dominio temporal. La razén para dichas ventajas es que, debido a que la técnica de ajuste
racional se realiza en el dominio de la frecuencia, y a que los pardmetros de entrada del
método TP-LN-FDTD son simplemente los coeficientes de las funciones racionales, no
necesitamos realizar transformaciones al dominio temporal. Ademads, para poder utilizar
el método TP-LN-FDTD, ya no necesitamos disponer de un modelo circuital equivalente
para el dispositivo.
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Una vez desgranada la motivacién de esta primera parte del capitulo, a continuacién
mostramos el esquema seguido:

e En primer lugar, presentamos una técnica de ajuste racional basada en el método
de Cauchy que nos permitira realizar el ajuste racional de los pardmetros S medidos
en el laboratorio. Como veremos, dicho proceso de ajuste se realiza en su integridad
en el dominio de la frecuencia.

e En segundo lugar, validaremos la técnica de ajuste mediante dos ejemplos. En el
primero, se ajusta la funcién admitancia exacta de un diodo comercial y se calculan
los pardmetros S del diodo colocado en serie entre dos lineas microstrip. El objetivo
de este ejemplo es comprobar la efectividad de nuestra técnica con funciones racio-
nales exactas y asegurar que la simulacién que resulta de combinar los coeficientes
de dichas funciones racionales con el método TP-LN-FDTD es estable. En el se-
gundo ejemplo, partiendo de los pardmetros S medidos de un transistor comercial
se obtienen cuatro funciones racionales causales de la frecuencia compleja s que
ajustan las medidas experimentales.

e En tercer lugar aplicamos la técnica propuesta al cdlculo de los pardmetros de scat-
tering de un amplificador lineal de microondas. El primer paso serd ajustar los
parametros S medidos del elemento activo por funciones racionales causales. Des-
pués, utilizaremos el método TP-LN-FDTD para realizar una simulacién FDTD de
la estructura hibrida resultante. Los resultados que se obtienen de esta simulacién
se comparan con los proporcionados por ADS y por medidas experimentales.

6.2.2 Técnica de ajuste racional causal

En el método TP-LN-FDTD que presentamos en el capitulo anterior, un circuito de dos
puertas se describe en términos de su matriz admitancia expresada en el dominio de

Laplace
20 1= o 10 ) o

donde cada pardmetro Y representa una funcién racional de la frecuencia compleja s

Gpq (»,9) .m
_na S
Ypq(s) = m=0 =

Hpq 1 (p,q) ’
Zm:() bm s

(6.2)

siendo a,(n,zz’q) y b%’q) coeficientes reales, y Gpq y Hpq €l orden de los polinomios del nume-

rador y denominador, respectivamente. Nos referiremos a (Gpq, Hpq) como el orden del

modelo. En general, alt? y b8 seran diferentes para cada Ypq(s).

En esta seccién, se mostrard el procedimiento seguido para obtener funciones racio-
nales causales que ajusten convenientemente los pardmetros S originales. Supongamos
que se han medido los pardmetros S de cualquier dispositivo concentrado en R puntos
frecuenciales s, = jw, (r =1,..., R) y en la banda de interés [wmin, Wmax). Estos pardme-
tros S medidos se convierten en parametros Y utilizando las expresiones estdndar que se
pueden encontrar por ejemplo en [13]. El objetivo ahora es obtener los pardmetros del
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modelo racional en (6.2). Para ello, utilizamos el método de Cauchy [83], [84]. Dicho
método se ha aplicado con éxito a la obtencién de modelos circuitales equivalentes para
filtros, multiplexores [77], [85] y antenas [86], [87]. Incluso, mediante la aplicacién de
dicha técnica se han mejorado las medidas realizadas en el dominio del tiempo por los
analizadores de redes [88].

El método de Cauchy consiste basicamente en evaluar (6.2) en cada punto de fre-
cuencia angular w, e igualar el resultado a su correspondiente medida experimental Y;.
Con este procedimiento, obtenemos el siguiente conjunto de R ecuaciones lineales con
G + H+ 2 incégnitas:

G H
Z Ams," — Y, Z bms,' =0, r=1,..,R. (6.3)
m=0 m=0

Dos hechos importantes se deben tener en cuenta antes de resolver (6.3). Primero, y pues-
to que el factor exponencial s7" en (6.3) crece considerablemente para 6rdenes de modelo
(G, H) grandes, este conjunto de ecuaciones puede llegar a estar mal condicionado. Pa-
ra aliviar este problema, el ajuste se lleva acabo en la banda frecuencial normalizada
[@min, @max), quedando la frecuencia angular normalizada definida como: @ = w/waye,
CON Wyye = %(wmin + Wmax ). Por ello, (6.3) se puede expresar como:

G H
S i (0" = V2 Y b (j@)" =0, r=1,..R, (6.4)
m=0

m=0

donde @y, = am (Wave) ™ y b = b (wave)™

Segundo, y segin el método TP-LN-FDTD, a,, y b,, deben ser reales, lo cual se
consigue separando (6.4) en sus partes real e imaginaria. Tomando Y, = R[Y;] + j3[Y;],
Sy = jWy, ¥, sin perder generalidad, suponiendo que G y H son nimeros pares, obtenemos:

G/2 H/2
dgm (50)%" = R[Y,] ) bom (5,)°" (6.5a)
m=0 m=0
H/2
_]%[Y;’] Z B2m—1 (ET)Qm_l - 07 r= 17 7R7
m=1
G/2 H/2
> dgm-1 (5)"" 2@ = SV D bam (50)7" (6.5b)
m=1 m=0
H/2
*5}%[)}7“] Z Bmelajr (ST)2m72 - O, r= 1a 7R7
m=1

donde ahora tenemos 2R ecuaciones lineales reales que se pueden expresar en forma
matricial, quedando:

5even
A 0 -B _
|: 0 C *D :| ao_dd = X |: (66)

oI
—_
I
o
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donde a = [éevena 50dd]T7 Apven = [aOa A2, -ees &G]Ta apdd = [&17 A3, .oy aG*l]T y l_) = [607 Bla ey BH]T
y donde A, B, C y D son matrices de Vandermonde [89] rectangulares de la forma:

A = [1,6)% )", (59,

B = [RIV],jSIV:](5), ., 5SV] (5771 RV, (5)7),
C = [0mar(5)% @ (5), .00 (5,)C],

D = [SV]RY (), R (5.)7 7, SV (5.) "],

con r = 1,..., R. Las matrices A y C tienen R filas y (G/2 + 1) columnas, mientras que
las matrices B y D tienen dimensiones R x (H +1).

Este conjunto de ecuaciones se resuelve utilizando la técnica de minimos cuadrados
totales (en inglés TLS), realizando para ello la descomposicién en valores singulares de
la matriz rectangular X como en [89]

uzv? [ E } =0, (6.7)

donde U y V son matrices ortogonales y 32 es una matriz diagonal en los que los elementos
de la diagonal tienen valores positivos (los valores singulares).

Después, la soluciéon TLS [89] de (6.6) se obtiene tomando

[5' b]T: Vlast (68)
donde vj,et es la dltima columna de la matriz V.

Una vez realizado el ajuste racional, debemos prestar atencién a la causalidad de las
funciones racionales obtenidas. Es de sobra conocido que el método FDTD es un método
causal en el tiempo [5]. Por lo tanto, para mantener la estabilidad del algoritmo FDTD,
el equivalente temporal de cada pardmetro Ypq(s) debe ser causal. Para obtener dicho
equivalente temporal, en primer lugar expresamos (6.2) en forma de polo-residuo [44]

Hpq (p0) Gpg
Yog(s) = Y ——— o+ > kst Hrd) (6.9)
m=1 95 s — Pm m=Hpq

donde P}ff D s el polo, Rﬁﬁ’Q) su residuo asociado, y k,, es una constante. Para encontrar
una representacién causal en el dominio del tiempo de (6.9), ninguno de los polos pir
deberia estar en la parte derecha del plano complejo s. Asumiendo esta condicién, y

utilizando la transformada inversa de Laplace [44], el equivalente temporal de (6.9) queda

Hpq », Gpq m Hpq)
Ypg(t) = u(t) S RV N g — i O) (6.10)
m=1 m=Hpq

donde 6(t) y u(t) son las funciones delta de Dirac y escalén, respectivamente. Como se
aprecia facilmente, (6.10) representa una funcién causal.

Sin embargo, es conveniente remarcar que la condiciéon de que ninguno de los polos
este en la parte derecha del plano complejo, no se ha exigido en la solucién dada en (6.8).
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(@) C;
11 — P / 2
+0_ Diodo  [r——n i
V1 Puerta 1 Puerta 2 Vz

Figura 6.1: (a) Circuito lineal equivalente del diodo Schottky HSMS-8101: L. =1 nH,
R, =69, L, = 1.3 nH, C; = 0.08 pF, R; = 263 Q, C; = 0.17 pF. (b) Diodo visto como
un circuito de dos puertas.

Por ello, deberemos aplicar un procedimiento de verificacién y correcciéon. Con este fin,
los polos en (6.2) se calculan numéricamente, y aquellos en la parte derecha del plano
s son reflejados a la parte izquierda. Este procedimiento origina un nuevo conjunto de
coeficientes en el denominador b/, lo que puede reducir la exactitud de nuestro ajuste
significativamente. Para resolver este contratiempo, se calcula un nuevo conjunto de
coeficientes del numerador, @', resolviendo para ello

[‘3 g]a’:[g]f)’ (6.11)

utilizando la técnica de minimos cuadrados [89].

Una vez que la técnica de ajuste se ha aplicado cuatro veces, una para cada Yp,(s) en
(6.1), los coeficientes de las funciones racionales se utilizan directamente como pardametros
de entrada de la formulaciéon del método TP-LN-FDTD.

Si en lugar de combinar esta técnica de ajuste con el método TP-LN-FDTD, la qui-
siéramos combinar con el método LN-FDTD, todo el desarrollo tedrico anterior es per-
fectamente valido. La unica diferencia es que ahora, como el circuito concentrado de
dos terminales del cual disponemos de sus pardametros S medidos queda caracterizado
simplemente por su funcién admitancia

znszo ams™
V() = Sgeotet
Zm:ﬂ bmSm

la técnica de ajuste desarrollada se debe emplear sélo una vez, la necesaria para obtener
los coeficientes a,, v b,,,. Una vez obtenidos dichos coeficientes, la formulacién del método
LN-FDTD se aplica normalmente.
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Tabla 6.1: Coeficientes exactos aq y I;a de la funcién admitancia exacta del diodo HSMS-

8101.

La] da ba
0 1 269
1][6.623x 107 | 2.568 x 10~
2 [ 1.255 x 10722 | 1.244 x 10~ 19
3 || 4.650 x 10733 | 1.255 x 10731
4 — 4.650 x 10742

0.025 0.01
Pe o
Metodo de Cauchy
0.02 0.005 * * Exacta
. ) p
— z o o
2} 0.015 F ) - 0
- —_ [
> z o
S 0.01 ’ -0.005 7
o / R £ /
0.005} _ o* \ -0.01 p
ha W o000 \ P
0 -0.015
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5 10 15
Frecuencia, [Ghz] Frecuencia, [Ghz]

Figura 6.2: Funcién admitancia del diodo Schottky de la figura 6.1. El resultado obtenido
con la técnica de ajuste propuesta se compara con la funcién racional exacta.
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6.2.3 Validacién de la técnica de ajuste racional

El objetivo de esta seccién es validar la técnica de ajuste racional desarrollada anterior-
mente. Mostraremos como las funciones racionales resultantes del ajuste son causales,
caracteristica indispensable para poder utilizar dichas funciones en el método FDTD.

Diodo Schottky

Para nuestro primer ejemplo de validacién, hemos elegido el diodo Schottky HSMS-
8101 que ya empleamos en el capitulo anterior. El circuito equivalente de dicho diodo se
muestra nuevamente en la figura 6.1a. La funcién admitancia del diodo se puede obtener
de forma exacta, quedando:

ao + 415 + ao8% + ags®
bo + b1s + bos? + s3bg + byst’

dondeag=1,a; = chs—i-RsCs—i-RjCj, as = RjCszCs—i-LsCs, as = RjCjLsCs, aq = 0,
bo = Rj + Rs, b1 = Le + Ls + RsR;C;, by = R;CjLs + Ledn, by = Lot y by = Leas.
El orden de la funcién racional en este caso es (G, H) = (3,4). Tomando los valores de
los elementos circuitales que aparecen en el pie de la figura 6.1a, los valores numéricos
finales de los coeficientes de la funcién admitancia del diodo se muestran en la tabla 6.1.

Dicho diodo, segtn la figura 6.1b, puede ser visto como una red de dos puertas, cuyos
pardmetros admitancia valen

Y:

Yll(s) = Y(S),
Ylg(s) —Y(S),
Y21 (8) —Y(S),
YQQ(S) = Y(S),

Una vez calculada la funcién admitancia y los pardmetros Y exactos del diodo, nuestro
objetivo es comprobar la validez de nuestra técnica de ajuste racional para este problema
con solucién exacta. Para ello, introducimos en nuestro algoritmo los valores de la funcién
racional exacta, Yr, calculados en R = 20 puntos equidistantes desde fnin = 1 GHz
hasta fmax = 20 GHz. La figura 6.2 muestra la funcién admitancia que obtenemos con la
técnica de ajuste propuesta y con la funcién racional exacta. Se observa una concordancia
excelente entre ambas curvas. De hecho, la tabla 6.2 muestra el error relativo que existe
entre los coeficientes calculados mediante la técnica de ajuste racional y los exactos. Se
observa como dicho error es menor del 10712% en todos los casos.

Conviene destacar que para este caso, todos los polos que obtenemos de la funcién
admitancia se encuentran en la parte izquierda del plano complejo, luego la funcién
resultante es causal en el tiempo sin necesidad de aplicar el procedimiento de correccién
del algoritmo.

Una vez validado el ajuste, debemos comprobar que al introducir los coeficientes que
nos proporciona dicha técnica en los métodos LN-FDTD y TP-LN-FDTD, la simulacién
FDTD es estable y que, ademas, los resultados concuerdan con los obtenidos al introducir
los coeficientes exactos en el método. Con este fin, vamos a volver a considerar el mismo
ejemplo que en el capitulo anterior. Hemos colocado el diodo en serie entre dos lineas
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a | |feta ) x 1071 | | Bastal 1071
0 0 3.719
1 7.494 10.145
2 7.421 4743
3 7.120 26.073
4 0 1.494

Tabla 6.2: Error relativo de los coeficientes a,, v b, de la funcién racional resultante de
ajustar la funcién admitancia del diodo HSMS-8101.

GAP
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(b) z
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Figura 6.3: Esquema de conexién del diodo a las lineas microstrip. Rojo: circuito con-
centrado, azuil: cableado de conexién. (a) Diodo visto como red de dos puertas, las cuales
se definen en los planos terminales de las lineas; (b) Circuito de dos terminales colocado

en el mismo plano que las lineas.



162 Otras aplicaciones del método TP-LN-FDTD

microstrip de 50 Q. Recordemos que las dimensiones fisicas de las lineas son: altura
h = 0.254 mm y anchura w = 0.79 mm, la constante dieléctrica del sustrato vale ,, = 2.17,
y la separacién entre lineas (gap) es d = 0.5 mm. La simulacién se ha realizado en la
banda frecuencial [0 — 20] GHz, los tamanos de celda utilizados son A, = 0.079 mm,
Ay = 0.085 mm, A, = 0.1 mm, y el paso temporal A; = 0.2 ps, que se corresponde
con 0.95 veces el paso temporal méximo del método FDTD convencional. La estructura
completa va encerrada en una caja conductora eléctrica perfecta de 60 x 42 x 175 celdas.
celdas.

A la hora de incorporar el diodo en la estructura, se han considerado las dos formas
de conectarlo a las lineas microstrip que se observan en la figura 6.3. En la primera, el
diodo es visto como una red de dos puertas las cuales se definen en el plano terminal de
las lineas, tal y como aparece en la figura 6.3-a. En este caso, el diodo ocupa 5 celdas
en horizontal, correspondientes al gap, siendo necesario emplear cableado vertical para
conectar el diodo a las metalizaciones y a tierra. Para realizar esta primera simulacién
haremos uso del método TP-LN-FDTD. En la segunda, el diodo se conecta entre las dos
lineas microstrip, figura 6.3-b. En este caso, necesitamos emplear cableado horizontal
para conectar los extremos del diodo a las lineas. En esta segunda simulacién, como el
diodo es un circuito de una puerta, utilizaremos el método LN-FDTD.

En las figuras 6.4 y 6.5 se muestran, respectivamente, las magnitudes de los pardme-
tros S11 y S21 de la estructura anteriormente descrita. En cada figura pueden apreciarse
cinco curvas; dos de ellas corresponden a los resultados obtenidos mediante el método
TP-LN-FDTD utilizando los coeficientes de la matriz admitancia del diodo obtenidos de
forma exacta y los obtenidos después de aplicar la técnica de ajuste; otras dos curvas
corresponden a los resultados obtenidos mediante el método LN-FDTD para cada uno
de los coeficientes, exactos y ajustados; por ultimo, a modo de comparativa, también
se muestran las curvas obtenidas empleando el simulador circuital ADS. Se puede ob-
servar un buen acuerdo entre todas las curvas, especialmente entre los pares de curvas
obtenidas mediante el mismo método. De esta forma demostramos que los coeficientes
proporcionados por la técnica de ajuste son compatibles con los métodos LN-FDTD vy
TP-LN-FDTD.

FET

En este segundo ejemplo de validacién, vamos a ajustar los pardmetros de scattering me-
didos experimentalmente del FET NE425S01. Estos pardmetros son proporcionados por
el fabricante para un rango determinado de frecuencias. En este caso desde fumin = 0.5
GHz hasta fmax = 18 GHz [91]. El nimero de medidas es de R = 31. Utilizando ahora
las expresiones estdandar, obtenemos los pardmetros Y del FET. A continuacién, apli-
camos la técnica de ajuste propuesta para obtener las funciones racionales causales que
ajustan dichos pardametros Y medidos. Las tablas 6.3 y 6.4 muestran, respectivamente,
los coeficientes y los polos resultantes de dichas funciones racionales.

Para ilustrar la eficacia de nuestro ajuste, la figura 6.6 muestra los pardmetros Y
obtenidos mediante el ajuste de lo pardmetros medidos experimentalmente, Y, por fun-
ciones racionales causales. Para poder comparar los resultados obtenidos, también se
han dibujado los pardmetros medidos experimentalmente. Se puede apreciar cémo las
discrepancias entre los dos resultados son indistinguibles.
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Figura 6.4: Médulo del pardmetro Si; del diodo Schottky colocado en serie entre dos
lineas microstrip. Los resultados obtenidos con las distintas simulaciones FDTD se com-

paran con ADS.
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Figura 6.5: Mdédulo del pardmetro Sa; del diodo Schottky colocado en serie entre dos
lineas microstrip. Los resultados obtenidos con las distintas simulaciones FDTD se com-

paran con ADS.
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Tabla 6.3: Coeficientes ag’ ) y bgp ) de las funciones racionales que ajustan los pardmetros

Otras aplicaciones del método TP-LN-FDTD

Y11(8>: Gll = 4, H11 = 5

Yia(s): Gia =4, Hi2 =5

a a((ll,l) bg}’l) ag1,2) b((ll,Q)

0 || -0.000142 1 1.736e-005 1

1| 2.666e-013 | 1.060e-011 || -2.285e-014 | 1.447e-011

2 || 2.402e-024 | 2.110e-022 || -3.162e-025 | 2.539e-022

3 || 1.842e-035 | 1.524e-033 || -1.906e-036 | 2.702e-033

4 || 1.222e-046 | 7.486e-045 || -1.758e-047 | 1.379e-044

) - 1.695e-056 - 9.697e-056
Ygl(s): G21 = 1, H21 =4 3/22(8)2 G22 = 7, H22 = 6

o a(()Z,l) 6&2,1) agZ,Z) b((12,2)

0 0.0551 1 0.005305 1

1| -2.11e-013 | 1.068e-011 || 2.020e-013 | 1.006e-011

2 - 2.329e-022 || 3.664e-024 | 4.51e-022

3 - 1.461e-033 | 6.76e-035 | 2.821e-033

4 - 1.057e-044 |[ 5.588e-046 | 6.232e-044

5 - - 5.87e-057 | 1.921e-055

6 - - 2.093e-068 | 2.629e-066

7 - - 1.09e-079 0

Y medidos del FET NE425.

Tabla 6.4: Polos (Hz) de las funciones racionales obtenidas a partir de los parametros Y’

}31(8> |

Y12 (8)

-2.5723e+011

-9.413e+-010

-8.71e4+010 £ j1.62e+011

-1.89e+4-010 £ 71.26e+4-011

-5.18e+009 £ ;8.21e+010

-5.12e+009 +£ j8.21e4-010

YQI(S)

Ya2(s)

-6.4e+010 £ j9.922e+010

-1.58e+010 £ j9.4e+010

-5.1e4-009 £ 38.223e+010

-5.94e+4-009 + 358.27e+4-010

-1.48e+4-010 + 57.67e+010

medidos del FET NE425.
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Figura 6.6: Pardmetros Y del FET NE425 obtenidos mediante el ajuste de las medidas
experimentales por funciones racionales causales, utilizando el método de Cauchy.

6.2.4 Ejemplo de aplicacién: amplificador lineal

Una vez validada la técnica de ajuste, vamos a emplearla en un ejemplo de interés prac-
tico. Hemos disenado y fabricado un amplificador de microondas a 12 GHz, tal y como
se muestra en la figura 6.7. Se trata de un amplificador microstrip de pequena senal for-
mado por dos lineas microstrip en serie y por dos stubs en abierto que actian como redes
de adaptacion de entrada y salida. El sustrato sobre el que se ha montado el circuito
es cuclad con altura de sustrato h = 0.254 mm y con anchura de las lineas w = 0.79
mm, correspondiente a una impedancia de 50 €2; la constante dieléctrica del sustrato vale
gr = 2.17. Después de fabricar el amplificador, hemos medido las dimensiones finales del
mismo, obteniendo w = 0.75 mm, ¢; = 2.48 mm, {5 = 1.7 mm, {3 = 3.2 mm, {4 = 2.1
mm y d = 2.7 mm. Estas dimensiones serdan las que utilicemos en todas las simulaciones.

El elemento activo que hemos elegido es el transistor de efecto de campo de hetero-
unién (HJ-FET) NE3210. Dicho transistor se coloca en serie entre las dos lineas micros-
trip, tal y como se aprecia en la figura 6.7.

Una vez descrita la topologia del amplificador, es ficil darse cuenta de que ésta es
idéntica a la del amplificador que analizamos en el capitulo anterior; incluso el elemento
activo que utilizamos es el mismo en los dos casos. Sin embargo, mientras que en el
ejemplo del capitulo anterior introducfamos el transistor en la estructura a partir de la
obtencién de su circuito lineal equivalente, en el caso que nos ocupa y gracias a la técnica
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Figura 6.7: Vista cenital del amplificador de microondas fabricado. El elemento activo
es un NE3210 HJ-FET y las dimensiones son: {1 = 33A,, o = 17A,, {3 = 32A,,
by =28A,, d=27TA,, w=10A;, A, =0.075 mm y A, = 0.1 mm.
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Figura 6.8: Parametros Y medidos del NE3210 HJ-FET.
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Y11(s): Gy =6, H;1 =6

Yi2(s): Gio =7, H2 =6

o 0D RY 02 e
0 || -1.6776e-008 1 3.0259e-008 1
1 2.3474e-013 | 1.3019e-011 -1.799e-014 | 1.2623e-011
2 || 1.9703e-024 | 2.5275e-022 || -2.7213e-025 | 2.5027e-022
3 2.767e-035 | 1.5843e-033 || -3.2349e-036 | 1.5171e-033
4 || 7.1355e-047 | 1.4651e-044 || -5.4078e-048 | 1.4681e-044
5 || 5.7788e-058 | 8.2454e-057 || -5.9217e-059 | 6.2991e-057
6 || 2.7176e-070 | 1.2754e-068 || -5.8917e-071 | 4.6292¢-068
7 - - -5.2975e-082 0
Y21(s): Go1 =5, Ho1 =5 Y2(s): Gog =6, Hap =5
o peRY Y 29 R
0 0.049455 1 0.0036821 1
1 || -1.3723e-013 | 1.4424e-011 1.8556e-013 | 1.6388e-011
2 || -2.9953e-025 | 2.6937e-022 || 2.6926e-024 | 2.9377e-022
3 || -3.1941e-036 | 1.9174e-033 || 3.4125e-035 | 2.4008e-033
4 || -7.8749e-048 | 1.6454e-044 || 1.5078e-046 | 1.9281e-044
5 || -4.1977e-059 | 2.6118e-056 || 6.6386e-058 | 5.3162e-056
6 - - 1.7764e-069 0
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Tabla 6.5: Coeficientes agj ,a) y b&p a) de las funciones racionales que ajustan los pardmetros

Y medidos del HJ-FET NE3210.

}11(8)

}12(8)

-2.7034e+4-011 £+ 51.0003e+012

-1.5138e+010 + 55.4386e+011

-4.3071e+-009 £ 79.2933e+010

-4.3071e+-009 £ 79.2933e+010

-4.8604e+010 £ j7.7946e+4-010

-4.8591e+010 £ j7.7914e+4-010

Ya1(s)

Ya2(s)

-4.3072e+4-009 £ 79.2933e+010

-4.3069e+-009 + 79.2932e+010

-4.8617e+-010 £+ 57.7952e+010

-4.8669e+-010 £ 57.8083e+010

-5.2414e+011

-2.5673e+011

Tabla 6.6: Polos (Hz) de las funciones racionales obtenidas a partir de los pardmetros Y
medidos del HJ-FET NE3210.
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Figura 6.9: Error relativo obtenido al ajustar los pardametros ¥ medidos del NE3210
HJ-FET por funciones racionales.

de ajuste racional que acabamos de presentar, nos bastard con conocer los pardmetros
de scattering medidos del transistor para dar cuenta de la presencia del mismo en la
estructura.

Nuestro punto de partida sera, por tanto, los pardametros S medidos del NE3210 HJ-
FET proporcionados por el fabricante [90]. A partir de dichos pardmetros y aplicando
las ecuaciones estdndar, obtenemos los pardmetros Y medidos que se muestran en la
figura 6.8. El siguiente paso es ajustar dichos pardmetros por funciones racionales de
la frecuencia compleja s utilizando la técnica de ajuste racional que hemos presentado
en este capitulo. El nimero de muestras de las que disponemos es R = 23 dentro de la
banda [1 — 20] GHz. Las tablas 6.5 y 6.6 muestran, respectivamente, los coeficientes y
los polos de cada funcién racional resultante.

La figura 6.9 muestra las partes real e imaginaria del error relativo cometido al ajustar
los pardmetros Y medidos por las funciones racionales . En dicha figura se aprecia como
el error es menor del 1.7 % en todos los casos.

Los coeficientes a,(n,ZZ’q) y bgg’Q) obtenidos del ajuste se utilizaron como pardmetros
de entrada del método TP-LN-FDTD. Una vez incluido el transistor en la topologfa
del amplificador, se calcularon los pardmetros S de la estructura completa mediante el
método FDTD. La simulacién se realizé con las dimensiones finales del amplificador.
Los tamartios de la celda FDTD fueron A, = 0.075 mm, A, = 0.0846 mm y A, = 0.1
mm. Ademds, empiricamente, hemos comprobado que la inclusién de matrices Y en
simuladores FDTD utilizando el método FDTD, mantiene la condicién de estabilidad
del método FDTD convencional. Por ello, el paso temporal utilizado fue de 0.95 veces
el méximo permitido por la formulacién original del método FDTD. En la simulacién
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30 F TP-LN-FDTD + Metodo de Cauchy <
-- ADS
—— Medidas experimentales
_35 1 1 1 1 1 1 1
8 9 10 11 12 13 14 15 16

Frecuencia, [GHZ]

Figura 6.10: Pardmetro Sy del amplificador de la figura 6.7. Los resultados proporciona-
dos por el método TP-LN-FDTD se comparan con los obtenidos con ADS y con medidas
experimentales.

16 T T T T T T T

S21, [dB]

2F TP-LN-FDTD + Metodo de Cauchy \
-- ADS N
ok — Medidas experimentales h
_2 1 1 1 1 1 1 1
8 9 10 11 12 13 14 15 16

Frecuencia, [GHZ]

Figura 6.11: Pardmetro So; del amplificador de la figura 6.7. Los resultados proporciona-
dos por el método TP-LN-FDTD se comparan con los obtenidos con ADS y con medidas
experimentales.
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FDTD, la estructura completa va encerrada en una caja de dimensiones 126 x 42 x 235
celdas.

Las figuras 6.10 y 6.11 muestran la magnitud de los pardmetros S1; y S21 obtenidos
mediante la combinacién del método TP-LN-FDTD con técnicas de ajuste racional. Para
realizar la comparacién, se han anadido los resultados obtenidos con ADS y los medidos
experimentalmente. Tomando estos ultimos como referencia, se aprecia como, para este
tipo de circuitos, la técnica combinada introducida en este capitulo, proporciona mejores
resultados que ADS.

En esta primera parte del capitulo acabamos de mostrar como la combinacién de los
métodos LN-FDTD y TP-LN-FDTD con técnicas de ajuste racional nos permite la carac-
terizacién de circuitos de microondas a partir de los pardmetros de scattering medidos y
sin necesidad de disponer de modelos lineales equivalentes para los circuitos. Ademas, es-
ta técnica combinada nos proporciona resultados més exactos que los obtenidos mediante
la utilizacién de simuladores circuitales comerciales como por ejemplo ADS.

6.3 Analisis de la division de frecuencia en circuitos mai-
crostrip utilizando el método FDTD

6.3.1 Introduccién y motivacion

Disponer de un simulador de onda completa que analice las dindmicas no lineales en
el dominio del tiempo de circuitos que contengan elementos distribuidos es clave para
los disenadores en este drea. Por un lado, nos permitirfa predecir un comportamiento
indeseado en circuitos no lineales forzados. Por ejemplo, las oscilaciones paramétricas se
deben generalmente a una capacidad no lineal que exhibe resistencia negativa para un
cierto valor de potencia de entrada. Muy frecuentemente, este fenémeno es el responsable
del comportamiento inestable de amplificadores de potencia, mezcladores, etc [92]. Por
otro lado, los divisores de frecuencia tanto paramétricos [93], [94] como regenerativos
[95] estdn basados en la generacién de una oscilacién sub-arménica para un cierto valor
de la potencia de entrada. Los divisores paramétricos se utilizan habitualmente a fre-
cuencias milimétricas y sub-milimétricas [93]. A dichas frecuencias, es esencial predecir
correctamente fenémenos tales como acoplos, efectos de empaquetado y la interaccién
electromagnética entre los elementos activos y pasivos. Estos efectos tienen su origen, en
su mayor parte, en los elementos distribuidos de los circuitos. Por lo tanto, la exactitud
en el andlisis de la inestabilidad y de la oscilacién se encuentra limitada por los modelos
utilizados para dichos componentes.

Los simuladores comerciales basados en equivalentes circuitales dificilmente tienen en
cuenta los efectos anteriormente citados. Ademads, la utilizacién de frecuencias cada vez
més altas hace que dichos simuladores raramente nos proporcionen una prediccién fiable
del comportamiento de los circuitos. Por todo ello, un modelado de onda completa de
los elementos distribuidos del circuito parece la mejor opcién para dar cuenta de dichos
fenémenos.

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, existen extensiones del método FDTD
convencional que permiten un andlisis preciso de circuitos hibridos de microondas, in-
cluyendo circuitos concentrados. Como se ha comprobado en la primera seccién de este
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Figura 6.12: Modelo genérico de un diodo de unién P-N y un diodo Schottky trabajando
en régimen no lineal.

capitulo, cuando se comparan con los simuladores circuitales, estos simuladores hibridos
proporcionan mejores resultados [82].

El objetivo de esta seccién es aplicar el método FDTD a la simulacién de un circuito
microstrip basado en un diodo no lineal. Como veremos, en dicho circuito se produce
una divisién paramétrica de frecuencia.

Para explicar como se ha realizado el diseno y el anédlisis de dicho circuito de una
manera sencilla, hemos divido la seccién en los siguientes apartados:

e Puesto que el circuito que vamos a analizar esta compuesto por un diodo no lineal,
en primer lugar revisaremos el método LE-FDTD para el caso de elementos no
lineales. En concreto deduciremos las ecuaciones que permiten incorporar modelos
no lineales de diodos de unién P-N y diodos Schottky en el método FDTD. Dichas
expresiones fueron presentadas por primera vez en [22]. Ademds, para mostrar la
validez de dicha formulacién, simularemos el comportamiento de un diodo Schottky
trabajando en régimen no lineal, colocado en serie entre dos lineas microstrip. En
dicho ejemplo veremos como combinando los métodos LE-FDTD y TP-LN-FDTD
se consigue incorporar el modelo del diodo en la malla FDTD de una manera mas
sencilla, sistemédtica y eficaz.

e En segundo lugar, disenamos el circuito que exhibe una divisién de frecuencia pa-
ramétrica. Para ello, combinaremos la técnica de balance arménico (HB) y la del
generador auxiliar (AG) [96] con ayuda de ADS [50].

e Por tltimo, utilizaremos el método FDTD para realizar la simulacién del circuito
que acabamos de disenar. Se elegird una frecuencia de trabajo relativamente baja,
para permitir una comparacién md&s real con los resultados proporcionados por
ADS.
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6.3.2 Incorporacién de modelos no lineales de diodos en el método
FDTD

En este apartado deduciremos las expresiones que gobiernan el comportamiento de los
diodos trabajando en régimen no lineal en el mundo FDTD. En concreto nos vamos a
centrar en el modelado de los diodos de unién P-N y de los diodos Schottky.

La figura 6.12 muestra el modelo general del diodo que se pretende implementar. Di-
cho circuito equivalente se ha tomado de [97], donde se puede encontrar una explicacién
detallada de los modelos. Los principales componentes del modelo utilizado son: la fuen-
te de intensidad no lineal Ip, la capacidad de unién no lineal C; (del inglés junction) y
la capacidad de difusion no lineal Cy (del inglés difussion); esta tltima estd sélo presente
en el caso de la unién P-N, luego para un diodo Schottky Cy = 0. Estos tres elemen-
tos forman lo que denominaremos parte no lineal del modelo cuyo comportamiento es
funcién de la tensién V' que cae entre sus extremos. En serie con el conjunto anterior
encontramos la resistencia de pérdidas, Rs. Hasta ahi, tenemos el modelo intrinseco. Si
ademds queremos modelar tanto el efecto del encapsulado del diodo como las pérdidas
por los contactos debidos a las conexiones en un circuito, debemos anadir a los elementos
anteriores una autoinduccién L, que modele el contacto asi como una autoinduccién Ly
y un condensador C), que modelen el efecto del encapsulado. Estos tltimos elementos
forman la parte lineal del modelo y sus valores nominales vienen dados por las caracterfs-
ticas propias del diodo y las del uso que se de al mismo (frecuencia, temperatura, etc...).
Dicho valor es independiente de la tensién aplicada en los extremos del diodo V.

Por todo lo anterior, optamos por dividir nuestro problema en parte lineal y parte no
lineal, tal y como se observa en la figura 6.12. Como veremos, la parte lineal, correspon-
diente al encapsulado y a la resistencia de pérdidas R, se incorporara en la malla FDTD
mediante el método TP-LN-FDTD. Por lo tanto, nuestra misién principal sera encontrar
una formulacién de la parte no lineal del diodo adecuada al formalismo FDTD.

Modelado de la parte no lineal del diodo

Para encontrar las ecuaciones FDTD que permiten incorporar el modelo no lineal del
diodo, retomamos la ecuacién de Ampére-Maxwell que servia como punto de partida
para incorporar circuitos concentrados en el método LE-FDTD y que explicamos conve-
nientemente en el capitulo anterior

1
n+3z Ay n+%

(TE,) — — i 2 (TE,), (6.12)

A 4
B () = B2(Fp,) + =4 |V x ] -

donde al considerar la componente x del campo eléctrico se ha supuesto que el elemento

1
concentrado se encuentra orientado segin el eje z. Ademds J;;ri (g, ) es el término que,
en este caso, dard cuenta de la presencia del modelo no lineal del diodo.

Al igual que haciamos en el método LE-FDTD para elementos lineales, debemos
encontrar la relacién corriente-tensiéon para el modelo no lineal del diodo, que ahora se
muestra de forma detallada en la figura 6.13. En este caso es fdcil intuir que, a diferencia
de los casos que hemos estudiado hasta ahora, dicha relacién va a ser claramente no
lineal.
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Figura 6.13: Parte no lineal del modelo de un diodo genérico.

La capacidad de unién, C; puede modelarse mediante la férmula:

Cj(V) = Cjo <1—¥> s siV < (Fc-Vj%
J

Cj(V) = %320 <F3+m7§/>, SiVZ(FC-Vj),
donde Cjg es la capacidad para V' = 0; Vj es el potencial de la unién o potencial Built-in,
y sus valores tipicos oscilan entre 0,5 y 0,9 V; m es un pardmetro cuyo valor depende
del tipo de unién, siendo m = 0.5 para una unién de tipo abrupto, m = 0.333 para
unién gradual —como en el caso de diodos de unién P-N—y m = 0 para el caso de diodos
Schottky; por tltimo Fy = (1 — Fg)*™ y F3 = 1 — Fo(1+m) donde Fg es un coeficiente
que determina cuando la unién estd fuertemente polarizada en directa.
La expresion de la fuente de intensidad del modelo del diodo es:

Ip(V) =1Io [J#) - 1] ., Vr= % (6.13)
donde Iy es la corriente inversa de saturacién el diodo, g es la carga del electrén, V' es el
voltaje entre los extremos del diodo, K es la constante de Boltzmann, T es la temperatura
en grados Kelvin y n. es el coeficiente de emisién del diodo.

Ademis, para las uniones P-N aparece una capacidad de difusién, Cy, cuya expresién
viene dada por:

ol (757)
Vr
donde 7p representa el periodo de vida media de los portadores.
La capacidad global del modelo, C', serd la suma de las dos capacidades no lineales:

Cq=

—-m Iy (2
eo(1-%) "+ 2R EE) v < moom),

C(V)=Ci(V)+Ca(V) =< . neVr
cjo mv , Tplo (5%7) VS (Fa o U
F2<F3+‘/J'>+neVTe 7), SV > (Fo- V),

(6.14)
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Figura 6.14: Orientacién (a) positiva y (b) negativa de un diodo colocado segun el eje
en una celda unidad.

y la intensidad que circularad por dicha capacidad C' sera:
16(V) = I, (V) + Ie, (V).

La intensidad total del modelo serd la suma de la intensidad que proviene de la fuente
no lineal, Ip(V'), y de las intensidad que circula por la capacidad equivalente C, Io (V)

Liz(V) = Ip(V) + 1c(V). (6.15)

La relacién entre la corriente y la tensién en los extremos de la capacidad equivalente
C es: 0 iV
Io(V) = U C(V)%. (6.16)
Otro aspecto diferenciador del diodo respecto a, por ejemplo, la resistencia, es su pola-
ridad. El diodo puede estar colocado de dos formas distintas respecto el eje coordenado
[98]. Llamaremos a cada una de esas posiciones orientacién positiva o negativa y lo
modelaremos mediante el pardametro IV, tal como se ilustra en la figura 6.14. La orienta-
cién positiva, N = +1, se corresponde con la corriente fluyendo segin el eje positivo, y
viceversa para la orientacién negativa, N = —1.
El desarrollo anterior, nos permite reescribir las relaciones entre tensién y corriente
instantdneas. En primer lugar, teniendo en cuenta (6.16) y el factor N, (6.15) quedara:
dV

I,(V)=N [ID(V) + C(V)E] , con N =-16 + 1. (6.17)

Después, sustituyendo (6.13) y (6.14) en (6.17) obtenemos:
Tply ( v ) 1%

\% —m
N [eEE) 2] 4 e (1-%) "+ B2l | 28V < (Fo V)
I; (V) = ( ) J ne‘;]" ( ) dc‘lf'
* Y Cjo Tply (X
ne V- _ J mV ne V- - . .
N{ |e\merr) 1 + FQ(F”VJ)%SVTE D =V 2 (Fe V),
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con lo que hemos obtenido la relacién corriente-tensién del modelo no lineal del diodo en
el dominio continuo. Como ya sabemos, para encontrar ecuaciones que se puedan utilizar
en FDTD, deberemos discretizar dicha relacion.

Discretizacién Suponemos que tenemos el diodo colocado segin el eje x pero sin
ninguna orientacién especifica. Para discretizar, dividimos (6.18) en sus dos casos:

e CASOV < (FC : V})
vy
dt |

(6.19)
En el tiempo, discretizamos en el instante temporal n +% y en el espacio en el nodo
eléctrico donde se sitia el diodo 7z, = (i + 3, j, k), obteniendo:

Vel Tplo (—L" )
. 1 _ = = - ne V-
0 ( Vj) neVTe !

L,(V)=N {IO [e(n—ev“’v?> _ 1} n

ntgy B

{M} ntl m

1 ne V- V N
I, % () = N |loqe : -1+ 4¢o 1*“151—,(1“&”)
J
[M} s
7plo neVT Ve 2(7E

— 6.20
+nerTe Ay ( )

Para obtener una ecuacién compatible con (6.12) debemos relacionar las cantidades
circuitales con las electromagnéticas. En primer lugar, teniendo en cuenta N y la
figura 6.14, encontramos la relacién entre el voltaje y el campo eléctrico:

V = NE,A,. (6.21)

Mientras, la relacién entre la intensidad y la densidad de corriente que obtuvimos
en el capftulo anterior no varfa y sigue siendo

Ilw
Jip = . 6.22
lx AyAz ( )
Utilizando (6.21) y (6.22), podemos expresar (6.20) como
|:NAthE;+§(’FEI):|
n+t NI neVr
Jlm 2 (T'Em) = AyAz € -1
1 —m
LN S NAp,Ey 2 (75.)
o 7
n+% R
NAgp By (Feg) n+l
4 TDIO neVp NAwthw 2 (FEm)
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teniendo en cuenta que N2 = 1 y aplicando en la ecuacién anterior los operadores
diferencia centrada d; y promedio centrado p,, obtenemos:

ntl Nl Nog (gt (7, )+ B2 (75,)
I v G =l

AICJ'() NA -
Eln+1 En
*(TMt{ o [ ) + B2, )]
Aw 7ply {2 s [En+1(rEm)+E‘ (TEm)]})

A A At ’rLeVT
(B3 (7e,) — E3(FR,)] - (6.23)

Una vez obtenida la relacién entre Ji,(7g,) y F(TE,) no nos queda mas que com-
binar (6.23) y (6.12) quedando:

+2

—

— n A
Epf(,) = Epe)+ 2t [V xH| ()
NIoA { DAL (B2 (7, )+ B3 (7, ) 1}

SA A,
* (_SAchf {1 Zé (B3t (7s,) + B (FE )]} (6.24)
Ay TDIO {217\;AVT[ ot (7 ) HER (T’Ez)]}> [ErnJrl( ) En( )] ‘

SA A, neVT

La ecuacién (6.24) permite incorporar modelos no lineales de diodos en el método
LE-FDTD. Si el diodo estuviera orientado segin los ejes y y z, las ecuaciones finales
se obtendrfan de manera andloga al caso de la orientacién segin el eje x.

e CASOV > (Fo- V)

En este caso la expresién a considerar es:

I(V) = N{IO [e(nf—%) _ 1} n [@ <F3+m—v> 4 Tpho (nevm] %}.

Iy V} neVT dt
(6.25)
Discretizando (6.25) igual que en el caso anterior, obtenemos:
1
[Mﬁ} ntd
1 neVr . V —
Il7;+2 ("e,) = N|loge ’ — 1%+ €0 Fy+ mpy (7E,)
F 7
1
m:g:_) n+1

Ne VT Ay
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Teniendo nuevamente en cuenta las relaciones (6.21) (6.22), expresamos la ecuacién
anterior como:

n 1 NI NA n-+1 7
T ) = ( vy (P2 >+E<Ez>]1)
y=z
v S G Rl A SR 8)  SCED
Ay Tl et (B2 (e )+ B (7, )] nt1 n
AtAA neVr - B2 () = B3]

Combinando esta vez (6.26) y (6.12) se obtiene:

Z ) = E“(rEm>+5[v < i) 5.)

NIpA, ( et B2 T B2 ()] 1>

EA A,
Ay cjo mNAL .1
+( eAyA, F {F3+ 2V (B2 (7m,) + B3 (P, )] (6.27)
Aol Tplo 58 [B () +EL R [pntt n
eAAA, neVTe [E ("e.) — B3 (7 )]

La ecuacién (6.27) permite incorporar modelos no lineales de diodos en el método
LE-FDTD. Si el diodo estuviera orientado segin los ejes y y z, las ecuaciones finales
se obtendrian de manera andloga al caso de la orientacién segin el eje x.

Las ecuaciones (6.24) y (6.27) permiten incorporar el modelo no lineal de un diodo de
unién P-N que se muestra en la figura 6.13 dentro del formalismo FDTD. Sin embargo,
si en dichas ecuaciones, hacemos m = 0 (consiguiendo asi una capacidad C;(V) = Cjo)
y 7p = 0 (con lo que estamos anulando la capacidad de difusién) estaremos simulando
el comportamiento de un diodo Schottky.

Algoritmo del método FDTD

Fl algoritmo FDTD que debemos aplicar en cada iteracién temporal es el siguiente:

1. En primer lugar aplicaremos a todas las celdas de la malla FDTD las ecuaciones
para el campo magnético del método FDTD convencional deducidas en el capitulo
1 de este trabajo y definidas en (1.21), (1.26) y (1.27).

2. En segundo lugar, en aquellas celdas donde existan diodos no lineales, aplicaremos
las ecuaciones (6.24) y (6.27).

3. En el resto del dominio de cémputo, donde no existen circuitos concentrados, em-
plearemos las ecuaciones para el campo eléctrico del método FDTD convencional
(1.33), (1.40) y (1.41).
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Es conveniente remarcar que tanto (6.24) como (6.27) son ecuaciones implicitas, es
decir, al contrario de lo que nos ocurria hasta ahora, la variable que queremos obtener
en cada paso temporal, E"*1, no se puede calcular de manera explicita. En el siguiente
apartado se explica como se resuelven ecuaciones transcendentes (no lineales) utilizando
MATLAB.

Resolucién de ecuaciones transcendentes

Para resolver ecuaciones transcendentes en MATLAB, como por ejemplo las deducidas
para el diodo, utilizaremos la rutina propia del software:

[X, Feval] = FZERO(Funcion, semilla, argumentos).

Esta funcién trata de buscar un cero de una expresion definida en Funcion, a partir de un
valor inicial, semilla, devolviendo el valor que hace cero la funcién, X, o un mensaje de
error si dicho valor no se encuentra. Segtin la bibliografia consultada, el algoritmo interno
usado por FZERO fue originalmente descrito por T. Dekker y usa una combinacién de los
métodos de la biseccién, de la secante y métodos inversos de interpolacién cuadrética.

Puesto que la funcién se encuentra implementada dentro de un ciclo iterativo con un
nimero alto de pasos temporales, es muy importante elegir un valor apropiado para la
semilla en cada iteracién. Se ha comprobado empiricamente que utilizando como semilla
el valor del campo eléctrico en el instante anterior al que se estd calculando, la rutina de
MATLAB funciona satisfactoriamente. Ademads, utilizando la opcién argumentos, somos
capaces de cargar en la expresién que debemos resolver los valores adecuados en cada
iteraciéon temporal.

Ejemplo de validacién: Diodo Schottky con encapsulado trabajando en régi-
men no lineal y conectado en serie entre dos lineas microstrip

El objetivo de este ejemplo es doble: en primer lugar mostrar la validez de la formulacién
que acabamos de presentar para modelos no lineales de diodos y en segundo, combinar di-
cha formulacién con el método TP-LN-FDTD para poder incorporar diodos que incluyan
en su modelo los efectos del encapsulado.

La estructura que vamos a simular se presenta en la figura 6.15. Se trata de dos
lineas microstrip con un gap en medio donde colocaremos un diodo Schottky. Las lineas
tienen las siguientes caracteristicas: altura h = 0.254 mm y anchura w = 0.79 mm,
correspondiente a una impedancia de 50 §2; la constante dieléctrica del sustrato elegido
(cuclad) vale e, = 2.17. En las simulaciones FDTD, los tamanos de celda utilizados son
Ay =0.079 mm, Ay, = 0.0846 mm y A, = 0.1 mm y el paso temporal A; = 0.133 ps, que
corresponde a 0.8 veces el paso temporal méximo del método FDTD convencional. El
circuito completo va encerrado en una caja de 60 x 42 x 90 celdas. La estructura se excita
mediante una fuente de tensién sinusoidal con las siguientes caracteristicas: tension de
pico Vs = 10 V, resistencia interna Ry = 50 ) y frecuencia de trabajo fo = 1 GHz. La
segunda linea se termina con una resistencia R; = 50 2.

El diodo Schottky, cuyo modelo circuital equivalente se muestra en la figura 6.16a,
se pretende colocar en el gap de tamano d = 5A,, en serie entre las dos lineas. Los
pardmetros de la parte lineal del modelo tomados de [22] valen: R; =6 2, Cp, = 0.08 pF,
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Figura 6.15: Estructura simulada. En el gap se sitia el diodo Schottky. En color azul:
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Figura 6.16: (a) Circuito equivalente del diodo que queremos incorporar en la estructura
de la figura 6.15. (b) Encapsulado visto como red de dos puertas y conectado a la parte
no lineal del diodo. El simbolo del diodo representa la parte no lineal del mismo.
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GAP =5A,

Parte no lineal
(LE-FDTD)
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linea 2
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Figura 6.17: Detalle de conexién del modelo de diodo Schottky de la figura 6.16 en el gap
microstrip de la estructura de la figura 6.15. El sfmbolo del diodo representa la parte no
lineal del mismo, mientras que la red de dos puertas da cuenta de la parte lineal.

Ly =13 nH y Lys = 1nH. Mientras, los pardmetros de la parte no lineal son: Iy = 46
nA,ne=1,Cjo=018 pFy V; =05 V.

Como ya comentamos anteriormente, para incorporar el diodo en el gap, vamos a
diferenciar entre la partes lineal y no lineal del modelo. Para dar cuenta de la parte no
lineal del modelo, utilizaremos las expresiones (6.24) y (6.27). Mientras, para incorporar
la parte lineal, haremos uso del método TP-LN-FDTD. Para ello, el encapsulado se inter-
preta como una red de dos puertas, tal y como se observa en la figura 6.16b. Recordemos
que para aplicar dicha técnica debemos obtener los pardmetros admitancia de la red en
el dominio de Laplace. En este caso dichos pardmetros valen:

14 s(RsCp) + 82(Cpr1)

Y — 9
H R+ s(Lp1 + Lp2) + s*(RsCpLp2) + s3(CpLip1 Lp2)
-1
Yio = ;
12 Ry + $(Lp1 + Ly) + s2(RsCpLyg) + s3(CpLy1 L)
-1
Yo =

Ry + S(Lpl + Lp2> + 52 (RSCprz) + 83(Cpr1Lp2) ’

1+ 82(Cpr2)
Yoy = . 6.28
22 Ry + $(Lp1 + Ly) + s2(RsCpLyg) + s3(CpLy1 L) (6.28)

Una vez se dispone de los pardmetros de la red de dos puertas expresados como
funciones racionales, la formulacién del método TP-LN-FDTD presentada en el capitulo
anterior se aplica directamente.

Por 1ltimo, para realizar la simulacién FDTD combinando los métodos LE-FDTD y
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Figura 6.18: Voltaje de salida en la resistencia del circuito de la figura 6.15, utilizando
un diodo Schottky cuyo modelo no lineal se muestra en la figura 6.16.

TP-LN-FDTD, debemos unir fisicamente en la malla FDTD las partes lineal y no lineal
del diodo Schottky. Un esquema de como se realiza esta conexién se muestra en la figura
6.17. En la figura también se ilustra la conexién de estas dos partes diferenciadas del
diodo con el gap microstrip, mediante la utilizacién de cables ideales.

Una vez realizada la simulacién FDTD, en la figura 6.18 se presentan los resultados
obtenidos al muestrear el voltaje que llega a la resistencia situada al final del circuito.
Se observa claramente como los resultados obtenidos concuerdan de manera excelente
con los proporcionados por ADS. En dicha gréfica, hemos anadido una tercera curva,
correspondiente a una simulacién FDTD en la que hemos considerado el mismo modelo
de diodo Schottky no lineal, pero sin tener en cuenta los efectos del empaquetado. Se
aprecia como la diferencia en los resultados es apreciable.

6.3.3 Diseno del divisor paramétrico frecuencial

El objetivo de este apartado es disenar un circuito microstrip que exhiba una divisién
frecuencial paramétrica por dos [93]. Para ello, hemos elegido la topologfa de circuito que
se muestra en la figura 6.19. El circuito consiste en una fuente de tensién con resistencia
interna que trabaja a una frecuencia fs, dos lineas microstrip de diferentes impedancias,
una resistencia de carga y un diodo no lineal de unién PN colocado en vertical entre las
dos lineas y el plano de tierra. Para sintetizar el divisor, se utiliza la técnica del balance
armonico junto con un generador auxiliar (cuyas siglas en inglés son AG) [96]. Un AG
es un generador de voltaje ideal conectado en serie con un filtro paso banda ideal que se
introduce en el circuito sélo para realizar las simulaciones. El filtro presenta una valor de
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Figura 6.19: Esquema de la estructura simulada: (a) vista cenital; (b) vista lateral. El
simbolo del diodo y la red de dos puertas representan, respectivamente, la partes no lineal
y lineal del diodo.

impedancia cero a la frecuencia de trabajo fag y un valor de impedancia infinita a todas
las demés frecuencias. El AG se conecta en paralelo con el diodo y trabaja a la frecuencia
“dividida” del circuito, es decir, fag = fs/2 con una amplitud A4¢ y una fase ¢ 4.. La
condicién que debe cumplir dicho AG para su correcto funcionamiento en el circuito es
la de no-perturbacién en el régimen estacionario a la frecuencia dividida. Esta condicién
se cumple imponiendo que el cociente entre la corriente y la tensién del AG sea cero, es
decir, Yag = 0. Ademds, el uso del AG evita la convergencia del balance arménico a la
solucién trivial f; y también nos permite imponer la amplitud del arménico a fag. Por
todo ello, durante el disefio utilizando balance arménico, se fija una amplitud Asg, a la
frecuencia faq resolviendo la condicién Y4g = 0 mediante la optimizacién de dos o més
pardmetros del circuito. En este caso, los pardmetros elegidos son las longitudes de las
lineas ¢1 y {2 y la resistencia interna de la fuente de tension R4. La estabilidad de la
solucién obtenida se verifica mediante la técnica de identificacién de polos y ceros [99].
Una vez que se obtiene la solucién en la que el circuito funciona a la frecuencia dividida
utilizando para ello la técnica anteriormente descrita, el circuito se analiza mediante el
método FDTD, tal y como se describe en la siguiente seccién.

6.3.4 Analisis del divisor de frecuencia mediante FDTD

El sustrato del divisor paramétrico de frecuencia que hemos disenado, mostrado en la
figura 6.19, tiene una constante dieléctrica €, = 2.17 y una altura h = 0.254 mm. La
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Figura 6.20: Modelo del diodo de unién PN [22], [50] que se incorpora en el circuito de
la figura 6.19. Pardmetros no lineales: Ip = 1 pA, n. = 1, Cjo = 0.375 pF, V; = 0.52
V, m = 0.5, FC = 0.5 y 7p = 10 ns; Pardmetros lineales: Rs = 3.3 2, C}, = 204 {F,
Lpl =0.81 nH y Lp2 =1 nH.

|

anchura de las dos lineas son w; = 0.6 mm y we = 0.24 mm, y sus respectivas longitudes
{1 = 147 mm y {5 = 7 mm. El circuito se excita mediante un generador de tensién
sinusoidal con tensién de pico V;, = 3.6 V que trabaja a una frecuencia f; = 2.8 GHz,
y con una resistencia interna R, = 12 €). Para incorporar este tipo de fuente en el
formalismo FDTD, se hace uso de la formulacién detallada en el capitulo 2 de este
trabajo. El circuito se termina con una resistencia de carga Ry = 50 (2. La fuente y
la resistencia de carga se conectan a las micro-tiras y al plano de tierra mediante cables
ideales, tal y como se muestra en la figura 6.19.

Como dispositivo no lineal del divisor hemos elegido una diodo de unién PN, cuyo
circuito lineal equivalente se muestra en la figura 6.20. Como se aprecia el modelo del
diodo se ha separado en sus partes lineal y no lineal. Como ya comentamos, esto se
hace para poder incorporar el diodo en el método FDTD de una manera més eficiente y
sistemdtica. La parte lineal del diodo, representada dentro de la caja roja de la figura
6.20, estd formada por la resistencia intrinseca y los efectos de empaquetado. La parte no
lineal incluye las capacidades de unién C; y difusién Cy. La no linealidad de la capacidad
es la responsable de la divisién frecuencial que ocurre en el circuito [93]. Ademds, con
el fin de disponer del mismo modelo de diodo de unién PN que el utilizado por ADS, la
fuente de corriente no lineal también se ha incluido.

Al igual que en el ejemplo del diodo Schottky, el método TP-LN FDTD se utiliza
para dar cuenta de la parte lineal del diodo. Por ello, el empaquetado y la resistencia
intrinseca del diodo son vistos como una red de dos puertas, tal y como se ilustra en
las figuras 6.19 y 6.20. Los pardmetros admitancia de la red de dos puertas, necesarios
para aplicar el método TP-LN-FDTD, vienen dados nuevamente por la ecuacién (6.28).
La principal ventaja de utilizar este método es que el esquema de conexién de la figura
6.19 permanece fijo, incluso si la topologia del circuito que modela el empaquetado del
diodo cambia. En este 1ltimo caso, para poder aplicar el método TP-LN-FDTD, sélo se
necesitaria volver a calcular los pardametros admitancia del nuevo circuito.

Para incorporar la parte no lineal del modelo dentro del formalismo FDTD, se utiliza
la formulacién detallada en la seccién anterior y presentada por primera vez en [22]. Tal
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Figura 6.21: Forma de onda del voltaje de salida en la resistencia R; del circuito de la
figura 6.19.

y como se observa en la figura 6.19, se necesitan dos cables ideales para conectar las
partes lineal y no lineal del diodo.

El tamano de la malla FDTD utilizada en este ejemplo fue A, = 0.06 mm, A, =
0.0846 mm, y A, = 0.1 mm. El paso temporal del método FDTD es A; = 0.117 pseg., lo
que se corresponde a 0.8 veces el mdximo permitido por el método FDTD convencional. El
circuito completo estd encerrado en una caja eléctrica perfecta de dimensiones 60x42x310
celdas.

La figura 6.21 muestra la forma de onda del voltaje de salida en la resistencia de
carga R;. Se puede apreciar como, mientras la fuente de voltaje trabaja con un periodo
Ts = 1/ fs, el periodo de la senial de salida se convierte en el doble, es decir, 2T, obser-
vandose claramente el fenémeno de la divisién de frecuencia. La figura 6.22 muestra la
representacién en el espacio de fase de la solucién de la frecuencia dividida, dibujando
el voltaje frente a la intensidad en el diodo. En ambos casos, los resultados obtenidos
mediante FDTD se comparan con los proporcionados mediante ADS, observiandose un
acuerdo excelente entre ambas técnicas. Por tltimo, después de realizar la trasforma-
da discreta de Fourier de las formas de onda de la figura 6.21, la respuesta frecuencial
de ambas técnicas se dibuja en la figura 6.23. Se aprecia claramente como aparece el
sub-armoénico a la frecuencia dividida f;/2 = 1.4 GHz.

En este apartado hemos mostrado como el método FDTD es una herramienta valida
para el anslisis de divisores de frecuencia paramétricos basados en diodos no lineales.
Acabamos de ver cémo, a la frecuencia de disefio, los resultados obtenidos concuerdan
con los proporcionados por ADS. Sin embargo, como el método FDTD proporciona una
simulacién de onda completa de los elementos distribuidos, esta técnica serd muy intere-



6.3 Anélisis de la divisién de frecuencia en circuitos microstrip utilizando el método
FDTD 185

oF

o

o

N
T

Corriente en el diodo, [A]
o
e

o

o

o
L)

e

o

(o]
T

=}
Lo

4 -3 -2 -1
Voltaje en el diodo, [V]

Figura 6.22: Representacién del voltaje del diodo frente a la intensidad del diodo en el
circuito de la figura 6.19.
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Figura 6.23: Transformada discreta de Fourier de las formas de onda de la figura 6.21.
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sante a frecuencias més altas, donde un modelado preciso de los elementos distribuidos
es esencial.



Capitulo 7

Conclusiones/Conclusions

7.1 Conclusiones

Las conclusiones y principales aportaciones de este trabajo son:

e Se ha realizado una revisién del método FDTD en tres dimensiones. Para ello,
partiendo de las ecuaciones de Maxwell del rotacional expresadas en el dominio del
tiempo, y mediante la utilizacién de operadores finitos, se obtienen las ecuaciones
en diferencias resultantes. Se han revisado también las propiedades numéricas del
meétodo, haciendo un estudio detallado de la dispersiéon numérica. Ademas, se han
introducido las herramientas necesarias para caracterizar circuitos de microondas,
en particular los circuitos basados en tecnologia microstrip.

e Se han revisado dos extensiones del método FDTD convencional que permiten la
incorporacién de circuitos concentrados de dos terminales en el formalismo FDTD:
el método LE-FDTD y el método LN-FDTD. Se han estudiado en detalle las for-
mulaciones de ambos métodos, asi como las principales ventajas e inconvenientes
de utilizar uno u otro. Se ha demostrado que, mientras que la formulacién multie-
lemento del método LN-FDTD resulta sencilla y sistemdtica, el método LE-FDTD
no permite, ni ficilmente ni con exactitud, dar cuenta de la presencia de circuitos
formados por una conexién arbitraria de varios elementos concentrados. Esta limi-
tacion en la exactitud de la solucién se ha demostrado mediante la simulacién de
un circuito hibrido de microondas. Los resultados obtenidos mediante el método
LE-FDTD se han comparado con los obtenidos mediante el método LN-FDTD vy
con medidas experimentales, poniendo en evidencia la pérdida de exactitud de la
solucién proporcionada por la formulacién multielemento del método LE-FDTD.

e Se ha realizado un estudio de las propiedades numeéricas del método LN-FDTD.
Con este fin, como modelo de trabajo se ha considerado un medio isétropo con pér-
didas, uniformemente cargado con circuitos concentrados a lo largo del eje x. Este
medio se ha interpretado como un medio unidxico con el eje éptico en la misma
direccién que los circuitos concentrados. En primer lugar, para realizar el estudio
de la estabilidad numérica, se han combinado dos técnicas de andlisis de estabilidad
bien conocidas: el método de von Neumann y el criterio de Routh-Hurwitz. Se han
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obtenido los polinomios de estabilidad de las ondas ordinaria y extraordinaria que
se propagan en el medio. Mientras que la condicién de estabilidad para la onda
ordinaria es la misma que la del método FDTD convencional, la estabilidad de la
onda extraordinaria depende de cada circuito concentrado particular. Se han dedu-
cido condiciones de estabilidad analiticas para una serie de casos. Ademads, para el
caso concreto de una capacidad, la condicién de estabilidad obtenida se ha validado
mediante simulaciones FDTD, mostrando el comportamiento de las ondas ordinaria
y extraordinaria. En segundo lugar, a partir del polinomio general de estabilidad,
se estudia la dispersién numérica del método LN-FDTD. Desde un punto de vista
de medio efectivo, se demostré que la incorporacién de circuitos concentrados se
pueden interpretar como una permitividad compleja efectiva que se anade al medio
en la direccién donde se orientan los circuitos concentrados. Este estudio muestra
que la resistencia juega el mismo papel que una conductividad, el condensador que
una permitividad estdtica y la induccién puede ser vista como una permitividad
negativa dependiente de la frecuencia. Por ultimo, desde un punto de vista de
circuito equivalente, se introdujo la admitancia numérica efectiva de los circuitos
concentrados. Se demostré que los pardmetros de los circuitos concentrados estén
afectados por la discretizacién temporal, convirtiéndose, en general, en una funcién
de la frecuencia.

Se ha presentado el método TP-LN-FDTD como una extensién del método LN-
FDTD al caso de circuitos concentrados lineales de dos puertas. Al igual que el
método LN-FDTD, el método TP-LN-FDTD se basa en discretizar la relaciéon I-V
del circuito mediante la aplicacién de la transformada de Moebius. El algoritmo
resultante mantiene la exactitud de segundo orden y la naturaleza explicita del
método FDTD convencional. Se ha estudiado con detalle las diferentes topologias
disponibles a la hora de incorporar el circuito en la malla FDTD. La validez del
método se ha comprobado calculando los pardmetros de scattering de varias es-
tructuras hibridas de microondas, incluyendo tanto circuitos pasivos como activos.
En todos los casos estudiados, los resultados proporcionados por el método TP-LN-
FDTD se han validado con los resultados que se obtienen de combinar un simulador
circuital comercial con uno electromagnético. Ademds, en algin caso, también se
han comparado con medidas experimentales.

El método TP-LN-FDTD se ha combinado con una técnica de ajuste racional para
la incorporacién de dispositivos concentrados basados en pardmetros S medidos
en simuladores FDTD. Dicha técnica, basada en el método de Cauchy, se adapté
convenientemente para realizar el ajuste. Ademds, se introdujo un procedimiento
para asegurar que las funciones racionales obtenidas del ajuste eran causales, y por
lo tanto, compatibles con el método FDTD. Esta técnica combinada, que permite
la incorporacién de dispositivos sin conocer explicitamente su circuito equivalente,
se utilizé para calcular los pardmetros de scattering de un amplificador de micro-
ondas. Para este caso, y tomando las medidas experimentales como referencia,
los resultados obtenidos mediante esta técnica combinada son mejores que los pro-
porcionados por los simuladores circuitales comerciales. La principal ventaja que
introduce esta técnica es que ahora, para incorporar dispositivos concentrados en el
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método TP-LN-FDTD, no necesitamos disponer de un circuito equivalente con el
consiguiente ahorro de tiempo y e inexactitudes derivadas del proceso de obtencién
del circuito equivalente.

e Por 1iltimo, el método TP-LN-FDTD se ha combinado con otras extensiones FDTD
ya existentes, para analizar un divisor paramétrico en frecuencia. El divisor, reali-
zado en tecnologia microstrip y que incorpora un diodo como dispositivo no lineal,
se ha disenado con ayuda de las técnicas de balance arménico y del generador auxi-
liar. A continuacidn, el divisor se ha analizado mediante la combinacién de varias
extensiones del método FDTD convencional. Se ha mostrado como, a la frecuen-
cia de trabajo, los resultados obtenidos concuerdan con los proporcionados por un
simulador circuital.

7.2 Conclusions

The conclusions and main contributions of this work are:

e A revision of the 3D-FDTD method has been carried out. To this end, taking as
starting point Maxwell “s curl equations expressed in time-domain, and by using
finite difference operators, the relevant difference equations are obtained. We have
also revised the numerical properties of this method: the stability and the nume-
rical dispersion. Moreover, the tools needed to properly characterize microwave
microstrip circuits have also been introduced.

e We have reviewed two extensions of the conventional FDTD method, allowing the
incorporation of two-terminals lumped circuits into the FDTD formalism: the LE-
FDTD and LN-FDTD methods. We have studied in detail the formulations of
both methods, as well as the main advantages and disadvantages of using one or
the other. It has been shown that, while the formulation of the LN-FDTD method
is simple and systematic, the LE-FDTD method does not easily or accurately allow
to account for the presence of circuits formed by an arbitrary connection of several
lumped elements. This limitation on the accuracy of the solution has been demons-
trated through the simulation of a hybrid microwave circuit. The results obtained
by the LE-FDTD method were compared with those obtained by the method LN-
FDTD and experimental measures, putting in evidence the loss of accuracy of the
solution provided by the multi-element formulation of the LE-FDTD method.

e A study of the stability and numerical dispersion of the LN-FDTD method has
been presented. To this end, an isotropic lossy medium uniformly loaded with LNs
along the z-direction has been considered as a working model. This LN-loaded
medium can be viewed as a uniaxial medium with the optical axis in the same
direction as the LNs are connected. A von Neumann stability analysis has be-
en carried out for general Mth-order LNs, deriving the polynomials S°(Z) and
S€(Z), which respectively govern the stability of the ordinary and extraordinary
waves. The ordinary wave propagates as if the LNs were not present, which is
easily understood by noting that the electric field is always perpendicular to the
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optical axis. As a consequence, the stability condition for the ordinary wave is
the same as in the conventional FDTD method. The stability of the extraordi-
nary wave depends on the particular LN. Closed-form stability expressions have
been obtained and validated by FDTD simulations for LNs containing one element
with memory. In general both the ordinary and the extraordinary waves will be
excited. In such cases the most restrictive stable time step should be used. For
the numerical dispersion analysis two different viewpoints have been considered.
Firstly, the numerical dispersion equations for the ordinary and extraordinary wa-
ves have been derived. From these equations the numerical effective permittivity
tensor is identified, showing that LNs can be interpreted as an effective complex
permittivity that is added to the host medium along the direction that the LNs
are connected. This study shows that the resistor plays the same role as a con-
ductivity, the capacitor is analogous to a static permittivity and the inductor can
be viewed as a negative frequency-dependent permittivity. It has also been sho-
wn that the LN-FDTD method, which is an equivalent current-source formulation,
does not implement inductors directly; instead an equivalent capacitor of negative
frequency-dependent capacitance is actually implemented. Then, as an alternative
viewpoint, the numerical admittance of the LNs is introduced from the circuit form
of the Ampére-Maxwell equation. The numerical admittance is used to deduce that
the parameters of an LN are affected by the temporal discretization, becoming, in
general, a function of the frequency.

An extension of the LN-FDTD method to linear TP-LNs has been presented. To
this end, the LN is described by its admittance matrix Y (s) in the Laplace do-
main. The entries of Y (s) are assumed to be rational functions of s. By applying
the Mobius transformation technique to Y(s), we obtain the admittance matrix
in the Z-transform domain. Then, appropriate digital-filtering techniques are used
to obtain four sets of first-order finite-difference equations which describe the V/I
relation of the LN in the discrete-time domain. The resulting algorithm preserves
the second-order accuracy and the explicit nature of the conventional FDTD met-
hod. Several topologies to incorporate the circuits into the FDTD mesh have been
studied in detail. The validity of this new formulation has been demonstrated by
computing the scattering parameters of several hybrid circuits, including active and
passive lumped circuits. In all the cases under study, the results provided by the
TP-LN-FDTD method have been validated with the results obtained by combining
a circuital simulator with an electromagnetic one. In addition, in some cases, these
results have also been compared with experimental data.

The TP-LN-FDTD method has been combined with rational-fitting techniques for
the incorporation of lumped components based on measured S-parameters into
FDTD simulators. The Cauchy method has been adopted to carry out the fit-
ting task. In addition, a procedure has been outlined to ensure approximated
Y -parameters with only stable poles. The method proposed here has been used to
compute the S-parameters of a microwave amplifier. When compared with expe-
rimental data, the results obtained by the present approach are better than those
predicted by ADS. The main advantage of this technique is that now, to incorpo-
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rate lumped devices into the TP-LN-FDTD method, we do not need to have an
equivalent circuit thereby saving time and inaccuracies arising from the process of
obtaining the equivalent circuit.

e The FDTD method is proposed as an accurate tool for the analysis of parame-
tric frequency dividers. To this end, a diode-based microstrip circuit exhibiting
a parametric frequency division by two is firstly designed by using a combination
of the HB and AG techniques. Then, the designed microstrip divider is analyzed
by means of the FDTD method. It is shown that, at the designed frequency, the
results obtained by the present approach agree with those predicted by ADS.
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Apéndice A

Determinacion de los coeficientes
Cm Y dm

Sea un circuito lineal concentrado caracterizado por su funcién admitancia en el dominio
de Laplace

> o @ms™
Y (S) = W
m=0 "M

donde a,,, y by, son los coeficientes de la funcién racional y M el orden del modelo.
Si a la funcién admitancia anterior la aplicamos la transformacién de Moebius o
transformacion bilineal mediante el cambio de variable

2(1—2z7h

TN+

se obtiene una funcién admitancia equivalente en el dominio de la transformada z

m M—m

M 1—2"1 1421
> =0 Gm [( Ar q [( 2 )]

M 1—2=1)]™ [ (1421 M-m *
Snobm |4 [
Haciendo un cambio de variable obtenemos
Z%:o A, (1 - 2—1)m (
oo Uy (1= 271)™ (

donde hemos definido unos nuevos coeficientes a,,, y bl,, como

Y(2)=

+ z_l)M_m

Y(2) = e

1
1

Cl;n - QMEL:;Am’
t
t

Si ahora expresamos Y (z) como una funcién racional formada por sumatorios de potencias

z~™ obtenemos
m

_ Z%:O CmZ
Y(z) = i —
14> 1 dmz™™
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donde hemos supuesto dg = 1. Los coeficientes ¢, y d,, se calculan mediante las siguientes
expresiones:

M
1 , max

Cm = T > > pridM-kk—i  m=0,..,M
doi= "5

Tmax

M
1
dm = d—ogbk > prigukki  m=1,...,.M

1=%min

donde iy = max(0,m—+k— M), imax = min(m, k), y dy es, en nuestro caso, la constante

de normalizacién que vale
M

do = Z b} Pk, 0aM —k,0-
k=0

Las cantidades pr; ¥ qm—k k—i son los coeficientes de los polinomios Py (2) y Qu—k(2),
respectivamente. Dichos polinomios vienen dados por:

k
Pi(z) = (1— Z_l)k = Zpk,iz_iv
i=0

M-k
Qum-k(z) = (1+Z_1)M7k= Z Qg p—iz F7Y,
k—i=0

Pri = <l;> (-1)°,

o M —k
qM—kk—i = L—i )

y sus coeficientes valen:



Apéndice B

Obtencién analitica de los
parametros del modelo de
pequena senal de un FET a partir
de los parametros |S| medidos

Supongamos el modelo en pequena senal de un transistor de efecto de campo (FET)

genérico que se muestra en la figura B.1. Este circuito equivalente se denomina en la

literatura modelo de Dambrine cldsico y es el que hemos asumido a lo largo de todo el

trabajo. En este apéndice veremos como obtener los pardmetros intrinsecos de dicho

modelo a partir de los pardmetros [S] extrinsecos medidos con el analizador de redes.
El método se divide en los siguientes pasos:

1. Medida de la matriz [S]** de pardmetros de Scattering del dispositivo extrinseco
mediante el analizador de redes, para un punto de polarizacién y un rango frecuen-
cial determinado.

2. Transformacion de la matriz [S]°** en la matriz [Z]°*" de pardmetros extrinsecos de
impedancia correspondientes al modelo extrinseco de impedancia. Expresiones para
realizar las distintas transformaciones de pardmetros en las redes de dos puertas se
pueden encontrar en la literatura [13].

3. Con la matriz [Z]¢®* obtenida en el paso anterior, se resta la impedancia que pre-
sentan tanto las resistencias Ry, g y s como las inductancias Ly, Lq y Ls. De
esta forma obtenemos la matriz de pardmetros intrinsecos de impedancia [Z]"™.
Matricialmente el cédlculo de esta nueva matriz queda

Ry + Rs+s(Ly + Ly) Ry + sy

nt __ ert
2™ = 2] Ry +sL, Ry + Ry + s(La + Ls)

4. El siguiente paso consiste simplemente en obtener la matriz de pardmetros in-
trinsecos de admitancia. Para ello transformamos [Z]" en [YV]" mediante las
expresiones estandar.

195



Obtencién analitica de los pardmetros del modelo de pequena senal de un FET a partir

196 de los pardmetros [S] medidos
G .M _L I IFET intrinseco I, R, b
Cyy i y. 1[“" _ :Cdx
1 93
L l,=g,e"7,
S & S

Figura B.1: Modelo de Dambrine del equivalente en pequena senal de un FET genérico.

5. Una vez se dispone de la matriz [Y]™ el siguiente paso es obtener los valores de los
pardmetros del circuito equivalente. En primer lugar, recordemos las expresiones
de los pardmetros [Y]" expresados en el dominio de Laplace

(Cys + Cya)s + (CyaCysRi) s>

Y p—

11(s) 1+ CyoRis ’
}/12(5) = —0Ugds,

gme ™% — Cyqs — ngCgsRisz

V" —

21(8) 1 + CgsRiS ’

1

Yzz(s) = + (Cds + ng)s. (B.l)

Rds

Con ayuda de la matriz [Y]™ obtenida a partir de medidas experimentales y de las
expresiones analiticas (B.1) es posible la determinacién exacta de cada elemento
intrinseco del circuito equivalente para cada frecuencia de medida

1
Rs = )
‘ R[Yas)
1
Cas = = (S¥12] + 3¥22)),
1
Coa = —= (V)
1+ C%w?
Cgs - %[YII]Wa
C
R, = ’
Cys
Gmo = \/G%n1+G%n2’
T = —arctan—m2,
w Gmi1
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donde
_ R[Y11]
¢ = ST+ Sy’
Gm = R[Ya1] — Cw (S[Ya1] — S[V12)),
Gm1 = S[Yia] — S[Ya1] — CwR[Ya].

Utilizando las expresiones anteriores obtendremos los pardametros del circuito equi-
valente de pequena sefial intrfnseco de un FET para cada punto de polarizacién y
para cada frecuencia de medida.
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