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Capitulo 8

Conclusiones y Lineas Futuras

En esta Tesis se ha desarrollado un marco tedérico para el planteamiento de esti-
madores éptimos y subdptimos de senales cadticas basado en la dinamica simbélica
y el concepto de FDP invariante natural. Dentro de este contexto se han obtenido
estimadores de méaxima verosimilitud y Bayesianos de secuencias generadas mediante
la iteracion de mapas PWL, asi como diversos estimadores subéptimos, aunque con
mucho menor coste computacional. Adicionalmente, se ha discutido la aplicacién de
los métodos propuestos a la estimacién de secuencias generadas por mapas no PWL,
y se han propuesto estimadores para los mismos haciendo uso de los métodos MCMC.

Se ha estudiado igualmente, aunque de forma mucho menos detallada, la estimacion
de mapas cadticos a partir de un conjunto de muestras ruidosas. Dentro de esta linea
de investigacion se ha propuesto una aproximacion al estimador ML de los parametros
de un mapa PWL cuya forma es conocida. Debido a la complejidad y elevado coste
computacional del mismo, también se han desarrollado varios estimadores suboptimos,
mucho mas eficientes computacionalmente, basados en métodos bloque y algoritmos
iterativos locales de gradiente estocastico usando una funcién de coste simplificada.

Por tltimo, en el &mbito practico se han analizado dos clases de técnicas adecuadas
para transmitir informacién digital usando senales cadticas: la conmutacion cadtica y
la codificacion simbdlica. En relacion con la primera de ellas, se han propuesto diversos
detectores subdptimos para esquemas de conmutacion bien conocidos. En cuanto a la
segunda, se ha propuesto una metodologia de codificaciéon novedosa que ofrece nume-
rosas ventajas con respecto a las ya existentes. Este nuevo esquema de codificacion
es robusto frente al ruido Gaussiano, y puede combinarse facilmente con OFDM para
proporcionar un cierto grado de inmunidad frente a los efectos nocivos del canal.

A continuacion, en la Seccién 8.1 se resumen las principales aportaciones realiza-
das en la presente Tesis, junto con las conclusiones extraidas respecto a las diferentes
lineas de investigacion seguidas, organizadas alrededor de los tres problemas bésicos
abordados: la estimacién de secuencias caodticas, la estimacion de mapas cadticos, y el
desarrollo de esquemas de comunicaciones cadticas. Las publicaciones resultantes de
dichos trabajos de investigaciéon se muestran en el Apéndice A. Para finalizar, en la
Seccion 8.2 se muestran las lineas futuras de investigacion mas relevantes.
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8.1. Aportaciones y Conclusiones de la Tesis

8.1.1. Estimacién de Secuencias Cadticas

En los capitulos 3-5 se ha detallado el marco tedrico ideado para la obtencién de
estimadores éptimos y suboptimos de secuencias cadticas, el problema basico estudiado
en esta Tesis. Dentro de esta serie de capitulos el mas extenso, y el principal, es el
Capitulo 3, en el que se presenta dicho marco tedrico y se plantea la estimacion de
maxima verosimilitud. Las principales aportaciones presentadas en este capitulo son
las siguientes:

1. La demostracion de la equivalencia entre el problema de la estimacién de la
secuencia caodtica y la de un tinico punto de la misma junto con su itinerario, y el
desarrollo de una metodologia, basada en la dinamica simbdlica, para la aplicacién
de diversas técnicas de estimacion estadistica a la resolucion del problema.

2. La obtencion de expresiones cerradas para la iteracion hacia delante y hacia atras
de una muestra cualquiera de la trayectoria de un mapa PWL, que permiten
formular los distintos estimadores de manera cerrada.

3. El desarrollo de algoritmos para determinar la regiéon del espacio de fases a la
que debe pertenecer la muestra n-ésima de una secuencia cadtica de modo que
su itinerario coincida con uno dado.

4. La formulacién del estimador ML de una secuencia cadtica generada iterando un
mapa cadtico unidimensional cualquiera contaminado por AWGN;, y la obtencién
de expresiones cerradas para mapas PWL cuando el itinerario es conocido (gracias
a las ecuaciones cerradas para su iteracion hacia delante y hacia atras), y también
cuando el itinerario es desconocido (gracias ademas a la determinacién de la
region del espacio de fases asociado a dicho itinerario).

En el Capitulo 4 se extiende la metodologia de estimacion introducida en el Capitulo
3 al ambito Bayesiano, gracias al concepto de FDP invariante natural, que se puede
asociar a cualquier mapa cadtico unidimensional. En este sentido, entre las aportaciones
fundamentales de este capitulo se pueden resenar:

1. La utilizacion de la FDP invariante natural, obtenida tedricamente mediante el
operador de Frobenius-Perron, como FDP a priori para el desarrollo de estima-
dores Bayesianos. En aquellos casos en que no se puede obtener una expresién
analitica para dicha FDP, se propone una aproximacion constante a tramos den-
tro de las regiones definidas por el itinerario del mapa.

2. El planteamiento del marco genérico de estimacién Bayesiana de una secuencia
caotica generada iterando un mapa cadtico unidimensional cualquiera contami-
nado por AWGN, y la obtencién de expresiones cerradas para los estimadores
MAP y MMSE o MS de mapas PWL cuando el itinerario es conocido, asi como
cuando es desconocido.
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3. El desarrollo de un algoritmo de estimacién basado en los métodos MCMC que

permite obtener tanto estimadores Bayesianos (MAP y MS) como de méaxima
verosimilitud (ML) para mapas caéticos unidimensionales PWL o no.

Para finalizar con esta linea de investigacion, en el Capitulo 5 se proponen y analizan
diversas técnicas subdptimas de estimacion. Las aportaciones mas destacadas de este
capitulo se enumeran a continuacién:

1.

El estudio detallado del coste computacional de los estimadores 6ptimos, y la
constatacion de que su crecimiento exponencial con la longitud de la secuencia
es intrinseco a la naturaleza de las senales cadticas, y en consecuencia irreducible
para un mapa genérico.

La extension del algoritmo de Papadopoulos y Wornell (al que se ha denominado
FB-ML), planteado como estimador ML exacto para secuencias generadas con
el TM y B = 2, a cualquier mapa PWL, aunque como estimador suboptimo en
general.

El planteamiento de un algoritmo basado en la estimacién usando la secuencia
simbdlica extraida directamente a partir de las observaciones ruidosas (HC-ML).
Adicionalmente, este algoritmo se ha mejorado considerando la modificacion tni-
camente de aquellos simbolos con mayor probabilidad de error, lo que permite
alcanzar un compromiso entre rendimiento y coste computacional.

El desarrollo de varios estimadores iterativos basados en los algoritmos E-M y
SAGE, y su aplicacién a la estimacién de secuencias generadas por mapas PWL.

La utilizacién del algoritmo de Viterbi como estimador subdptimo de la senal
cadtica usando un nimero limitado de estados (que puede ser tan reducido como
el nimero de intervalos del mapa cadtico), y como muestra de referencia la ltima
observaciéon de la secuencia.

Por 1ltimo, como conclusiones generales mas relevantes en relacion con el problema
de la estimacién de la secuencia caotica y los diferentes estimadores analizados, se
pueden destacar las siguientes:

1.

Desde el punto de vista tedrico es irrelevante la muestra de referencia seleccionada
para la estimacién, como se ha mostrado en el Capitulo 3 para secuencias cortas.
No obstante, desde un punto de vista préactico puede resultar ventajoso escoger
como referencia la tdltima muestra de la secuencia, especialmente en el caso de
secuencias “largas”, por tres motivos:

» FEvitar la inestabilidad numérica caracteristica de la iteraciéon hacia delante
de mapas cadticos.

= Eludir los problemas numéricos relacionados con las regiones cada vez mas
estrechas de z[0] asociadas a cada itinerario conforme aumenta la longitud
de la secuencia.
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= Reducir el coste computacional en el caso de mapas cuyos intervalos de la
particion natural se proyectan en todo el espacio de fases, ya que en este
caso la region asociada a x[N] es el espacio de fases completo del mapa para
cualquier itinerario.

La clave para la obtencion de una buena estima de una secuencia cadtica reside
en la correcta estimacion de su itinerario. En consecuencia, el principal esfuerzo
a la hora de desarrollar estimadores de senales cadticas debe concentrarse en
plantear buenos estimadores de su secuencia simbdlica. Si se dispone de una
estima adecuada de la misma, cualquier valor de la muestra de referencia dentro
de la regién asociada proporcionara una secuencia estimada de calidad similar,
en especial para senales cadticas “largas”.

En todos los estimadores, tanto en los éptimos como en los subéptimos, se aprecia
un “efecto umbral”: el rendimiento de los estimadores tipicamente presenta uno o
mas saltos cuantitativos en determinados valores de SNR, hasta alcanzar el CRLB
a partir de una cierta SNR. Este efecto es debido a la presencia (inevitable) de
muestras de la secuencia muy cercanas al limite entre dos regiones, para las que
es muy probable cometer un error a la hora de determinar su simbolo asociado
por debajo de un cierto valor de SNR.

Todos los estimadores propuestos alcanzan el CRLB asintéticamente conforme
la SNR tiende a infinito. El valor concreto de SNR para el que se llega en la
practica al CRLB es aquel en el que no se comete virtualmente ningin error en
la estimacién del itinerario, y depende del mapa cadtico (funcién y pardametros)
y de la secuencia a estimar (condicion inicial y longitud).

La inclusién de informacion a priori mejora el rendimiento de los estimadores
en promedio para SNRs medias/bajas (para una SNR suficientemente alta todos
alcanzan el CRLB). Esta mejora de los estimadores Bayesianos con respecto al
ML serd mayor cuanto menos parecida sea la FDP invariante del mapa en cuestién
a una FDP uniforme y cuanto menor sea la longitud de la secuencia.

Los estimadores 6ptimos presentan un coste computacional excesivamente elevado
para su uso en aplicaciones practicas. Esto es debido a que tienen que considerar
todos los posibles itinerarios de la senal, no pudiendo dejar de explorar ningu-
no si se desea garantizar la consecucion de la secuencia 6ptima. No obstante, se
ha comprobado que es posible obtener un rendimiento similar al de los métodos
optimos usando algoritmos subéptimos mucho mas eficientes computacionalmen-
te. En concreto, las técnicas basadas en el algoritmo de Viterbi y el SAGE son
las que ofrecen un rendimiento mas cercano al de los estimadores 6ptimos con
tan solo una fracciéon de su coste computacional.



319

8.1.2. Estimacion de Mapas Cadticos

En el Capitulo 6 se estudia el problema complementario del anterior: la estimacién
de los pardmetros de un mapa cadtico. Aunque esta cuestion ha recibido una menor
atencion dentro de la Tesis, se han realizado una serie de aportaciones destacadas que
se resumen a continuacion:

1.

El planteamiento y andlisis del problema de la estimacién de maxima verosimi-
litud de los parametros de un mapa caotico. Este problema resulta mucho mas
dificil de resolver que el de la estimacion de la secuencia cadtica, ya que, incluso
aunque el mapa sea lineal en sus parametros, su iteracion n-ésima nunca lo es.
No se aborda la obtencién de estimadores Bayesianos puesto que en esta ocasién
no suponen ninguna ventaja desde el punto de vista del rendimiento, al no existir
ninguna FDP a priori natural de los pardametros.

El desarrollo de algoritmos para determinar la region del espacio de parametros
a la que debe pertenecer el pardmetro de bifurcaciéon de un mapa unimodal y
uniparamétrico de modo que su itinerario coincida con uno dado.

La proposicion de un algoritmo que permite obtener el estimador ML de manera
aproximada del parametro de bifurcacion para los mapas indicados anteriormente,
y su aplicacién a la familia de mapas de tienda de campana (TM y S-TM).
Ademas, utilizando la estima del itinerario obtenida directamente a partir de la
senal ruidosa, se ha planteado un estimador HC-ML del parametro de bifurcacién
similar al propuesto para la estimacién de la secuencia cadtica en el Capitulo 5.

La relajacién de la funcién de coste a minimizar y la consideracion de diversas
técnicas bloque subdéptimas basadas en la relacién entre muestras consecutivas de
la secuencia (LS, MBE y TLS), asi como métodos iterativos locales, para estimar
los parametros de mapas con dependencia lineal de los mismos.

La formulacién de un marco de estimacion competitivo, aplicable a problemas
distintos de los discutidos en la Tesis tales como la igualacién ciega o la separacién
ciega de fuentes, y la obtenciéon de un algoritmo de gradiente estocastico que
proporciona buenas estimas para mapas con dependencia lineal en los parametros.
Este algoritmo permite estimar aquellos parametros que definen los limites de la
particién, como ocurre por ejemplo con el BSM, el SK-TM o el BSK-TM.

Para finalizar este apartado, seguidamente se muestran las principales conclusiones
obtenidas respecto al problema de la estimacién de los parametros de mapas cadticos.

1.

La estimacién de los parametros de mapas caodticos es un problema mucho mas
complejo que la estimacion de la secuencia a causa de dos motivos principalmente:

= En el caso de la estimacion de la secuencia el problema se limita a obtener
una muestra de referencia y su correspondiente itinerario, resultando su for-
mulacién similar para cualquier mapa cadtico. En el caso de la estimacion
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de los parametros resulta complicado plantear una formulacién uniforme del
problema a partir de la cual desarrollar los estimadores, ya que existen dife-
rentes clases de parametros. En consecuencia, habitualmente se considera la
estimacion de cada clase de pardmetros por separado, proponiéndose técni-
cas de estimacion especificas para cada tipo. Por ejemplo, para mapas PWL
existen dos tipos de parametros cuya obtencion se discute por separado: la
pendiente y el “offset” en cada intervalo, y los limites de los intervalos.

= En el caso de la estimacion de la secuencia existe una clase amplia de sis-
temas, los mapas PWL, cuya iteracién k-ésima depende linealmente de la
muestra de referencia que se desea estimar, lo que permite obtener expre-
siones cerradas para los estimadores 6ptimos. En el caso de la estimacién de
los parametros la relacién de la iteracion k-ésima del mapa con los mismos
es no lineal incluso aunque la dependencia de f(x) con ellos sea lineal, de
modo que no se pueden formular analiticamente los estimadores 6ptimos ni
siquiera para los mapas mas sencillos.

2. La utilizacion de estimadores éptimos no parece viable en este caso por dos

motivos:

= Se ha comprobado que el estimador ML no se puede formular analiticamen-
te ni siquiera para los mapas mas sencillos (los mapas PWL unimodales
con un unico parametro), y, aunque se ha desarrollado un estimador ML
aproximado, resulta muy costoso computacionalmente.

= No parece interesante el planteamiento de estimadores Bayesianos en gene-
ral, ya que no existe una FDP a priori natural con la que se vayan a mejorar
sustancialmente las prestaciones del estimador ML.

En consecuencia, el problema se debe abordar en general mediante algoritmos
subdptimos.

Para secuencias cortas y mapas sencillos se ha podido estudiar el comportamiento
del estimador ML aproximado. Al igual que en el caso de la estimacién de la
secuencia, se observa un “efecto umbral” en los estimadores ML y HC-ML: por
debajo de un cierto valor de SNR el rendimiento de los estimadores es similar al
de los métodos subéptimos, mientras que por encima de dicho umbral presentan
un salto cuantitativo, alcanzando el CRLB a partir de entonces.

Las diversas técnicas subdptimas de estimaciéon de pardmetros (tanto los métodos
bloque como los iterativos locales) para mapas con dependencia lineal en los
mismos presentan un buen rendimiento, que mejora conforme aumenta la SNR
sin llegarse a un punto de saturacion aparentemente. Sin embargo, no parece que
vayan a alcanzar el CRLB para valores finitos de SNR, ya que muestran unas
curvas de rendimiento paralelas al mismo.
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5. El algoritmo competitivo desarrollado para estimar aquellos parametros que in-
fluyen en los limites entre regiones presenta un comportamiento similar al del
resto de métodos suboptimos: su rendimiento aumenta conforme disminuye la
varianza del ruido, sin observarse sintomas de saturaciéon del mismo, pero sin
alcanzarse el CRLB tampoco. Adicionalmente, en el caso de mapas con multiples
parametros como los de Bernouilli, se ha notado la presencia de minimos locales
que indican la necesidad de un cuidadoso proceso de inicializacion del mismo.

8.1.3. Comunicaciones Cadticas

Los estimadores propuestos en los capitulos 3-6 se han aplicado, en el Capitulo 7,
al diseno de receptores para sistemas de comunicaciones digitales seguras y de espectro
ensanchado. Las aportaciones mas destacadas para esta aplicacion son las siguientes:

1. La obtencién de receptores suboptimos mejorados para distintos esquemas de
CSK basados en los algoritmos de estimacion computacionalmente eficientes pro-
puestos en los capitulos 5 y 6.

2. El desarrollo de un esquema novedoso de comunicaciones digitales seguras y de
espectro ensanchado usando senales cadticas, basado en la iteracién hacia atras y
la secuencia simbdlica. Para la generacion de las secuencias cadticas se han anali-
zado varios mapas, comparandolos tanto desde el punto de vista de la seguridad
como del rendimiento (BER).

3. El disenio de un mapa cadtico con un parametro de control, ¢, que permite inter-
cambiar rendimiento y seguridad. Cuando ¢ = 1 la tasa de error del sistema es la
misma que la de un modulador de BPSK, pero su seguridad es minima. Por otro
lado, cuando ¢ = 0 el valor de E}/Ny necesario para obtener una probabilidad de
error dada se incrementa en varios dB, pero a cambio la senal transmitida es méas
caotica, lo que presumiblemente va a dar lugar a un mayor grado de seguridad
frente a la deteccién e intercepcion del mensaje.

4. La propuesta de combinar el esquema de modulacién/codificacién cadética con
otro esquema de comunicaciones digitales convencional, OFDM, de tal modo que
se consiga simultaneamente un cierto grado de seguridad en la comunicacién y
proteccion frente a la distorsién multicamino tipica de los canales de RF.

Y por tltimo, las principales conclusiones en relacion con la aplicacion préactica de
los estimadores y mapas cadticos considerados se muestran a continuacion.

1. El mecanismo de comunicaciones cadticas propuesto presenta unas buenas presta-
ciones para el canal Gaussiano, pero su rendimiento se ve gravemente perjudicado
cuando se considera una respuesta del canal selectiva en frecuencia.
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2. La combinacion del esquema de codificacion cadtica con OFDM proporciona los
resultados previstos: inmunidad frente a desvanecimiento multicamino (es decir,
una tasa de error similar a la del canal Gaussiano para canales mas realistas) y
seguridad frente a la intercepcién por parte de usuarios indeseados.

3. El ntcleo del esquema de comunicaciones planteado estd formado por el mapa
caotico utilizado para realizar la iteracion. Su eleccion resulta fundamental a la
hora de obtener un alto grado de seguridad y una baja tasa de error simultanea-
mente. En general se ha observado que existe un compromiso entre ambos pardme-
tros de diseno: los mapas que proporcionan un alto grado de seguridad presentan
peor tasa de error y viceversa. Por desgracia, ain no se ha podido encontrar un
mapa optimo que ofrezca buenos valores para ambas variables.

4. La clave de usuario que va a proporcionar la seguridad al esquema de comunica-
ciones ha de ser el pardmetro o parametros del mapa. Se ha comprobado que la
seguridad en la condicion final para la iteracion hacia atras es muy baja, mientras
que existen indicios de que se puede conseguir un alto grado de seguridad en sus
parametros, ya que estos resultan mucho mas complicados de estimar.

8.2. Lineas Futuras de Investigacion

En esta seccién se exponen diversas lineas futuras de investigacion que se consideran
interesantes. En primer lugar se muestran dos lineas relacionadas con la estimacién de
secuencias cadticas que se encuentran mas desarrolladas: la estimacion de una cierta
clase de mapas caéticos no PWL utilizando la propiedad de conjugacién topolédgica en la
Seccion 8.2.1, y la utilizacién de algoritmos genéticos para estimar de manera eficiente
el itinerario de secuencias “largas” en la Seccion 8.2.2. Y, a continuacion, en la Seccion
8.2.3, se agrupan otra serie de lineas futuras en torno a las tres lineas de investigacién
principales de la Tesis: estimacion de secuencias cadticas, estimacion de mapas cadticos,
y aplicaciones de las senales cadticas en procesado de senal y comunicaciones.

8.2.1. Estimacion de Secuencias Cadticas Generadas por Ma-
pas Topolégicamente Conjugados con Mapas PWL

La topologia es una rama de la matematica, creada por Henri Poincaré a principios
del siglo XX, que estudia las propiedades de las formas geométricas que permanecen
inalteradas frente a deformaciones continuas. Su premisa béasica es que dos objetos son
equivalentes si se pueden transformar de manera suave el uno en el otro. En el caso de
los mapas cadticos esta equivalencia se expresa mediante el concepto de conjugacion to-
polégica. En esencia se dice que los mapas f(x) y g(z) son topolégicamente conjugados
si existe una funcién h(x) continua e invertible tal que
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para cualquier punto del espacio de fases de f(z) [Devan1989]. En consecuencia, f(x)
se puede expresar en funcién de g(z) y h(x) o viceversa:

En la Figura 8.1 se muestra el esquema de las relaciones que se establecen entre dos
mapas conjugados topoldgicamente. Puesto que h(z) es invertible, a partir de un punto
x € A resulta sencillo obtener el punto equivalente y € B, y viceversa. Por consiguiente,
la conjugacién topolégica es una herramienta potencialmente muy 1til en el estudio de
senales caodticas, puesto que permite obtener muestras de un mapa caoético a partir de
otro cualquiera, siempre que se pueda encontrar una funcién h(z) continua e invertible.

A / A

ffl

Figura 8.1: Interpretacion de la conjugacion topoldgica desde el punto de vista de la
transformacién entre aplicaciones matematicas.

Estas relaciones son fdcilmente extensibles a f*(z), de modo que si dos mapas,
f(z) y g(x), son topolégicamente conjugados, la trayectoria de un punto de un mapa
es equivalente a la del punto apropiado del otro. Es decir, dada una condicién inicial
x[0] para el mapa f(x), su 6rbita presenta el mismo comportamiento cualitativo que la
6rbita de h(z]0]) para el mapa g(z), y se puede obtener punto a punto la una a partir
de la otra mediante la conjugacién topoldgica h(x) o su inversa h~1(z). La relacién que
se establece entre las érbitas de los dos mapas se muestra en la Figura 8.2.

f

o[0] == FEl0) == L) e Y o) T Y (l0)
f f f

h||h™t h{|ht h{|ht h{|ht h||ht
g g g

A0 === (al0) == G (hGal0D) -+ 7 ((al0) == " (G l])

Figura 8.2: Relaciones de equivalencia entre las orbitas hacia delante de dos mapas
topologicamente conjugados.
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Aunque esta forma de calcular el itinerario de una condicién inicial puede parecer
innecesariamente complicada, la conjugacién topolégica permite aprovechar los algo-
ritmos desarrollados en los capitulos anteriores para mapas PWL con el fin de obtener
estimadores ML y Bayesianos aproximados de mapas no PWL conjugados con algin
mapa PWL. El planteamiento del problema es el siguiente: supéngase que se desea
hallar la estima ML de la secuencia generada por un mapa cadtico g(z) observada
en AWGN;, a partir de una condicién inicial desconocida z[0]. Si el mapa PWL f(z)
es topoldgicamente conjugado con g(x) mediante h(x), entonces la funcién de coste a
minimizar para encontrar el estimador ML de la secuencia cadtica se puede poner como

J([n) som-1) = Y (yln+ k] — g (zln]))’

N—n

= S (yln+ K — b (a2 KA ln]) + 2 1K)

k=—n

El problema es que esta funcion de coste no es cuadratica para cada itinerario, de
modo que no se puede garantizar la existencia de un tnico minimo como en el caso
de los mapas PWL. Ademas, incluso en el caso de que este minimo sea unico, resulta
mucho mas complicado de hallar, no existiendo una expresion analitica para el mismo
en general. En consecuencia, no se consigue ninguna ventaja aplicando directamente la
conjugacién topolégica de g(z) con f(z).

No obstante, cuando dos mapas son topoldgicamente conjugados, para cualquier
orbita del primero existe una orbita equivalente del segundo. Por lo tanto, un posible
procedimiento de estimacion consiste en:

1. Transformar la secuencia de observaciones del mapano PWL,y = [y[0], ..., y[N]]T
en su equivalente del PWL mediante h~'(x), z = [h=1(y[0]), ..., h Y (y[N])]* =
={0), ..., =[N,

2. Obtener la estima ML de la secuencia asociada al mapa PWL conjugado, z =
[2[0], ..., 2[N]]T, usando (3.33)—(3.35) si el itinerario es conocido o (3.44)—(3.48)
si es desconocido.

3. Tomar como estima ML aproximada de x la secuencia obtenida deshaciendo
punto a punto la transformacién mediante h(z): x = [h(2]0]), ..., h(Z[N])]T.

En el caso de los estimadores Bayesianos la idea se puede aplicar igualmente: se trans-
forma la secuencia original al espacio del mapa PWL, se obtiene el estimador Bayesiano,
y se vuelve a transformar al espacio del mapa original.

Sin embargo, aunque la conjugacion topoldgica resulta una herramienta muy util a
priori, existen dos aspectos que dificultan su utilizacién en un caso practico:
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1. El conjunto de mapas no PWL interesantes conjugados topolégicamente con
algin mapa PWL es muy reducido. El caso més conocido es el del TM y el
mapa logistico. Sea f(z) =1—2|x—0,5],el TM con 8 =2,y g(z) = 4x(1 —z), el
mapa logistico con A = 4, la conjugacion topoldgica entre estos dos mapas viene
dada por [Devan1989:

1
h(z) = sin® <7T—x> = — (1 —cos(mz)).
2 2
Otros ejemplos son el del mapa de Ulam, g(z) = 1 — pux?, con el TM mediante
h(x) = — cos(mz) para u = [ = 2 [Beck1993], o el del mapa de Isola [Isola2002],

4, 0z <y
f(w)z{i_i :

1 )

Tz 0 92 S € S 17
de nuevo con el TM para [ = 2, mediante la funciéon conocida como signo
de interrogacion de Minkowski (“Minkowski’s question mark function”), ?(z)
[Vepsta2005].

2. Al aplicar una transformacién no lineal a la secuencia ruidosa original para pasar
al dominio del mapa PWL equivalente el ruido deja de ser Gaussiano, y ademas
se introduce una correlacion con la senal. Esto resulta evidente desarrollando
z[k] = h=Y(z[k] + w[k]) = h=(z[k]) + v[k] en serie de Taylor entorno a z[k], y
encontrando una expresion explicita para el ruido en el dominio transformado,

ol] = Z wlk]” d"h=(z)

r! dz” ’

z=xz[k]

r=1
donde se aprecia claramente la correlacion con la senal y la naturaleza no Gaus-

siana del ruido. En consecuencia, el rendimiento del estimador ML del Capitulo
3 podria empeorar notablemente en algunas ocasiones.

Obviamente, estas cuestiones se tienen que estudiar con mayor detalle. En primer
lugar, se debe determinar la clase de mapas para los que se puede aplicar la técnica,
considerandose la posibilidad de construir mapas no PWL con ciertas caracteristicas
deseadas a partir de mapas PWL. Y en segundo lugar, hay que analizar los efectos de la
transformacion sobre el ruido, estudiando la correlacién y desviacién de la Gaussianidad
en cada caso, y como afectan al rendimiento del estimador.

8.2.2. Estimacién Eficiente de Secuencias Caoticas Usando Al-
goritmos Genéticos

Los algoritmos genéticos fueron propuestos inicialmente por Holland en 1975 en
un intento de desarrollar sistemas de inteligencia artificial inspirados en el principio
biolégico de la selecciéon natural [Hollan1975]. El mecanismo de la seleccion natural
fomenta la mejora de la especie mediante la supervivencia de los individuos maés fuertes.
Este proceso estd compuesto por tres partes fundamentales:
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1. Recombinacién: El cédigo genético de los progenitores se combina para generar
descendientes tinicos con una mezcla aleatoria del codigo genético de sus padres.

2. Mutacién: Los genes de los hijos sufren multiples mutaciones, que provocan que
estos no sean una mera combinacion de las caracteristicas genéticas de los padres,
y que permiten reinsertar material genético perdido en la especie.

3. Seleccién: Aquellos individuos que hayan heredado un material genético mas ade-
cuado tendran una mayor probabilidad de sobrevivir, y en consecuencia de repro-
ducirse, legando por tanto su material genético a sus descendientes y mejorando
en el proceso la capacidad de adaptacién y supervivencia de la especie.

Los algoritmos genéticos artificiales o simplemente algoritmos genéticos (GAs) son
un equivalente simplificado de los algoritmos genéticos naturales, al igual que ocurre
con las redes neuronales artificiales y naturales, y muchos otros métodos inspirados en
principios fisicos o biolégicos. Dado un problema concreto, se considera su conjunto
completo de soluciones como la poblacion total, y cada solucion particular como un
individuo de la poblacion. Supéngase que cada individuo viene caracterizado de manera
completa y exclusiva por una serie de parametros M-arios, es decir, que tinicamente
pueden tomar un ntmero finito de M valores distintos. La idea basica consiste en
partir de una poblacién inicial de N, individuos disponibles, muy inferior en ntimero a
la poblacién total del problema, y aplicar sucesivamente los tres mecanismos presentes
en los GAs naturales para obtener cada nueva generacién:

1. Recombinacién: Se seleccionan parejas de individuos, y se combinan los valores de
sus parametros de manera pseudoaleatoria para obtener la siguiente generacion.

2. Mutacién: Se fija una probabilidad de mutacién (que puede variar a lo largo de
las diferentes generaciones) y se determina aleatoriamente para cada gen de cada
individuo su mutacién o no.

3. Seleccién: Se escogen aquellos individuos (soluciones) méas aptos para resolver el
problema concreto planteado. En este caso, aquellas que minimicen una cierta
funcién de coste, o equivalentemente que maximicen una determinada funcion de
idoneidad (“fitness function”).

El gran interés por los algoritmos genéticos reside en que se trata de un método de
busqueda estocastica global aplicable en problemas de alta dimensiéon y que permite
evitar minimos locales mediante los mecanismos de recombinacién y mutacion. Es decir,
el algoritmo va “saltando” por el espacio de soluciones aleatoriamente, obteniendo
soluciones cada vez mejores en generaciones sucesivas. Si se ha disenado de manera
adecuada el algoritmo, en un tiempo infinito habra probado todas las posibles soluciones
del problema y llegara al minimo global del mismo. En un tiempo finito lo tinico que
se puede garantizar es que la solucién final serda de mejor o igual calidad que la inicial.
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En el problema de la estimacion de senales caoticas los diferentes individuos o
soluciones del problema se encuentran caracterizados por su itinerario. Asi pues, el al-
goritmo procede partiendo de un conjunto inicial de secuencias simbdlicas y explorando
el espacio de todos los posibles itinerarios mediante los mecanismos propios de los GAs,
en busca del itinerario 6ptimo. Una vez hallado dicho itinerario, la estima ML de la
secuencia cadtica se puede obtener inmediatamente aplicando (3.34) y (3.35).

Para cualquier algoritmo genético se deben disenar varios operadores. En primer
lugar, hay que construir una funcién de idoneidad que se asociara a cada individuo de
la poblacion. Esta se puede obtener a partir de la funcién de coste cuadratica habitual,
dada por (3.7), existiendo tres posibilidades basicas:

1. Una funcién de idoneidad que dependa linealmente de la funcién de coste,
i[5tk / AG,T ~i.k
I (xyp,) = mjiXJ(XML) — J(Xyi), (8.1)
donde i es el nimero de iteracién (generacion) y k es el individuo (1 < k < Ny).

2. Una funcién de idoneidad que dependa exponencialmente de la funcién de coste,
L) = exp (%55 ) . (8.2)
ML N1 XML

3. Una funcién de idoneidad basada en la posicién de cada individuo dentro de la
lista ordenada de acuerdo con su coste,

Pﬁﬁl—1+§: [J(Xyr) < J ()], (8.3)
z#;

donde [J(z1) < J(x2)] es uno si la condicién légica es cierta, y cero en caso
contrario.

A continuacion se tiene que disenar el procedimiento de selecciéon de individuos
para su reproduccion. La opciéon mas simple consiste en seleccionar a los progenitores
aleatoriamente de entre la poblacién disponible de acuerdo con su idoneidad en relaciéon
con la idoneidad total. Siguiendo este procedimiento, la probabilidad de seleccionar al
individuo k-ésimo dentro del conjunto de Ny individuos disponibles en la iteraciéon
1-ésima seria

Pi[k] = (&) /It (8.4)
donde el subindice j indica la funcion de idoneidad usada, e I es la idoneidad total
de la poblacién disponible en la iteracion i-ésima:

) zAzk
[T—g [ (XpL)-
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Nétese que, utilizando la funcién de ideonidad lineal de la ecuacion (8.1) el peor miem-
bro de cada generacion nunca se seleccionara para tener descendencia, mientras que si
se utiliza la funcién exponencial de la ecuacién (8.2) todos tienen alguna posibilidad
de ser seleccionados, aunque esta tiende a cero conforme aumenta su funcion de coste.
Por tltimo, usando la funcién basada en el ranking dada por (8.3) se evita la aparicién
de superindividuos cuya probabilidad sea mucho mayor que la del resto, y que por
consiguiente sean seleccionados con mucha frecuencia.

Para finalizar, se deben proponer un operador de recombinacion y otro de mutacion.
Respecto al mecanismo de recombinacion, los més habituales son [Man1997]:

1. Seleccionar un punto al azar de ambos individuos e intercambiar sus genes, ob-
teniendo de este modo los dos nuevos individuos (“one-point crossover”).

2. Generar una mascara de unos y ceros y combinar los genes de acuerdo con dicha
méascara (“uniform crossover”). En este caso, la mascara se puede generar con
ceros y unos equiprobables o de acuerdo con la idoneidad de cada progenitor, de
tal modo que el progenitor mas apto aporte un mayor nimero de genes.

Cualquiera de los dos métodos anteriores se puede a utilizar de manera conjunta con una
estrategia elitista en la que se seleccionen los N, mejores progenitores y se propaguen
directamente a la siguiente iteracion sin modificaciéon alguna, elimindndose los peores
vastagos. Por tltimo, respecto a la probabilidad de mutacién, conviene mantenerla a
un valor fijo y pequenio para todos los genes e iteraciones del algoritmo [Man1997].

En definitiva, las consideraciones anteriores sugieren que los algoritmos genéticos
pueden resultar muy tutiles como mecanismo suboptimo de estimacion del itinerario,
en especial para secuencias cadticas muy largas, para las que los estimadores 6ptimos
son irrealizables y la mayoria de los estimadores suboptimos propuestos tnicamente
exploran un numero muy reducido de secuencias simbdlicas. Evidentemente, el ren-
dimiento del algoritmo va a depender en gran medida de sus parametros: el nimero
de individuos de la poblacion, la probabilidad de mutacién, la funcién de idoneidad
elegida, y los mecanismos de seleccién y recombinacién de individuos utilizados. El
estudio de las prestaciones del método para los diferentes valores de sus parametros, y
los distintos mapas y longitudes de la secuencia cadtica, asi como su comparacion con
otros métodos suboptimos, requieren un analisis mas detallado.

8.2.3. Otras Lineas Futuras

En esta seccion se recopilan, de manera mas breve, otras ideas cuya exploracién
pudiera resultar interesante en el futuro. Sin embargo, en lugar de presentar estas
materias al lector de manera cadtica (en el sentido tradicional), se van a estructurar
alrededor de los tres grandes temas tratados en la Tesis: estimacion de secuencias
caoticas, estimacion de mapas cadticos y aplicaciones de los estimadores propuestos.

En primer lugar, en relacion con el principal problema considerado en la Tesis,
la estimacion de senales caéticas, el planteamiento de estimadores 6ptimos (ML y
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Bayesianos) de secuencias generadas por mapas PWL unidimensionales ha quedado
completamente resuelto. En consecuencia, las lineas futuras de investigacion en este
area se centran en la extension de los estimadores éptimos a otras clases de mapas,
asi como en el desarrollo de estimadores computacionalmente eficientes. Adicionalmente
a las dos lineas presentadas con detalle en las secciones 8.2.1 y 8.2.2 cabe destacar las
siguientes lineas de investigacion:

1.

La extension de los estimadores desarrollados a secuencias generadas por mapas
PWL d-dimensionales, probablemente usando la versién discontinua del modelo
canénico de Chua (CPWL), propuesta originalmente en [Kang1978], para obtener
una representacion parsimoniosa del mapa.

La evaluacion del rendimiento de los estimadores ML y Bayesianos de secuencias
generadas por mapas no PWL usando métodos de rejilla o iterativos para obtener
las estimas locales en cada region, y la determinacion de la clase de mapas no
PWL con un tinico minimo por regién (es decir, la clase para la que los métodos
iterativos locales son capaces de proporcionar la estima ML o MAP exacta).

La utilizacién de técnicas de decodificacion en esfera (“sphere decoding”, SD),
introducidas originalmente para encontrar vectores con norma pequena en celosias
[Fincke1985] y usadas actualmente para resolver diversos problemas en el drea
de las comunicaciones digitales, como algoritmo computacionalmente eficiente
para la estimacién del itinerario. Adicionalmente, puede resultar interesante su
combinacién con el algoritmo de Viterbi de un modo similar al propuesto por
Vikalo y Hassibi [Hassi2005, Vikalo2005] para limitar el coste computacional en
el peor caso de los métodos SD.

El desarrollo de algoritmos para la prediccién y el filtrado de senales cadticas
basados en los métodos propuestos en la Tesis para problemas de suavizado (esto
es, el caso en que se dispone a priori del bloque completo de estimaciones) y
técnicas adaptativas de estimacion del estado de un sistema dindamico tales como
el filtro de Kalman o los filtros de particulas.

El estudio detallado del problema de la deteccion de senales cadticas, incluyendo
sus semejanzas y diferencias con el problema de estimaciéon abordado en la Tesis,
y la aplicabilidad de los algoritmos planteados.

Respecto al segundo problema teérico abordado en la Tesis, la estimacién de ma-
pas cadticos, las lineas futuras se concentran en torno a dos temas: el planteamiento
de estimadores subdptimos, y el estudio de los problemas de estimaciéon conjunta y
modelado.

1. El analisis detallado de la clase de mapas para los que la implementacion eficiente

del estimador ML, descrita en la Seccién 6.3, proporciona resultados exactos. Es
decir, la demostracién de que para una determinada clase de mapas la funcién
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de coste nunca puede tener mas de un minimo dentro de la regién del espacio de
parametros asociada a un cierto itinerario.

2. El estudio de la convergencia del algoritmo de estimacion competitivo presentado
en la Seccién 6.5 (en especial para mapas multimodales), y la consideracién de
su uso para otras aplicaciones distintas de la estimacién de senales cadticas:
igualacién ciega, separacion ciega de fuentes, problemas de “clustering”, etc.

3. El desarrollo de versiones adaptativas de los métodos de estimacion bloque subopti-
mos propuestos en la Seccién 6.4, basados en los algoritmos LMS y TLMS (version
adaptativa del TLS [Fheng1998]). Asimismo, puede resultar interesante la aplica-
cién de técnicas de estimacién del estado tales como el filtro de Kalman o el filtro
extendido de Kalman (ya propuestos en [Leungl997] para un caso particular) o
filtros de particulas.

4. La utilizacion del algoritmo E-M para la estimacion conjunta de una senal cadtica
y los pardmetros del mapa generador.

5. El estudio de la capacidad de modelado de senales caéticas mediante mapas PWL,
prestando especial atencion a dos aspectos:

= La seleccién del orden del modelo, tratando de encontrar un criterio que
combine la capacidad de modelado de la dindmica de la senal cadtica (esto
es, de sus medidas invariantes), el error cuadratico medio y la complejidad
del modelo (es decir, el nimero de pardmetros).

= La extension de los métodos de estimacién de los pardametros propuestos
al caso de mapas PWL d-dimensionales, usando de nuevo probablemente
el modelo CPWL para su formulacién, y el analisis de su capacidad de
modelado para diferentes tipos de sistemas cadticos, tanto continuos como
discretos.

Por 1ltimo, en relacién con las aplicaciones de los estimadores propuestos se consi-
deran tres lineas futuras principales:

1. El anélisis en profundidad de los esquemas de comunicaciones digitales propues-
tos, destacando los siguientes puntos de interés:

= La comparacion del grado de seguridad ofrecido por los distintos mapas y
sistemas de comunicacién posibles (desde el punto de vista de la deteccion e
intercepcién de la informacién transmitida) en funcién de la clave utilizada,
y considerando mecanismos realistas para la estimacién de la misma por
parte de un intruso que no la conozca.

= La busqueda del mapa idéneo que ofrezca el mejor compromiso posible entre
seguridad y buenas prestaciones, y que disponga de algin parametro que
permita regular ambas.
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= El aprovechamiento de la existencia de secuencias simbdlicas invalidas en
algunos mapas cadticos para plantear un mecanismo de codificacién de canal
que mejore las prestaciones de los esquemas propuestos.

= El estudio de los diferentes esquemas, combinados con OFDM, para canales
mas realistas, y con mecanismos practicos de sincronizacién, estimacion de
canal, igualacién, etc.

= El andlisis de otras caracteristicas importantes de la senal OFDM, como
por ejemplo la relacién potencia de pico a potencia media (PAR o PAPR),
obtenidas al utilizar senales cadticas para codificar la informacion de cada
subportadora.

2. La consideracion de esquemas de comunicaciones digitales cadticas alternativos
a los aqui propuestos, asi como el diseno de secuencias de espectro ensanchado a
partir de senales cadticas o sus secuencias simbélicas asociadas.

3. El diseno de algoritmos de filigranado (“watermarking”) cadtico similares a los
esquemas de comunicaciones cadticas propuestos, ya que el problema del “wa-
termarking” puede verse como un problema de comunicaciones con informacion
lateral [Cox1999]. Aun asi, existen diferencias relevantes con un problema de co-
municaciones convencional, que pueden requerir modificaciones importantes de
los esquemas presentados en el Capitulo 7. Deben examinarse cuidadosamente,
entre otros, los siguientes aspectos:

= Las restricciones impuestas por la necesidad de que la filigrana no afecte a la
calidad de la informacion marcada, intentando a su vez que sea transmitida
con la mayor fiabilidad posible.

= La robustez de la filigrana frente a manipulaciones por parte de usuarios
malintencionados.

= Los efectos de la distorsion introducida en la filigrana como resultado del
procesado normal de la informacién.

4. La aplicacion de los mapas PWL al modelado y prediccién de series tempora-
les, para lo cual es necesario extender los estimadores propuestos para mapas
unidimensionales al caso de mapas d-dimensionales, como ya se ha indicado pre-
viamente.
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