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Capitulo 6

Estimacion de Mapas Cadticos

6.1. Introduccion

En este capitulo se considera el problema complementario al de los capitulos an-
teriores: obtener buenos estimadores de mapas cadticos a partir de las observaciones
ruidosas. En realidad, este problema genérico engloba otros dos problemas mas es-
pecificos: la estimacion de los parametros del mapa que ha generado una secuencia
dada cuando su forma general es conocida (inferencia paramétrica), y la obtencién de
un mapa que represente de manera adecuada a un conjunto de observaciones disponi-
bles generadas por un sistema caético desconocido (modelado).

El tnico problema analizado en este capitulo es el primero. En primer lugar, en
la Seccién 6.2 se plantea el problema desde el punto de vista de los dos marcos de
estimacién 6ptima considerados: ML y Bayesiano. A continuacién, en la Seccién 6.3 se
presenta una implementacién aproximada del estimador ML para mapas unimodales
y uniparamétricos con dependencia lineal de su tnico parametro basada en el mismo
principio que el estimador ML de la secuencia: division del espacio de parametros en
regiones en funcién del itinerario, busqueda de estimadores ML locales, y obtencion del
estimador ML global como el mejor de todos los locales.

La complejidad del estimador ML de los parametros es muy superior a la del estima-
dor ML de la secuencia, incluso para los mapas PWL mas simples. Ademas, no existe
ninguna FDP a priori natural que se pueda usar para plantear estimadores Bayesianos.
En consecuencia, el resto del capitulo considera una funcion de coste simplificada que
solo tiene en cuenta el error cometido entre cada observacién y la prediccién realizada
usando la observacién anterior. Para minimizar dicha funcion de coste, en la Seccién 6.4
se recurre a diversos estimadores bloque (método de los momentos, minimos cuadrados
y minimos cuadrados totales), mientras que en la Seccién 6.5 se propone un algoritmo
novedoso de gradiente estocéstico basado en la competicién entre las distintas regiones
del mapa cadtico por modelar las observaciones. Finalmente, el capitulo se cierra con la
presentacion y andlisis de los resultados mas relevantes en la Seccién 6.6, y la discusion
de las distintas alternativas de estimacion en la Seccion 6.7.
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6.2. Estimacion de Parametros de Mapas Cadticos

6.2.1. Modelo Matematico

El modelo matematico utilizado es el mismo que el de los capitulos anteriores. La
ecuacion de estado del sistema es

[k] = f(z[k - 1]; 6), (6.1)

para un cierto valor de z[0] prefijado y con 1 < k < N. La tnica diferencia entre (6.1)
y (3.1) es la presencia en (6.1) de © = [#;, ..., 6,]7, el vector de pardmetros que
caracteriza al mapa cadtico, de manera explicita. En cuanto a la ecuacién de medida,
es exactamente la misma que (3.2):

ylk] = z[k] + wlk], k=0, ..., N. (6.2)

Este capitulo se va a centrar en el estudio de aquellas funciones que exhiben una
dependencia lineal con sus parametros:

P
f(2:0) =) 6igi(x) + go(w) = [1 87 g(z) = g" ()1 7], (6.3)

i=1
donde g(z) = [go(z), g1(x), ..., gp(z)]" es el conjunto de funciones que definen la

forma del mapa, de las cuales al menos una debe ser no lineal y no invertible.

Notese que, aunque la restriccion de dependencia lineal con los pardmetros puede
parecer excesivamente severa, existen muchos mapas cadticos unidimensionales que la
satisfacen: el TM, el S-TM, el mapa de Markov de la Figura 2.4, los mapas del seno
y logistico, etc. Por el contrario, ejemplos importantes de mapas con dependencia no
lineal en sus parametros son el SK-TM y el BSK-TM (debido a que el parametro afecta
al limite entre sus dos regiones lineales), el mapa de Markov de la Figura 2.5(a), y el
mapa exponencial.

Dentro de la clase de mapas con dependencia lineal en sus parametros se encuentran
incluidos los mapas PWL, siempre que los limites de sus intervalos no pertenezcan al
conjunto de parametros a estimar. Para un mapa PWL genérico con M regiones prefija-
das su vector de pardmetros tiene dimensién 2M: © = [aT bT|T cona = [ay, ..., ay]?
yb=1[by, ..., by]?. En este caso, la estructura de las funciones que definen la depen-
dencia del mapa con cada parametro es muy sencilla:

g(x) =[z-x" x']",
siendo x simplemente un vector de longitud M que indica a que regién pertenece x,

X = [XEl(x)v SRR XEM(:L‘)]T’

donde xz, () es la funcién caracteristica del mapa, definida por (2.12).
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6.2.2. Estimadores ML y Bayesianos

En esta seccion se desarrolla el estimador ML para un mapa arbitrario con depen-
dencia lineal en sus parametros. En primer lugar, la FDP de las observaciones para este
problema es exactamente la misma que la mostrada en la Seccién 3.2.2: una Gaussia-
na multidimensional. En consecuencia, el estimador ML se obtiene minimizando una
funcion de coste idéntica a (3.8),

Tl 0,-1:0) = 3 (ylk] = 0P (alnl:0)) + 3 (k] — 1" (xfn]: 0))”, (6.)

k=0 k=n

con respecto a 0 en esta ocasién. Derivando (6.4) con respecto a cada uno de los p
parametros e igualando a cero se obtiene un sistema de p ecuaciones con p incognitas
similares a (3.10):

N k—n N k—n
af: " (x[n]; 0) e of: "(x[n]; 0)
Dyl —gg == = D S alnl; 0) =g, (6:5)
k=1 k=1
donde sy, denota la estima ML de los n primeros simbolos, e ¢ =1, ..., p.

Notese en primer lugar que en este caso siempre va a ser necesario disponer de una
muestra de referencia conocida, z[n], o estimarla previamente. Ademds, cuando dicha
muestra de referencia no es x[0], resulta imprescindible estimar también las n primeras
muestras de la secuencia simbdlica, asi como generar n muestras de la secuencia iterando
hacia atras, para las que en general el mapa inverso no va a presentar una dependencia
lineal con sus parametros.

Por lo tanto, en este capitulo se va a considerar unicamente el caso en el que la
muestra de referencia es z[0], de modo que (6.5) se convierte en

- 8f’“ kafo]; 0y 2 @10 ©)
Z?J Zf Ta (6.6)

en la que ha desaparecido la dependencia con la secuencia simbodlica. Aunque esta
expresién es muy similar a (3.10), su resolucién resulta mucho mdas complicada, no
pudiéndose obtener una férmula cerrada ni tan siquiera para los mapas PWL mas
simples. Como prueba de la complejidad de (6.6), en el Apéndice F se demuestra que
la derivada que aparece en la misma se puede expresar como:

0f*(x[0]; 8)
06;

of*1(x[0}; ©)
06;

= gk — 1)+ glalk —m— 1) [[07g(alk —1)).  (6.7)

Analizando (6.7) resulta evidente que se trata de un polinomio de orden k — 1
en sus parametros con términos cruzados en los que van a aparecer en general los p
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parametros a estimar. Este caracter polindomico de la derivada resulta més aparente
cuando el mapa depende de un tnico parametro, en cuyo caso

k
af Z C(X)0™, (6.8)

donde
g(l’[kﬁ—l]), m:O;

=Y gtalk = m - ottt 1), 1m<ko1

=1

(6.9)

Noétese que la dependencia polinémica de (6.7) y (6.8) es un tanto artificiosa, ya
que ambas dependen de la secuencia x1.5_1 = [z[1], ..., z[k—1]], que a su vez depende
de © de una forma no necesariamente polinémica. No obstante, estas dos ecuaciones
resultan utiles en el Apéndice F para calcular el CRLB, y permiten ilustrar la dificultad
de hallar el estimador ML de forma cerrada.

De hecho, la iteracién k-ésima del mapa, f*(x[0]; 0), que aparece tanto en (6.6)
como en las ecuaciones de la derivada, presenta una expresion complicada incluso para
los mapas mas sencillos. Por ejemplo, para el TM y el S-TM f* es un polinomio de
grado k en 3, para el mapa logistico también se tiene un polinomio, aunque de grado
2% — 1 en este caso, y para un mapa PWL genérico, en el que se deben estimar sus a;
y b, f* es igualmente un polinomio de grado k en el que aparecen términos cruzados
con productos de a; y b; (1 < 1,7 < M). Para otras funciones, como el mapa del seno,
la dependencia de f* con su pardmetro resulta mucho més complicada atn.

Obviamente, una ecuacion que incluya funciones de este tipo no va a resultar sen-
cilla de minimizar para obtener el estimador ML. Asi pues, en esta ocasién no parece
que exista una clase amplia de mapas ttiles y sencillos de estimar, como ocurria en el
caso de la estimacién de la secuencia con los mapas PWL. Estas dificultades motivan
la utilizacién de algoritmos suboptimos en general, salvo en casos muy concretos, co-
mo el TM, el S-TM, y otros mapas unimodales simples con dependencia lineal en su
parametro de bifurcacion, para los que se propone un método que permite obtener el
estimador ML de manera aproximada en la Seccién 6.3.

Por 1ltimo, en relaciéon con los estimadores Bayesianos, a la hora de plantearlos se
debe proponer una FDP a priori para los pardametros que se desean estimar que con-
dense el conocimiento disponible acerca de los mismos antes de llevar a cabo ningin
experimento. Aunque en principio el marco de estimacién Bayesiana admite la utili-
zacion de cualquier FDP a priori, resulta conveniente elegir una FDP ajustada a la
naturaleza de los datos por dos motivos [Box1973]:

1. La eleccion de una FDP a priori muy distinta de la FDP real de los datos puede
oscurecer la informacién contenida en los mismos, dando lugar a conclusiones
erroneas respecto a los resultados obtenidos en la estimacion.

2. El criterio de rendimiento utilizado habitualmente, y en esta Tesis en particular,
es el de minimizar el MSE de los estimadores, o equivalentemente su varianza, ya
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que se buscan estimadores insesgados (o al menos asintéticamente insesgados).
En este sentido, los estimadores Bayesianos iinicamente van a resultar ventajosos
frente al ML, proporcionando un menor MSE, cuando su FDP a priori esté bien
ajustada a la FDP real de los datos.

En el caso de la estimacién Bayesiana de la secuencia cadtica, discutido en el Capitu-
lo 4, existe una FDP a priori natural de los datos: la FDP invariante natural asociada
al mapa cadtico. Sin embargo, para el problema de la estimacién de los pardmetros
de un mapa cadtico no existe ninguna FDP a priori natural. En estos casos se pue-
den plantear estimadores Bayesianos utilizando FDPs a priori no informativas, como
por ejemplo una FDP uniforme dentro del rango conocido de los parametros, o muy
poco informativas [Box1973]. No obstante, esta aproximacién presumiblemente no va
a conseguir mejorar en gran medida el rendimiento del estimador ML, mientras que
su coste computacional si que puede incrementarse sensiblemente. En consecuencia, en
este capitulo no se considera el desarrollo de estimadores Bayesianos.

6.3. Estimador ML del Parametro de Bifurcacion

de Mapas Unimodales

En esta seccién se va a considerar la estimacion ML de mapas PWL unimodales cuya
forma es conocida, con una particién natural P = {[eq, e1), [e1, e2]}, v caracterizados
por un tnico parametro, #, con el que la dependencia es lineal. El método propuesto
requiere que la dependencia de f* con respecto a # dado un itinerario sea polinémica
para 1 < k < N, de modo que podria extenderse en general a mapas de la forma

f(@) =0 fi(x)xe,(2) + g0(2), (6.10)

con

k=0

donde M es el numero de regiones de la particién natural del mapa (que puede ser
mayor que dos), fi(z) (1 < i < M) es su forma en cada intervalo, un polinomio de
grado @y, d;[k] son los coeficientes de dicho polinomio, y go(x) es la funcién que engloba
todos aquellos términos que no dependen de . Resulta evidente que (6.10) es un caso
particular de (6.3) en el que p =1y g;(z) es una funcién PWL:

M M Qi
gi(z) = Z fil@)xe, (7) = ZXE(.?E) Zdl[k]xk

Ejemplos de mapas pertenecientes a esta clase son todos los PWL con un tinico parame-
tro de bifurcacién que no afecta a los limites entre regiones, como el TM o el S-TM



236

(M =2,0Q1 = Q3 =1), el mapa logistico (M =1, Q1 = 2), las distintas versiones pro-
puestas de mapas cuadraticos y cubicos mostradas en la Tabla 2.2 (M =1, Q; =26 3),
o el mapa de Singer (M =1, @1 =4).

En primer lugar, en la Seccién 6.3.1.1 se muestra como llevar a cabo una particién
del espacio de parametros en funcién del itinerario de manera anédloga a la particion del
espacio de fases realizada en la Seccién 3.4.3. Aunque el algoritmo exacto desarrollado
para realizar la particion es vélido para cualquier mapa con dependencia lineal de 6 y
polinémica con z, requiere calcular los ceros de f¥(x[0];0) en el espacio de pardmetros
para k=1, ..., N. En consecuencia, es necesario disponer de una expresion cerrada
para f¥(z[0];6), algo que actualmente sélo es posible para mapas PWL como el TM
o el S-TM. Sin embargo, efectuando la suposicién (comprobada experimentalmente)
de que f¥(z[0];0) presenta un sélo cruce por el umbral entre las dos regiones de la
particién, ey, dentro de cada regién de la particién obtenida a partir de f5=1(z[0];6), en
la Seccién 6.3.1.2 se presenta un método eficiente basado en técnicas del tipo descenso
de gradiente, que podria permitir hallar la particion para mapas no PWL.

A continuacion, en la Seccién 6.3.2 se muestra un algoritmo que permite encontrar
el estimador ML de 6 de manera aproximada. Su funcionamiento es similar al del
estimador ML de x[0]: se obtiene una estima ML local para cada regién de la particién
del espacio de pardmetros, y se escoge como estima ML global la mejor de todas las
estimas ML locales. La principal dificultad en este caso radica en que no se dispone de
una férmula cerrada para las estimas ML locales, de modo que se obtienen mediante una
bisqueda de rejilla o simplemente eligiendo el punto medio de la regién (aprovechando
el hecho de que estas regiones son cada vez més pequenas conforme N aumenta).
Por ultimo, en esta secciéon también se propone una aproximacion del tipo HC-ML
consistente en utilizar inicamente el itinerario obtenido a partir de las medidas ruidosas
para evitar el crecimiento exponencial con N del coste computacional del algoritmo ML
aproximado.

6.3.1. Particiéon del Espacio de Parametros en Funcion del Iti-
nerario

En la Seccién 3.4.3 se vio como, dada una muestra de referencia, x[n], el espacio
de fases de un mapa cadtico se puede dividir en regiones en funcién de su itinerario
hacia delante y hacia atras. La iteracion hacia delante produce regiones disjuntas cuya
unién comprende todo el espacio de fases (esto es, da lugar a un particién en el sentido
estricto), mientras que la iteracién hacia atrds produce regiones cuya intersecciéon en
general es no nula. Si se elige como muestra de referencia x[0], entonces toda la secuencia
cadtica se genera mediante iteracién hacia delante, y la regién de posibles valores de
z[0] asociada a un itinerario dado, s = [s[0], ..., s[N —1]]7, resulta

RY = {z[0]: f’“(x[O])eEs[k 0<k<N-1}
= {2l0]: 2[0] € £ pon(Bap), 0k <N =1} = [l w]]. (6.11)
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Para un valor de N finito esta regiéon se va reduciendo conforme aumenta N, dado que

é\;ﬁq C RY,y, si la divisién en regiones del mapa original constituye una particién
generadora, en el limite cuando N tiende a infinito RY contiene un tinico punto del
espacio de fases [Beck1993]. Este hecho permite estimar cada vez mejor z[0] conforme
N aumenta (al menos cuando la SNR tiende a infinito), y es la base de los estimadores
optimos y subdptimos planteados en los capitulos anteriores.

Esta idea es la que se va a extender en esta seccion al espacio de pardmetros,
utilizandose como base para el planteamiento de buenas aproximaciones al estimador
optimo en secciones posteriores. Es decir, del mismo modo que 0 y s definen una regiéon
en el espacio de fases, RY, z[0] y s permiten determinar una regién en el espacio de
pardmetros, QY que se define de un modo similar a (6.11):

QY = {0: fHz[0);0) € By, 1 <k< N -1}
{0: a0 € ff . y(Bai6). 1<k <N -1} =), o). (6.12)

Nétese que de nuevo la unién de todos los posibles conjuntos QY conforma una parti-
cién, en esta ocasion del espacio de pardmetros, ya que para un cierto valor de x[0] cada
valor de 6 da lugar a un tnico itinerario de longitud N. Y, una vez més, insﬁ,] C QY,
de modo que el tamafio de QY decrece conforme N aumenta, indicando que en teoria
es posible obtener una estima arbitrariamente precisa de € al incrementar N, al menos

asintoticamente cuando la SNR tiende a infinito.

6.3.1.1. Particién Exacta del Espacio de Parametros

Obtener una particion exacta en funcién del itinerario en el espacio de parametros
resulta mucho mas costoso que en el espacio de fases. No obstante, la tarea de calcular
los limites de dichas regiones en funcion de s es posible gracias al siguiente lema, que
es una extensiéon del presentado en [Panta2000c]:

Lema 6.1 Sea una condicion inicial, z[0], y sea un mapa cadtico f(x;0) unimodal,
continuo tanto en x como en 0, y con una particion natural P = {leg, 1), [e1, 2]}
Los elementos del conjunto de pardmetros formado por todos los ceros de f*¥ — e,
Ey = {0 : f¥[0];0) —e; =0, 1 < k < N — 1}, dividen el espacio de pardmetros,
© = [Omin, Omax], €n un nimero finito de intervalos (regiones) de tal modo que todas las
senales generadas iterando f a partir de x[0] usando un valor de 0 cualquiera dentro
de un mismo intervalo comparten la misma secuencia simbolica de longitud N .

Demostracién 6.1 FEste lema se demuestra por reduccion al absurdo. Considérense
dos pardmetros distintos, 01 y 0o, pertenecientes al mismo intervalo, y supongase que
sus itinerarios de longitud N para una misma condicion inicial, x[0], son distintos. En
este caso, tiene que haber al menos un k < N tal que f*(z[0];0,) € Ey y f*(z[0];6;) €
Ey o viceversa. Y puesto que f(x;0) es una funcién continua tanto en 6 como en x,
entonces f¥(x;0) debe ser también continua. En consecuencia, por continuidad tiene
que existir un 0% entre 0, y 0y tal que f*(z[0];0%) = e1, lo que contradice el hecho de
que 01 y O pertenezcan a la misma region. [
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El Lema 6.1 permite garantizar que la regién asociada a cada itinerario esta com-
puesta por un nimero finito de intervalos y proporciona un mecanismo para hallarlos.
En [Panta2000c] se propuso un método que permitia encontrar dichas regiones para el
S-TM, y que se puede generalizar facilmente a cualquier mapa con dependencia lineal
con # y polinémica con x, como se muestra en el Algoritmo 6.1. Notese que en la de-
mostracion del Lema 6.1 inicamente se han utilizado la continuidad de f y el hecho
de que sea unimodal. Por consiguiente, tanto el Lema 6.1 como el Algoritmo 6.1 son
validos para cualquier mapa unimodal continuo, no sélo para mapas con dependencia
lineal con # y polinémica con x. Sin embargo, su aplicacién practica requiere encon-
trar los ceros de f¥(z[0];6) para 1 < k < N — 1, algo que resulta muy complicado
para funciones arbitrarias. Asi pues, su uso se va a restringir a mapas con dependencia
lineal con 6 y polinémica con z, en cuyo caso simplemente es necesario factorizar un
polinomio en # de orden creciente con k.

1. Inicializacién del algoritmo. Se establecen los limites iniciales de las regiones a partir del
rango admisible de pardmetros, =g = O = [0, Omax], ¥ la matriz con los itinerarios
iniciales se hace igual a la regién a la que pertenece z[0], Sp = s[0].

2. Paral < k < N se buscan las raices de ffolk_l(:c[O]; 0)—e1 y se afiaden o no a Ej, utilizando
el siguiente algoritmo:

2.1. Inicializar Z; como el conjunto vacio: = = [].
2.2. Paral1 <t < Li_1—1, siendo Li_1 la longitud de Z;_1, repetir los pasos siguientes:
2.2.1. Afadir el limite de la regién i-ésima a la particion k-ésima: E5 = [, Zx_1(7)].
. . . . k .
2.2.2. .Cons'.cr'wr el pohnomp en 0 correspondiente a fg, 1) s (i (x[0];0) — e,
identificando los coeficientes para cada grado de 6.
. k . . .
2.2.3. Obtener las raices (_ie fSkf_l(i,l),_...,Skfl(i,k)(m[o]’9> — e7 usando algiin método
estdndar para factorizar polinomios.
2.2.4. Seleccionar aquellas raices que pertenezcan al intervalo [Z;_1(7), Zx—1(¢ + 1)]
y afiadirlas a Z; en orden creciente.
2.3. Afiadir el limite superior de Z;_1 a Z: Z = [Ek, Ek—1(Lg—1)]-
2.4. Construir una nueva matriz con el itinerario correspondiente a cada regién, Sy, usando
x[0] como condicién inicial y 0% = (Z,(i) + Zx(i +1))/2 como pardmetro, de modo
que Si.(i,5) = A~ H(x[0);0"%), con 1 < i< Lp—1y1<j<k+1

3. La particién deseada viene dada por =y, y el conjunto de itinerarios por Sy .

Algoritmo 6.1: Obtencién de una particion exacta del espacio de parametros en
funcién del itinerario para un mapa unimodal continuo en # y x, y con dependencia
lineal de # y polinémica con .

Aunque el Algoritmo 6.1 es capaz de encontrar la particién exacta en el espacio de
parametros, su principal dificultad se halla en el punto 2.2.2: la necesidad de conocer
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los coeficientes del polinomio en 6 dado por f¥ — (z[0];0) — ey para k =1, ..., N.
Desafortunadamente, en la practica estos coeficientes sélo se conocen para dos mapas
unimodales de entre todos los considerados: el TM y el S-TM. La iteracion k-ésima de
ambos mapas viene dada por (3.15) con n = 0, siendo en los dos casos

k—1 k—1
Ak =T asyy = 85I (=1 (6.13)
l=m l=m

para 0 <m <k —1, ya que a; = fy as = —f tanto para el TM como para el S-TM,
y AFF = 1. Para el SSTM b; = by = 3 — 1, de modo que, sustituyendo (6.13) en (3.15),
fE(x[0]; B) — e1 = f¥(x[0]; B) (eq = 0 para el S-TM) se convierte en

PO 8) = Bf0) [T (-0 4 (- )3 g T (- (6.1

A partir de (6.14) resulta evidente que la iteracién k-ésima del S-TM se puede expresar
como un polinomio de orden k en [,

k
FE@0):8) =D s, (6.15)
r=0

estando los coeficientes ¢7F dados por

—1, r=0;
1+ (1)1 r=1;
= (1l T (<)Y, 2 < <k -1 (6.16)
l=k—r+1
—1
L+ (=120 [T (=1, r =k
. =1

En cuanto al TM, aparentemente existe una dificultad anadida en el hecho de que
b1 no depende de (3, by = 0, mientras que by si, by = 3. No obstante, este problema
se puede solventar facilmente notando que by, €l término que aparece en (3.15), se
puede expresar como

bsim) = B+ X g, (x[m]). (6.17)
Haciendo uso de (3.15), (6.13) y (6.17), f*(x[0]; ) — e; = f¥(x[0]; ) — 1/2 es

k k-1

k—1
P10 )= e = B0 [T (-1 4 37 55, (alal) TT (-1 =2 (618)

l=m+1

|
—

N
Il
o
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Obviamente, (6.18) se puede expresar de nuevo conforme a (6.15), siendo los coeficientes
del polinomio en esta ocasion

(—1/2, r=0;
XEz(x[k_l])7 7“:1;

= Vet ) T (-1, 2<r<k-1 (619)
(e (010]) + (<Ol [T (=)0, 7=k

Para finalizar, nétese que los polinomios que se deben factorizar para ambos ma-
pas presentan una estructura muy particular que se podria tratar de aprovechar para
obtener sus raices de un modo eficiente. Por ejemplo, en el caso del S-TM ¢%F = —1
para cualquier valor de k, c}* € {0,2}, &% € {-2,0,2} para 2 < r < k— 1,y c&*
es el unico coeficiente del polinomio que puede tomar un amplio abanico de valores
gracias a la presencia en el mismo de z[0]: ¢®F € [-3, 3] cuando 3 € [1,2], el rango de
valores interesantes del pardmetro. En el caso del TM ocurre algo similar: ¢&F = —1/2,
cl* e 0,1}, % € {—1,0,1} para2 <r < k—1,y c&* € [-(1+ 3/2),1+ 3/2] cuando
B € [1,2]. No obstante, en las simulaciones realizadas en esta Tesis no se ha explotado
esta estructura, dejandose su potencial aprovechamiento para factorizar los polinomios
de un modo maés eficiente como una posible linea futura.

6.3.1.2. Método Eficiente de Biisqueda de la Particién

Aunque el Algoritmo 6.1 proporciona muy buenos resultados, permitiendo encontrar
la particion exacta en el espacio de parametros en funcién del itinerario para el TM
y el S-TM, no resulta aplicable para valores medios/altos de N a causa de su elevada
complejidad, debida a dos motivos:

1. Su coste computacional depende del nimero de regiones a buscar (esto es, del
nimero de itinerarios vélidos, P(N)), que crece exponencialmente con N.

2. La factorizacién de ff — (x[0];0)—e; dentro de cada una de las regiones asociadas
a So.x_2, le(:kl,2a requiere la obtencion de los ceros de un polinomio de orden
creciente con k.

La primera dificultad es inherente al problema, y resulta inevitable si se desea encontrar
la particién completa en el espacio de parametros. Sin embargo, la segunda dificultad es
evitable, pudiéndose plantear un algoritmo eficiente gracias a la siguiente proposicion.

Proposicién 6.1 Sea una condicion inicial, x[0], un itinerario de longitud k — 1 cual-

quiera, Sox—z = [s[0], ..., sk —2]]", y Q"' la regidn en el espacio de pardmetros

asociada a x[0] y Sok—2. La funcion f*(x[0]; 3) es mondtona dentro de QL' . tanto

para el TM como para el S-TM, de modo que unicamente puede existir como mucho

un cero de fF(x[0]; B) — e1 dentro de QE-! . Ademds, las regiones que conforman el
k

espacio de pardmetros en este caso, Qg . ., son converas.
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Notese que la Proposicién 6.1 garantiza que la region asociada a cada itinerario
en el espacio de parametros es coneza (esto es, que estd compuesta por un tunico
intervalo) y conveza (es decir, que J(z[0]; ) presenta como mucho un minimo dentro
de la misma). Desafortunadamente, no se ha conseguido llevar a cabo una demostracién
teorica de la Proposicion 6.1, aunque se ha comprobado experimentalmente a lo largo
de numerosas simulaciones. Como muestra, en la Figura 6.1 se presentan dos ejemplos
del comportamiento de f*(z[0]; 3) y J(x[0]; 3) dentro de las regiones de la particién
para el TM y el S-TM, confirmandose su monotonia y convexidad respectivamente en
ambos casos.

FY([0): )

Figura 6.1: Monotonfa de f%(z[0]; 3) dentro de las regiones de la particién (N — 1)-
ésima y convexidad de J(z[0]; 3) para el TM y el S-TM. (a) f¥(z[0]; 3) para el TM
con z[0] = 0,2238, 3 = 1,75y N = 5. (b) J(x[0]; 8) para el mismo caso. (c) f~(x[0]; 3)
para el S-TM con z[0] = —0,4483, 6 =19y N = 5. (d) J(z[0]; #) para el mismo caso.

Una segunda caracteristica evidenciada por la Figura 6.1 es que el nimero de re-
giones en general es mucho menor que M” (de las 32 regiones posibles en el ejemplo
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del TM tnicamente existen 13 y en el del S-TM 14), reduciéndose por lo tanto nota-
blemente el coste computacional. Para corroborar estas dos propiedades y resaltar su
cumplimiento para cualquier valor de N, 5y z[0], en la Figura 6.2 se muestra un tercer
ejemplo para = 2y N = 10: solamente existen 137 regiones de las 1024 posibles, y
en todas ellas f*(z[0]; ) es mondtona (para 1 < k < N) y J(z[0]; 3) es convexa.
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Figura 6.2: Monotonia de f*(z[0];3) y convexidad de J(z[0]; 3) para el S-TM con

z[0] = —0,7223, 3 =2y N = 10. (a) f¥(z[0]; 3) para 1 < 3 < 2. (b) f¥(z[0]; 3) para
1,8 <3 <2 (c) J(z[0]; B) para 1 < 5 < 2. (d) J(z[0]; B) para 1,8 < 3 < 2.

La Proposicion 6.1 permite simplificar en gran medida el Algoritmo 6.1, ya que,
haciendo uso de dicha hipdtesis, solamente es necesario buscar una raiz de f¥—e; dentro
de cada QSO ._,» como se muestra en el Algoritmo 6.2, en lugar de factorizar un polinomio
de orden k y buscar cuales de sus raices pertenecen a la regién deseada. En este caso,
la busqueda del tnico cero posible dentro de cada regién procede evaluando f* en los
limites inferior y superior de Q&1 :si f*(x[0; 95! ) € Eyy fH([0]; 0l ! ) € E,
o viceversa, entonces existe un cruce de region que se puede obtener mediante algin
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algoritmo del tipo descenso de gradiente; en caso contrario, no existe ningin cruce y
uno de los dos nuevos itinerarios de longitud &, si.,_; = [So.k—2, 1] 083, 1 = [Sok—2, 2],
va a ser invalido. Ademads, la Proposicién 6.1 facilita la obtencién de los estimadores
ML locales, ya que, al no poder existir mas de un minimo dentro de cada region, este
se puede encontrar mediante un algoritmo iterativo local cualquiera.

1. Inicializacién del algoritmo. Se establecen los limites iniciales de las regiones a partir del
rango admisible de pardmetros, Zg = © = [fmin, Omax), ¥ la matriz con los itinerarios
iniciales se hace igual a la regién a la que pertenece z[0], Sp = s[0].

2. Para 1 < k < N se busca la dnica raiz posible de fF — (2[0];0) — e1 dentro de Q&1
mediante el siguiente algoritmo:

2.1. Inicializar Z; y Si como el conjunto vacio: Z; =[] y S = []. Inicializar también el
contador con el ndmero de raices de f£ — (2[0];0) —e1: j = 1.

2.2. Paral1 <¢ < Li_1—1, siendo Lj_1 la longitud de Z;_1, repetir los pasos siguientes:
2.2.1. Afadir el limite de la regién i-ésima a la particion k-ésima: Ex = [, Zx_1()].
2.2.2. Evaluar f* en los limites de la regién i-ésima de la particién (k — 1)-ésima:

21k = ({0} Zpmr () y w2lk] = FE([0); S (i + 1)),
2.2.3. Siz1[k] € E1 y x2]k] € Eq o viceversa, entonces existe un nuevo cero que afiadir
a la particién k-ésima entre Zx_1(i) y Ex—1(i + 1):
= Encontrar ese punto, 8%, aplicando un algoritmo de descenso de gradiente o
de Newton-Raphson estandar en el espacio de parametros a f*(z[0]; 0) —e;.

= Afadirlo a la particién: =y = [Eg, 0%].

= |ncorporar las nuevas secuencias simbdlicas a la matriz de itinerarios:
Sk(j,l : k) = Sk(] + 1,1 : /{) = Skfl(i,l : k), Sk(],k + 1) = Sl[k] y
Sk(j+ 1,k + 1) = sa]k], siendo s1]k] y s2[k] el intervalo al que pertenecen
x1[k] y x2[k] respectivamente.

= Actualizar el contador con el ndmero de ceros: j = j + 2.

2.2.4. Si z1[k] y x2[k] pertenecen al mismo intervalo, entonces no existe ningtn cero
que aiadir a la particién:

= Incorporar la nueva secuencia simbdlica a la matriz de itinerarios: S (7,1 :
k‘) =Sk_1(i,1: k) y Sk(],k + 1) = Sl[k] = Sg[k].

= Actualizar el contador con el nimero de ceros: j = j + 1.

2.3. Afiadir el limite superior de Z;_1 a Z: Z = [Ek, Ek—1(Lg—1)].

3. La particién deseada viene dada por Zp, y el conjunto de secuencias simbdlicas asociadas
a cada regién por Sy.

Algoritmo 6.2: Obtencién eficiente de una particion del espacio de parametros en
funcién del itinerario para un mapa unimodal, continuo en 6 y x, y que cumple la
Proposicion 6.1.
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6.3.2. Estimadores ML y HC-ML

La obtencién del estimador ML exacto del parametro de bifurcacion de un mapa
caotico siguiendo la metodologia propuesta en el Capitulo 3 requeriria:

1. Encontrar la particion del espacio de parametros en funcién del itinerario.

2. Calcular los minimos de la funcién de coste (ceros de la derivada) situados dentro
de la regién correspondiente a cada secuencia simbdlica, y seleccionar el mejor de
todos ellos, obteniéndose de este modo hasta P(IV) estimadores ML locales.

3. Seleccionar el mejor estimador ML local (esto es, el que proporcione el minimo
valor de la funcién de coste) como estimador ML global.

Este mecanismo de estimacion va a resultar muy costoso, por lo que se procede de
un modo alternativo calculando la particién en el espacio de parametros, y utilizando
como estima local el punto medio de cada region o un valor del pardmetro obtenido
mediante una bisqueda en una rejilla o un algoritmo de descenso de gradiente (en el
caso del TM o el S-TM), en lugar de la verdadera estima ML local, cuya obtencién
precisa resulta complicada. El procedimiento detallado se muestra en el Algoritmo 6.3.
Noétese que, aunque las estimas locales no son en general las de maxima verosimilitud
(y por lo tanto la estima global tampoco es la ML), sin embargo si que tienden hacia
ellas conforme aumenta N (y otro tanto ocurre con la estima global), debido a la
disminucién progresiva del tamano de las regiones de la particién. Asi pues, se puede
afirmar que la estima encontrada mediante el Algoritmo 6.3 converge asintéticamente
hacia la estima ML del parametro 6 conforme N tiende a infinito.

El Algoritmo 6.3 funciona muy bien para valores pequenos de N. Sin embargo,
conforme N aumenta el nimero de regiones de la particién crece exponencialmente,
lo que imposibilita su uso para valores medios/altos de N. En estos casos se propone
una estima del tipo HC-ML consistente en utilizar el itinerario obtenido a partir de la
secuencia de observaciones ruidosas (posiblemente modificando aquellas més suscepti-
bles de ser erréneas) como alternativa computacionalmente eficiente [Panta2000c|. El
funcionamiento detallado de este estimador se muestra en el Algoritmo 6.4, y su rendi-
miento se estudia en la Seccion 6.6, mostrandose su eficiencia estadistica asintética: sus
estimas son asintoticamente insesgadas y su varianza alcanza el CRLB para un valor
de SNR suficientemente elevado.

6.4. Estimadores Bloque

En esta seccion se presentan otras alternativas de estimacion, suboptimas y con
menor rendimiento, pero mucho mas sencillas de implementar. Todas ellas se basan
en alguna funcién de ylk] y f(y[k — 1];0), bien obtenida a partir de una estima de
sus momentos de orden r, bien como una variante del error de prediccion de primer
orden (esto es, de la diferencia entre ylk] y f(y[k — 1];0)). Esta clase de funciones
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1. Construir la particién del espacio de pardmetros, =y, en funcién del itinerario usando el
Algoritmo 6.1 o el Algoritmo 6.2.

2. Paral <i< Ly —1, siendo Ly la longitud de =y, obtener una aproximacién a la estima
ML local i-ésima de 0: bien como el punto intermedio de la regidn
1

O, = 3 (En(i) +ENn(i+1));

bien mediante una bisqueda de rejilla,

0ipp = arg'rknin J(z[0]; 0°%),
0i-
siendo 0%F = Zn (i) + (En(i + 1) — En(i))k/(N, — 1), N, el nimero de puntos de la
rejilla, y k=0, ..., N, —1; o bien mediante un algoritmo iterativo local de descenso de
gradiente (sélo adecuado para regiones convexas).

3. Seleccionar como estima ML global aproximada la mejor de todas las estimas ML locales:

OnL = argmin J(z[0]; 035

@
GI\{L

Algoritmo 6.3: Estimador ML aproximado para mapas con dependencia lineal de un
unico parametro, #, y polinémica con .

de coste no aprovechan toda la informacién contenida en las observaciones, pero dan
lugar a estimadores de bajo coste computacional y que son aplicables a una amplia
clase de mapas cadticos: todos aquellos que presenten una dependencia lineal con sus
parametros. Es decir, en general mapas cuya forma viene dada por (6.3),

f(2:0) = golw) = 0" g1,(2), (6.20)

aunque también se pueden aplicar a aquellos mapas en los que aparezca dicha depen-
dencia lineal después de una transformacion invertible, como el mapa exponencial de
la Tabla 2.2:

Inf(z;¢) —lnz = ¢(1 — x).

En la Tabla 6.1 se muestran los valores de go(z) y ¢1(x), necesarios para plantear
cualquiera de los estimadores de esta seccion, para los seis mapas cadticos de la Tabla
2.2 usados en las simulaciones: el “tent-map” (TM), el “tent-map” simétrico (S-TM),
el mapa logistico (Log.), el mapa de Singer (Singer), el mapa sinusoidal 1 (Sin.), y el
mapa exponencial (Exp.).

A continuacién se presentan los tres estimadores bloque considerados: el basado en
el método de los momentos (MBE), el de minimos cuadrados (LS), y el de minimos
cuadrados totales (TLS). Y posteriormente se discute el modo de aplicar dichos esti-
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1. Estimar el itinerario a partir de la secuencia de observaciones ruidosas: § = [$[0], ..., §[N—
1]]7 con §[n] =i < yr[n] € E;, e yr[n] dada por (5.8).

2. Obtener la regién de la particidn asociada a § mediante una versién modificada del Algoritmo
6.1 o del Algoritmo 6.2 en la que Unicamente se explora la regién del espacio de parametros
de interés. Esto es, sélo se pretende encontrar aquella regidén asociada al itinerario S, y no
la particiéon completa.

3. Encontrar la estima ML correspondiente a § del mismo modo que en el Algoritmo 6.3: como
el punto medio de la regién, mediante una bisqueda de rejilla, o utilizando un algoritmo
de descenso de gradiente local.

4. Si la secuencia simbdlica no es vélida o si se desean explorar otras secuencias, modificar §
siguiendo el mismo procedimiento que para el estimador HC-ML(k) de z[0], dado por el
Algoritmo 5.2, y repetir los pasos 2 y 3 para cada uno de los itinerarios alternativos.

5. Seleccionar la mejor de todas las estimas obtenidas (es decir, la que proporcione un menor
valor de la funcién de coste) como estima HC-ML de 6.

Algoritmo 6.4: Estimador HC-ML(k) aproximado para mapas con dependencia lineal
de un unico parametro, #, y polinémica con x.

madores a mapas cuyos parametros definen los limites de la particiéon natural, como el
SK-TM y el BSK-TM.

Mapa | go(x) | g1(2)

™ |0 (1—2[z—05])/2

S-TM | -1 1 — |z

Log. |0 z(1—x)

Singer | 0 7.862 — 23,3122 + 28,7523 — 13,32%
Sin. 0 sin(mx)

Exp. Inx |1—=x

Tabla 6.1: Funciones necesarias para construir los distintos estimadores sub6ptimos de
los seis mapas cadticos utilizados en las simulaciones.

6.4.1. Meétodo de los Momentos (MBE)

Habitualmente se dice que un estimador esta basado en el método de los momentos
(MBE) cuando se obtiene mediante la solucién de una ecuacién teérica (generalmente
sencilla) que involucra uno o varios de los primeros momentos de la FDP de las obser-
vaciones. Los estimadores obtenidos mediante el método de los momentos no cumplen
ningun criterio de optimalidad. No obstante, en ocasiones puede resultar interesante
su uso debido a que suelen ser faciles de calcular e implementar, y resultan muy ttiles
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cuando el registro de datos es suficientemente largo, ya que usualmente son asintética-
mente insesgados y consistentes [Kay1993].

El caso més general es aquel en que se dispone de un conjunto de N+1 observaciones
que dependen de 0, y[k; 0] con 0 < k < N, siendo 6 de dimensién px 1. En esta ocasién
es necesario plantear p ecuaciones basadas en p momentos de diferentes 6rdenes tales
que den lugar a un conjunto de ecuaciones linealmente independientes:

fir, = E (y[k; 0]"") = hy(0), (6.21)

con 1 < i < py normalmente r; = ¢ (es decir, se usan los p primeros momentos).
Agrupando las p ecuaciones en una tnica ecuacién vectorial,

n=h(0),

con = [fyy, .-, pr, " yh(0) = [h1(0), ..., hy(0)]", y asumiendo que h es invertible,
entonces resulta inmediato obtener el vector de parametros:

0 =h"'(p). (6.22)

Obviamente, en la practica no es posible calcular el valor exacto de ., ya que se desco-
noce el valor real de 8. No obstante, se pueden reemplazar las esperanzas matematicas
que aparecen en (6.21) por su “estimador natural”, la media muestral:

N
. 1 .
Pri = N1 Zy[k] g (6.23)
k=0
Finalmente, sustituyendo en (6.22) p por su estima, ft = [{,,, ..., fir,]” con fi,, dado

por (6.23), se obtiene el estimador buscado basado en el método de los momentos:

~

éMBE = h‘l(u)-

Para un mapa genérico con p pardmetros (caso vectorial) puede resultar muy com-
plicado encontrar un sistema de ecuaciones apropiado e invertirlo para hallar la solucion
exacta de Oypp. Sin embargo, para p = 1 (caso escalar) es muy sencillo. En esta ocasion
unicamente se debe calcular su momento no centrado de orden r,

pr = B(ylk; 0]") = h(0),
y, asumiendo que la funcién h(6) es invertible, obtener € invirtiéndola:

0=h" (MT)'

Reemplazando de nuevo la esperanza matematica por la media muestral, se obtiene el
estimador basado en el método de los momentos de 6:

N -1 1 Y r
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En el caso de un mapa cadtico con dependencia lineal de su tnico parametro, 6, el
momento no centrado de orden r de las observaciones, y[k], menos el término indepen-
diente de 6, go(z), se puede escribir como

pr = B((y[k] = go(ylk —1]))") = 0" - E(g1 (y[k — 1])"),
y despejando el parametro a estimar se obtiene que
1/r N 1/
fhr _ (E((ylk] = go(y[k — 1]))")
~(moim) - ) 6o

Finalmente, sustituyendo las dos esperanzas matematicas de (6.25) por su media mues-
tral, la estima MBE de 6 resulta

N 1/r
A SRk
Ove = | =l ; (6.26)
k;gl (ylk = 1))
z[k] = y[k] = go(y[k — 1]). (6.27)

En esta Tesis se van a considerar los estimadores obtenidos para r =1, 2, 3 y 4.
La forma del MBE en el caso mas sencillo (r = 1, para el que el estimador se obtiene a
partir del promedio de las observaciones) para cada uno de los seis mapas de la Tabla
6.1 se presenta en la Tabla 6.2 (mostrada al final de la Seccién 6.4.2) junto con la del
estimador LS, de modo que se aprecien claramente sus semejanzas y diferencias.

6.4.2. Estimador de Minimos Cuadrados (LS)

En el sentido estricto, un estimador de minimos cuadrados (LS) es todo aquel que
minimiza el error cuadratico existente entre las observaciones y el modelo de senal
considerado. En consecuencia, resulta evidente que los estimadores ML vistos anterior-
mente, tanto de la senal como del parametro, son estimadores de minimos cuadrados.
La diferencia fundamental entre ambos es que en el primero la dependencia con el
pardametro, z([n], es cuadratica para una secuencia simbélica dada (y por lo tanto exis-
te una solucion tunica, que ademas se puede obtener de manera analitica para mapas
PWL), mientras que en el segundo aparece una dependencia fuertemente no lineal
diferente para cada mapa.

Para conseguir una dependencia cuadratica en esta ocasion es necesario limitar la
clase de mapas analizados a aquellos cuya dependencia con los parametros es lineal
(posiblemente tras una transformacién invertible). Considerando una ecuacién de la
forma (6.20), y teniendo en cuenta que se dispone de N + 1 observaciones, se puede
plantear un sistema lineal de N ecuaciones con p incognitas,

7.y +1 =G0, (6.28)
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en el que zyy = [y[1] — go(y[0]), ..., y[N] = go(y[N — 1" = [2[1], ..., 2[N]]",
con z[k] dado por (6.27), es el vector con las observaciones que se desean modelar,
G = [g1,(y[0]), ..., 81p(y[IN—1])] es la matriz px N correspondiente a las predicciones

del modelo, y r es el vector con el error de modelado debido a que en general las
observaciones no se ajustan perfectamente al modelo. El estimador LS de 0 es aquel que
minimiza la norma Lo del error, ||r||3 = ||z;.y—G7” 0]|3, y para un sistema indeterminado
(esto es, aquel en el que el nimero de parametros a ajustar, p, es menor o igual que el
numero de pares de observaciones, N) se obtiene mediante la pseudoinversa o inversa
generalizada de Moore-Penrose [Golub1996]:

Ors = Gl 21,y = (GGT)'G 2. (6.29)

En esta seccion se van a estudiar solamente los mapas con un tinico parametro, 6,
para los que la funcion de coste esta compuesta por el sumatorio al cuadrado del error
de prediccion de y[k] a partir de y[k — 1]:

Tus(0) =) " erglk)?, (6.30)

siendo erglk] el error de prediccién para la muestra k-ésima,

euslk] = ylk] — fylk — 1);0) = 2[k] = 0 - g1 (y[k — 1)), (6.31)

y con z[k] dado por (6.27). Derivando (6.30) con respecto a 6 e igualando a cero se
puede encontrar facilmente una expresion cerrada para el estimador LS de 6:

N

p z[k]g1 (y[k — 1])

Ors = (6.32)

g:lgl(ywc e

En la Tabla 6.2 se comparan las expresiones del MBE para r = 1 con las del estimador
LS para los seis mapas de la Tabla 6.1. Notese que se ha utilizado

ps(y[k —1]) = 7,86y[k — 1] — 23,31y[k — 1]* + 28,75y[k — 1]* — 13, 3y[k — 1]*

para denotar el polinomio de orden cuatro que caracteriza al mapa de Singer con el fin
de evitar expresiones innecesariamente largas y complejas.

6.4.3. Estimador de Minimos Cuadrados Totales (TLS)

El estimador LS desarrollado en la Seccion 6.4.2 se puede ver como la solucién de
un problema de regresién no lineal en el que se trata de ajustar una funcién, f(z;60), de
tal modo que el error cuadratico del conjunto de N + 1 observaciones sea minimo. En
este sentido, el estimador LS resuelve el problema suponiendo que tnicamente existe
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Mapa | MBE LS
) 23 ylk] L 23 yHa-2ylk-1-05)
™ BuBE = N A=t Brs = k}}
> (1-2Jy[k—1]-0,5]) > (1-2ly[k—1]-0,5])2
k:lN ]\1;:1
. k;(Hy[k]) . k;(Hy[k])(lfly[k*l]I)
S-TM | BuBeg = v+—— BLs =
> (I-]y[k—1]) > (-|y[k-1]])?
k=1 N N k=1
. > ylk] . > ylklylk—1](1—y[k—1])
Log. )\MBE = 5 L /\LS = k:Nl
> ylk—1](1—y[k—1]) > ylk—1]2(1—y[k—1])?
k:lN ]If]:l
> ylk] > ylklps (y[k—1])
Singer éMBE = 5 k=1 éLS = k:;]
> ps(ylk—1]) > ps(ylk—1])2
k=1 k=1
N N
> ylk] > ylk]sin(rylk—1])
Sin. éMBE = k=1 éLS = kzzl\/
> sin(my[k—1]) > sin(my[k—1])?
k;l ]\]3:1
> In(y[k]/y[k—1]) > In(y[k] /ylk—1])(1—y[k—1])
EXp. éMBE = kilN éLS == N
kgl(lfy[kfl]) kizll(l*y[kfll)2

Tabla 6.2: Forma de los estimadores MBE y LS para los seis mapas cadticos de la Tabla
6.1 utilizados en las simulaciones.

error en el eje de las abscisas (es decir, en zy.y), y minimizando la distancia entre los
puntos correspondientes a dos observaciones consecutivas, (y[k — 1], y[k]), v a los pares
entrada-salida del modelo, (y[k — 1], f(y[k — 1];0)). Teniendo esto en cuenta, el error
de prediccién del estimador LS, (6.31), se puede expresar alternativamente como

ewslk] = dlylk — 1], ylk]]", [ylk — 1], fylk —1];0)]")
110, ylk] = f(ylk — 1];0)]l2, (6.33)

donde d(x,y) indica la distancia euclidea entre los vectores x e y.

Sin embargo, en el problema considerado resulta evidente que en realidad existe
error tanto en las abscisas como en las ordenadas, de modo que es preferible un estima-
dor que trate de hallar la soluciéon de minimos cuadrados totales (TLS) [Golub1996].
Algebraicamente esto significa que el sistema de ecuaciones que se pretende resolver en
esta ocasion es

z1.v +r=(G+E)"0, (6.34)

donde r denota de nuevo el error en las observaciones, y con respecto a (6.28) se ha
introducido una fuente adicional de error, E, que evidencia el error en el modelo repre-
sentado por la matriz G. Para un mapa genérico con multiples parametros no es posible
plantear una ecuacién cerrada para el estimador TLS, y el problema se resuelve habi-
tualmente haciendo uso de la descomposicién en valores singulares (SVD) [Golub1996].
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No obstante, para un mapa con un tnico parametro y considerando de nuevo la esti-
macién como un problema de regresion, existe una interpretacion geométrica sencilla
del estimador TLS [Golub1980], que se muestra en la Figura 6.3 para el mapa logistico.

f(x)
yk]- — —<serwslk]
(Z[k], g[k])
|
|
|
|
|
0 | :
0 ylk—1) 0 Lo

Figura 6.3: Interpretacién geométrica del error de prediccion para los estimadores LS
y TLS con el mapa logistico.

Como se puede apreciar claramente en la figura, mientras que el LS obtiene el error
de prediccién para cada observacion proyectando verticalmente sobre el modelo (error
unicamente en la abscisa), el TLS lo obtiene proyectando de manera perpendicular al
mismo (error tanto en la abscisa como en la ordenada). A la vista de esta observacién,
resulta evidente que, para un soélo parametro, es posible plantear una funciéon de coste
para el TLS equivalente a (6.30),

Jris(0) = ZgTLS[k]Qa (6.35)

donde errglk] es la distancia de (y[k — 1], y[k]) al par entrada-salida compuesto por
(z[k], y[k]) de la Figura 6.3:

erwslk] = d([ylk — 1], ylk]]", [2[k], glK]]")
Ilylk = 1] = Z[k], ylk] = glE][]2- (6.36)

Teniendo en cuenta que la pendiente del modelo viene dada por la derivada de f(z;60), y
que la pendiente de la recta perpendicular a f que pasa por (Z[k], g[k]) es —1/f'(Z[k]; 0),
el punto de corte entre esta recta y el modelo, Z[k], se obtiene resolviendo la ecuacién

z —ylk —1]

ylk] - f(;0)

= f(z;0),
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que mediante una simple manipulacion se puede reescribir como
f(@;0)f(2;0) + = — f'(2;0)y[k] — y[k — 1] = 0. (6.37)

Aunque en general resulta muy sencillo plantear esta ecuacién, normalmente no va a
ser facil encontrar su solucién en funcion del parametro a estimar. Por ejemplo, para
el mapa logistico se obtiene la siguiente ecuacién cibica,

3 §x2 N 1+ 2 y[k] + A2 ~ Aylk] +ylk —1]
2

T N2 v N2 =0,

cuyas soluciones presentan una expresion cerrada [Abramol965], pero que va a ser una
funcién complicada de A. En consecuencia, para un mapa genérico no se puede obtener
una expresion analitica del estimador TLS como las mostradas en la Tabla 6.2 para los
estimadores MBE y LS, y el problema debe resolverse haciendo uso de la SVD.

No obstante, existen dos casos en los que (6.37) si va a dar lugar a una solucién
cerrada sencilla: el TM y el S-TM. En el primer caso f(z;3) viene dada por (2.17) o
(2.18), y su derivada es

fl(@:8) = =fs(z—05),

mientras que en el segundo caso f(z;3) se puede escribir como (2.21) o (2.22), siendo
su derivada

[ 8) = =B s(x),

y s(z) la funcién signo. En ambos casos se llega a ecuaciones muy sencillas de resolver
(lineales) notando que el intervalo al que pertenecen y[k — 1] y Z[k] es el mismo. Es
decir, que s(z[k] —0,5) = s(y[k — 1] —0,5) para el TM y que s(Z[k]) = s(y[k —1]) para el
S-TM. Esto resulta evidente a la vista de la Figura 6.3, ya que, al obtenerse (Z[k], y[k])
proyectando (y[k — 1], y[k]) perpendicularmente sobre el modelo, el intervalo al que
pertenecen (k] e y[k — 1] tiene que ser siempre el mismo. A continuacién, planteando
(6.37) para el TM y despejando x se obtiene

3 = B21 +s(ylk — 1] — 0,5))/2 —1 f_sﬁ(gj[k: — 1] = 0,5)y[k] + y[k — 1]’ (6.38)

y llevando a cabo el mismo proceso para el S-TM el resultado es

) = 20 1) = Byl = ) 1) 639

Ahora, para obtener g[k| simplemente hay que iterar Z[k], y, a pesar de que la forma
de (6.38) y (6.39) parezca implicar una expresiéon complicada para g[k], en realidad se
obtiene una ecuacién muy sencilla,

_ Sylk = 1);:8) + By[K]
1+ /2 ’

(6.40)
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que es vélida tanto para el TM como para el S-TM, aunque f(x;3) depende del mapa
en cuestion légicamente. Sustituyendo (6.38) o (6.39) y (6.40) en (6.36) y operando, se
puede demostrar que el error de prediccién para el TLS viene dado por

19 S[k]
€TLSU€] = ﬁ, (641)
y la funcién de coste asociada resulta
Jis(B -
s =153 = 1 3 G Bl P (62

Por ultimo, ya sélo resta derivar Jrps(/3) con respecto a 3, igualar a cero y resolver la
ecuacion cuadratica resultante,

2 By 1y
- LB-1=0,
cuya solucién es [Abramo1965]
. dy + \/4d3 + d?
= 6.43
TLS 2d0 ’ ( )
siendo
N
dy = Y =[Kgi(ylk — 1)), (6.44)
k=1
N
o= ) (I = gi(ylk— 1)), (6.45)
k=1

y z[k] = y[k] — go(y[k — 1]), v estando go(ylk — 1]) v ¢1(y[k — 1]) definidas de acuerdo
con la Tabla 6.1 para el TM y el S-TM.

Asi pues, en resumen, la obtencién del estimador TLS para el TM o el S-TM se
puede llevar a cabo de una manera eficiente del siguiente modo:

1. Calcular dy y d; a partir de las observaciones usando (6.44) y (6.45).

2. Obtener fBris aplicando (6.43) y eligiendo la raiz apropiada, esto es, la que pro-
porcione un 3 € [1,2].

En el resto de los casos el estimador TLS se obtiene, con un mayor coste computacional,
a partir de la SVD de la matriz del modelo “extendida” N x (p+ 1), H = [G”, z.x],
aplicando el Algoritmo 12.3.1 de [Golub1996].
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6.4.4. Estimacién Bloque del SK-TM y BSK-TM: HCLS

Todos los estimadores bloque propuestos se basan en la linealidad con el parametro
de la relacién existente entre z[k] y z[k — 1],

z[k] = f(x[k —1];0) = 0 gi(x[k — 1]) + go(z[k — 1]),

siendo necesario ademés disponer de s[k — 1] o poder estimarlo de manera sencilla y
fiable a partir de las observaciones en el caso de mapas cuya forma depende de la region
del espacio de fases, como los mapas PWL. Desafortunadamente para algunos mapas
PWL, como el SK-TM o el BSK-TM, no se cumple ninguna de estas dos premisas:

1. En el caso del SK-TM, g1(z) = x en ambos intervalos, pero la relacién con su
parametro aparece a través de 1/c en el primer intervalo y a través de —1/(1 —c¢)
en el segundo, mientras que en el caso del BSK-TM ocurre algo similar: g;(z) = z,
y la dependencia con el pardmetro es 2/(1+c¢) en Ey, y —2/(1 —¢) en Es.

2. El parametro ¢ determina la frontera entre las dos regiones de su particion, de
modo que si se desconoce no existe ningiin modo evidente de obtener una estima
de la secuencia simbélica.

Por suerte, tanto para el SK-TM como para el BSK-TM es posible solucionar ambos
problemas. El primero de ellos se resuelve simplemente considerando la relacién inversa,

wlk — 1] = fop_y(@[k];0) = 0 ha(a[k]) + ho(x[K]),

que para el SK-TM resulta

1 ' ) cxlk], slk—1] =1,
fs[k—l](x[k]vc) - {C:L‘[k’] —|—1—x[k], S[k‘— 1] =9
= cxlk]+ (s[k — 1] — 1)(1 — z[k]), (6.46)

y para el BSK-TM también presenta una expresion similar,

e JEEe =R sk -1 =1
fs[kfl} (.T[ ]7 C) - 1+:2c[k]c + 175213[]6‘]’ S[k _ 1] -9
1+ afk 1 — alk
- +2x[ et sl —1]—3) 23:[ 3 (6.47)

A la vista de estas dos ecuaciones resulta evidente que la relacién entre z[k — 1] y x[k]
se va a poder expresar de un modo semejante a la de la relacion directa explotada en
las secciones 6.4.1 a 6.4.3, aunque con una diferencia importante: ahora la dependencia
con el itinerario aparece en el término independiente de 6, ho(z).

Respecto al segundo problema, la manera obvia de solucionarlo consiste en probar
las P(N) secuencias simbdlicas vélidas, obtener la estima correspondiente para cada
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una de ellas, y seleccionar finalmente la mejor de todas. El crecimiento exponencial del
nimero de itinerarios con la longitud de la secuencia hace que esta solucién resulte in-
viable para valores de N medios/altos. En consecuencia, en [Panta2001a, Luengo2001b]
se propuso una solucién computacionalmente eficiente, conocida como HCLS (“Hard
Censoring Least Squares”), consistente en ordenar las observaciones de acuerdo con su
amplitud y dividirlas en dos conjuntos continuos de tal modo que aquellas con am-
plitud menor que un cierto umbral se asume que pertenecen a Fi, y el resto a Fj.
Situando este umbral sucesivamente entre cada par de muestras ordenadas se obtienen
N +1 estimas que se corresponden con otros tantos itinerarios explorados (los de mayor
probabilidad), selecciondndose la mejor de todas ellas como estima global.

Aunque el estimador bloque puede ser cualquiera de los anteriores, en lo sucesivo
se considera unicamente el LS. En este caso, la funciéon de coste se puede escribir como

Js(c)=|lds—h ¢l =(ds —h-¢)"(ds —h-¢),
siendo dg = [dsi)[0], ..., dsgnv—1][N — 1]]7, con dgp_nj[k — 1] = y[k — 1] — ho(y[k]), que
en el caso del SK-TM vale
dipe—y [k = 1] = y[k — 1] = (3[k = 1] = (1 — y[k]),
y en el caso del BSK-TM es
g [k = 1] = 2y[k — 1] — (25[k — 1] = 3)(1 — y[k]),

v h = [h[1], ..., h[N]]¥ con h[k] = hi(y[k]), que se convierte simplemente en hlk] =
y[k] para el SK-TM, y en h[k] = 1 + y[k] para el BSK-TM.
En ambos casos la solucién LS para un itinerario dado viene dada por (6.29):

h7d;
h”h’

donde h = (hTh)~'h?” = h”/(hTh) no depende del itinerario, y por lo tanto tinica-
mente es necesario calcularlo una vez. Alternativamente, (6.48) se puede escribir como

&s=hlds =

(6.48)

kﬁl BlkJdsge_nk — 1]

(6.49)

8
CLs =

A la vista de (6.49), se aprecia claramente que si se explora el conjunto de N + 1
secuencias simbolicas de manera ordenada de tal modo que entre el estimador r-ésimo
y el (r — 1)-ésimo unicamente una observacion de la secuencia ordenada cambia de
region a la que pertenece, entonces se puede obtener el estimador r-ésimo de manera
eficiente a partir del (r — 1)-ésimo simplemente sumando y restando un término al
numerador y realizando la divisién por el denominador (que se mantiene constante),
como se muestra en el Algoritmo 6.5.
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1. Construir el vector y = [§[0], ..., §[N —1]]T, que contiene las N primeras observaciones,
Yo.-N—1, €n orden creciente de acuerdo con su amplitud. Esto es, suponiendo que no existen
dos observaciones que tengan exactamente la misma amplitud, g[r] = ylk — 1] (0 <r <
N —1,1<k < N)siy sélo si existen dnicamente r — 1 observaciones cuya amplitud es
menor que y[k — 1], cumpliéndose ademds que g[r] > glr — 1] parar=1, ..., N — 1.

2. Construir el vector z = [Z[0], ..., Z[N — 1]]7, que contiene las observaciones siguientes a
las de y del conjunto sin ordenar. Es decir, si g[r] = y[k — 1], entonces Z[r] = yl[k].

3. A partir de y y z, generar los vectores con la sefial deseada cuando sk —1] = 1,
dl—[dl[] ...,d1~[ ]]Tcon dl[]—y[]—ho([] 1), y cuando sk — 1] = 2,
dy = [da[0], e dg[ ]]T~ con dafr] = §[r] — ho(Z ’[r];2), el vector diferencia,
§ = [0[0], ..., O[N ]] = d; —dy, y el vector h = [h[0], ..., A[N —1]]7, para
el que hfr] = hl(E[ 1)

4. Calcular el estimador LS suponiendo que todas las muestras de la sefal pertenecen a F,
que viene dado por

siendo NES = BT&Q y ﬁLS = ﬁTfl, y evaluar su error como
Jis(é1s) = [ Edal5 = [[&oll3,
sindo E=1—-H =1I—h(h"h)'h” y &, = Eds.

5. Para 1 <r < N, encontrar el estimador LS correspondiente a suponer que yo.,_1 € F1 e
Vr:N—1 € Eo (cuando r = N todas las muestras pertenecen a F1), del modo siguiente:

5.1. Calcular el estimador LS local r-ésimo a partir del (r — 1)-ésimo mediante

siendo
Nig = N{g"+hlr = 1)o[r — 1] = N{g" + h[r — 1](d1[r — 1] — da[r — 1)).
5.2. Obtener su error de nuevo a partir del error de la estima anterior, Jig = ||&,||3, con
& =& 1 +E(Gr)o[r—1=8&_1 +E(,r)(di[r—1] — dafr — 1]).

6. El estimador HCLS global es aquel de los N + 1 estimadores locales calculados cuyo error
sea menor. Esto es, s = ¢j g, con

i = argmin Jig(ég), para =0, ..., N.
T

Algoritmo 6.5: Estimador HCLS para mapas cuyos limites de la particion dependen
del parametro que se desea estimar.
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Por dltimo, nétese que, para determinar cual de los N + 1 estimadores es el mas
adecuado, es necesario evaluar el error de cada uno de ellos, que viene dado por

Js(c) = || Eds3,

donde E es una matriz de error independiente de la secuencia simbdlica, E =1 — H,
siendo I la matriz identidad N x N, y H = hh' = h(hTh)~'h’. Esta evaluacién del
error del estimador r-ésimo también se puede hacer de un modo eficiente a partir del
error (r — 1)-ésimo, como se muestra en el Algoritmo 6.5.

6.5. Algoritmo de Estimacién Competitivo

En el caso de mapas con dependencia lineal de sus parametros, como los de la
Tabla 6.1, se puede recurrir a algtin algoritmo iterativo y/o adaptativo local (descen-
so de gradiente, Newton-Raphson, LMS, etc.) para encontrar © como alternativa a
los métodos bloque descritos en la Seccién 6.4. Estos métodos siguen la formulacion
estandar y consiguen el mismo rendimiento que el correspondiente estimador bloque
[Panta2001b, Luengo2001a, Luengo2001b], de modo que no se consideran en lo sucesivo.
Desafortunadamente, estos algoritmos convencionales no son aplicables en el caso de
mapas cuyos limites entre regiones dependen de los parametros a estimar, como el SK-
TM, el BSK-TM o los mapas de Bernouilli. Sin embargo, en esta seccién se desarrolla
un estimador competitivo para esta clase de mapas en el que los diferentes interva-
los del mapa cadtico pugnan por modelar cada par de observaciones, adaptandose los
parametros de acuerdo con el ganador en cada ocasion.

6.5.1. Plantemiento del Problema: Aprendizaje Competitivo

En esta seccion se va a explotar un paradigma bien conocido en computaciéon neuro-
nal y que se puede utilizar tanto para plantear algoritmos iterativos como adaptativos:
el aprendizaje competitivo. La idea bésica del aprendizaje competitivo es la siguiente. Se
dispone de una coleccién de vectores o patrones de entrenamiento, m[k] con 1 < k < N,
y de un conjunto de vectores o patrones de referencia, inicializados aleatoriamente, v;|[0]
con 0 <¢ < M — 1, que se van ajustando de acuerdo con el siguiente procedimiento:

1. En la iteracién n-ésima se selecciona un patrén de entrenamiento, m[n]. Si se
trata de un problema “on-line”, entonces m[n] = m[k], mientras que para pro-
blemas bloque (“batch”) habitualmente se escoge m|k] aleatoriamente entre los
N vectores disponibles.

2. Se compara m(n] con el valor actual de cada uno de los vectores de referencia,
v;[n], usando una métrica especificada a priori.

3. El vencedor de esta competicién reduce su distancia (en la métrica de referen-
cia) con respecto al vector de entrenamiento siguiendo un algoritmo adaptativo
sencillo, como el LMS por ejemplo.
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Si el método estd bien disenado y alcanza la convergencia, en el estado estacionario
cada vector de referencia representa a un subconjunto (“cluster”) de los datos de en-
trenamiento [Haykin1999, Princi2000].

Asi pues, el aprendizaje competitivo provoca que cada uno de los vectores de re-
ferencia se concentre en un determinado grupo de patrones de entrada con ciertas
caracteristicas comunes. Esta idea se ha extendido al drea de modelado en [Pantal994,
Pantal996]: varios modelos lineales compiten por el ajuste de los patrones de entrada,
concentrandose cada uno de ellos en un grupo de los mismos que presentan algin tipo
de semejanza. También es posible aplicar el concepto de competicién al planteamiento
de estimadores iterativos y/o adaptativos de parametros de mapas PWL cadticos, como
se mostro en [Luengo2001a, Luengo2004a] y se discute en secciones posteriores. En este
caso se dispone de un tnico modelo (el mapa PWL) cuyos multiples intervalos compi-
ten entre si por ajustar las observaciones disponibles, adaptandose el subconjunto de
parametros del mapa correspondiente al intervalo vencedor. Por ltimo, nétese que la
formulacién general del problema presentada en la Seccién 6.5.2; y el estimador com-
petitivo desarrollado en la Seccién 6.5.3 también se pueden aplicar a otros problemas
en procesado de senal y comunicaciones, como por ejemplo los problemas ciegos inver-
sos (deconvolucién ciega, separacién ciega de fuentes e igualacion ciega [Luengo2004al)
en los que la senal de entrada es dispersa (“sparse”) [Luengo2005d] o aplicaciones de
“clustering” en general.

6.5.2. Formulacion General del Problema

La formulacién genérica del problema es la siguiente [Luengo2004a]. Se dispone de
un conjunto de observaciones contaminadas por AWGN de acuerdo con (3.4),

y[k] = x[k] + wlk],

con k=0, ..., N. La senal de interés, x[k|, se obtiene mediante una transformacién
lineal de un vector de parametros, 0, que se desea estimar, mas un posible término
adicional que no depende de ©:

z[k] = T v[k] = 0T ulk] + vo[k], (6.50)
donde ¢ = [1, 8], v[k] = [volk], vi[K], .., v [K]]7, ulk] = vi,[k] = [vi[K], ..., v[k]]"
y k=0, ..., N. Cada vector v[k| se genera a su vez a partir de otro vector g-ario,

s[k], mediante una transformacién posiblemente no lineal,
v[k] = T(s[K]), (6.51)

siendo s[k| = [si[k], ..., sr.[K]]", con s;[k] € {l1, ..., l,}. En consecuencia, aunque
el objetivo dltimo sea estimar 0, es preciso determinar previamente el valor de v[k]
(o equivalentemente de s[k]) de entre los hasta M = g% vectores posibles para cada
observacién (como de costumbre, pueden existir vectores s[k] invalidos).
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Nétese que (6.50) es muy parecida a (6.3). De hecho la unica diferencia entre ambas
es que en (6.3) g(z) denota un conjunto de p + 1 funciones cualquiera, mientras que
en (6.50) cada uno de los M = ¢ vectores v[k| representa uno de los M posibles
conjuntos de p 4+ 1 funciones disponibles:

vilk] = [go(z[k — 1)), gra(alk — 1)), ..., gpa(alk —1])]",

coni =20, ..., M—1.

A la vista de (6.50) y (6.51), resulta evidente que para cada observacion se trata
de resolver un problema de chequeo de maltiples hipotesis compuestas (“multiple com-
posite hypothesis testing”) [VanTre1968, Kay1998al: la selecciéon de una de entre M
posibles hipotesis cuando la FDP de por lo menos una de ellas no esta completamente
especificada. En el caso binario (sélo dos hipdtesis) esta clase de problemas, también
conocidos como problemas de deteccién y estimacién conjunta [Olmo2000] ya que re-
quieren la estimacion de unas variables y la deteccion de otras, se pueden resolver de
manera éptima mediante un cociente de verosimilitud generalizado (“Generalized Like-
lihood Ratio Test”, GLRT), que reemplaza aquellos pardmetros desconocidos por sus
estimas ML y aplica un cociente de verosimilitud estandar para determinar la hipétesis
mas probable [VanTre1968, Kay1998al:

~1

~0 ~0 A1

éML _ {GMLa P(y: Omp, Ho) = p(y; Oy Ha);
= ~0 A1

On,  2(Y; O, Ho) < p(Y; Oy Ha)s

dondeéi\/[L es la estima ML de © suponiendo que la hipétesis ¢-ésima, H;, es la correcta,

p(y; é;\/{La H;) es la funcién de verosimilitud asociada a H;, e i € {0,1}.
Aunque es posible extender el GLRT al caso M-ario facilmente, su rendimiento
puede no ser satisfactorio en un caso general por dos motivos [Kay1998al:

1. La verosimilitud de una hipétesis, p(y; éiwL, H,), es una funcién creciente con el
nimero de parametros de los que depende, lo que introduce un sesgo en el GLRT
a favor de las hipdtesis mas complejas.

2. El GLRT no es capaz de discriminar hipdtesis con espacios de parametros anida-
dos (esto es, hip6tesis cuyo conjunto de parametros sea un subconjunto de los de
otra hipdtesis), seleccionando siempre aquella hipdtesis mas general.

El modo habitual de solventar esta dificultad consiste en recurrir a funciones de cos-
te basadas en criterios relacionados con la teoria de la informacién, que introducen
un término que penaliza la complejidad de los modelos. Las dos reglas utilizadas
con mayor frecuencia son el principio de minima longitud de la descripcion (“Mini-
mum Description Length”, MDL) de Schwartz y Rissanen [Schwarl975, Rissan1978|
y el criterio de la informacion de Akaike (“Akaike’s Information Criterion”, AIC)
[Akaike1973, Akaike1974].
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Sin embargo, en nuestra aplicacién todas las hipdtesis (intervalos del mapa cadtico)
presentan la misma complejidad, pudiendo incluso compartir los parametros, como
ocurre por ejemplo en el caso del SK-TM y del BSK-TM, de modo que estas dos
limitaciones no son importantes. Suponiendo que los vectores v|[k] son independientes,
y dado que se dispone de N + 1 observaciones, existen un total de MN+1 = gLs(N+1)
combinaciones diferentes de vectores s[k] (hipétesis). Aplicando la filosofia del GLRT
a este problema, este va a elegir la hipdtesis r-ésima,

r = argméx p(y; éj\/m, H,;), (6.52)

coni=0, ..., MY —1. De acuerdo con el modelo de sefial dado por (6.50) y (6.51),
y puesto que el ruido es blanco y Gaussiano, resulta evidente que cada una las FDPs
de (6.52) es también Gaussiana,

p(y:0,H;) = m exp <_Ti2 kz_o (y[k] — ¢TV¢[k])2> ; (6.53)

siendo v;[k] el vector de referencia para la hipdtesis i-ésima en el instante k-ésimo.
Obviamente, (6.52) se puede reformular de tal forma que r se obtenga alternativamente
minimizando la funcién de coste cuadratica habitual:

r = argmin{ — Inp(y; éfv[L, H;)} = argmin J(éi\/IL; H,), (6.54)
con
N N
J(O;H:) = > (ylk] — volk] — 0" Vi, [K])* = (y[k] — ¢ Vvilk])*. (6.55)
k=0 k=0

Utilizando esta formulacién, el procedimiento para estimar © mediante el GLRT seria
el siguiente:

1. Para cada una de las MV *! hipétesis obtener é;\/[L mediante la pseudo inversa,

v = Ul(y — v)) = (UU]) ' Ui(y - V), (6.56)
donde v? = [vi[0], ..., vi[N]]T es el vector (N+1)x 1 con los términos de “offset”
para cada observacién, y U; = [w;[0], ..., w;[N]]” es una matriz p x (N +1) con

la parte de todos los vectores de referencia que multiplica a ©.

2. Evaluar (6.55) para cada hipétesis y seleccionar como estima ML final aquella
que proporcione un menor valor.

Aunque esta metodologia es perfectamente valida, pone de manifiesto una tercera li-
mitacién crucial del GLRT para el problema estudiado: el ntimero de hipdtesis crece
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exponencialmente con la longitud de la secuencia. En consecuencia, una vez més no
resulta factible la aplicacién directa de este método (nétese que en el caso de la esti-
macion de la secuencia también se ha estado aplicando el GLRT de un modo implici-
to), por lo que se recurre a un algoritmo de gradiente estocastico de baja complejidad
[Luengo2001a, Luengo2004a] cuya formulacién general se desarrolla en la Seccién 6.5.3.

6.5.3. Formulacion General del Estimador Competitivo

Para desarrollar el algoritmo competitivo de gradiente estocastico, en primer lugar
se va a replantear el problema considerado. En lugar de abordarlo como un test de
multiples hipétesis compuestas con MV *! hipétesis diferentes se va a analizar como un
problema de minimizaciéon funcional en el que para cada instante de tiempo se desea
encontrar el vector de referencia éptimo. Desde este punto de vista la funcién de coste
que se debe minimizar es

N N
Ja(0) = (ylk] — b ve [K])* =D e [k, (6.57)
k=0 k=0
donde ¢, € {0, 1, ..., M — 1} indica el mejor patrén de referencia (hipétesis) posible
para la observacién k-ésima, v, k], de entre los M disponibles:
¢ = argmin &;[k]?, (6.58)
siendo
eilk] = y[k] — " vi[k] (6.59)
el error de aproximacién usando el vector de referencia i-ésimo, con ¢ =0, ..., M —1.

Desafortunadamente la mejor hipétesis para cada observacion, H,,, es una funcién
discontinua del vector de pardmetros, 0, y del conjunto de todos los posibles patrones
de referencia para la muestra k-ésima, Vi, = {vo[k], ..., var_1[k]}. En consecuencia, no
es posible llevar a cabo una minimizacién directa de (6.57) mediante métodos bloque
o iterativos estandar con un bajo coste computacional. Es decir, el tinico modo de
garantizar que la solucién obtenida es la éptima consiste en probar las M *! hipdtesis
posibles y seleccionar la mejor de todas ellas.

No obstante, extendiendo la idea de [Kohon1991], es posible resolver este problema
mediante un algoritmo iterativo/adaptativo de bajo coste computacional, recurriendo
a la técnica clasica conocida como aprozimacion estocdstica [Hyvari2001]. La idea con-
siste en usar estimas instantdneas del error de aproximacion y plantear un algoritmo
iterativo/adaptativo basado en el descenso de gradiente similar al algoritmo LMS:

An—1
= 8" Vel
1 ~n—1

+ " (ylk] = ViR b )ug(k]

e Kl K], (6.60)

~n

- 9"
- 9"
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donde se ha sustituido ¢; por ¢ para simplificar la notacién. Comparando (6.60) con
el LMS y otros algoritmos iterativos/adaptativos estdndar, la principal diferencia se
encuentra en que, puesto que se desconoce el intervalo real al que pertenece cada ob-
servacion, previamente a la actualizacion de © existe una competicion entre los distintos
modelos (intervalos) y © se ajusta tratando de minimizar la distancia entre la obser-
vacién k-ésima, ylk], y la prediccién realizada por la hipdtesis ganadora con la estima
anterior de 0, v'[k]"d

Para esta clase de técnicas resulta fundamental realizar un analisis de su conver-
gencia, que en este caso resulta muy complicado debido a que €?[k] no es una funcién
continua ni de © ni de las hipétesis. No obstante, a pesar de su discontinuidad enlk]
es una funcién bien definida y tunica en todos los puntos excepto quizas en aquellos
en los que e[k] = €}[k] para algin i # j. Afortunadamente, asumiendo una FDP
continua para y[k — 1], y[k] y 0, la probabilidad de que €”[k] se encuentre en alguno de
dichos puntos de discontinuidad es nula, de modo que en general (6.60) es también una
funcién bien definida cuya convergencia se va a poder analizar. Para llevar a cabo este
andlisis, nétese que (6.57) puede considerarse una aproximacién determinista, basada
en la media muestral, de la siguiente funciéon de coste estocastica,

J.(8) = E((y[k] — & vI[k])?) = E(cL[k]). (6.61)

Nuevamente (6.61) es una funcién discontinua de y[k] y v.[k], pero en esta ocasion,
siguiendo un razonamiento paralelo al de [Kohon1991], en el Apéndice G se demuestra
que su gradiente exacto con respecto a 0 es

Vo (Je(8)) = —2E((y[k] — & vy k)i [k]) = —2E(c;[k]u [K]). (6.62)
Esta ecuacién es fundamental, ya que implica que la direccién de mayor pendiente de
(6.61) con respecto a © (dada por su gradiente) coincide con la de la mejor hipdtesis

(esto es, el vector ganador). Por consiguiente, la relacién entre (6.60) y el algoritmo de
descenso de gradiente exacto para (6.61),

~ N

- 9"
- 9"

(I — V2" ullk)
-+ B k), (6.63)
es la misma que para el LMS: (6.60) es una aproximacién estocéstica de (6.63) obtenida
sustituyendo la esperanza matemadtica de (6.63) por su estima muestral instantédnea.
En consecuencia, este estimador, mostrado en el Algoritmo 6.6, se ha denominado LMS
competitivo (“Competitive” LMS, CLMS) [Luengo2001a, Luengo2004al.

Hasta ahora se ha demostrado que el CLMS actualiza © siguiendo la direccién
del minimo de la funcién de coste, pero no se ha considerado el valor de la tasa de
aprendizaje, pu”. Para un algoritmo de gradiente estocastico como el CLMS se puede
demostrar que (6.60) converge a un minimo de (6.61) cuando n tiende a infinito si p™
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es una secuencia decreciente que cumple dos condiciones [Robbin1951, Kushnel978]:

iu” = 00, (6.64)
=1

> (w")? < oo (6.65)

n=1
Un ejemplo de regla de adaptacién de p que satisface tanto (6.64) como (6.65) es
[Hyvari2001] .

n 1

W= e o (6.66)
donde C' es una constante cuyo valor determina la velocidad de decrecimiento de p™:
cuanto mayor sea C' mas lentamente disminuye el valor de p™. Sin embargo, en la
préactica con frecuencia se utiliza un valor de " constante (C' = oo en (6.66)) para
problemas “on-line” (imponiéndose las mismas restricciones a p que para el LMS), o
se decrementa ligeramente su valor al principio y se mantiene fijo posteriormente con

el fin de permitir una rapida adaptacién del algoritmo [Hyvari2001].

1. Inicializar el pardmetro de actualizacién, u', a un valor prefijado, y el vector © a un valor
aleatorio, 0, dentro del rango de pardmetros admisible.

2. Para 1 < n < N, siendo N; un nimero de iteraciones prefijado (en problemas “on-line”
N; = N) o el nimero de iteraciones necesario para que el algoritmo converja:

2.1. Elegir una observacién: para el caso “on-line”, y[k| = y[n], mientras que para el caso
“batch” ylk] se escoge aleatoriamente entre las IV disponibles (1 < k < N).

2.2. Construir el conjunto de los M posibles patrones de referencia para ylk],
{vylk], ..., vi;_4[k]}, a partir del conjunto de M posibles vectores g-arios,

[SB1K], - sy (K]},
2.3. Calcular el error de aproximacién para cada patrén mediante (6.59), y utilizar el que
. AT .
proporcione un menor error para obtener ® mediante (6.60).

2.4. Actualizar y, esto es, obtener u"*1 = f(u™) usando una regla preestablecida.

. . , ~ N;
3. La estima final del pardmetro buscada es 6 .

Algoritmo 6.6: Algoritmo LMS Competitivo (CLMS) para un problema genérico
tanto “batch” como “on-line”.

6.5.4. Algoritmo Competitivo para Mapas Cadticos: SK-TM,
BSK-TM y Mapas de Bernouilli

Para ilustrar la aplicacién del CLMS en la estimaciéon de parametros de senales
caodticas se van a considerar tres mapas cuya particion natural depende de sus parame-




264

tros: el SK-TM, el BSK-TM, y los mapas de Bernouilli. En los tres casos la iteracion
hacia delante no presenta una dependencia lineal con los parametros, de modo que
se utiliza la iteracion hacia atras, al igual que en la Seccién 6.4.4, denominandose al
algoritmo resultante “Backward” CLMS (BCLMS). A efectos de comparacién se va a
considerar también la aplicacion del algoritmo CLMS con el error de aproximacion y
los patrones de referencia de la iteracién adelante (“Forward” CLMS, FCLMS), aunque
en esta ocasion los resultados obtenidos van a ser siempre peores.

En primer lugar se va a desarrollar el algoritmo CLMS para el SK-TM y BSK-TM,
en cuyo caso s6lo hay dos patrones de referencia validos y un parametro a estimar.
Las expresiones para la iteracion hacia atras del SK-TM y del BSK-TM vienen dadas
por (6.46) y (6.47) respectivamente, de donde se obtienen facilmente los dos posibles
vectores de referencia para cada uno: volk] = [0, y[k]]T y vi[k] = [1 — y[k], y[k]]"
para el SK-TM, mientras que vo[k] = [—(1 — y[k])/2, (1 +y[k])/2]T v vi[k] = [(1 —
ylk])/2, (1+ylk])/2]" para el BSK-TM. Nétese que en este caso (iteraciéon hacia atras),
se cumple que
vi'[k] = h(yl[k]; s[k — 1] = 4),

)

estando h definida como en la Seccién 6.4.4 para sk — 1] =4, coni=1, ..., M.
Por otra parte, el CLMS viene dado siempre por (6.60), siendo el menor error de
aproximacién ahora £?[k] = min(|e}[k]|, |e5[k]|), el vector ganador en cada iteracion

g [V, et < IR
) {vgm, 2lk]] > 31K

evlk] = ylk—1] - tylk],
eblk] = ylk—1]— (1= 1 —é&"Nylk)),

para el SK-TM, y para el BSK-TM,

at = ofe- - (),

Para un mapa de Bernouilli la situacién se complica ligeramente, ya que existen
multiples intervalos. Considerando un mapa lo més general posible, dado por (2.15),
su iteracion hacia atréas es

_ z|k| — €0 ey — X k
fs[kl_l] ($[k]7 TIPS eM) = L€s[k—1] + 7[]63[19—1]—1, (6'67>

€M — €o €M — €o
de modo que, asumiendo que el rango de la senial (esto es, los valores de eg y eypr) es
conocido o ha sido estimado previamente, en la relacion entre cada par de observaciones
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intervienen como mucho dos parametros del mapa. En consecuencia, los vectores de
referencia tienen dimensiéon M Xx 1 (incluyendo el término de “offset”), pudiéndose
obtener para un mapa de Bernouilli genérico del modo siguiente:

vy [K] [ endli — M| eodli — 1]
vy [K] Sfi — 1] Sli — 2] N
vy [K] 8i — 2] 5li — 3] slki=co
vi k] = : = f ; o (6.68)
Vyr—alk] S[i— (M —2)] 6[i — (M —1)] en—eo
| oyp [k ] L= (M =1)]  6fi - M]

donde v"[k] indica el componente m-ésimo de v?[k], y d[-] es la funcién impulso o
delta de Dirac.

Analizando (6.68) se observa que nunca van a existir mas de dos elementos no
nulos. En consecuencia, las ecuaciones de actualizacién de los pardametros en funciéon
del vector ganador se pueden escribir como sigue:

1. Si el patrén ganador es el primero (es decir, si ¢ = 1),

—ylk k] — kl —
éy:éylwn(y[k_u_weo_yu ) ylk] = o
€M — €o €M — €o em — €

2. Si el patrén ganador es el ultimo (esto es, ¢ = M),
y[k] — €o et —ylk] .y ) enr — ylk]
ey — ——— & | ———.

5 sn—1
€p—1=Cp1 T H (y[ ] ear — €o

€M — €0 €M — €o

3. Finalmente, si el ganador es el intervalo intermedio i-ésimo, 2 <i < M — 1,

S (y[k R Tt LIPS Mém) en = ylk],
€M — €o Epm — €o eym — €o
—ylk k] — El—
o= e (y[k gy e Yy Mém) ylH e
€M — €0 En — € eym — €o

Por 1ltimo, como ya se ha mencionado anteriormente, también se va a considerar el
CLMS obtenido a partir de la iteracién hacia delante (FCLMS). En este caso el error
de aproximacién hacia delante para el intervalo i-ésimo y un mapa caotico cualquiera
se define como i

er (k] = ylk] = filylk —1;0° ), (6.69)
de modo que, desarrollando su gradiente para el intervalo ganador, ¢ = ¢, se puede
llegar facilmente a una ecuacién muy similar a (6.60):

AT —1

el 1
= 0 —gu"Veellk]
i (ylk] = folylk - 1; én_l))vefc(y[k ~1:0)| ;g

= 0" 4 e KV g fulylk — 1;0)

- 9"

N 6.70
0.0 (6.70)
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Obviamente Vg f.(y[k — 1]; 9)\e_én—1 desempena el mismo papel en (6.70) que u’[k]

en (6.60), aunque con dos import_antes diferencias debido a la dependencia no lineal de
fe(ylk —1];0) con ©:

1. La forma del gradiente va a ser especifica para cada mapa, y va a depender en
general de los parametros a estimar.

2. La demostracién del Apéndice G no es valida para esta clase de mapas, de modo
que no se puede garantizar su convergencia desde un punto de vista teorico,
aunque si se ha comprobado experimentalmente la convergencia del algoritmo
competitivo mediante simulaciones.

En la practica se van a considerar los mismos tres mapas que para la iteracién
hacia atras: el SK-TM, el BSK-TM y los mapas de Bernouilli. Definiendo los vectores
de referencia en esta ocasiéon como

W[k = Vo ilylh —110)lg g =glylk— sl —1]=1),  (671)

con 1 <i < M y g definido como en (6.3), la ecuacién para el FCLMS es idéntica a la
del BCLMS: o

0 =0 +pel[kuglk],

donde €”[k] y u’[k] vienen dados respectivamente por (6.69) y (6.71) para i = c. En las
tablas 6.3 y 6.4 se muestran los posibles valores del error y los patrones de referencia
para el SK-TM, el BSK-TM y los mapas de Bernouilli. Nétese que en este caso no existe
término de “offset” para el SK-TM ni para el BSK-TM, de modo que los vectores de
referencia tienen dimensiéon uno. En cuanto a los mapas de Bernouilli, al igual que
ocurria con el BCLMS, en cada iteracién tinicamente se actualizan 1 6 2 parametros,
en funcién de cual sea el patrén ganador. Por ultimo, también debe resaltarse que en
todos los casos el valor actual de los pardmetros a estimar aparece como un divisor en
las ecuaciones de v?[k| y €”[k], lo que da lugar a problemas numéricos que afectan al
rendimiento del algoritmo, como se muestra en la Seccion 6.6.

6.6. Resultados

En esta seccion se presentan los principales resultados obtenidos para la estimacion
de los parametros de diversos mapas cadticos unidimensionales. En primer lugar, en
la Figura 6.4 se muestra un ejemplo del rendimiento de los estimadores HC-ML y ML
aproximados para el S-TM. El estimador HC-ML se obtiene usando los algoritmos 6.4
y 6.2, mientras que la aproximacion al estimador ML se lleva a cabo mediante un
algoritmo de busqueda en una rejilla dividido en dos fases:

1. Busqueda inicial del minimo usando una rejilla con 1.000 puntos distribuidos
uniformemente a lo largo del espacio de parametros, lo que evita el elevado coste
computacional derivado de encontrar los limites de las regiones.



267

Mapa enlk]

SK-TM | ep[k] = ylk] — 22 cplk) = ylk] — 2=,

BSK-TM | ef[k] = y[k] - (2 Lk gl 1) . enlk] = y[k] - (2% - 1) .
ylk] — o — ezl =

Bernouilli | e?[k] = ylk] — eo — (ekf_eé%)g[f;nlhé?j), 2<i1<M-—1,;

i i—1

y[k] —ep— (eanr—eo)(ylk—1]—€y; 1) i—= M.

~n—1 )
CM—Cpq

Tabla 6.3: Errores de aproximacién para el algoritmo FCLMS del SK-TM, del BSK-TM
y de un mapa de Bernouilli genérico.

Mapa | uf[k]
SK-TM u?[k] — _ k1] U;[/ﬂ] _ 1-ylk—1]

- (én71)2 ) (l—énfl)Q .

BSK-TM u?[k;] = -9 Lty[k—1] Ug[k‘] —9 1—y[k—1]

(1+én—1)2 9 (1,én—1)2 .

T
I

(67 " —eo)?
gn—1 en —e —1]-e"} T
Bernouilli | uf[k] = [Oz‘T—% _(GM_(éeg)—(leiéﬁ—_lly)[f_l])’ e (és)—(lyikéﬂi]ll);il% O?C/[—z‘—l )
2<i1<M-—1.
T
n enr—eo)(enr—ylk—1
= [szsteaen o

Tabla 6.4: Vectores de referencia para el algoritmo FCLMS del SK-TM, del BSK-TM
y de un mapa de Bernouilli genérico.

2. Refinamiento de la busqueda usando una segunda rejilla més fina alrededor del
minimo de la funciéon de coste encontrado mediante la primera rejilla.

Como puede apreciarse, el MSE del HC-ML se encuentra muy cercano al del ML,
alcanzando ambos el CRLB a partir de una relacién senal a ruido de 20 dB aproxima-
damente, y superando ampliamente el rendimiento del estimador bloque basado en el
TLS, que no alcanza el CRLB, pero cuyo coste computacional es muy inferior tanto al
del ML como al del HC-ML. El comportamiento de estos tres estimadores para otros
ejemplos (no mostrados) del TM y S-TM con distintos valores de z[0] y [ es similar,
aunque con la variabilidad caracteristica de las senales cadticas ya mostrada en los
capitulos anteriores: la ganancia del HC-ML con respecto al TLS y el punto exacto
en que alcanza el CRLB dependen en gran medida de la condicién inicial, el valor del
parametro de bifurcacién, y la longitud de la secuencia cadtica.
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Figura 6.4: Comparacién del rendimiento del estimador HC-ML con el de bisqueda en
una rejilla (ML aproximado) para el S-TM con § = 1,45, z[0] = —0,61 y N = 10.

Ademas, al igual que ocurria con los estimadores 6ptimos y subdptimos de la se-
cuencia, los estimadores ML aproximado y HC-ML del parametro de bifurcaciéon son
inconsistentes. Como prueba de esta afirmacién, en la Figura 6.5 se muestra un ejemplo
del MSE del HC-ML para el S-TM con 8 = 1,9, x[0] = —0,63 y tres valores diferentes
de SNR. Puede observarse claramente como el MSE del estimador alcanza un punto
de saturacién a partir de un cierto valor de N que depende de la SNR (N = 5 para
una SNR = 12 dB, N = 9 para una SNR = 15 dB, y N = 11 para una SNR = 18 dB
aproximadamente).

25 & SNR=12dB ||

SNR = 15 dB

-~ SNR=18dB

4 6 8 10 12 14 16 18 20
SNR(dB)

Figura 6.5: MSE del estimador HC-ML en funcién de la longitud de la secuencia y
distintos valores de SNR para el S-TM con = 1,9 y x[0] = —0,63.
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A continuacion se estudia el comportamiento de los diversos estimadores bloque
propuestos en la Seccién 6.4, cuyo rendimiento es menor que el de los estimadores ML
y HC-ML, pero cuyo coste computacional es también muy inferior. En la Figura 6.6 se
muestra el MSE de 6 para cuatro de los seis mapas de la Tabla 6.1 (mapas logistico,
de Singer, del seno y exponencial) usando los tres estimadores bloque de la Seccién
6.4 (MBE, LS y TLS) para secuencias “largas” (N = 100). Excepto en el caso del
mapa exponencial, para el cual el MBE con r = 1 presenta un comportamiento muy
malo, en el resto de los casos todos los estimadores proporcionan un MSE similar,
especialmente para valores de SNR medios/altos. El MBE con r = 2 presenta un
rendimiento ligeramente superior al resto, y en esta ocasion el TLS no parece que
proporcione una ventaja significativa con respecto al LS.

150 T T T T
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LS -60f s i
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Figura 6.6: Comparacién del rendimiento de los estimadores MBE (r =1, 2, 3y 4), LS
y TLS para secuencias generadas por distintos mapas caéticos unimodales con N = 100
y 1.000 condiciones iniciales aleatorias. (a) Mapa Logistico con A = 4. (b) Mapa de
Singer con ¢ = 1,07. (¢) Mapa del seno con ¢ = 0,95. (d) Mapa exponencial con ¢ = 3,5.
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El resto de esta seccién se dedica a analizar el comportamiento del principal al-
goritmo propuesto en este capitulo: el CLMS. En primer lugar, en la Figura 6.7 se
muestra la convergencia del BCLMS tanto para el SK-TM como para el BSK-TM:
en un caso sin ruido, con un parametro de adaptaciéon constante (p = 0,01) y una
inicializacion aleatoria del parametro de bifurcacién, las estimas dadas por el BCLMS
siempre convergen al valor real de c.

i i I I I I I I
500 1000 1500 2000 2500 500 1000 1500 2000 2500

Figura 6.7: Convergencia del algoritmo BCLMS con una inicializacién aleatoria, N =
100, = 0,01 y C' = o0. (a) SK-TM con ¢ = 0,2. (b) BSK-TM con ¢ = —0,3.

Esta ausencia de minimos locales y convergencia garantizada para un valor de p
suficientemente bajo del BCLMS contrasta con la divergencia ocasional observada en el
caso del FCLMS, que se muestra en la Figura 6.8. Como se aprecia en las figuras 6.8(a)
y (b), para un mismo valor del parametro de adaptacién (¢ = 0,01) el FCLMS presenta
una velocidad de convergencia superior a la del BCLMS en general. No obstante, para
una inicializacion aleatoria algunas realizaciones del algoritmo divergen hacia valores
absurdos del parametro de bifurcacion. Este problema se puede resolver en parte utili-
zando un valor de p menor, como se muestra en las figuras 6.8(c) y (d). Sin embargo,
una solucién mejor consiste en utilizar una inicializacién fija en un punto intermedio
del espacio de pardmetros: ¢° = 0,5 para el SK-TM, y é° = 0 para el BSK-TM. De este
modo, en el caso sin ruido se garantiza la convergencia (no mostrada) de ¢" hacia el
valor real de c incluso con p = 0,01.

Desafortunadamente, este buen comportamiento de los algoritmos BCLMS y FCLMS
no puede garantizarse para mapas con un mayor nimero de intervalos. En las figuras
6.9 y 6.10 se muestra la convergencia de €] para dos mapas de Bernouilli distintos
con cuatro intervalos. En este caso se usa el BCLMS con una inicializacion fija de
sus parametros de tal modo que se obtenga una particién uniforme en el espacio de
pardmetros: ¢ = 0,25, é) = 0,5 y €} = 0,75. En estas dos figuras puede apreciarse
cémo, mientras que para el primer mapa el vector de parametros estimados siempre
converge hacia el real, en el segundo caso aparecen minimos locales que pueden dar
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Figura 6.8: Convergencia del algoritmo FCLMS con una inicializaciéon aleatoria, N =
100y C' = 0. (a) SK-TM con ¢ = 0,2y u = 0,01. (b) BSK-TM con ¢ = 0,2y p = 0,01.
(¢) SK-TM con ¢ = 0,2y p=0,001. (d) BSK-TM con ¢ = 0,2 y = 0,001.

lugar a particiones distintas de la deseada. Aunque en cualquier caso la convergencia
del BCLMS se encuentra asegurada, tal y como se demuestra en el Apéndice G. No
obstante, la presencia de estos minimos locales va a provocar un empeoramiento del
MSE promedio de la secuencia estimada, siendo necesario estudiar con mayor detalle
su frecuencia de apariciéon y sus efectos, asi como considerar posibles soluciones de este
problema. Por lo tanto, en lo sucesivo iinicamente se presentan resultados de MSE para
el SK-TM y el BSK-TM.

En primer lugar, en la Figura 6.11 se compara el MSE del BCLMS y del FCLMS pa-
ra el SK-TM. Las graficas se han obtenido, para cada algoritmo y valor de SNR, a partir
de 1.000 simulaciones de Monte Carlo llevando a cabo 5.000 iteraciones del algoritmo y
utilizando la estima final obtenida. Puede apreciarse la aparicion de un efecto umbral
en el comportamiento del FCLMS para ¢ = 0,5: es necesaria una SNR minima de apro-
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Figura 6.9: Convergencia del algoritmo BCLMS para un mapa de Bernouilli con cuatro
intervalos (e = 0, e; = 0,2, e = 0,6, e3 = 0,9 y ¢4 = 1), una inicializacién fija
(6) =0,25,¢9=0,5y &3 =0,75), N =100, p = 0,01 y C' = oo0.

ximadamente 15 dB para que empiece a funcionar correctamente. Ademas, cuando ¢
se encuentra cercano al punto intermedio de su espacio de parametros (¢ = 0,5 en este
caso) el MSE de ambos algoritmos es esencialmente el mismo a partir de dicho umbral,
mientras que en los extremos (¢ = 0,1 por ejemplo) el BCLMS consigue una ganancia
importante (aproximadamente 5 dB en este caso) con respecto al FCLMS para valores
altos de SNR. El pobre MSE observado en el caso del BCLMS con g = 0,001 se debe
a que el algoritmo atin no ha sido capaz de converger después de 5.000 iteraciones. Las
mismas conclusiones son aplicables al BSK-TM para el valor de ¢ correspondiente, ya
que ambos mapas son topoldgicamente conjugados.

A continuacién, en la Figura 6.12 se compara el rendimiento de los dos algoritmos
competitivos con el del estimador bloque correspondiente: el HCLS. Como puede verse,
el BCLMS presenta basicamente el mismo rendimiento que el HCLS, mientras que el
FCLMS sélo consigue dicho MSE para valores de ¢ cercanos a 0,5, proporcionando un
MSE mucho menor para valores muy bajos o muy altos de c.

Por tultimo, en la Figura 6.13 se muestra el MSE de la estima de la secuencia
completa en funcion del valor real de ¢ para distintos valores de SNR. Puede verse como
el algoritmo BCLMS siempre consigue eliminar parte del ruido presente en la entrada,
obteniéndose una SNR a la salida superior. Por el contrario, el FCLMS consigue un
rendimiento tan bueno como el del BCLMS para valores de ¢ cercanos al punto medio
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Figura 6.10: Convergencia del algoritmo BCLMS para otro mapa de Bernouilli con
cuatro intervalos (e = 0, e; = 0,4, es = 0,6, e3 = 0,9 y ¢4 = 1), una inicializacién fija
(6) =0,25,¢9=0,5y ey =0,75), N =100, u = 0,01 y C' = occ.

del espacio de parametros, pero mucho peores conforme c se acerca a los extremos del
mismo, no siendo capaz en estos casos de filtrar el ruido presente en las observaciones.
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Figura 6.11: MSE de ¢ para los algoritmos BCLMS y FCLMS en funcién de la SNR
para el SK-TM. (a) ¢ =0,1. (b) ¢ = 0,5.
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Figura 6.12: Comparacién del MSE del algoritmo HCLS con el de los algoritmos
BCLMS y FCLMS para el SK-TM. (a) MSE de ¢ para ¢ = 0,05. (b) MSE de la
secuencia cadtica completa, X, para ¢ = 0,05. (¢) MSE de ¢ para ¢ = 0,5. (d) MSE de
la secuencia cadtica completa, x, para ¢ = 0,5. (e) MSE de ¢ para ¢ = 0,85. (f) MSE
de la secuencia cadtica completa, X, para ¢ = 0,85.
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(a) (b)

Figura 6.13: MSE de la secuencia cadtica completa para los algoritmos BCLMS y
FCLMS con distintos valores de SNR (SNR = 0, 15, 30, 45y 60 dB), en funcién del
parametro de bifurcacién. (a) SK-TM. (b) BSK-TM.

6.7. Discusion

En este capitulo se ha estudiado el problema de la estimacién de los parametros de
un mapa caotico cuando su forma es conocida. Este problema es mucho més complejo
que el de la estimacion de la senal cadtica, no pudiéndose aplicar técnicas de estimacion
Bayesiana ni de maxima verosimilitud. En consecuencia, a lo largo del capitulo se
han considerado dos clases de técnicas subdptimas basadas en la relacién determinista
existente entre dos muestras consecutivas de la sefial caética: métodos bloque (MBE, LS
y TLS) y estimadores iterativos/adaptativos locales (algoritmo CLMS). Este algoritmo
CLMS resulta especialmente relevante, ya que puede utilizarse en otras aplicaciones
relacionadas con el “clustering” o la identificacion ciega por ejemplo.

La evaluacion del rendimiento de los distintos estimadores se ha realizado del mismo
modo que en los capitulos precedentes: mediante simulaciones de Monte Carlo. Las
principales conclusiones extraidas a la vista de los resultados son las siguientes:

1. Aunque es posible plantear el estimador ML de los pardmetros siguiendo una
metodologia similar a la del estimador ML de la secuencia (divisién del espacio
de pardmetros en funcién del itinerario, calculo de hasta P(/N) estimas ML locales
y seleccion de la mejor como estima ML global), en esta ocasién resulta mucho
méas complicado obtener cada una de las estimas ML locales. Por lo tanto, la
aplicacion del estimador ML sélo resulta factible para mapas PWL muy sencillos
con un tnico parametro (TM y S-TM por ejemplo) y secuencias muy cortas.

2. En la practica, el modo de encontrar las estimas de los pardmetros para mapas
con dependencia lineal de los mismos consiste en explotar dicha relacién lineal
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existente entre dos muestras consecutivas. En este sentido, los métodos bloque
propuestos (MBE, LS y TLS) proporcionan buenos resultados para SNRs me-
dias/altas, aunque sin llegar a alcanzar el CRLB aparentemente.

Las prestaciones de los métodos bloque se encuentran limitadas para bajas rela-
ciones senal a ruido por su sesgo. Aunque resulta dificil corregir completamente
este problema, debido a la correlacion entre el ruido y la senal introducida por
la transformacién no lineal del mapa cadtico, si que es posible minimizar su in-
fluencia aplicando un umbral antes de la estimacion.

Como alternativa a los métodos bloque se pueden utilizar algoritmos iterati-
vos/adaptativos locales estandar basados en el método del gradiente, el LMS o
el algoritmo de Newton-Raphson, cuyo rendimiento es similar al de aquellos.

Los métodos bloque e iterativos convencionales no se pueden aplicar directamente
a aquellos mapas cuya particion natural depende de los parametros a estimar
(como el SK-TM, el BSK-TM, o los mapas de Bernouilli), ya que habria que
encontrar una estima para cada uno de los P(NN) posibles itinerarios, como en el
caso del estimador ML. Para esta clase de mapas se han propuesto un método
bloque, HCLS, y un algoritmo iterativo/adaptativo local, CLMS, que permiten
estimar sus parametros con un bajo coste computacional y un rendimiento similar
al del resto de los mapas.

Este ultimo algoritmo, el CLMS, es probablemente el mas relevante de todos
los presentados a lo largo del capitulo, ya que resulta 1til en otras aplicaciones
como el “clustering” o la identificacién ciega. Ademads, se ha demostrado que
converge hacia un minimo de la esperanza matematica del cuadrado del error de
aproximacion siguiendo la direccién de su gradiente.

En el caso de la estimacion de senales cadticas se ha comparado el rendimiento
del CLMS obtenido a partir de la iteracion hacia delante, FCLMS, y hacia atras,
BCLMS, constatandose que el BCLMS proporciona un mejor rendimiento que el
FCLMS, tanto desde el punto de vista de la convergencia como del MSE.

Por 1ltimo, debe considerarse la extensién de los estimadores propuestos a mapas

d-dimensionales, al igual que en los capitulos anteriores. En primer lugar, dada la
complejidad y el coste computacional de los estimadores HC-ML y ML para mapas
unidimensionales con un unico parametro, parece evidente que no resulta factible su
utilizacién para mapas multidimensionales. En consecuencia, cualquier problema que
implique la estimaciéon de los parametros de un mapa cadtico d-dimensional va a tener
que recurrir a métodos suboptimos. En este sentido, la extension de los métodos bloque
o iterativos/adaptativos considerados a lo largo del capitulo a mapas d-dimensionales
resulta inmediata siempre que se mantenga la linealidad (posiblemente a tramos) con
los parametros, y teniendo en cuenta que el coste computacional va a aumentar con el
nimero de parametros, asi como con la dimensién de los mapas usados.
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