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Capitulo 3

Estimacion de Maxima
Verosimilitud de Secuencias
Caodticas

3.1. Introducciéon

En los préximos tres capitulos se va a abordar el primero de los dos problemas
de estimaciéon considerados: obtener el estimador optimo de una secuencia cadtica a
partir de sus observaciones ruidosas cuando se conocen la forma del mapa generador y
sus parametros. En este capitulo se plantea el problema desde el punto de vista de la
estimaciéon de maxima verosimilitud (ML), considerandose los estimadores Bayesianos
en el Capitulo 4, y estimadores computacionalmente eficientes en el Capitulo 5. Este
capitulo considera fundamentalmente la estimaciéon de senales generadas mediante la
iteracion de mapas PWL unidimensionales, aunque también se discute brevemente la
estimacién de mapas no PWL.

La organizacién del capitulo es la siguiente. En primer lugar, en la Secciéon 3.2 se
muestra la formulacién general para el problema de la estimaciéon ML de una secuencia
caotica: se presenta el modelo matematico considerado, y se plantea el estimador ML de
una secuencia obtenida iterando un mapa unidimensional cualquiera. La formulacién
del estimador ML evidencia la necesidad de disponer de expresiones cerradas para
la iteracion hacia delante y hacia atrds de los mapas que se pretenden estimar. En
la Seccién 3.3 se encuentran dichas expresiones para mapas PWL, que resultan ser
lineales en la muestra de referencia, z[n|, para un itinerario dado. Estas ecuaciones
permiten obtener una expresion analitica del estimador ML de secuencias obtenidas
iterando un mapa PWL en la Seccién 3.4. A continuacién, en la Seccion 3.5 se discute
brevemente el problema de la estimacién de secuencias generadas por mapas no PWL,
las dificultades a la hora de aplicar la metodologia de estimacion propuesta para mapas
PWL, y posibles soluciones. Por tltimo, el capitulo se cierra con la presentacién de los
principales resultados obtenidos para mapas PWL en la Seccién 3.6, y una discusion
de los mismos en la Seccién 3.7.
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3.2. El Problema de la Estimacion ML de Secuen-
cias Caodticas

3.2.1. Modelo Matematico

En el caso de mapas y secuencias unidimensionales, la ecuacion general que describe
la evolucién del estado del sistema, la ecuacion de estado o del proceso, viene dada por

z[k] = f(z[k — 1]) + v[k], (3.1)

siendo z[k] el estado del sistema en la iteracién k-ésima, f un mapa cadtico cualquiera
de los descritos en la Seccién 2.3, y v[k] una excitacién de entrada o ruido del proceso
(también conocido como ruido dindmico). Sin embargo, el estado del sistema no suele
ser observable directamente, sino a través de un proceso de observacion, que viene
descrito por la ecuacion de medida, cuya forma general es

ylk] = g(z[k]) + wik], (3.2)

donde y[k| es la observacién o medida k-ésima, w(k| el ruido de observacién o medida,
y ¢ la funciéon de observacion, que relaciona el estado del sistema con el observable, y
que puede ser lineal o no lineal.

En esta Tesis se va a suponer que no existe ruido en el proceso de generacion de la
senal cadtica, de modo que (3.1) se reduce a (2.6), la ecuacién generadora de un mapa
unidimensional genérico:

[k] = f(z[k = 1)), (3-3)

para un cierto valor de z[0] dado y con 1 < k£ < N. En cuanto a la ecuacién de obser-
vacion, se considera que la tinica distorsion es debida al ruido de medida, obteniéndose
entonces (1.4),

ylk] = k] + wik], (3.4)

para las observaciones del sistema. Como ruido de medida, w(k], se considera ruido
aditivo blanco Gaussiano (AWGN) estacionario, de media cero, y varianza o2. Esto es,
w(k] ~ N(0,0?). En consecuencia, las ecuaciones (3.3) y (3.4) se pueden resumir en
una tunica ecuacion que describe las medidas realizadas del sistema:

i = {:p[O]—I—w[O], k:Z; | (35)

La ecuacion (3.5) resume toda la informacién disponible sobre el sistema que se desea
estimar: se conoce de manera exacta la ecuacion de su evolucién, pero tan soélo se
dispone de un conjunto finito de muestras, distorsionadas por el ruido. El objetivo de
este capitulo es obtener, a partir de la secuencia de N + 1 observaciones, {y[k]}+_,, la
estima ML de la secuencia de N + 1 muestras generadas realmente por el mapa cadtico,

{x[k1}Zo-
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3.2.2. Estimador ML

Con el fin de plantear el problema de un modo mas compacto se van a agrupar las
observaciones disponibles en un vector columna, y = [y[0], ..., y[N]]*, y los pardme-
tros que se desean estimar en otro vector columna, x = [z[0], ..., z[N]]T. En este
caso, el estimador ML viene dado por [VanTre1968, Kay1993]

Xy = arg max p(y;x),
donde p(y;x) es la funcion de verosimilitud, esto es, la FDP de las observaciones
condicionada por los pardametros que se desean estimar. Puesto que las muestras del

ruido son independientes, la FDP de las observaciones viene dada simplemente por el
producto de N + 1 FDPs:

N

p(y;x) = [ [ p(ylkl; (k).

k=0

A la vista del modelo matemético de las observaciones, dado por (3.5), cada observacién
contiene una componente determinista (la muestra real de la secuencia cadtica) y una
componente aleatoria con FDP Gaussiana (la muestra de ruido). En consecuencia,
la FDP asociada a cada observacién de la secuencia es Gaussiana con media z[k] y

plolbalk) =~ exp (- D)

o de manera sintética, y[k] ~ N(z[k],0?). Y por lo tanto la FDP del conjunto de las
observaciones es también Gaussiana:

Py = e (—% > ikl - w[k])?)
= ) e (< -x b -%). (0

y de manera sintética, y ~ N(x, o°T).

La estima ML de la secuencia cadtica es aquel valor de x que maximiza (3.6).
Sin embargo, en el caso de FDPs Gaussianas resulta mas conveniente trabajar con la
funcion de log-verosimilitud, que se obtiene tomando el logaritmo neperiano o natural

de (3.6),

nplyx) = ot In@no?) — 5 S (ol — k)’
k=0
= - ene?) - oy 9y~ ).
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Y puesto que el logaritmo es una funcién creciente, y el primer término de la funcién
de log-verosimilitud no depende de los parametros que se desean estimar, el estimador
ML se puede reformular como

XM, = arg min J(x),

con

J(x) (3.7)
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Es decir, en el caso Gaussiano hallar el estimador ML resulta equivalente a minimizar
una funcién de coste compuesta por el error cuadratico entre las observaciones y las
muestras de la secuencia deseada.

No obstante, en el Capitulo 2 se ha mostrado que todas las muestras de la senal
cadtica se pueden generar a partir de una tnica muestra de referencia, iterando hacia
delante y/o hacia atrds (en cuyo caso es necesario conocer ademds la secuencia simbéli-
ca). Utilizando este determinismo conocido de la secuencia caética, se puede reescribir
la funcién de coste de (3.7) como

N

2
Il som) = > (ylk = 157 o (aln])) (3.8)
k=0
con Sp.,—1 = [8[0], ..., s[n —1]]7, y el estimador ML de z[n] resulta
Iyp[n] = argmin J(z[n], Sy (1 : n)), (3.9)
donde Sy, (1 :n) = [Smp[0], ..., Smw[n — 1]]T denota la estima ML de los primeros n

simbolos del itinerario, que por el momento se asume obtenida previamente de alguna
manera que se detalla posteriormente en la Seccién 3.4.4.

Los méximos y minimos de (3.8) se obtienen derivando con respecto a x[n| e igualan-
do a cero. Para simplificar la notacion, se va a introducir el subindice s en la iteraciéon
de f para indicar la posible dependencia con el itinerario, en lugar de indicar deta-
lladamente las muestras de la secuencia simbodlica que intervienen en cada iteracion.
La ecuacién resultante de derivar (3.8) con respecto a z[n] para sp.,,—1 = Syp(l : n) e
igualar a cero es:

dfg( dfg. " (x[n])

N
> ylk] SML Z () == (3.10)

k=0

Las soluciones de esta ecuacién proporcionan todos los maximos, minimos y puntos de
inflexién del sistema. El estimador ML de z[n] es el minimo global de J(x[n], Sur). Es
decir, aquel de entre todas las soluciones de (3.10) que sea un minimo y que proporcione
el valor menor de J(z[n], Symw)-
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La estima ML del resto de las muestras de la secuencia caodtica se puede obtener
iterando el mapa hacia delante y hacia atrds a partir de la estima ML de xz[k], gracias
a la propiedad de invariancia del estimador ML [Zacks1971, Mendel1987, Kay1993]:

aac[k] = f£ "(@uwln])  con 0<k <N,

donde el subindice Sy, recuerda que en las muestras que se obtienen iterando hacia
atras es necesario haber calculado previamente la estima ML del itinerario.

Aunque el planteamiento del estimador ML en principio es muy sencillo, existen
tres inconvenientes que dificultan la obtencion de una expresion cerrada del mismo:

1. Para plantear una expresion especifica de (3.10) para el mapa del que se desea
estimar la secuencia es necesario encontrar una ecuacién analitica para fF~"(z).

2. Aunque se pueda hallar la expresién anterior, si J(z[n],s) no es una funcién
convexa van a existir en general multiples maximos y minimos, apareciendo el
problema de los minimos locales.

3. Si la muestra de referencia escogida no es z[0], es necesario conocer cuél de las
M preimégenes elegir en cada iteracién hacia atrés a partir de z[n]. Es decir, se
debe obtener la estima ML de la secuencia simbdlica s[0], ..., s[n — 1].

Para un mapa genérico estos tres problemas pueden estar presentes en mayor o
menor medida. Sin embargo, en la Seccién 3.4 se estudia una clase de mapas para
la que estos tres problemas se pueden resolver de manera cerrada: los mapas PWL.
Para esta clase amplia de mapas se puede encontrar una expresion analitica para la
iteracion hacia atras y hacia delante, como se muestra en la Seccion 3.3. Ademas, esta
expresion resulta ser lineal en z[n| para una secuencia simbdélica dada, lo que da lugar
a una funcién de coste cuadratica, y por lo tanto convexa y con un tnico minimo. Por
ultimo, el propio mecanismo de obtencién de la estima ML de z[n] (hallar el minimo
dentro de la region correspondiente a cada posible itinerario, y luego seleccionar el
minimo global) proporciona de manera natural la secuencia simbdélica 6ptima.

Respecto al resto de mapas no PWL, la metodologia seguida para los mapas PWL
sigue siendo vélida: obtener un estimador ML local para cada posible secuencia simbdli-
ca, y seleccionar el mejor de todos los estimadores locales como estimador ML global.
El problema en esta ocasion es que en general no se puede obtener una expresion
analitica para la iteracion k-ésima del mapa, de modo que no se va a poder formular el
estimador ML de manera cerrada como en el caso de los mapas PWL. Ademas, aunque
se consiguiera hallar dicha expresion la funcién de coste en este caso no es cuadratica,
de modo que podrian existir minimos locales para un itinerario dado, y la obtencién
de cada uno de los estimadores ML locales no resulta inmediata en este caso. Estos
problemas se discuten brevemente en la Seccién 3.5, dedicandose el resto del capitulo
fundamentalmente al estudio del estimador ML de mapas PWL.
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3.3. Composicion Funcional para Mapas PWL

En general, no es posible obtener una ecuacién cerrada para la iteracién k-ésima
hacia delante o hacia atras para la mayoria de los mapas cadticos, y la tinica alternativa
para generar el mapa es iterar muestra a muestra. Sin embargo, en el caso de los mapas
PWL si se pueden obtener formulas para su iteracién tanto hacia delante como hacia
atras. Estas expresiones son las que se presentan en esta seccion.

3.3.1. Iteracién Hacia Delante

En primer lugar se considera la iteracion hacia delante. La funciéon que define un
mapa PWL general viene dada por (2.14), y la expresién para la iteracién hacia delante
a partir de x[n] es

n] 4 bi)xz (z[n]). (3.11)

||M§

Esta ecuacién se puede reescribir como
z[n +1] = aspeln] + by, (3.12)

donde s[n| es la muestra n-ésima de la secuencia simbdlica asociada al mapa, que nos
indica a qué regiéon pertenecen las muestras del mismo en cada iteracion. El siguiente
teorema muestra la expresion de la iteracion k-ésima hacia delante para un mapa PWL
cualquiera.

Teorema 3.1 Sea f(z) un mapa lineal a tramos con M intervalos, cuya forma viene
dada por la ecuacion (2.14), y sea el mapa iterado asociado a f(x) dado por las ecua-
ciones (3.11) o (3.12). La iteracion k-ésima hacia delante del mapa a partir de una
muestra inicial x[n| viene dada por

0,k m+1,k
z[n+ k] = f¥(z[n]) = AS[n ]tk =117 Z A :+m+1],...,s[n+k—1]b8[n+m}7 (3.13)

con0<n<N,0<k<N —n, siendo A¥* =1 para cualquier k, y

k—1
m,k
As[n+m] .,s[n+k—1] = H QAs[n+1), (314)

l=m

con 0 <k <N, y0<m<k. Porltimo, s|n| es la muestra simbdlica asociada con la
muestra n-ésima de la secuencia cadtica: sn| =i < x[n] € E;.

Demostracion 3.1 La demostracion de esta expresion se realiza mediante el método
de induccion: se prueba la validez de la formula propuesta para la primera iteracion,
se supone que es valida para la iteracion k-ésima, se obtiene el valor de xzn + k + 1]
utilizando esas dos expresiones, y se comprueba su coincidencia con la iteracion (k+1)-
ésima de la formula. Esta demostracion se muestra en el Apéndice E. [
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Por lo tanto, mediante (3.13) resulta posible predecir la iteracién k-ésima de una
muestra a partir de una condicioén inicial, si se conoce su secuencia simbdlica futura.
El subindice s en (3.13) pretende resaltar el hecho de que la iteracién k-ésima de z[n|
solo coincide con la real, obtenida iterando muestra a muestra, si la secuencia simbdlica
asociada a z[n], ..., z[n+k — 1] coincide con s. El resto de secuencias simbdlicas dan
lugar a secuencias cadticas invalidas. Esto es, secuencias que resulta imposible generar
mediante ese mapa cadtico a partir de la condicién inicial dada.

En cualquier caso, la ecuacién (3.13) se debe aplicar con precaucion a la hora
de generar muestras de mapas cadticos, puesto que, incluso si se conoce la secuencia
simbodlica correcta, al cabo de unas iteraciones las muestras generadas mediante uno y
otro método divergen, como se muestra en la Figura 3.1.

= o ¢ |
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-1 I I I I
0 20 40 60 80 100
10°
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0 20 40 60 80 100

n

Figura 3.1: Muestra de la inestabilidad numérica en la iteracion hacia delante de un
mapa cadtico. (a) Iteracién a partir de x[0] = 0,78729906182707 del BSK-TM con ¢ =
—0,5 usando (3.11) (circulos) y (3.13) (asteriscos). (b) Valor absoluto de la diferencia
entre las dos senales (error).

Como se puede apreciar en la Figura 3.1, la diferencia entre la secuencia generada
mediante la iteracién directa usando (3.11) o (3.12), y la generada usando la expresién
analitica dada por (3.13), es minima durante aproximadamente 70 muestras en este
caso. Después, la secuencia obtenida mediante (3.13) se aparta rapidamente de la ge-
nerada usando (3.11) o (3.12), debido a que el itinerario de z[0] usando (3.13) difiere
del real al cabo de un cierto nimero de iteraciones a causa de los errores numéricos.
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Ademads, como se aprecia en la parte final de la gréfica, la ecuacién (3.13) tiende a pre-
sentar un comportamiento numéricamente inestable para valores grandes de k, dando
lugar a muestras de la secuencia que se encuentran fuera del espacio de fases del mapa.

Esta discordancia entre ambas senales es debida a la sensibilidad propia de los sis-
temas caoticos, que no sélo se observa en sus condiciones iniciales, sino que también se
extiende a sus parametros e incluso a la forma de llevar a cabo las operaciones para ge-
nerar la secuencia. Esta inestabilidad numérica extrema presentada por las secuencias
cadticas provoca que cualquier cambio en su mecanismo de generacién (incluso el cam-
bio del orden de realizacién de las operaciones) proporcione secuencias completamente
diferentes a medio y largo plazo. Como se muestra en la Seccion 3.3.2, esta desviacién
se puede evitar generando las muestras mediante iteraciéon hacia atras. No obstante,
para un conjunto de muestras reducido esta diferencia no es apreciable, y la ecuacién
(3.13) resulta imprescindible para plantear los estimadores ML y Bayesianos de mapas
PWL en secciones posteriores.

En las ecuaciones (3.13) y (3.14), los subindices en la expresién de A indican la
porcién de la secuencia simbdlica necesaria para generarla. Sin embargo, con el fin de
simplificar la notacion, en general tinicamente se va a escribir el subindice s para indicar
la dependencia con la secuencia simbdlica, y la porcion de s utilizada realmente en el
célculo se puede deducir facilmente a partir de la ecuacién. De este modo, (3.13) se
puede reescribir de manera simplificada como

k—1
z[n + k| = fsk(x[n]) = Ag’kx[n] + Z AgnJrLka[n—&-m]' (3.15)

m=0

La ecuacién (3.14) se puede simplificar del mismo modo. Ademads, observando su forma
se aprecia la posibilidad de encontrar formulaciones recursivas para (3.14). Una primera
formulacién recursiva de (3.14) podria ser

as[ner]A;nJrl’k, 0<m<k-1, k>0

Ak = B
1, m = k.

(3.16)

La ecuacién (3.16) muestra la recursividad de A™* en el superindice m. Sin embargo,
va a resultar de mayor utilidad la expresién recursiva en el superindice k mostrada a
continuacion:

as[n-l—k—l]AT’k_l) 0<m<k-— 1, k> 0;

Am,k —
® 1, m=k.

(3.17)

Esta tltima formulacién recursiva de A™* va a resultar muy 1til posteriormente
a la hora de implementar los diferentes estimadores. Puesto que en este caso resulta
necesario conocer A;”’k para 0 < k < Ny 0 < m < k, estos valores se pueden
precalcular para una determinada secuencia simbdlica y almacenar en una matriz A,
de dimensién (N +1) x (N +1), cuyo elemento (m+ 1, k+1)-ésimo sea A™*. El cdlculo
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1. Se construye una matriz A triangular superior (esto es, sus elementos por debajo de la
diagonal principal valen cero: Ag(i,j) =0 Vj < i) con unos en su diagonal principal.

2. Se obtiene la matriz A; a partir de Ay modificando tinicamente el elemento (1, 2) mediante
la férmula recursiva en k: A1(1,2) = ag,jAo(1,1).

3. Se repite la operacién anterior para k = 2, ..., N. En general, la matriz A se obtiene
a partir de la A;_; modificando tnicamente los elementos de la columna (k + 1)-ésima
mediante la férmula recursiva en k de la siguiente manera:

Ak(lv k + 1) = a’s[n-ﬁ-k‘—l]Akfl(i? k):
cont=1, ..., k.

4. La matriz resultante para k = N es la matriz deseada. Esto es, Ay = A.

Algoritmo 3.1: Generacion recursiva de la matriz A necesaria para obtener todas las
muestras de la secuencia iterando hacia delante.

de esta matriz se puede realizar de manera eficiente haciendo uso de la ecuacién (3.17),
mediante el Algoritmo 3.1, mostrado en esta misma pagina.

En el Algoritmo 3.1 se sigue la notacién de [Golub1996] (véase el Apéndice B),
denotandose el elemento (i, j)-ésimo de la matriz A mediante A (7, j). De modo paralelo,
en cada iteracién del algoritmo se puede ir construyendo el vector b dado por

b = [z[n], ban, bufnsrs - b1l

de manera simultanea a la matriz A. Una vez que se disponga de A y b se genera
la secuencia completa de puntos {x[n], ..., z[N]|} mediante una simple operacién
matricial:

x=ATb.

Por ejemplo, si N = 3, la matriz A buscada es

1 Ao,l AO,Q A0,3
0 1 Al Al

A=ly o 1 A28 |
0 0 0 1
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y el vector b = [z[n], by, bsjnt1], Dspig]”- Finalmente, el vector x resultante se
generaria como

x[n] 1 0 0 0 x[n]
| A 0 0| | by
N :E[n + 2] - A2’2 A;Q 1 0 bs[n+1]
[n + 3] | AS? AT AR 1] | by
[ 2n]
AVl zn] + by,
_ . ]
A?z[n] + Ag?bgfn) + bsfnra)
L AS’B«T[”] + A;Bbs[n} + Aggbs[nJrl] + bs[n+2]

Las distintas fases del procedimiento de generacion de la matriz A de manera re-
cursiva mediante el Algoritmo 3.1 se muestran en la Figura 3.2 para N = 3.

100 0 1 agy 00
0100 0 1 0 0
0010 = 1o o0 10
0001 0 0 01
Ao A,

Y

1 Qs[n]  Qs[n)As[n+1]  As[n]Cs[n+1]Ds[n+2] 1 Qs[n]  As[n)As[n+1] 0

0 1 As[nt1] Asnt1]As[n+2] 0 1 Agfnt1; O

0 0 1 Qgfs) — Jo o 10

0 O 0 1 0 0 0 1
As=A As

Figura 3.2: Generacién recursiva de la matriz A para N = 3.

Para finalizar, nétese que el algoritmo anterior también resulta util cuando se desea
actualizar la matriz A ante el cambio en alguno de los elementos de la secuencia
simbdlica. Si en un momento dado varfa el elemento r-ésimo (0 < r < N) de la
secuencia simbdlica, resulta evidente que A™* no se modifica para cualquier k < 7.
Esto implica que las r + 1 primeras columnas de la matriz A permanecen inalteradas.
Por consiguiente, usando el mismo algoritmo que antes partiendo de la matriz A, en
lugar de Aq se puede obtener la nueva matriz de signos en tan sélo N — r iteraciones
en lugar de las N iteraciones requeridas para construir A desde el inicio. Por supuesto,
si el cambio es en el primer elemento de la secuencia simbélica, entonces no queda mas
remedio que recalcular A completamente.
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3.3.2. Iteracion Hacia Atras

En aquellas ocasiones en que la muestra de referencia elegida del mapa no sea x[0],
es necesario conocer igualmente la expresién para la iteracion k-ésima hacia atras. A
partir de (3.12), la ecuacién inversa para un mapa PWL resulta

X [n] - bs [n—1]

QAs[n—1]

xzn—1] = (3.18)

Donde s[n — 1] es la muestra (n — 1)-ésima de la secuencia simbdlica, que indica la
regién del espacio de fases a la que va a pertenecer la muestra generada, z[n — 1], en
contraste con la ecuacién de la iteracion hacia delante, cuya expresion depende de la
regién a la que pertenece la muestra generadora, x[n]. Nuevamente, a partir de (3.18)
se puede obtener la iteracién k-ésima hacia atras a partir de z[n|, como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 3.2 Sea f(x) un mapa lineal a tramos con M intervalos, cuya forma viene
dada por la ecuacion (2.14), y sea el mapa iterado asociado a f(x) dado por las ecua-
ciones (3.11) o (3.12) en su iteracion hacia delante, y por (3.18) en su iteracion hacia
atrds. La iteracion k-ésima hacia atrds del mapa a partir de una muestra inicial x[n]
viene dada por

k
wln — k) = [T @) = By w0 = Y B b, (3.19)

m=1

con0<n<N,0<k<n, siendo Bl°=1, y

k -1 k
m,k - - -1
Bs[nfk},...,s[n—m] - (H as[nl]) = H a’s[nfl]7 (320)
l=m l=m

conl <k<N,yl<m<k. Pordltimo, s[n] es la muestra simbdlica asociada a la
muestra n-ésima de la secuencia cadtica: s[n] =i < x[n| € E;.

Demostracion 3.2 La demostracion de esta expresion se realiza mediante el método
de induccion: se prueba la validez de la formula propuesta para la primera iteracion,
se supone que es vdlida para la iteracion k-ésima, se obtiene el valor de x[n — (k + 1)]
utilizando esas dos expresiones, y se comprueba su coincidencia con la iteracion (k+1)-
ésima de la formula. Esta demostracion se muestra en el Apéndice E. [

Noétese que, aunque (3.13) y (3.14) guardan una evidente similitud con (3.19) y
(3.20), ya que el mapa inverso también es un mapa PWL, existen importantes dife-
rencias entre las expresiones de la iteracién hacia delante y hacia atras. Al igual que
ocurre con la expresiéon de la iteracién hacia delante, el valor de z[n — k] obtenido
mediante (3.19) unicamente coincide con el obtenido iterando muestra a muestra si la
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secuencia simbolica de la senal real coincide con la usada en (3.19). No obstante, exis-
te una diferencia fundamental en este caso. En la iteracién hacia delante inicamente
existe una secuencia simbélica que genera una secuencia caodtica valida. Es decir, dada
una condicién inicial, x[0], esta tiene asociada una secuencia simbdlica tnica para su
iteracién hacia delante. Por ejemplo, considérese el TM con = 2 y z[0] = 0,28357.
El vector de longitud cuatro con las tres primeras muestras de la secuencia generada a
partir de esta condicién inicial es

x = [2[0], Bx[0], B(1 - Bx[0]), B(1 — B+ B2x[0])"
= [0,28357 0,56714 0,86752 0,26856]" (3.21)

y su secuencia simbélica asociada es
s=1[1, 2, 2, 1]". (3.22)

Si ahora se intenta generar una secuencia cadtica iterando hacia delante mediante el
uso de (3.15) con z[0] = 0,28357 y una secuencia simboélica distinta de la real, por
ejemplo s(1:3) = [1, 1, 1]7, el resultado es

x = [z[0], Bx[0], 5*z[0], G*x[0])"
— [0,28357 0,56714 1,13428 2,26856],

que obviamente no es una secuencia valida para este mapa.

La situacion es distinta en relacién con la iteracion hacia atras. En este caso, para
cada muestra z[n] pueden existir hasta M muestras que se transforman en ella tras una
iteracion. Es decir, puede haber hasta M preimagenes correspondientes a cada una de
las M regiones en que se divide el espacio de fases del mapa. En consecuencia, en la
iteracion hacia atras existen en general multiples secuencias simbdlicas que dan lugar
a valores de x[n — k] validos (k =1, ..., n), y para una condicién inicial x[n| existen
un total de P(n) secuencias simbdlicas que dan lugar a otras tantas secuencias caéticas
admisibles distintas.

Como ejemplo, considérese de nuevo el caso anterior, donde ahora se toma como
muestra de referencia el tltimo punto de la secuencia, x[3] = 0,26856, y se itera hacia
atras. Puesto que en el TM todas las secuencias simbdlicas son validas, existen un total
de 8 itinerarios validos diferentes de longitud tres, que implican otras tantas secuencias
cadticas cuyo cuarto elemento es x[3], como se muestra en la Tabla 3.1. Obviamente, la
secuencia caética generada iterando hacia atréas coincide con (3.21) tinicamente cuando
la secuencia simbdlica usada para iterar hacia atras coincide con (3.22), esto es, en la
cuarta entrada de la Tabla 3.1.

Para corroborar el buen rendimiento de la expresion obtenida para la iteracion hacia
atras, en la Figura 3.3 se muestra la misma secuencia de la Figura 3.1, con la diferencia
de que la senal se genera ahora iterando hacia atras mediante la aplicacion reiterada de
(3.18) por un lado, y usando (3.19) por otro. Como se puede apreciar, en este caso no
aparece la inestabilidad numérica propia de la iteracion hacia delante, ya que al iterar
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s’ x!
T, 1, 1, 1] | [0,03357 0,06714 0,13428 0,26850]
1,1,2 1] | [0,21643 043286 0,86572 0,26856]
1, 2, 1, 1] [0,46643 0,93286 0,13428 0,26856]
1, 2, 2, 1] | [0,28357 0,56714 0,86572 0,26856]
2,1, 1, 1] | [0,96643 0,06714 0,13428 0,26856]
2, 1, 2, 1] [0,78357 0,43286 0,86572 0,26856]
2,2, 1,1 | [0,53357 0,93286 0,13428 0,26856]
2,2, 2 1] | [0,71643 056714 0,86572 0,26856]

Tabla 3.1: Conjunto de secuencias simbélicas validas para la iteracion hacia atras del
TM con § = 2 a partir de z[3] = 0,26856 y secuencias cadticas asociadas. En negrita
la secuencia correspondiente a (3.21).

hacia atras se fuerza a la secuencia simbdlica de la senal generada a coincidir con la
real. En consecuencia, el error permanece siempre dentro del mismo orden de magnitud
y no aparecen problemas de divergencia, esto es, todas las muestras generadas siempre
pertenecen al espacio de fases del mapa siempre que se utilice una secuencia simbdlica
valida. Debido a esta circunstancia, para secuencias largas va a ser preferible usar como
muestra de referencia la tltima de la secuencia y estimar el resto iterando hacia atras.
En el caso de que las secuencias utilizadas sean cortas (hasta unas pocas decenas de
puntos) el error cometido en la iteraciéon hacia delante no es relevante, y puede ser
preferible tomar como muestra de referencia [0].

De nuevo es posible simplificar la notacién, usando como subindice en la expre-
sion de B tunicamente s, en lugar de utilizar expresamente la porcién de la secuencia
simbdlica requerida. De este modo (3.19) se puede escribir como

z[n — k] = f7¥(z[n]) = BM*x[n] — Z B (3.23)

Ademas, dada la semejanza entre (3.20) y (3.14), resulta evidente que se van a poder
encontrar expresiones recursivas similares a (3.16) y (3.17). La versién recursiva de
(3.20) en el superindice m ahora resulta

N a_[l_ |BEHH S 1<m <k -1, k> 0;
B =4 " (3.24)
i) m=k;
y la formula recursiva en el superindice k viene dada por:
N azl (BrEl 1<m<k—1, k>0
Byt = ¢ el - (3.25)
as[n_k}, m = k:.

Al igual que en el caso de la iteracién hacia delante, resulta necesario conocer B™*
paral < k < Ny 1l <m <k para calcular la secuencia cadtica completa mediante



82

o
a1
T
I

0 20 40 60 80 100

x 107*°

Error

80 100

n

Figura 3.3: Muestra de la estabilidad numérica en la iteracion hacia atras de un mapa
cadtico. (a) Iteracion a partir de 2| N] = —0,37048415591262 del BSK-TM con ¢ = —0,5
usando (3.11) (circulos) y (3.19) (asteriscos). (b) Valor absoluto de la diferencia entre
las dos senales (error).

iteracion hacia atras. Asimismo, estos valores se pueden precalcular y almacenar en una
matriz B, cuyo elemento (m + 1,k + 1)-ésimo se corresponda con B, Y del mismo
modo que antes, la formulacién recursiva dada por (3.25) se puede usar para calcular
los coeficientes de B de modo eficiente mediante el Algoritmo 3.2.

Nuevamente, a la vez que se genera la matriz B se puede ir construyendo de forma
paralela el vector c:

Cc= [CE[TL], _bs[n—1]7 _bs[n—Q]a SR _bs[n—N]]T-

Y finalmente, el vector completo de muestras de la secuencia caotica iterando hacia
atrds a partir de z[n], x = [z[n], z[n — 1], ..., z[n — N]]T, se puede expresar como:

x = Blec.

Considerando el mismo ejemplo que en el apartado anterior, en el que N = 3, la matriz

B en este caso es Bl g2 pus
S S S

Bl Bl2 Bl
0 35272 B§’3 ’
0 0 Bg”?’

o O O =
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1. Se construye una matriz By compuesta totalmente por ceros, excepto por un uno en su
primer elemento. Esto es, By(1,1)=1y Bq(i,j) =0 Vi,j # 1.

2. Se obtiene By a partir de By mediante las dos actualizaciones siguientes:

Bi(1,2) = ag, yBo(L,1),

Bi(2,2) =ay, .

3. Se repite la operacién para k =2, ..., N. En general, la matriz By, se obtiene a partir de
B _1 modificando tinicamente los elementos por encima de la diagonal principal de acuerdo
con la siguiente regla:

Bi(i,k+1) = as_[;_k]Bk_l(z’, k),

parat =1, ..., k. Y para el elemento de la diagonal principal:
Bi(k+Lk+1)=ag, .

4. La matriz resultante para k = N es la matriz deseada. Esto es, By = B.

Algoritmo 3.2: Generacion recursiva de la matriz B necesaria para obtener todas las
muestras de la secuencia iterando hacia atrés.

y el vector ¢ = [z[n], bsjn_1], bsjn—a], bsjn—g)]” . Por tltimo, el vector x con las muestras
de la secuencia cadtica se obtiene como

x[n] 1 0 0 0 x[n]
X — x[n — 1] . le’l le’l 0 0 _bs[n—l]
| z[n—2] | BY* BI? B2 0 —bsin—2)
x[n — 3] | By? By? BYY By | | by
[ z[n]
. le’lx[n] — le’lbs[n,l]
| BsPzln] = ByPbypn-1) — B bsjn-g
| B?zln] = By?byn-1) — B bsjn-21 — B2 bun-s)

La matriz B se genera previamente de manera recursiva mediante el algoritmo anterior
en cuatro pasos, como se muestra en la Figura 3.4. Como en el caso de A, si en algin
momento cambia Unicamente el elemento r-ésimo de la secuencia simbdlica, entonces
B™k permanece inalterado para 1 < k < r. En consecuencia, slo es necesario actuali-
zar la porcién correspondiente de B, lo cual se puede hacer a partir de B,._; mediante
el algoritmo eficiente mostrado anteriormente. Por supuesto, en el caso de que cambie
s[n — 1] es necesario recalcular la matriz B completa, al igual que ocurre con A.




84

1 0 00 1 Aglr—1] 0 0
0000 0 a; 00
s[n—1]
0000| — o 0 0o
00 0O 0 0 0 0
Bo B,
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 a‘i[’f_l] aﬂ?_l]aﬂn_ﬂ aﬂ?—l]aﬂn—Q]aﬂ?—?)] 1 a‘i[’f_l] aﬂ?—llaﬂ?—ﬂ 0
0 as[n—l] as[n—_l]la’s[n—2] as[n—_l]las[n—_Q]las[n—?)] C 0 as[n—l] as[n—}]las[n—Q] 0
0 Agin—2 a’s[n—Q]la’s[n—?)] 0 0 Agln—2) 0
0 0 0 a 0 0 0 0
R s[n—3] R >
B;;B B2

Figura 3.4: Generacién recursiva de la matriz B para N = 3.

3.3.3. Iteraciéon Hacia Delante y Hacia Atras

A la hora de plantear un estimador puede resultar ventajoso considerar una muestra
de referencia situada en algin punto intermedio de la secuencia cadtica. En este caso es
necesario iterar tanto hacia delante como hacia atras para generar la senal completa,
lo que implica combinar las matrices A y B de manera adecuada (en funcién de la
situacion de la muestra de referencia) en una tnica matriz C, y también los vectores
b y ¢ en un tunico vector d. La ecuacion requerida para generar la secuencia cadtica
completa a partir de un x[n] arbitrario (con 0 < n < N) es

x = C’4,

siendo
x = [z[0], ..., @[n = 1], a[n), a[n+ 1, ..., 2[N]]7,

el vector resultante con la secuencia cadtica generada completa,

Bn+1:-1:1,n+1:-1:2) 0 x (N—n+1)

C= O(N —nyxn Al:N—-n+1,1:N—n+1) |’

la matriz combinada para realizar parte de la iteraciéon hacia delante y parte hacia
atrds, A y B las matrices necesarias para generar la secuencia iterando a partir de z[0]
y x[N] respectivamente, y

d = [~byop, —bspu)s ---» —Dspn—1)s Z[n], bspuys -, bspv—2ps bsv—1y]”-

Se sigue una vez més la notacién de [Golub1996], de modo que A(a : b,c : d) denota
la porcién de A comprendida entre las filas a y b y las columnas ¢ y d (todas ellas
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incluidas), y B(a : —1 : b,c¢ : —1 : d) denota la misma porcién de B pero tomando
los elementos en sentido inverso (esto es, desde el (b, d) hasta el (a,c)). Por tltimo, la
notacion 0,, denota una matriz de ceros de dimensién px¢. Como ejemplo, suponiendo
N =4, y tomandose como referencia x[2], la matriz C resultaria

B¥ 0 0 0 0
B2 BM 0 0 0
C=| Bl? Bl 1 A% A0
0 0 0 1 Al
0o 0 0 0 1

Las porciones de la matriz correspondientes a A y B se pueden generar usando los
algoritmos eficientes descritos en los dos apartados anteriores, teniendo en cuenta que
en este caso el nimero de iteraciones hacia delante es N —n = 2, y hacia atras es
n = 2. Y el sistema de ecuaciones necesario para generar la secuencia cadtica es:

x[0] [ BSQ’2 351’2 351’2 0 0 —bg[o]
x[1] 0 le’l le’l 0 0 —by[)
x = | z[2] = 0 0 1 0 0 x[2]
$[3] 0 0 Ag’l 1 0 bs[g]
l’[4] | 0 O A2’2 A;’2 1 bs[g]
[ le’2x[2] — le’2bs[1] — 352’253[0]
By'a[2] = BY'byy
= | z[2]
APt (2] + by
A(S)’I:L'[Q] + A;’st[g] + bS[g]

En cuanto al comportamiento de esta ecuacién combinada, va a ser obviamente
una mezcla del de la iteracion hacia delante y hacia atras: estabilidad numérica en las
muestras generadas iterando hacia atras, e inestabilidad en las generadas hacia delante,
que da lugar a divergencia con respecto a la senal real a partir de un cierto nimero
de muestras. En la Figura 3.5 se muestra el ejemplo ya discutido en la Seccion 3.3.1
y en la Seccién 3.3.2, considerando ahora x[20] como muestra de referencia. Se puede
observar la preservacién del orden de magnitud del error en la iteracion hacia atras, y
su crecimiento de manera aproximadamente exponencial en la iteracion hacia delante.

Con las expresiones desarrolladas en estos tres apartados para la iteracién hacia
delante y hacia atras, ahora ya resulta factible plantear estimadores cerrados para la
amplia clase de mapas PWL. Nétese finalmente, que las expresiones de la iteracién hacia
atras y hacia delante se podrian haber agrupado en una sola similar a (3.15) y (3.23).
No obstante, los coeficientes de esta expresion resultan bastante mas complicados que
(3.14) y (3.20), de modo que resulta preferible mantener dos expresiones separadas a
la hora de trabajar. La forma mas practica de juntar ambas expresiones en una sola es
mediante la siguiente ecuacion:

z[n + k] = fF(z[n]) = o’ k]z[n] + v [k]. (3.26)
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Figura 3.5: Muestra del comportamiento de las expresiones obtenidas para la iteracion
hacia delante y hacia atrds. (a) Iteracién a partir de z[0] = 0,78729906182707 del BSK-
TM con ¢ = —0,5 usando (3.11) (circulos), y (3.13) y (3.19) para generar la secuencia
analiticamente a partir de z[20] = 0,06907341185902 (asteriscos). (b) Valor absoluto
de la diferencia entre las dos senales (error).

Donde las expresiones de ol [k] y v2[k], para la muestra de referencia z[n], y el término
k-ésimo de la secuencia, dependen de su obtencion iterando hacia atras o hacia delante
desde z[n] (esto es, de si k es menor o mayor que cero), y de la secuencia simbdlica s.
El término of[k] indica la dependencia de cada muestra de la secuencia cadtica con el
valor de la muestra de referencia, y su expresion es

(6 = .
s A(S)”“, 0<k<N-—n.

El término v'[k] denota la parte constante de x[k] respecto a la muestra de referencia
(esto es, la parte que no depende de x[n]), y su valor es

VR =4, - (3.28)
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En ambos casos, cuando k£ = 0 la iteracién hacia atras y hacia delante llegan a los
mismos valores: o[n] = 1 y v2[n] = 0. Estas expresiones van a resultar muy utiles
para desarrollar férmulas explicitas para los estimadores ML y Bayesianos de mapas
PWL, asi como para obtener su CRLB (véase el Apéndice E).

3.4. Estimador ML de Secuencias Generadas por
Mapas PWL

En esta seccién se desarrolla el estimador ML, presentado en la Seccién 3.2.2, para
el caso de mapas PWL, obteniéndose expresiones cerradas para el mismo en funcién
del itinerario. En primer lugar, en la Secciéon 3.4.1 se analiza la funcién de coste que
se debe minimizar. A continuacién, en la Seccién 3.4.2 se deriva una férmula analitica
para el estimador ML cuando su secuencia simbdlica es conocida. Por 1ltimo, en la
Seccién 3.4.4 se extiende dicho estimador al caso en que se debe estimar también el
itinerario, tras una discusion de las restricciones impuestas sobre dicha estima por la
secuencia simbdlica en la Seccién 3.4.3.

3.4.1. Funciéon de Coste para Mapas PWL

De acuerdo con lo mostrado en la Seccién 3.2.2, hallar el estimador ML de x[n]
equivale a minimizar la funcién de coste dada por (3.8),

N—n

J(x[n], som_1) = yln+ k) — fi(xln]))”

(3.29)

donde se ha realizado un simple cambio de variable, y se ha descompuesto la funcién
de coste como la suma de dos términos: el primero correspondiente a las muestras
obtenidas mediante iteracién hacia atras a partir de z[n], y el segundo correspondiente
a las obtenidas iterando hacia delante. El término sp., _; = [s[0], ..., s[n—1]]" denota
explicitamente la dependencia de la funcién de coste con las n primeras muestras de la
secuencia simbdlica debido a la iteracion hacia atras. Notese que, para la iteracion hacia
delante en principio no es necesario conocer el itinerario, ya que este viene especificado
de forma univoca por el valor de z[n], de modo que no es necesario conocer s,.ny =
[s[n], ..., s[N]]T. De igual modo, Sp.,—1 = [s[k], ..., s[n —1]]7 denota los elementos
(k + 1)-ésimo hasta el n-ésimo de s, que son los necesarios para obtener x[k] iterando
hacia atrds a partir de x[n]. Sustituyendo las férmulas cerradas obtenidas para la
iteracién de un mapa PWL en la Seccién 3.3, (3.15) y (3.23), en (3.29), la funcién
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de coste para esta clase de mapas resulta

N—n
J(zn y[n + k] — a[k]z[n] — v [k])°
k—fn
n k 2
= (y[n - + Z B;n’kbs[n_m] — le’kx[n]>
k=1 m=1
N—n k—1 2
+§:< n+ k] — }:Agﬁ%wﬂﬂ—A%ﬂm>. (3.30)
0 m=0

Notese que ahora la funcién de coste depende de la secuencia simbdlica completa,
s = son_1 = [8[0], ..., s|[N —1]]7, independientemente de la muestra de referencia,
x[n], utilizada. Esto es debido a que las expresiones desarrolladas en la Seccién 3.3
requieren el itinerario completo para obtener la composicién funcional del mapa de
manera cerrada. De este modo se consigue una ecuacion cerrada para la funcién de
coste, pero el precio a pagar es la necesidad de conocer toda la secuencia simbélica.
Aunque (3.30) es una funcién de coste relativamente complicada, su dependencia
con respecto al pardmetro que se desea estimar, x[n], es extremadamente simple para
una secuencia simbélica dada: se trata de una funcién cuadratica. Este hecho garantiza
la existencia de un unico minimo global, que se puede obtener derivando (3.30) con
respecto a x[n] e igualando a cero. Para obtener el minimo en los apartados posteriores
resulta ventajoso notacionalmente reescribir los dos sumatorios de (3.30) de manera

unificada como
N—n

J(zln];s) = Y (WK = al[k]e[n])*. (3.31)
k=—n
Donde el término o [k] viene dado por (3.27), y la expresién de 72 [k] para cada muestra
depende de 2 [k] (3.28), y vale

—k

] = yln + k] — vi[k] = m= (3.32)
yn+k— Y AP, 0< k<N —n.
m=0

Esta formulacién de la funcion de coste o superficie de error permite obtener expre-
siones muy sencillas para el estimador ML en los dos siguientes apartados. Sin embargo,
antes de desarrollar el estimador ML para cualquier mapa PWL, resulta interesante
examinar con mayor detalle la funcién de coste dada por (3.31). A pesar de ser cua-
drética en x[n] para una determinada secuencia simbdlica (y por lo tanto presentar un
tinico minimo para esa secuencia), el nimero de itinerarios validos crece exponencial-
mente con la longitud de la senial cadtica. En consecuencia, el niimero total de minimos
y maximos a lo largo de todo el espacio de fases del mapa crece de manera exponencial
con N. Ademas, este efecto esta intimamente asociado a la forma caracteristica de la
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funcion de coste y es independiente del ruido, observandose tanto en funciones de coste
muy ruidosas como en aquellas carentes de ruido.

Como ejemplo, en la Figura 3.6 se muestra la funciéon de coste sin ruido para el
SK-TM con ¢ = 0,3, una condicion inicial seleccionada aleatoriamente, y diferentes
valores de N desde 5 hasta 100. El hecho de que la funcién de coste no valga nunca
exactamente cero para las gréficas (b)—(d) se debe a que ninguna de las muestras de la
rejilla de evaluacién coincide exactamente con 2[0]. Como se puede apreciar, la funcién
de coste es extremadamente rugosa, incluso para valores de N pequenos, presentando
caracteristicas fractales.
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Figura 3.6: Funcion de coste sin ruido para el TM con § = 2 y diferentes longitudes
de la senal cadtica. (a) z[0] = 0,047302 y N = 5. (b) z[0] = 0,93843 y N = 10. (c)
x[0] = 0,78923 y N = 20. (d) z[0] = 0,604 y N = 100.

Para corroborar la naturaleza fractal de la funcién de coste, en la Figura 3.7 se
muestra la misma para N = 100 a lo largo de diferentes escalas, constatando que el
aspecto de la funcion es esencialmente independiente de la porcion del espacio de fases
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escogida, aunque obviamente solo dentro de un cierto rango limitado de escalas, como
ocurre con todos los fractales reales, que depende del valor de V. Adicionalmente, se ha
calculado la dimensién fractal de la curva [Falcon1990] en los cuatro casos presentados,
obteniéndose d = 1,47 para la Figura 3.7(a), d = 1,35 para la (b), d = 1,28 para la
(c), y d = 1,23 para la (d). La reduccién de la dimensién observada en las primeras
graficas se explica por la desaparicion de los grandes picos presentes en la Figura 3.7(a),
de los que ya sélo queda uno en la regién mostrada en (b), y que desaparecen total-
mente en (c¢) y (d). Sin embargo, en estas dos gréficas la dimensién fractal permanece
aproximadamente estable, y sensiblemente superior a 1, lo que proporciona indicios
relativamente fiables del caracter fractal de la funcién de coste.

0.3 1 03l
025

0.25f

J(x[0],)

0] 0151

J(z[0],s)
=

0.1r 0.1r

0.05f 1 0.05-

20 ‘ ' T[]

0.3f ] 03l
0.251 7 0.25/
@ o2l | W o2
= =
= 8
= 015 ] = 015
0.1f ] 0.1
0.05f ] 0.05f
0 . . . . 0 . . . .
0.66 0.662 0.664 0.666 0.668 0.67 0.666 0.6662 0.6664 0.6666 0.6668 0.667
z[0] z[0]

(c) (d)

Figura 3.7: Funcién de coste sin ruido para el TM con z[0] = 0,1136, 5 =2, N = 100
y diferentes porciones del espacio de fases. (a) z[0] € [0, 1]. (b) z[0] € [0,6 0,7]. (¢)
2[0] € [0,66 0,67]. (d) 2[0] € [0,666 0,667).

Esta naturaleza fractal de la funcion de coste va a causar dificultades en el proceso
de estimacién por diferentes motivos. En primer lugar, van a existir numerosos minimos,
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de modo que no tiene sentido aplicar ningiin método de estimacion iterativo del tipo
descenso de gradiente cuando no se conoce el itinerario (excepto quizas a escala local),
ya que casi con total seguridad el algoritmo acabaria en un minimo local. En segundo
lugar, estos minimos se encuentran presentes a lo largo de un rango amplio de escalas, lo
que condiciona también la utilizacion de algoritmos del tipo de busqueda en rejilla, ya
que seguramente no se van a explorar minimos importantes de la funcién de coste. Estas
dos consideraciones, debidas a la naturaleza de la funcién de coste, provocan que, como
se va a discutir en las siguientes secciones, cualquier mecanismo de estimacién planteado
deba trabajar de manera local determinando el itinerario de la senal y posteriormente
aplicando algtun tipo de estimador local. El estimador global se obtendra finalmente
como el mejor de todos los estimadores locales.

3.4.2. Estimador ML con Secuencia Simbdlica Conocida

En el caso de que se conozca la secuencia simbélica s para toda la secuencia cadtica
x, el unico pardmetro desconocido de (3.31) es z[n]. Puesto que (3.31) presenta una
dependencia cuadratica con z[n], derivando e igualando a cero se obtiene el valor para
el que alcanza su tinico minimo:
N—n
. ag[k]yg (k]
f[n] = =2 . (3.33)

N—n

2. ag[k?

k=—n

La ecuacién (3.33) atn no es el estimador ML de z[n]|. Debido a la presencia de
ruido en las muestras, es posible que (3.33) proporcione una estima cuya secuencia
simbélica no coincida con la secuencia simbdlica real. En ese caso, el estimador ML se
obtiene como el punto més cercano a la estima dada por (3.33) dentro del conjunto
de puntos del espacio de fases con el itinerario deseado. En general se debe considerar
la secuencia simbdlica completa, {s[k] ka;01’ tanto la correspondiente a las muestras
anteriores a la de referencia como la relativa a las posteriores. En la Proposicion 3.1 se
muestra cudl es el estimador ML de la secuencia cadtica cuando se conoce su secuencia
simbdlica. Posteriormente, en la Seccién 3.4.3, se discute como obtener la regién del
espacio de fases dentro de la que x[n] presenta el itinerario deseado.

Proposicién 3.1 Sea una secuencia de muestras desconocida, {x[k|}r_,, generada
mediante la iteracion, usando (3.11) o (3.12), de un mapa PWL con M intervalos
definido por (2.14), sea s = [s[0], ..., s[N — 1]]T el vector que contiene el itinerario
conocido asociado a la secuencia cadtica, y sea {y[k]}_, la secuencia de observacio-
nes disponibles, obtenidas sumando ruido blanco Gaussiano a cada muestra x|k]. El
estimador ML de la muestra n-ésima de la secuencia, x[n|, es

zn] > K
tmin] = § &[n], Z[n] € RY; (3.34)
ne,  Zn] <ng.
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Donde z[n] es el minimo de (3.31), obtenido derivando con respecto a x[n| y dado por
(3.33),

DAL

~ k=—
xhﬂ:: ;1n )

2. aglkP?

k=—n

mientras que kg y ng son los limites inferior y superior respectivamente de la region
del espacio de fases R, que estd compuesta por el conjunto de puntos cuya secuencia
simbdolica coincide con el itinerario conocido dado por s:

Rg = {:L’ : f_n(:v) S ES[O], .., TE Es[n}, cee fN_n_1($) € Es[N—l]} = [ng, /fg]

El estimador ML del resto de muestras de la secuencia cadtica se obtiene iterando hacia
delante o hacia atrds a partir de Tyy[n] utilizando la secuencia simbdlica conocida, s.
Es decir,

Farln + k] = f5 (@awn]), (3.35)
conk=-n, ..., =1, 1, ..., N—n. En consecuencia, el estimador ML de la secuencia
completa, x = [z[0], ..., z[N]]*, es

Xy = [f " (@acn]), o S @alnl), 2aclnl, f@awnl), o YT @awn)]T

Resumiendo, el estimador ML de z[n]| se obtiene aplicando un umbral duro a la
estima obtenida derivando la funcién de coste, de tal modo que se garantice que el
itinerario de la estima coincide con la secuencia simbdlica real conocida. En la Figura
3.8 se muestran las dos situaciones posibles para J(z[0]). Por una parte, en la Figura
3.8(a) el minimo de la funcién de coste se encuentra dentro de la regién correspondiente
al itinerario dado, de modo que Zy[n| = Z[n]. Y por otra parte, en la Figura 3.8(b) el
ruido ha causado un desplazamiento del minimo fuera de RY, por lo que @y [n] # Z[n]
y el estimador ML coincide con uno de los limites de la regién, tal como indica la
Proposicién 3.1. Nétese que incluso en el primer caso el elevado ruido ha provocado un
desplazamiento del minimo a x[0] = 0,4469, cuando su valor real es z[0] = 0,3108.

Respecto a la estima ML del resto de la secuencia cadtica, esta se puede obtener
iterando hacia delante y hacia atrds a partir de Zy[n], gracias a la propiedad de
invariancia del estimador ML [Zacks1971, Mendel1987, Kay1993]. La tnica cuestién
que queda por resolver es la obtencién de la regién del espacio de fases dentro de la
que z[n| presenta una determinada secuencia simbdlica. Para ello, como se muestra
en la Seccion 3.4.3, se va a dividir la secuencia simbdlica en dos conjuntos: el de los
simbolos correspondientes a muestras anteriores a z[n], y el de los simbolos asociados
a muestras posteriores a z[n]. El procedimiento completo para hallar el estimador ML
de la secuencia cadtica cuando el itinerario es conocido se recoge en el Algoritmo 3.3.
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Figura 3.8: Ejemplos de funcién de coste, J(z[0]), cuando el itinerario es conocido para
el SK-TM con z[0] = 0,3108, ¢ = 0,3, N =2y SNR = 20 dB. (a) Funcién de coste con
el minimo dentro de RY: Zy1,[0] = #[0] = 0,4469. (b) Funcién de coste con el minimo
fuera de RY: #[0] = 0,248 (0’) y mp[0] = 0,3 ('*).

Por t1ltimo, se van a considerar dos casos particulares del estimador ML de especial
relevancia: eleccion de la primera muestra de la secuencia como referencia, y eleccién
de la tltima muestra como referencia. En primer lugar, si se elige como muestra de refe-
rencia de la secuencia z[0], todas las muestras restantes se obtienen mediante iteracién
hacia delante. En este caso la estima de z[0] viene dada por

S = 1k
21457 (y[k] - Z AQH— ’ bs[m})
i’[O] _ k=0 N m=0 .
2
> (42)

k=0

(3.36)

Y la estima ML de z[0] se obtiene limitando el resultado de (3.36), esto es, aplicando
un umbral duro de modo que Zy1,[0] permanezca siempre dentro de los limites de RY.
El resto de la secuencia se obtiene iterando hacia delante a partir de @ y[0].

El otro caso particular de interés ocurre cuando se elige como muestra de referencia
el dltimo punto de la secuencia, x[NN]. En este caso el resto de las muestras de la
secuencia se generan mediante iteracion hacia atrds, y la estima inicial de z[N] resulta

N k

> Byt (y[N —k+ X BS"’“bsw—m})
~ k=0 m=1

Z[N] =

N( Lk 2
ZB;)
k=0

Si para cualquier punto del espacio de fases del mapa este dispone de una imagen
inversa dentro de cada una de las regiones de la particién natural, entonces todas las

(3.37)
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1. Obtener el minimo de la funcién de coste dada por (3.31) derivando con respecto a z[n],
cuya expresion cerrada es (3.33).

2. Hallar la regién del espacio de fases formada por el conjunto de valores de x[n] que pueden
generar el itinerario correspondiente a las muestras anteriores, s[0], ..., s[n— 1], mediante
el Algoritmo 3.4.

3. Hallar la regién del espacio de fases formada por el conjunto de valores de x[n] que pueden
generar el itinerario correspondiente a las muestras posteriores, s[n|, ..., s|[N—1], mediante
el Algoritmo 3.5.

4. Realizar la interseccién de estas dos regiones para construir RY = [nZ, kZ].

S S

5. Encontrar el estimador ML de z[n| usando (3.34). Si z[n] € RZ, entonces @y, [n] = Z[n].
En caso contrario, el estimador ML es el punto mds cercano de R]: nf 6 k.

6. Obtener el estimador ML del resto de la secuencia iterando hacia delante o hacia atras a
partir de Zyr,[n] seglin corresponda.

Algoritmo 3.3: Estimador ML de una secuencia cadtica cuando la secuencia simbdlica
es conocida.

secuencias simbdlicas hacia atras son validas, y se cumple que Zy,[N] = Z[N]. En caso
contrario puede ser necesario recortar £|[N]|, al igual que en los casos anteriores, para
garantizar que Zy[N] pertenezca a RY. El resto de la secuencia se obtiene iterando
hacia atrds a partir de z[N] usando la secuencia simbdlica conocida s.

3.4.3. Particion del Espacio de Fases en Funcién del Itinerario

Tanto para el planteamiento del estimador ML como de los estimadores Bayesianos
se debe realizar una particion del espacio de fases en funcion del itinerario de la secuen-
cia. Para ello se van a encontrar por separado la region delimitada por las muestras
anteriores cuyo itinerario es el deseado, R, v la definida por los puntos posteriores,

Rg .- La region buscada serd la interseccion de ambas:

n __ n n

RS - RSO:n—l ﬂ RSn:N—I.
Se van a considerar en primer lugar las muestras anteriores de la secuencia simbdlica,
y a continuacién las muestras posteriores.

3.4.3.1. Regiones del Espacio de Fases Definidas por el Itinerario Anterior

Comencemos considerando las muestras anteriores de la secuencia simbdlica, y ana-
lizando la region del espacio de fases demarcada por las mismas. Puesto que se trabaja
siempre con mapas no invertibles, a partir de un valor estimado #[n| existen en gene-
ral varias posibles secuencias simbodlicas vélidas. En particular, muchos mapas PWL
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mapean cada regiéon de la particion natural del mapa en el espacio de fases completo.
El SK-TM, el BSK-TM, el TM y el S-TM con 3 = 2, o el mapa de desplazamiento
de Bernouilli, son ejemplos de este tipo de mapas. Para esta clase de mapas todas
las secuencias simbdlicas {s[k]}}Z3 son posibles, y cualquier estima de z[n] no plantea
ningin problema en cuanto a su iteracién hacia atras. Es decir, a partir de 2[n| siempre
va a ser posible construir una secuencia caética {£[k]}7—} cuyo itinerario coincida con
el real. Por lo tanto, para este tipo de mapas las muestras anteriores a la n-ésima no
influyen en la determinacion de la regién del espacio de fases con el itinerario deseado,
y se tiene R} =1 = [eg,ey], de modo que R} = R} .

Sin embargo, en un caso general esto no va a ser cierto. Considérense por ejemplo
los tres mapas PWL mostrados en la Seccion 2.3.3. En todos ellos existen regiones del
espacio de fases inalcanzables desde algunos intervalos. Por ejemplo, para el mapa de
Markov con cuatro intervalos mostrado en la Figura 2.4, desde F; no se puede alcanzar
FE4, desde E3 no se puede llegar directamente a Fy, y desde E5 tinicamente se pueden
alcanzar Ey y Ej5. De igual modo, para el mapa de la Figura 2.5(a) £} se mapea en Es,
y para el de la Figura 2.5(b) desde F5 s6lo se puede llegar a Fs3, mientras que desde el
resto de intervalos se pueden alcanzar todas las regiones, aunque no siempre cualquier
punto de las mismas.

;Cémo obtener la regién del espacio de fases a la que debe pertenecer x[n| para
que pueda tener una secuencia simboélica s[0], ..., s[n — 1]7 Para empezar, se va
a tener en cuenta inicialmente sélo el simbolo anterior, s[n — 1]. Esta muestra del
itinerario delimita una regién a la que debe pertenecer xz[n — 1]. Esto es, sabemos que
z[n — 1] € Egpo1) = [esjn—1]-1, €spn—1])- Por lo tanto, x[n] debe ser la imagen de algin
punto de Ep,_q], y en consecuencia tiene que estar comprendida dentro de la region
delimitada por la imagen de Eyp,_q). Es decir,

R = [(Espn-1y)-

Por ejemplo, considérese nuevamente el mapa de Markov con cuatro intervalos de la
Figura 2.4, cuyo espacio de fases es I = [0, 1]. En la Tabla 3.2 se muestran los cuatro
intervalos de su particion natural, asi como sus imagenes, y por tanto las diferentes
regiones del espacio de fases definidas con un solo simbolo. En la tabla, E3 denota el
cierre de E3: E3 mas todos sus puntos limite.

sln—1] | E; f(E;)
1 [0, 0,2) [0, 0,9) = E,UE,U E3
2 (0,2, 0,7) | (0,2, 0,9] = B, U E3 —{0,2}
3 0,7, 0,9) | [0,2, 1,0) = E; U E3U By — {1}
4 (0,9, 1,0] [ [0, 1] =1

Tabla 3.2: Particién en regiones del espacio de fases en funcién de s[n — 1] para el mapa
de Markov de la Figura 2.4.

Veamos ahora qué ocurre si ademds de s[n— 1] se tiene en cuenta s[n —2]. Evidente-
mente, z[n—2] € Ey,_g, de modo que para x[n] debe cumplirse que z[n] € f2(Eyp_2).
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Adicionalmente, z[n —1] € E,p,_y), pero ademds s[n — 2] impone una limitacién al con-
junto de posibles valores de z[n — 1] del mismo modo que s[n — 1] la impone sobre
x[n], de modo que z[n — 1] € f(FE,y,_9). Juntando estas dos restricciones se tiene que
z[n —1] € Egpn11N f(Egmn-9), € iterando el conjunto de posibles valores de x[n — 1] se
obtiene la regién dentro de la cual tiene que encontrarse x[n]:

?[n—2],s[n—1] = f(f(ES[n*QD N ES[”*H)‘

Ademas, esta condicion es claramente mas restrictiva que la impuesta tnicamente por
sln—1], z[n] € f(Espm—1)), 0 por s[n—2], z[n] € f*(Ep—g), de modo que es la tnica que
se debe verificar. Este proceso se puede continuar recursivamente para una secuencia
simbodlica de longitud n, de modo que la regién definida por las muestras anteriores del
itinerario para un x[n] cualquiera es el indicado por la Proposicién 3.2.

Proposicién 3.2 Sea un mapa PWL con M intervalos y un espacio de fases I =
leo, enr], definido por (2.14). Considérese una secuencia cadtica obtenida iterando el
mapa PWL utilizando (3.11) o (3.12), {z[k]}7_y, v sea s = [s[0], ..., s[n —1]]T el
vector que contiene el itinerario conocido asociado a la secuencia cadtica. La region del
espacio de fases a la que puede pertenecer x[n] viene dada por

R;LO:n—l - f(f( ' f(f<E5[0]) N ESU]) M---nN ES[n—2]> N Es[n—l])a

conl <n<N.

Esta proposicion garantiza que la regién del espacio de fases adecuada se puede
obtener simplemente iterando hacia delante las regiones de la particién natural del
mapa a las que pertenece cada muestra del itinerario. En el Algoritmo 3.4 se muestra
cémo obtener estas regiones de manera sencilla de acuerdo con la Proposicion 3.2.
Notese también que, si se conoce la region correspondiente a una secuencia simbdlica
de longitud n, s = [s[0], ..., s[n—1]], y se incorpora una nueva muestra a la secuencia,
la nueva region se puede obtener muy facilmente a partir de la anterior:

R = f(RL N Eyp). (3.38)

S0:n

Asi que, como puede observarse, lo que hace realmente el Algoritmo 3.4 es calcular suce-
sivamente las diferentes regiones para una secuencia simbélica dada: R!, R% ..., R

Para finalizar este apartado, se van a mostrar a continuacién un par de ejemplos en
los que se ilustra la forma que presentan estas regiones. En primer lugar, considérese el
mapa de Markov dado por la Figura 2.5(a). En este caso, desde F; unicamente se puede
ir a Ey, mientras que desde F5 se puede ir a cualquier region del espacio de fases. En la
Tabla 3.3 se muestran las diferentes regiones del mapa para n=1, 2, y 3, denotandose
mediante () el conjunto vacio, que indica que una cierta secuencia simboélica no es vélida.
Como se puede observar en la Tabla 3.2 y en la Tabla 3.3, todas las regiones obtenidas
que se corresponden con secuencias validas son el resultado de la unién de una o més
regiones de la particién natural, con la posible inclusién/exclusién de alguno de los
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1. Inicializar el algoritmo con una regién inicial Vo = E;q).
2. Parai=1, ..., n—1, obtener la regién i-ésima como V; = f(V;_1) N E.

3. Finalmente, la regién buscada es Ry, = f(V,_1).

Algoritmo 3.4: Obtencion de la regiéon del espacio de fases para la muestra n-ésima
delimitada por las muestras previas del itinerario: s[0], ..., s[n — 1].

puntos limite. Esto es debido a la naturaleza de los mapas de Markov, que transforman
los extremos de las regiones originales en los extremos de otras, y se va a cumplir para
cualquier mapa de Markov. Para mapas PWL no markovianos, como el de la Figura
2.5(b), esta propiedad no se cumple, y en ese caso se pueden tener limites de regiones
mas interesantes, como se muestra en la Tabla 3.4.

s- | Ry R Rjo)a1].sl2
1, 1, 1] | [a, 1) = Ey — {1} | 0 1]
1, 1, 2] | [a, 1) = Ey— {1} | 0 1]
1,2, 1] | [a, )= E, = {1} | [0, ) =T {1} |][a, 1)=FE,— {1}
1,2, 2] |[a, 1)=FEy—{1} | [0, 1) =1 — {1} (0, 1] =1—-{0}
2, L 1|0 =1 @, ) =E, {1} |0
2, 1,2] ][0, 1]=1 l[a, 1) = FEy — {1} | (0, 1] =1 — {0}
2,2, 1] [0, 1]=1 0, 1] =1 la, 1) = Ey — {1}
2,2 2 [0, 1]=1 0, 1]=1 0, 1]=1

Tabla 3.3: Particién en regiones del espacio de fases en funcién de s = [s[0], s[1], s[2]]"
para el mapa de Markov de la Figura 2.5(a).

En la Tabla 3.4 se pueden observar las cuatro clases de regiones diferentes que
existen:

1. El conjunto vacio cuando el itinerario no es valido (esto es, no se puede dar nunca
dicha combinacién de simbolos).

2. La unién de una o més regiones de la particién natural del mapa (pudiendo llegar
a tenerse el espacio de fases completo, I) con la posible inclusién/exclusién de
alguno de los extremos.

3. Una region del espacio de fases que se halla contenida dentro de alguna de las
regiones de la particién natural, pudiendo llegar a degenerar en un tnico punto.

4. Una regién del espacio de fases que comprende varias regiones de la particién
natural, pero sin incluir completamente al menos una de ellas.
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s | Ry R0l

[1, 1703, 0,9 0,66, 0,9)

[1, 2] | [0,3, 0,9) 0,9, 1) C F4

[1, 3] | [0,3, 0,9) (0,5, 1] = E, U E5 — {0,5}
2, 1] [ [0,9, 1) C Es | 0

2, 2] [ [0,9, 1)C Es | 0

2, 3] | 0,9, 1) C E;5 | (0, 0,5] = Ey + {0,5} — {0}
3,1 [0, 1]=1 0,3, 0,9)

3, 2] | [0, 1] = 0,9, 1) C E4

3,3/ ][0, 1]=1 [0, 1] =

Tabla 3.4: Particién en regiones del espacio de fases en funcién de s = [s[0], s[1]]” para
el mapa PWL no markoviano de la Figura 2.5(b).

Como ya se ha mencionado, para los mapas de Markov tinicamente son posibles
los dos primeros tipos de regiones. Ademas, independientemente del mapa, estas re-
giones son siempre conexas (es decir, estdn compuestas por un unico intervalo), como
demuestra el siguiente lema.

Lema 3.3 Sea x[n] la muestra n-ésima de una secuencia cadtica obtenida iterando un
mapa PWL con M intervalos definido por (2.14) de acuerdo con (3.11) o (3.12), y sea
s=[s[0], ..., s[n—1]]T el vector con las n primeras muestras del itinerario asociado
a dicha senal cadtica. La region del espacio de fases a la que puede pertenecer x[n],
Rs,., . es conexa, presentando por lo tanto la siguiente forma,

_ n n
RSO:n - [7750;”7 "150;71]7
con la posible exclusion de alguno de los dos puntos extremos, n3 —y/o K .

Demostracion 3.3 La demostracion se realiza por induccion. Notese en primer lugar
que para n =1 la region asociada inicamente a s[0],

Ri[o} = f(Es[O]),

es necesariamente conexa, debido a que f es lineal dentro de cada E; (1 < i < M)
y por lo tanto continua. A continuacién, se supone que R es conexa, y se debe
demostrar que Rgofnl, dada por (3.38), es coneza. Esto es equivalente a demostrar que

Vi = Ry, N Egp se encuentra contenido dentro de algin Ej;, ya que entonces se
encuentra garantizada la continuidad de f para cualquier punto de V,,. Y puesto que

Ry =i kLY Egn) = [esn)—1, s}, Su interseccion resulta

Vi = [max{ng, s espn -1}, min{rg,, s el }] © Eipn,
de modo que Rgofnl es obligatoriamente conexa. En consecuencia, dado que Ri[o] es

conera, y supuesto que Ry — es conera, R;LO*: también lo es, por induccion se puede
afirmar que esto se va a cumplir para cualquier nimero natural.
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Por 1ltimo, nétese que en general existe un solapamiento entre dichas regiones, de
modo que realmente no forman una particién del espacio de fases del mapa cadtico en
el sentido descrito en la Seccién 2.4.1. No obstante, este no es un detalle relevante, ya
que dichas regiones son necesarias tinicamente para garantizar que la estima de x[n]
obtenida puede dar lugar al itinerario deseado.

3.4.3.2. Regiones del Espacio de Fases Definidas por el Itinerario Posterior

La situacién es bastante distinta en el caso de la iteracién hacia delante: todos
los puntos de cualquier mapa cadtico tienen asociada una unica secuencia simbolica
hacia delante. En consecuencia, si la secuencia simbélica que generaria Z[n] mediante
iteracién directa no coincide con la secuencia simbdlica “real” conocida, s, la secuencia
cadtica dada por {Z[n], fs(Z[n]), ..., fA¥""(&[n])} no es valida, y el estimador ML de
x[n] no coincide con Z[n].

En cualquier caso, las regiones del espacio de fases asociadas a las diferentes se-
cuencias simbdlicas se obtienen de forma similar a las correspondientes al itinerario
anterior. En primer lugar, s[n] impone la restriccién de que x[n] pertenezca a Ep,
es decir, Rg[n] = E,p,). Si se considera el siguiente simbolo de la secuencia, s[n + 1],
se tiene que x[n + 1] € Ey,41], de modo que x[n] tiene que pertenecer a la iteracion
hacia atrds de Fp,,1) utilizando como simbolo para calcular la inversa s[n]. Es decir,
la region correspondiente es

Rg[n],s[n+1] = Es[n} N f;[é}(Es[n-i-l])

Al iterar hacia atras utilizando s[n] se fuerza a que z[n| pertenezca a E,], de modo que
en teoria fs_[i}(Es[nH]) C Ey,), siempre que la iteracion hacia atras sea posible, y por
lo tanto aparentemente no seria necesaria la interseccién. Sin embargo, puede ocurrir
que una porcion de Eyp,11) no sea alcanzable desde Ey,j, y en consecuencia su iteracion
hacia atrds usando s[n] no sea vélida. En este caso, dicha porcién de Egy,1q) va a dar
lugar a valores de x[n] fuera de E,), de modo que se debe mantener la interseccién para
garantizar la validez de las regiones obtenidas. Continuando con este proceso recursivo
se puede obtener facilmente la regiéon delimitada por la secuencia simbdlica asociada a
las muestras posteriores a z[n|, como se muestra en la Proposicion 3.3.

Proposicién 3.3 Sea un mapa PWL con M intervalos y un espacio de fases I =
leo, enr], definido por (2.14). Considérese una secuencia cadtica obtenida iterando el
mapa PWL utilizando (3.11) o (3.12), {z[k]}i, y sea s = [s[n], ..., s[N —1]]T el
vector que contiene el itinerario conocido asociado a la secuencia cadtica. La region del
espacio de fases a la que puede pertenecer x[n], viene dada por

Ry = Fan (P O fov—s (oo (Bopv—)NEgin—-2) N Egv—3) - - - )N Eips1) VB

con0<n<N-—1.
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Esta proposicion garantiza que la regién del espacio de fases adecuada se puede
obtener simplemente iterando hacia atras la region de la particion natural del mapa a
la que pertenece la muestra (N — 1)-ésima de la secuencia, utilizando el itinerario de
todas las muestras anteriores hasta la n-ésima: s[n], ..., s[N — 2]. Por ejemplo, para
n =0y N =4, la regién correspondiente al itinerario s = [s[0], s[1], 5[2], s[3]]” serfa

Rt = foo(fo (Fog (Bse) 0 Eagy) 0 Esy) N By,

En el Algoritmo 3.5 se muestra cémo obtener estas regiones aplicando directamente
la Proposicién 3.3. Aunque la forma de calcular las regiones es similar a la del Algoritmo
3.4 (iterando hacia atras en este caso), existen dos diferencias importantes:

1. El Algoritmo 3.4 acaba con una iteracion hacia delante, mientras que el Algoritmo
3.5 finaliza con una interseccion.

2. Las regiones obtenidas por el Algoritmo 3.4 no constituyen una particién del
espacio de fases, mientras que las obtenidas por el Algoritmo 3.5 s van a formar
una particién del mismo de acuerdo con la Definicion 2.13.

1. Inicializar el algoritmo con una regién inicial Wo = En_1j.
2. Parai=1, ..., N —n—1, obtener la regién i-ésima como

W; = f;[]{;,i,l](Wz‘—ﬁ NEgN_i-1]-

3. Finalmente, la regién buscada es R =Wn_n_1.

Sn:N—1

Algoritmo 3.5: Obtenciéon de la regién del espacio de fases para la muestra n-ésima
delimitada por las muestras posteriores del itinerario: s[n], ..., s[N —1].

Nétese que para la forma de las regiones definidas por el itinerario posterior también
existe una relacién similar a (3.38),

Rgn_fllszl = fs_[i—l](Rgn;N,l) N Es[nfl]a (339)

y se puede apreciar claramente que el Algoritmo 3.5 procede aplicando reiteradamente
(3.39) y calculando sucesivamente las distintas regiones: RY ', RN=2 ... Rn.

Para ver como son estas regiones, su ntimero, y corroborar el hecho de que forman
una particién del espacio de fases, se van a considerar varios ejemplos. Considérese en
primer lugar un caso sencillo: el TM con n = 0, N = 2, y un valor de ( arbitrario.
En este caso, las regiones correspondientes a los diferentes itinerarios vienen dadas
simplemente por fg[ol] (Esn)) N Egp- En la Tabla 3.5 se muestran los limites de las
regiones para un valor de (3 cualquiera, y para tres ejemplos: =1, =15y = 2.

Se puede observar que no existe solapamiento entre las regiones obtenidas, que son
conexas y que cubren la totalidad del espacio de fases, formando en consecuencia una
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RSO,sl
s’ General 6=1 ol 6=15 6=2
[1, 1] | [0, 1/(28)) [0, 1/2) [0, 1/3) | [0, 1/4)
[, 2] | [1/(28), 1/2) [1/2, 1/2) =0 [1/3, 1/2) | [1/4, 1/2]
2, 1] | A —=1/(28), 1] | (1/2, 1] (2/3, 1] | (3/4, 1]
2, 2] | [1/2, 1 -1/(2B)] | [1/2, 1/2] = {1/2} | [1/2, 2/3] | [1/2, 3/4]

Tabla 3.5: Particiéon en regiones del espacio de fases del TM en funcién de §y s =

[s(0], s[1]]""

particion del mismo. El caso 8 = 1 es patolégico y poco interesante, ya que todos los
puntos de [0, 0,5] son fijos, y los puntos de (0,5, 1] eventualmente fijos tras una sola
iteracion. En los otros dos casos, se aprecia una distribucion irregular de las regiones
para § = 1,5, y uniforme para § = 2. En realidad, para g = 2 todas las regiones son
distintas del conjunto vacio para cualquier longitud de la secuencia. Esto es, existen 2V
regiones para una secuencia de longitud N 41 [Beck1993], y se encuentran distribuidas
de manera uniforme, estando sus limites situados en i - 27" con i = 0, ..., 2. Esto
no es cierto en general para cualquier otro valor de 5. A modo de ejemplo, en la Tabla
3.6 se muestra el nimero de regiones distintas del conjunto vacio, P(N), del TM en
funcion de N para distintos valores de [3.

P(N)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8=15 2 4 8 14 24 38 60 92 142 216
B=1,6 2 4 8 14 24 40 66 108 176 286
g=17 2 4 8 16 30 54 96 168 290 500
06=18 2 4 8 16 30 o6 104 190 346 628
6=19 2 4 8 16 32 62 120 230 440 838
8 =20 2 4 8 16 32 64 128 256 512 | 1.024

Tabla 3.6: Nimero de regiones de la particién del espacio de fases del TM, P(N), en
funcién del itinerario para distintos valores de 3y N.

Notese que el nimero de regiones que aparecen en la Tabla 3.6 puede ser superior
al presentado en otras referencias, como por ejemplo [Panta2000a] para 3 = 1,5. Esto
es debido a que para la construccion de la tabla no se ha tenido en cuenta la FDP
invariante del mapa cadtico, y para < 2 el atractor del TM tnicamente ocupa una
porcién reducida del espacio de fases: A = [3(2 — 3)/2,/2]. Con el fin de observar
la reduccion en el nimero de regiones, en la Secciéon 4.3.1.2 se muestra una tabla
equivalente con el nimero de regiones validas contenidas dentro del atractor.

Resulta asimismo destacable el hecho de que, aunque para valores de N bajos (hasta
N = 3) todas las combinaciones de simbolos sean vélidas, al aumentar N empiecen
a aparecer combinaciones imposibles. Estas secuencias simbdlicas invalidas aparecen
antes cuanto menor es 3, de modo que en general conforme §y N aumentan mayor es
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el nimero de itinerarios posibles, hasta llegarse al valor g = 2, para el que todos los
itinerarios son validos.

Como un segundo ejemplo, considérese el mapa de Markov mostrado en la Figura
2.5(a). Para este mapa resulta evidente que si x[n| pertenece a F1, x[n + 1] no puede
pertenecer a Ey, por lo que todas las secuencias simbdlicas que contengan la combi-
nacion [1, 1] son invélidas, como se apreciar en la Tabla 3.7, donde se muestran las
regiones asociadas a todos los itinerarios validos desde N = 1 hasta N = 4.

s' Rg[o] RS[O],S[I] RS[O],S[I],S[Z] RJ!

1,2 1, 2] [[0, 0,75) | [0, 0,75) (3/16, 0,75) (3/16, 0,75)
1,2, 2 1 |[0, 0,75) | [0, 0,75) [0, 3/16] [0, 9/64)
1,2, 2 2|0, 075 | [0, 0,75) [0, 3/16] [9/64, 3/16]
2,1, 2, 1] | [0,75, 1] | (13/16, 1] (13/16, 1] (13/16, 61/64]
2, 1,2 2|05 1] | (13/16, 1] (13/16, 1] (61/64, 1]
2,2, 1, 2] | [0,75, 1] | [0,75, 13/16] | [0,75, 51/64) | [0,75, 51/64)
2, 2,2, 1] | [0,75, 1] | [0,75, 13/16] | [51/64, 13/16] | (205/256, 13/16]
2, 2,2, 2] | [0,75, 1] | [0,75, 13/16] | [51/64, 13/16] | [51/64, 205/256]

Tabla 3.7: Particién en regiones del espacio de fases del mapa de Markov de la Figura
2.5(a) en funcién de N y s = [s[0], s[1], s[2], s[3]]%.

Ademas, este mapa presenta la peculiaridad de poderse obtener una férmula cerrada
para el nimero de regiones en funcién de la longitud de la secuencia, N [Panta2003].
Para cada itinerario de longitud N —1, se puede obtener un nuevo itinerario de longitud
N haciendo s[N] = 2, ya que a Fj se puede llegar tanto desde E; como desde Es.
Esto da lugar a un total de P(N — 1) secuencias simbdlicas vélidas de longitud N.
Adicionalmente, a partir de todas las secuencias de longitud N — 1 tales que s[N —
1] = 2, se puede construir otro itinerario vélido haciendo s[N] = 1. Y como, por el
razonamiento anterior, el nimero de secuencias de longitud N — 1 cuyo ultimo simbolo
es 2 viene dado por P(N — 2), la férmula de recursién resultante es

P(N)=P(N —1)+ P(N —2).

Esta es la misma relacién de recurrencia que para los nimeros de Fibonacci [Apost1967],
y se puede sumar facilmente usando como condiciones iniciales P(1) =2y P(2) = 3,
dando lugar a la siguiente férmula cerrada para el niimero de regiones en funcién de la
longitud de la secuencia [Panta2003]:

P(N>:5+3\/5 <1+\/S>N+5—3\/5 (1—\/5>N

10 2 10 2

En general, para cualquier mapa de Markov se puede obtener una relacion de re-
currencia para el numero de regiones teniendo en cuenta desde cuantas regiones se
puede llegar a cada regién de la particion natural. Considérese como ejemplo el mapa
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de Markov con cuatro intervalos de la Figura 2.4. Llamemos P;(/N) al nimero de regio-
nes cuyo ultimo simbolo del itinerario es i (con ¢ = 1, ..., M), y tratemos de hallar
ahora una férmula recursiva para cada una. A F; se puede llegar desde F; o desde la
propia Fy, a Fy y E5 se puede llegar desde todas las regiones de la particion natural, y
a Fj sélo se puede llegar desde E3 y desde la misma Ej. En consecuencia, las relaciones
de recursion para este mapa son:

Pi(N) = P(N—1)+ Py(N —1)

Py(N) = P(N—1)+ Py(N —1) 4 Py(N — 1)+ P,(N — 1) = P(N — 1),
Py(N) = P{(N—1)+Py(N —1)+ Py(N = 1)+ P,(N — 1) = P(N — 1),
Py(N) = Py(N—1)+ Py(N —1) = P(N —2) + P,(N —1).

)

Y el nimero de regiones total serd la suma de todas las posibles secuencias simbdlicas
que acaben en cada uno de los simbolos. Es decir,

P(N)=Y P(N)=P(N—2)+2P(N — 1)+ 2PN — 1)+ P;(N — 1),

valida para N > 3. Desafortunadamente, la relacién de recurrencia en este caso depende
de Pi(N—1) yde Py(N—1), y por lo tanto va a ser dificil simplificar més esta ecuacién
para intentar obtener una férmula cerrada como en el caso del otro mapa de Markov.
No obstante, inicializando la recursiéon con Pi(1) = Po(1) = P3(1) = Py(1) = 1,
P(1) = M =4,y P(2) = 12, se puede obtener el nimero de regiones para cualquier
valor de N.

Por dltimo, para mapas PWL no markovianos no es posible obtener una relacién
de recurrencia para el nimero de regiones, e incluso para mapas de Markov esta puede
ser muy complicada. En estos casos la mejor alternativa es obtenerlas numéricamente
mediante la aplicacion del Algoritmo 3.5. En la Tabla 3.8 se muestra el nimero de
regiones para los tres mapas de la Seccién 2.3.3: los markovianos de las figura 2.4 (M1)
y 2.5(a) (M2), y el no markoviano de la Figura 2.5(b) (P1).

P(N)
N 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
M1 4 12 34 96 272 772 2192 | 6.224 | 17.672| 50.176
4N 4 16 64 256 | 1.024 | 4.096 | 16.384| 65.536| 262.144| 1.048.576
M2 2 3 5 8 13 21 34 95 89 144
2N 2 4 8 16 32 64 128 256 512 | 1.024
P1 3 7 13 24 45 84 156 289 236 994
3N 3 9 27 81 243 729 | 2.187 | 6.561 | 19.683]| 59.049

Tabla 3.8: Ntumero de regiones de la particién del espacio de fases, P(NN), para tres
mapas PWL distintos en funcién del itinerario para distintos valores de V.

Como se puede apreciar, el nimero real de secuencias simbdlicas validas es mucho
menor que el de secuencias simbdlicas posibles (4" para el primer mapa, 2 para el
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segundo, y 3V para el tercero), también mostrado en la tabla. Esto permite reducir en
gran medida el coste computacional del estimador ML cuando el itinerario es descono-
cido, al igual que el de los estimadores Bayesianos. Sin embargo, aunque este ritmo de
crecimiento limitado suponga una ventaja para valores de N medios/bajos, el ntimero
de secuencias simbélicas validas para un mapa cadtico siempre crece exponencialmen-
te, de modo que para valores altos de N el ntimero de regiones asociadas, P(N), es
siempre excesivo en la préactica, como se discute en la Seccion 5.2.

3.4.4. Estimador ML con Secuencia Simbdlica Desconocida

Las ecuaciones (3.34) y (3.35) nos proporcionan el estimador ML de la secuencia
cadtica, x, cuando la secuencia simbélica, {s[k]}1_,, es conocida. Sin embargo, en un
caso general se desconoce la secuencia simbdlica verdadera, y se debe estimar a partir de
la tinica informacién disponible: las observaciones ruidosas. En esta seccién se plantea
el problema de la estimacion ML de la senal cadtica cuando no se conoce la secuencia
simbolica, haciendo énfasis en su semejanza con otro problema ampliamente abordado
en la literatura: la detecciéon multiusuario.

3.4.4.1. Planteamiento del Problema y Relacion con la Deteccién Multiu-
suario

Analizando la funcién de coste para un mapa PWL, dada por (3.30), resulta evidente
que es discontinua con respecto a la secuencia simbdlica, s. En consecuencia, cuando
se desconocen los simbolos del itinerario no se puede derivar J(x[n],s) con respecto a
cada s[k], 0 < k < N — 1, e igualar a cero para obtener un conjunto de ecuaciones que
nos permitan encontrar sus estimas ML, Sy [k].

Este problema guarda una estrecha relacion con el de la deteccion multiusuario, que
consiste en inferir los datos enviados por cada usuario de un sistema de comunicaciones
digitales observados en un entorno multiusuario, en el que el resto de usuarios acttian
como interferencias, indeseadas pero inevitables. Como ejemplo de un problema de
deteccién multiusuario, considérese un sistema CDMA en el que se dispone de N usua-
rios transmitiendo de manera sincrona simbolos M-arios. El modelo para las senales
disponibles a la salida del filtro adaptado en cada instante de tiempo es [Nelson1996]

y = RAs+w, (3.40)

siendo y = [y[0], ..., y[N — 1]]* la informacién recibida por cada usuario, w =
[w[0], ..., w[N —1]]T AWGN, R la matriz de correlacién entre las formas de onda
transmitidas por cada usuario (es decir, en un sistema CDMA la correlacién entre sus
respectivas secuencias de ensanche), s = [s[0], ..., s[N — 1]]7 la informacién de cada
usuario, y A = diag(a;, ..., ay) una matriz diagonal con la amplitud de la senal
recibida de cada usuario.
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De acuerdo con el modelo dado por (3.40), la senal recibida para el usuario k-ésimo,
0 < k<N —1,resulta

N-1

ylk] = aigs - rryriv - sl + wlk],

=0

donde 741141 es el elemento (k+ 1,7+ 1)-ésimo de la matriz R. Puesto que el ruido es
blanco y Gaussiano, encontrar el estimador ML equivale a minimizar una cierta funcién
de coste, al igual que en el caso de la senal cadtica, que ahora viene dada por

J(s) = (y—RAs) (y — RAs)

2

N-1 N—-1
= ylk] =) aier  rrni - slil ) (3.41)
k=0 =0

Comparando las funciones de coste (3.41) y (3.30) resulta evidente su similitud en
dos aspectos fundamentales:

1. En las dos interviene una secuencia discreta de N muestras, s, que se debe estimar
dentro de un espacio de hasta M?” posibles secuencias.

2. Ambas dependen asimismo de otros parametros externos que es necesario hallar:
x[n] en la estimacién de la senial cadtica, y los a; (suponiendo R perfectamente
conocida) en la deteccién multiusuario.

No obstante, a pesar de esta semejanza entre ambos problemas, también existen dife-
rencias importantes:

1. En el caso del caos la estimacion de la secuencia simbélica es inicamente un paso
intermedio para obtener la senal final deseada, la secuencia cadtica, mientras que
en el caso de la deteccién multiusuario la secuencia con los simbolos transmitidos
por cada usuario es la senal buscada.

2. En la deteccion multiusuario generalmente todas las combinaciones de simbolos
transmitidos por los usuarios son posibles, de modo que siempre existen MY
secuencias validas. Para las senales cadticas con frecuencia muchos itinerarios son
invalidos, de modo que el niimero de secuencias posibles suele ser muy inferior a
MY | aunque siempre crece exponencialmente con N.

3. La dependencia con la secuencia simbdlica es lineal en el problema de la detec-
cion multiusuario, mientras que para las senales cadticas existe una dependencia
fuertemente no lineal a través de los a; y b;. Ademas, en funcién de la muestra de
referencia elegida, algunos simbolos pueden no influir en el valor de determinadas
observaciones.
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En consecuencia, parece razonable suponer que algunas de las técnicas utilizadas
para resolver el problema de la detecciéon multiusuario puedan ser aplicadas al problema
de la estimacién de senales cadticas, aunque probablemente con importantes modifica-
ciones. En concreto, en el Capitulo 5 se explota esta afinidad entre ambas cuestiones
para plantear un algoritmo computacionalmente eficiente aunque subéptimo basado en
los algoritmos E-M y SAGE. Adicionalmente, en las lineas futuras se resalta otro méto-
do ampliamente utilizado en deteccién multiusuario y cuya aplicaciéon puede resultar
interesante en el problema considerado: los algoritmos genéticos.

3.4.4.2. Implementacion Exacta del Estimador ML

En este caso, la solucién obvia que garantiza la obtencion del estimador ML de la
secuencia cadtica (e igualmente del itinerario) consiste en probar todas las secuencias
simbdlicas validas, calcular el estimador ML local para cada una de ellas, y elegir
como estimador ML global aquel que proporcione un menor valor de la funcién de
coste. Aunque existen técnicas més eficientes que permiten obtener el estimador ML
para algunos mapas concretos como el TM, este algoritmo de “busqueda exhaustiva”
o “fuerza bruta” es el inico que asegura la consecuciéon de la estima ML de la senal
cadtica para un mapa PWL cualquiera.

En primer lugar, puesto que se desconoce la secuencia simbélica, se va a reescribir la
funcién de coste global para incluir esta incertidumbre. Esta funcion de coste se puede
expresar ahora como una suma de las funciones de coste locales para cada posible
itinerario. Utilizando la funcién caracteristica definida por (2.12) y la funcién de coste
para un itinerario concreto dada por (3.31), la funcién de coste global resulta

P(N)

J(z[n],s) = Z J(z[n], 8i)Xry (x[n])d(s — sy), (3.42)

donde P(N) indica el niimero de secuencias simbdlicas validas de longitud N del mapa
cadtico, s; denota cada una de dichas secuencias, J(x[n],s;) representa la funcién de
coste local i-ésima,

N—n

J(@nl,s) =Y (V2[k] - ol [K]z[n]), (3.43)

k=—n

con 1 <i < P(N), R} = [n, sl ] hace referencia a la regién del espacio de fases de
x[n] que puede dar lugar al itinerario i-ésimo, s;, y 0(+) es la funcién impulso o delta
de Dirac N-dimensional:

1, s=s;

5(S_Si):{0 sts..

Nétese que s[N] no aparece en (3.42) ni en (3.43), ya que no interviene en la generacién
de la secuencia con independencia de la muestra de referencia seleccionada. La estima
ML de s[N], s$up[N], viene dada a posteriori por la regién a la que pertenezca Zy,[N].
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Una vez mas, se observa que la dependencia con la muestra n-ésima de la secuen-
cia para cada una de las funciones de coste locales es cuadrética, lo que garantiza la
existencia de un tnico minimo, al igual que ocurria con (3.31). Como ejemplo, en la
Figura 3.9 se muestra la funciéon de coste global para el SK-TM con ¢ = 0,3, apre-
ciandose claramente su composicion como concatenacion de funciones de coste locales
cuadraticas truncadas. Para el itinerario i-ésimo, dicho minimo se halla derivando e
igualando a cero la funcién de coste correspondiente, obteniéndose una estima de x[n]
cuya expresion es

SSal (k2 K]
Ziln] =20 —

N : (3.44)
g%m2

que resulta idéntica a (3.33) para cada itinerario en particular. Y de acuerdo con la
Proposicién 3.1, el estimador ML local para la regién i-ésima viene dado por

Tln] =  &iln],  #in] € RY; (3.45)
ne, i) <nl.

Finalmente, el estimador ML global es simplemente la estima ML local de entre todas
las dadas por (3.45) que minimiza (3.42), como indica la Proposicion 3.4.

Proposicién 3.4 Sea una secuencia de muestras desconocida, {z[k]}1_,, generada
mediante la iteracion, usando (3.11) o (3.12), de un mapa PWL con M intervalos
definido por (2.14), y sea {y[k|}i_, la secuencia de observaciones disponibles, obte-
nidas sumando ruido blanco Gaussiano a cada muestra x|k]. El estimador ML de la
muestra n-ésima de la secuencia, x[n], cuando la secuencia simbdlica es desconocida,
viene dado por

Ivp[n] = 2y [n]- (3.46)
Donde &3y [n] es el estimador ML local dado por (3.45) para la region r-ésima, que es el
que minimiza la funcion de coste global, dada por (3.42), de entre todos los estimadores
ML posibles, y se obtiene mediante la siguiente ecuacion:

r = arg min J (24, [n],s:), (3.47)
coni=1, ..., P(N). El resto de muestras de la secuencia cadtica se obtienen, gracias
a la propiedad de invariancia del estimador ML, iterando a partir de Ty [n] utilizando
el estimador ML de la secuencia simbolica: Sy, = s,. Es decir,

aauln+ k] = f5, (@awn]), (3.48)

conk =-n, ..., =1, 1, ..., N —n. Y por consiguiente, la estima ML del vector
completo que contiene la secuencia cadtica es:

X = [fan (Bwn]), - for mog@wln]), aawlnl, f@awln]), <o fA7 @ [n])]"
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2.51 N

Figura 3.9: Funcién de coste para el estimador ML del SK-TM con z[0] = 0,3108,
c =03 N =3y SNR = 20 dB cuando el itinerario es desconocido: limites de las
regiones y naturaleza cuadratica de las funciones de coste locales.

Al igual que ocurria en la Seccién 3.4.2; las afirmaciones de la Proposicién 3.4 se
pueden trasladar facilmente a un algoritmo similar al Algoritmo 3.3. El Algoritmo 3.6
resume los pasos necesarios para calcular el estimador ML de una secuencia cadtica
cuando la secuencia simbdlica es desconocida. La tunica diferencia entre el Algoritmo
3.6 y el Algoritmo 3.3 es que ahora se tienen que calcular P(V) estimadores ML locales
y seleccionar a posteriori el mejor de todos ellos.

Aunque en el Algoritmo 3.6 se calcule la region correspondiente a cada itinerario
“on-line”, en un caso real es mas practico precalcular las regiones antes de aplicar el
algoritmo de la siguiente manera. Se obtienen las P(n) regiones correspondientes al
itinerario asociado a las muestras anteriores a la n-ésima mediante el Algoritmo 3.4, y
las P(N —n) regiones correspondientes al itinerario asociado a la muestra n-ésima y las
posteriores mediante el Algoritmo 3.5, por separado. Se almacenan estas regiones (un
total de P(n)+P(N—n)) y para cada secuencia simbdlica se obtiene la regién R como
la interseccion de la region hacia atras y hacia delante correspondiente. Nétese ademas
que, si se exploran las secuencias simbélicas de manera adecuada (esto es, cambiando
los simbolos més lejanos a z[n] tanto para la iteracién hacia delante como hacia atrés)
se pueden aprovechar las férmulas recursivas para A™* y BM™* mostradas en la Seccién
3.3, reduciéndose sensiblemente el coste computacional.

De nuevo existen dos casos de especial interés: eleccién de z[0] como muestra de re-
ferencia, y eleccién de x[N]. En ambos casos, los estimadores ML locales de x[0] y [N]



109

Para cada secuencia simbdlica vélida, s; (i =1, ..., P(NN)), se realizan los pasos siguientes:

1. Obtener el minimo de la funcién de coste local, dada por (3.42), derivando con respecto a
x[n], y cuyo valor exacto viene dado por (3.44).

2. Hallar la regién del espacio de fases formada por el conjunto de valores de x[n| que pueden
generar el itinerario correspondiente a las muestras anteriores, s;(1 : n) = [s;[0], ..., s;[n—
1]]7, mediante el Algoritmo 3.4.

3. Hallar la regién del espacio de fases formada por el conjunto de valores de x[n]| que pueden
generar el itinerario correspondiente a la muestra n-ésima y las posteriores, s;(n+1: N) =
[si[n], ..., si[N —1]]T, usando el Algoritmo 3.5.

4. Realizar la interseccién de estas dos regiones para construir RY. = 7, s ].

S
5. Encontrar el estimador ML local de z[n] usando (3.45). Si z[n] € RY., entonces &} [n] =

#4[n]. En caso contrario, el estimador ML es el punto mds cercano de R{ : nf o K.

6. Obtener el estimador ML del resto de la secuencia iterando hacia delante o hacia atras a
partir de &}, [n] segin corresponda.

7. Determinar el error cometido por esta estima ML local evaluando la funcién de coste con
la estima ML de z[n] obtenida para el itinerario i-ésimo: &; = J ([0, 8i)-

Una vez obtenidas todas las estimas ML locales, seleccionar como estima ML global aquella cuyo
error, &, sea menor.

Algoritmo 3.6: Estimador ML de una secuencia cadtica cuando la secuencia simbdlica
es desconocida.

se obtienen limitando el valor de las estimas obtenidas mediante (3.36) y (3.37) respec-
tivamente para cada posible secuencia simbdlica, de modo que sus itinerarios coincidan
con los especificados. El estimador ML global es simplemente el que proporcione un
menor error de todos ellos.

El primer caso (utilizacién de z[0] como muestra de referencia) es el que ha recibido
una mayor atencién, tanto por nuestra parte como en la literatura, donde la mayor
parte de los algoritmos propuestos (subdptimos en general) consideran la generacion del
mapa Unicamente mediante iteracién hacia delante. En [Panta2000a| se ha propuesto
una expresion cerrada para el estimador ML de secuencias generadas por el S-TM, y
en [Panta2000d] se muestra el equivalente para el SK-TM, tomando siempre x[0] como
muestra de referencia. Posteriormente, en [Panta2000b] se ha obtenido la expresién
general para el estimador ML de secuencias generadas mediante cualquier mapa PWL,
de nuevo cuando la muestra de referencia es x[0].

El segundo caso (seleccién de z[N| como muestra de referencia) no se suele consi-
derar en la literatura, a causa de la dificultad que supone iterar hacia atras utilizando
un mapa no invertible. Sin embargo, debido a que la iteraciéon hacia delante de mapas
caoticos es inestable numéricamente, en ocasiones puede resultar ventajoso reconstruir
el mapa iterando hacia atras. Esta aproximacién se ha considerado en [Panta2001a] y
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[Luengo2004a] dentro del marco de la estimacion conjunta de los pardmetros del mapa
cadtico y la secuencia generada. En ambos casos, para el mapa considerado (el BSK-
TM) cualquier secuencia simbdlica es valida, de modo que las estimas locales obtenidas
mediante (3.37) coinciden con las estimas ML locales siempre que se encuentren dentro
del espacio de fases del mapa, I = [—1, 1]. La seleccién de muestras intermedias de
la secuencia como punto de referencia no se habia considerado hasta el momento. Su
uso se estudia en las secciones 3.6 y 3.7, durante la presentacion y discusion de los
resultados obtenidos respectivamente.

3.5. Estimador ML de Secuencias Generadas por
Mapas No PWL

En la Seccién 3.4 se ha obtenido una expresién cerrada para el estimador ML
de secuencias cadticas generadas por mapas PWL. Aunque la metodologia general
desarrollada en dicha seccion es perfectamente valida para secuencias generadas por
mapas no PWL, existen dos inconvenientes para su aplicacion:

1. La obtencion de ecuaciones cerradas para el estimador ML de x requiere encontrar
una expresién analitica de f¥="(z[n]) (con 0 < k,n < N), lo que para la mayoria
de los mapas no PWL parece una tarea muy complicada, si no imposible.

2. Para los mapas PWL la dependencia de f¥="(z[n]) con x[n] es lineal para una
cierta secuencia simbdlica. Esto da lugar a una funcion de coste cuadrética dentro
de la region asociada a cada itinerario, que por lo tanto tiene un tinico minimo,
cuya expresion se puede obtener de manera explicita derivando. En el caso de
mapas no PWL la funcién de coste en cada regién no es cuadratica, de modo que
en teoria pueden existir varios minimos dentro de la misma, complicandose en
gran medida la obtencién de los estimadores ML locales.

Debido a estas dos dificultades, este problema no se ha estudiado detalladamente.
No obstante, a continuacién se indica como aplicar la metodologia de estimacion de-
sarrollada en la Seccion 3.4 a esta clase de mapas. En primer lugar, nétese que para
hallar las regiones asociadas a cada itinerario se pueden usar los algoritmos 3.4 y 3.5
descritos en la Seccion 3.4.3, ya que se dan las condiciones necesarias para su correcto
funcionamiento (esto es, siempre se puede realizar una particiéon del mapa en intervalos
dentro de los cuales es mondtono y continuo) y unicamente requieren el conocimiento
de f(z). Asi pues, en ambas ocasiones el problema principal consiste en encontrar el
minimo global dentro de R, al igual que en el caso de los mapas PWL.

Por desgracia, como ya se ha mencionado anteriormente, no se puede encontrar una
ecuacion cerrada de los minimos en cada region ni siquiera para los mapas no PWL
mas sencillos. Ademas, debido a la posible presencia de multiples minimos locales, la
opcién mas segura para encontrar el minimo en R} es recurrir a métodos de rejilla.
Estos consisten basicamente en trazar una rejilla (habitualmente uniforme) a lo largo
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de todo el espacio de fases en el que se desee realizar la busqueda, evaluar la funcién
en cada punto de la rejilla, y seleccionar finalmente el punto maximo o minimo.

En la Figura 3.10 se muestra un ejemplo de la funcién de coste, junto con la aplica-
cién de un método de rejilla, cuando el itinerario es desconocido. Se ha utilizado una
rejilla uniforme dentro de cada una de las P(IV) regiones en que se divide el espacio de
fases en funcion del itinerario, de modo que los puntos de la rejilla son

Kg, — s,

N,
donde 1 < ¢ < P(N) indica la regién, y 0 < j < N, — 1 el punto de la rejilla dentro de
dicha regiéon. La funcién de coste se muestra en negro, los puntos de la rejilla en azul,
y los limites de las regiones (que coinciden con muestras de la rejilla salvo en el caso
de z[0] = 1) en rojo. Para poder apreciar claramente la funcién de coste y la rejilla, se
utiliza el mapa logistico con A = 4, N = 2, muestra de referencia x[0], y inicamente

N, = 5 puntos de la rejilla en cada regién. El valor real de x[0] se indica mediante el
simbolo "', y el valor estimado mediante ’o’.

0] =l +j (3.49)

J([0])

Figura 3.10: Ejemplo de funcién de coste para el mapa logistico, J(x[0]), con A =4y
N = 2. (a) Funcién de coste sin ruido. (b) Funcién de coste con ruido (0% = 0,25).

Nétese que el elevado nivel del ruido en la Figura 3.10(b) (02 = 0,25) no altera
la forma general de la funcién de coste, aunque puede modificar significativamente los
valores de sus minimos locales, desplazando en consecuencia la posicién de su minimo
global. Por ejemplo, en este caso provoca que el valor de z[0] estimado difiera mucho
del caso sin ruido, aunque en ambos casos el método es capaz de encontrar un valor
muy cercano al minimo real de la funciéon con una rejilla formada por muy pocos
puntos. Ademas, el ruido tiende a difuminar la estructura de la senal cadtica y a hacer
desaparecer sus detalles. El efecto que esto causa en general es el de suavizar la forma
de la funciéon de coste, que puede perder parte de sus rasgos distintivos, como se aprecia
comparando la Figura 3.10(b) con la Figura 3.10(a).
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Uno de los principales problemas de los métodos de rejilla es que su precision es muy
dependiente del niimero de puntos de la rejilla, que debe ser relativamente elevado para
no introducir un sesgo apreciable y garantizar un error reducido. Para incrementar la
precision del método, manteniendo a la vez el coste computacional reducido, se puede
usar una rejilla inicial gruesa, y posteriormente depurar la estima inicial utilizando
rejillas sucesivamente mas finas entorno al punto 6ptimo estimado con la rejilla anterior.

Una segunda alternativa para hallar el minimo de la funcién de coste consiste en
recurrir a algin método de minimizacion iterativo local dentro de la regién correspon-
diente a cada itinerario. A pesar de que este tipo de técnicas son muy sensibles a la
presencia de minimos locales, se ha observado empiricamente que para muchos ma-
pas no PWL tnicamente existe, como mucho, un minimo dentro de cada region. Esta
caracteristica de la funcion de coste se ha observado para numerosos mapas cadticos,
como por ejemplo el mapa logistico o el mapa del seno mostrado en la Tabla 2.2, con
independencia de la longitud de la secuencia y de la presencia o no de ruido.

Para corroborar esta afirmacién, en la Figura 3.11 se muestra la funcién de coste
para el mapa del seno sin ruido y con él. En las figuras 3.11(b) y 3.11(d) se aprecian
los cuatro tipos de funciones de coste que pueden existir en cada regién: sin maximos
ni minimos (cuarta regién de 3.11(d)), convexa (esto es, inicamente con un minimo,
sexta regién de 3.11(d)), con un minimo y un maximo (quinta regién de 3.11(b)), o
con un minimo y dos maximos (tercera regién de 3.11(b)). Nétese ademés que, aunque
los valores concretos de la funcién de coste pueden variar mucho debido al ruido, su
aspecto general no se modifica en gran medida.

Esta observacion sugiere un método que garantiza la obtencién del minimo global
de la region: si la funcién de coste es decreciente en el limite inferior de la region,
7L, o creciente en su limite superior, 7, cualquier algoritmo de minimizacion iterati-
va (descenso de gradiente, algoritmo de Newton-Raphson, método de “scoring”, etc.)
permite alcanzar su tinico minimo. En caso contrario, usando un método de maximi-
zacién iterativa, inicializado con #2[n] = n o 29[n] = k2, seguido de un algoritmo de
minimizacion, se obtiene el valor de x[n] buscado. En cualquier caso, el rendimiento de
los estimadores propuestos en esta seccién no se ha analizado de manera detallada, de
modo que no se presentan resultados para los mismos, quedando su estudio relegado
al d&mbito de posibles lineas futuras.

3.6. Resultados

En esta seccion se presentan los principales resultados obtenidos para el estimador
ML de secuencias generadas usando mapas PWL. En la Secciéon 3.6.1 se muestra la
manera en que se han realizado las simulaciones y se ha llevado a cabo la evaluacion del
estimador ML. Y en la Seccién 3.6.2 se presentan numerosos resultados para distintos
mapas PWL, que demuestran el buen rendimiento de la metodologia de estimacion
propuesta.
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Figura 3.11: Ejemplo de funcién de coste para el mapa del seno, J(z[0]), con c =1y
N = 10. (a) Funcién de coste sin ruido para todo el espacio de fases. (b) Ampliacién
de un segmento de la funcién de coste sin ruido (limites de las regiones en rojo). (c)
Funcién de coste con ruido (02 = 0,25) para todo el espacio de fases. (d) Ampliacién
de un segmento de la funcién de coste ruidosa (limites de las regiones en rojo).

o

3.6.1. Ewvaluacion del estimador ML

El criterio habitual para evaluar un estimador y compararlo con otras alternativas
de estimacién es el error cuadratico medio (MSE), que se puede expresar en funcién
del sesgo y la varianza del estimador. Suponiendo que se ha elegido como muestra
de referencia la n-ésima, el sesgo de un estimador cualquiera de la muestra k-ésima
(0 < k < N), denotado como ds[k — n;n] = fF~"(#[n]), viene dado por

b(2s[k — n;n)) = |2[k] — E(zs[k — n;n])], (3.50)
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y la varianza por
Var(is[k — n;n]) = B((z[k] — 25[k — n;n])?). (3.51)
Y a partir de (3.50) y (3.51) el MSE se puede poner simplemente como [Kay1993]:
MSE(#5[k — n;n]) = Var(is[k — n;n]) + b(2s[k — n;n])% (3.52)

Desafortunadamente, el estimador ML es fuertemente no lineal. En consecuencia,
resulta muy complicada la determinacién de su rendimiento de manera analitica, y en
general se recurre a la realizacion de simulaciones de Monte Carlo para su evaluacion.
En este caso, la esperanza matemaética se sustituye por la media muestral, de modo que
para un numero de simulaciones de Monte Carlo, N,,, suficientemente alto, el sesgo del
estimador se puede aproximar por

1 N,

N, 4

3

B(is[k: —n;n|) = |zlk] — ig) [k —n;nl]| ~ b(zs]k — n;n)),

1

la varianza por

Nm

V(aalk — n:n]) = Nim S (#lk] — 200k — )" o Var(asfk — ninl),

i=1
y el MSE por
M(is[k — n;n]) = V(is[k — n;n]) + b(zs[k — n;n])? ~ MSE(Zs[k — n; n)),

siendo 2 [k — n;n] la estima de la muestra k-ésima de la secuencia obtenida en la
simulacién i-ésima de Monte Carlo.

En cuanto a la determinacion del valor de N,, para el que las aproximaciones
anteriores proporcionan buenos resultados, en general no existe ninguna férmula para
hallar su valor. Por consiguiente, el valor adecuado de N,, no se puede calcular de
manera analitica, sino que se debe obtener experimentalmente observando el valor a
partir del cual los resultados no sufren cambios significativos. En nuestro caso, se ha
encontrado que para una cierta muestra de referencia y relacién senal a ruido un valor
de N,, = 1.000 proporciona buenos resultados normalmente, presentando ademas un
compromiso apropiado entre precision y rapidez de las simulaciones. En consecuencia
la mayor parte de las simulaciones presentadas han sido realizadas con N,, = 1.000,
aunque en algunos casos se han utilizado 2.000, 5.000 o incluso 10.000 simulaciones de
Monte Carlo para obtener curvas mas suaves.

Noétese ademds, que en las figuras mostradas en este capitulo y los posteriores
no se suelen representar directamente el sesgo, la varianza y el MSE. En su lugar, se
representan estas cantidades en decibelios (es decir, en escala logaritmica) para apreciar
mejor su valor, y con el signo cambiado, puesto que en general van a ser menores que
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la unidad. Por ejemplo, tomando como referencia el MSE, que es la medida habitual
del rendimiento de un estimador, la cantidad representada usualmente es

~

M, (dB) = —101log,,(M(zs[k — n; 1)),

que se corresponde con una mejor estimacién cuanto mayor sea su valor. Adicional-
mente, en algunas graficas se utiliza el MSE total, cuya estima se obtiene promediando
el MSE en dB para la estima de cada muestra de la secuencia:

N
N 1 N
Mz (dB) = —— My (dB). 3.53
+(dB) = =y 3N (3.59)
De idéntica manera se puede desarrollar la expresion en dB para la varianza de cada
muestra de la secuencia,

~

Vi(dB) = _10102510(\7(5%@[% —n;nj)),
para el sesgo, ) )
bi(dB) = —201log,,(b(s[k — n;n])),

donde se multiplica por 20 el logaritmo en lugar de por 10 para tener ya en cuenta que
en la expresion del MSE aparece elevado al cuadrado, y de la varianza y sesgo totales:

Vp(dB) = ﬁ S Vi(dB), (3.54)
Br(dB) = ﬁ S bu(dB). (3.55)

Por dultimo, cabe destacar el modo en que se ha obtenido la varianza del ruido
para las simulaciones. Aunque se puede calcular de manera cerrada la potencia media
de una senal cadtica caracteristica generada por un determinado mapa si se conoce
(o estima) su FDP invariante, la potencia media real para una secuencia corta puede
diferir significativamente de la de una secuencia tipica, que es la proporcionada por
la FDP invariante. En consecuencia, con el fin de poder realizar comparaciones justas
entre diferentes mapas, parametros y condiciones iniciales, en las simulaciones se calcula
la potencia media de la secuencia generada como

N

1
P=——
N+14&

wlk]?,

y a partir de P, se obtiene la varianza requerida para una cierta SNR mediante

o2=P, . 10~SNR(dB)/10_
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3.6.2. Resultados para Mapas PWL

En primer lugar, se va a estudiar el efecto de la eleccion de la muestra de referencia,
x[n], sobre los resultados del estimador ML. En principio, la independencia del rendi-
miento del estimador con respecto al punto de referencia escogido parece evidente debi-
do a la propiedad de invariancia del estimador ML [Zacks1971, Mendel1987, Kay1993]:
si se dispone de la estima ML de un parametro 6, éML, la estima ML de una funcién
de 6, g(6), viene dada simplemente por ¢(fyy,). No obstante, la inestabilidad numérica
inherente a toda senal cadtica podria dar lugar a resultados drasticamente distintos de
lo esperado, de modo que resulta prudente comprobarlo.

Afortunadamente, en esta ocasién los resultados de las simulaciones confirman las
expectativas tedricas, y no se observa una dependencia significativa del rendimiento del
estimador con respecto al punto de referencia. Como prueba de esta afirmacion, en la
Figura 3.12 se muestra el MSE total de la estima de la secuencia, dado por (3.53), para
una senal cadtica generada usando el BSK-TM con N = 4, ¢ = —0,5, z[0] = 0,6546 y
todos los posibles puntos de referencia (n =0, ..., 4).

——CRLB ——CRLB
I . . N

0 £0 50 60 0 lb 3‘0 50 60
SNR(dB)

(a) (b)

Figura 3.12: Rendimiento del estimador ML de una secuencia generada usando el BSK-
TM con z[0] = 0,6546, N = 4y ¢ = —0,5 para distintos puntos de referencia. (a)
Referencia en n = 0. (b) Comparacién de los resultados paran =0, ..., 4.

%0
SNR(dB)

Se puede apreciar como los resultados de la Figura 3.12 son independientes de n
en la préctica, tanto en el caso en que la secuencia simbdlica es conocida (estimador
1, en azul) como en el caso en que es desconocida (estimador 2, en rojo). También se
observa cémo, cuando la secuencia simbodlica es conocida, el estimador alcanza el CRLB
para cualquier SNR (es decir, se trata de un estimador estadisticamente eficiente, que
aprovecha de manera 6ptima los datos disponibles), mientras que si el itinerario es

desconocido es necesario disponer de una SNR de al menos 30 dB para alcanzar el
CRLB.
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Este resultado se cumple en general para cualquier mapa cadtico independiente-
mente de sus parametros, la condicién inicial, y el niimero de puntos. Como muestra,
en la Figura 3.13 se presenta el MSE total obtenido para otros dos mapas cadticos: el
BSM con z[0] = 0,2845 y N =4, y el TM con z[0] = 0,4635, 3 =1,9y N = 4. En el
primer caso se alcanza el CRLB a partir de una SNR=20 dB con independencia de la
muestra de referencia seleccionada, mientras que en el segundo es necesaria una SNR
de aproximadamente 35 dB. En consecuencia, dada la invariancia de los resultados
con la muestra de referencia, a partir de este instante se utiliza z[0] para todas las
simulaciones.
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Figura 3.13: Comparacién del rendimiento del estimador ML de una secuencia generada
usando el BSM y el TM para distintos puntos de referencia. (a) BSM con z[0] = 0,2845
y N =4. (b) TM con z[0] = 0,4635, 3 =19y N = 4.

En las figuras 3.12 y 3.13 se ha mostrado el MSE de los estimadores, que se compone
de un término debido al sesgo mas otro debido a la varianza. En la Figura 3.14 se
muestran, para la secuencia completa, por un lado el MSE y la varianza, y por el otro
el sesgo, para senales generadas por los tres mapas anteriores (BSM, BSK-TM y TM),
pero con distintos parametros y condiciones iniciales. A la vista de los resultados, que
son validos para un mapa PWL cualquiera, resulta evidente que la varianza predomina
sobre el sesgo para todos los estimadores. En consecuencia, los estimadores se pueden
considerar insesgados en la practica , y en lo sucesivo se representa tinicamente su MSE.

Un segundo aspecto que resulta interesante estudiar es el rendimiento del estimador
ML para cada punto de la secuencia. En la Figura 3.15 se muestra el MSE de cada
muestra de la senal cadtica estimada para un ejemplo llevado a cabo usando el SK-TM
con z[0] = 0,2145, ¢ = 0,3 y N = 4. Este ejemplo es representativo del comportamiento
tipico del estimador: conforme se avanza en la secuencia el CRLB es mayor en escala
natural (esto es, se puede lograr una menor precisién en la estimacién de la muestra),
pero el estimador ML se halla més cercano al CRLB y lo alcanza para una SNR inferior.
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Figura 3.14: MSE, varianza y sesgo del estimador ML para secuencias generadas usando
el BSM, el BSK-TM y el TM con N = 4 y referencia en z[0]. (a) Varianza y MSE para
el BSM con z[0] = 0,7373. (b) Sesgo para el BSM con z[0] = 0,7373. (¢) Varianza y
MSE para el BSK-TM con ¢ = 0,7 y z[0] = 0,3229. (d) Sesgo para el BSK-TM con
c¢=0,7y z[0] =0,3229. (e) Varianza y MSE para el TM con = 1,8 y z[0] = 0,2714.
(f) Sesgo para el TM con =18y z[0] = 0,2714.
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Figura 3.15: Comparacion del MSE del estimador ML en funcién de la muestra de la
secuencia usando como referencia la muestra inicial para el SK-TM con z[0] = 0,2145,
c=03y N =4. (a) MSE de #[0], My(dB). (b) MSE de 2[1], M;(dB). (c) MSE de 2[2],

~

M,(dB). (d) MSE de 2[3], Ms(dB).

El primer resultado es consecuencia de la aparicién de los al[k] en el denominador
de (E.7), que se puede descomponer como dos sumatorios en funcién de los términos
de las matrices A y B. Puesto que en general las pendientes de los intervalos del mapa
son mayores que uno, normalmente se cumple que A% > 1y B%~* < 1. Por tanto,
cuanto mayor sea n menor va a ser el denominador (aparecen mas términos del estilo
B2~ en el sumatorio) y mayor el CRLB en escala natural (menor en la representacién
logaritmica invertida utilizada).

El segundo resultado es consecuencia de la menor dependencia de la regién a la
que pertenece z[n] con respecto a la secuencia simbdlica conforme se avanza en la
secuencia. Por ejemplo, para muchos mapas x[N] puede pertenecer a cualquier regién
del espacio de fases del mapa, de modo que un error en la secuencia simbdlica no va
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a afectar significativamente a su estimacién. En consecuencia, para la tltima muestra
de la secuencia (caso no mostrado en la Figura 3.15) se ha observado que en general
su estimador ML alcanza el CRLB para cualquier valor de SNR.

Noétese que el MSE del estimador ML cuando la secuencia simbdlica es conocida
alcanza siempre el CRLB e incluso lo supera para SNRs bajas. Esto es debido a que el
CRLB presentado se ha calculado para el caso en que el itinerario es desconocido, y no
refleja el conocimiento adicional disponible para dicho estimador. Ademas, el estimador
ML limita el rango de valores posibles de x[n] de tal modo que su itinerario coincida con
el real, lo que supone una reduccion del MSE mas allé de lo que es factible en la practica,
marcado por el CRLB. En realidad, este estimador se presenta tinicamente a efectos
de comparacién, y para demostrar que la obtencién de una buena estima de una senal
caotica se reduce basicamente a estimar correctamente su itinerario, pero representa
una situacién irreal, ya que para bajas SNRs resulta imposible estimar correctamente
la secuencia simbélica.

La Figura 3.15(a) muestra una curva tipica del rendimiento del estimador ML de
x[0]: el estimador ML proporciona malos resultados para bajas SNRs, pero alcanza el
CRLB asintéticamente cuando la SNR tiende a infinito. No obstante, el valor concreto
de SNR en el que se alcanza el CRLB depende en gran medida del mapa cadtico, sus
pardametros y la condicién inicial. Como ejemplo, en la Figura 3.16 se muestra el MSE
de z[0] para la estima ML de las senales generadas por cuatro mapas cadticos distintos
con N = 4: el BSM con z[0] = 0,5143, el BSK-TM con z[0] = 0,0627 y ¢ = —0,1, el
SK-TM con z[0] = 0,8333 y ¢ =0,9, y el TM con z[0] = 0,2435 y 3 = 1,7. La primera
secuencia es la que resulta mas facil de estimar, alcanzandose el CRLB para una SNR
de tan solo 20 dB, mientras que el resto siguen un orden creciente de dificultad: para
la segunda se requiere una SNR de 25 dB, en el tercer caso son necesarios 40 dB, y en
el ultimo hace falta una SNR de al menos 55 dB.

Sin embargo, a pesar de los resultados de la Figura 3.16, no debe llegarse a la
conclusién (errénea) de que un mapa como el SK-TM es més facil de estimar que el
TM por ejemplo. Aunque en algunos casos esto sea cierto (por ejemplo para el BSM se
obtienen buenos resultados en general para cualquier condicién inicial y longitud de la
secuencia), por lo comun el que una secuencia generada por un mapa sea mas 0 menos
facil de estimar que la generada por otro depende en gran medida de sus pardametros
y condicién inicial. Como prueba de esta afirmacion, en la Figura 3.17 se muestran los
resultados obtenidos para dos secuencias generadas por el TM con =15, N =4y
dos condiciones iniciales diferentes: z[0] = 0,8964 y x[0] = 0,4987. En el primer caso se
alcanza el CRLB para una SNR de tan sélo 20 dB, una SNR mucho menor que los 40
dB requeridos por la secuencia generada con el SK-TM en la Figura 3.16(c), mientras
que en el segundo caso resulta necesaria una SNR de 65 dB para alcanzar el SNR,
siendo mucho peor que los ejemplos presentados en la Figura 3.16(c) y (d).
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Figura 3.16: MSE del estimador ML de x[0] para secuencias generadas por diversos
mapas cadticos unidimensionales con N = 4. (a) BSM con z[0] = 0,5143. (b) BSK-TM
con z[0] = 0,0627 y ¢ = —0,1. (¢) SK-TM con z[0] = 0,8333 y ¢ = 0,9. (d) TM con
2[0] = 0,2435 y B = 1,7.

Todos los resultados presentados hasta el momento son para secuencias generadas
usando mapas unimodales (TM, BSM, SK-TM y BSK-TM). Otros ejemplos para estos
y otros mapas pueden verse en [Panta2000a, Panta2000b, Panta2000d, Panta2001b,
Panta2003, Luengo2005b]. Los resultados y las conclusiones para mapas multimodales
resultan similares a los de mapas unimodales: se alcanza el CRLB a partir de una SNR
que depende del mapa, la condicion inicial y el valor del parametro de bifurcacion.
Como ejemplo, en la Figura 3.18 se muestra el MSE obtenido para el mapa PWL1 de
la Figura 2.5(b) con z[0] = 0,88131 y N = 6, y para el mapa de Markovl de la Figura
2.4 con z[0] = 0,2285 y N = 4. Para el primero se alcanza el CRLB con una SNR de
30 dB, mientras que para el segundo son necesarios 45 dB de SNR.
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Figura 3.17: MSE del estimador ML de x[0] de una secuencia generada usando el TM
con f# = 1,5y N = 4 para dos condiciones iniciales distintas. (a) z[0] = 0,8964. (b)
x[0] = 0,4987.

Por 1ltimo, se va a confirmar mediante simulaciones un resultado ya conocido
[Kay1995a]: la inconsistencia del estimador ML para una SNR finita. En la Figura
3.19 se muestra el MSE del estimador ML de z[0] para una secuencia generada iteran-
do el SK-TM con z[0] = 0,833 y ¢ = 0,9. Se puede apreciar como para N =3y N =6
se alcanza el CRLB a partir de una SNR=35 dB. Para valores de N mayores casi se
alcanza el CRLB para dicha SNR, pero a partir de entonces se observa una saturacion
del MSE, que sélo empieza a mejorar nuevamente cuando la SNR asciende hasta 60
dB. Ademas, nétese que el incremento del CRLB es cada vez menor conforme aumenta
N, estando el CRLB para N = 9 muy cercano al CRLB para N = 12. Esto es, en
resumen, en la Figura 3.19 se aprecian claramente dos efectos:

1. Para un valor de SNR dado, a partir de una cierta longitud de la secuencia se
produce una saturacién en el rendimiento del estimador. El valor de N para el
que se observa este resultado depende de la SNR.

2. Aparece un efecto umbral: para un ntimero de muestras prefijado solo se consigue
una buena estimacién de la secuencia a partir de un cierto umbral de SNR.
Cuanto mayor sea N, mayor va a ser este umbral, e incluso pueden aparecer
varios umbrales de SNR en los que el MSE del estimador ML presenta un salto
cualitativo. Esto ocurre por ejemplo para N = 9 y N = 12 en que aparece un
primer umbral en una SNR de aproximadamente 35 dB, y un segundo situado
alrededor de una SNR igual a 75 dB tras el que se alcanza finalmente el CRLB.
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Figura 3.18: MSE del estimador ML de una secuencia cadtica generada usando dos
mapas multimodales distintos: el mapa PWL1 y el mapa Markovl. (a) Mapa PWL1
de la Figura 2.5(b) con z[0] = 0,4710 y N = 7. (b) Mapa Markovl de la Figura 2.4 con

2[0] = 0,2285 y N = 4.
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para un nimero de iteraciones variable (N =3, 6, 9, 12).
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3.7. Discusion

A lo largo de este capitulo se ha estudiado el problema de la estimacién ML de
secuencias generadas por mapas cadticos. En el caso de mapas PWL se han obtenido
férmulas cerradas para la iteracién hacia delante y hacia atras del mapa en la Seccién
3.3, de modo que se ha conseguido encontrar una expresion analitica para el estimador
ML en la Seccién 3.4. En el caso de mapas no PWL no se puede encontrar una ecua-
cién exacta para el estimador ML, pero este se puede hallar de manera aproximada
combinando la metodologia de estimacion descrita en la Secciéon 3.4 con métodos de
rejilla o iterativos para encontrar los minimos locales, tal como se discute en la Seccién
3.5.

Para validar los estimadores propuestos a lo largo del capitulo, se han realizado
numerosas simulaciones de Monte Carlo, utilizandose como medida del rendimiento
el MSE, tanto de cada muestra de la secuencia como del promedio de la secuencia
completa, y obteniéndose las siguientes conclusiones:

1. Las calidad de las estimas obtenidas es independiente de la muestra de referencia
utilizada, tal y como garantiza la propiedad de invariancia del estimador ML.

2. El estimador ML de z[0] proporciona malos resultados para SNRs muy bajas,
pero alcanza el CRLB asintéticamente cuando la SNR tiende a infinito.

3. El valor concreto de SNR a partir del cual se puede considerar que el estimador
ML es estadisticamente eficiente (es decir, que alcanza el CRLB y por lo tanto
utiliza de manera eficiente toda la informacién contenida en las observaciones)
depende en gran medida del mapa cadtico, sus parametros, la longitud de la
secuencia generada, e incluso la condicion inicial.

4. Conforme se consideran muestras mas avanzadas de la secuencia cadtica (z[1],
x[2], ..., z[N]) el CRLB tiende a aumentar, lo que implica que la estima éptima
de dichos puntos se puede realizar con menor precision. Sin embargo, el estimador
ML se encuentra mas proximo al limite y en general lo alcanza para un valor de
SNR cada vez menor, siendo z[N] el caso extremo en que, para muchos mapas,
se alcanza el CRLB para cualquier valor de SNR.

5. El rendimiento promedio de la secuencia se encuentra fuertemente condicionado
por el de z[0], que es habitualmente la muestra que peor se estima para bajas
SNRs, y que determina el valor de SNR para el cual se alcanza el CRLB.

6. Para SNRs medias/altas el estimador ML se puede considerar insesgado, y su
rendimiento se encuentra limitado fundamentalmente por la varianza. Para ba-
jas SNRs el sesgo influye ligeramente en el empeoramiento del rendimiento del
estimador, en general significativamente inferior al del 6ptimo, dado por el CRLB.

7. El estimador ML de z[0] es inconsistente para una SNR finita en el sentido de
que, para una SNR fija, al aumentar la longitud de la secuencia cadtica se llega a
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un punto de saturacion a partir del cual su rendimiento apenas aumenta con N.
Intuitivamente esto equivale a decir que la senal cadtica olvida rapidamente la
condicién inicial y los puntos adicionales cada vez aportan una menor informacién
respecto al valor real de z[0].

8. La longitud de la secuencia para la que se alcanza esta saturacién depende del
mapa, sus parametros, la condicién inicial y el valor de SNR: cuanto mayor sea
la relacion de senal a ruido mayor serd este valor de N. En el caso extremo,
este efecto de saturacion no se produce en ausencia de ruido. Alternativamente,
esto sugiere que cuanto menor sea el ruido mayores beneficios se pueden obtener,
desde el punto de vista del rendimiento, trabajando con secuencias mas largas.

9. El coste computacional del estimador ML crece exponencialmente con la longitud
de la secuencia. Esta dificultad justifica que en este capitulo sélo se hayan incluido
simulaciones para secuencias cortas (hasta N = 12), y que se busquen estimadores
eficientes computacionalmente en el Capitulo 5.

10. Las conclusiones anteriores son generales e independientes de que el mapa sea
PWL o no, y de su caracter markoviano o no markoviano.

Por 1ltimo, nétese que tnicamente se han considerado estimadores de mapas uni-
dimensionales. Conceptualmente no existe ninguna dificultad en la extensién de las
técnicas descritas para la obtencion del estimador ML a mapas y senales multidimen-
sionales: las féormulas para la iteracion de mapas PWL unidimensionales y el marco de
estimacion propuesto son directamente extensibles a dimensiones mayores que uno.

Las principales dificultades en este caso son de cardcter notacional (para el caso
general, d-dimensional, las expresiones del capitulo se complican considerablemente)
y fundamentalmente computacional. En este sentido, nétese que en el caso de mapas
PWL el ntmero de regiones puede crecer significativamente. Por ejemplo, un mapa
d-dimensional con M intervalos en cada direccion del espacio de fases tendria un total
de M? regiones, que darfan lugar a un total de hasta M posibles itinerarios para
una secuencia de longitud N. En consecuencia, el coste computacional del estimador
ML seria, a grandes rasgos, del orden del coste computacional de un mapa PWL con
M? intervalos. Por consiguiente, para este tipo de mapas podria resultar interesante
considerar representaciones alternativas mas compactas, tales como el modelo lineal a
tramos candnico de Chua y Kang [Chual977, Kang1978], que obligarian a reformular los
estimadores propuestos. El analisis de dichos mapas multidimensionales no se considera
en esta Tesis, aunque se mantiene como una posible linea futura de investigacion.
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