LA GACETA DE LA RSME, Vor. 19 (2016), NUM. 1, PAGs. 67-81 67

Generalizaciones de los niimeros:
de la aritmética a las variedades diferenciables

por

Fernando Etayo Gordejuela

RESUMEN. En las ensenanzas secundaria y universitaria se introducen dife-
rentes tipos de nimeros (naturales, enteros, racionales, reales y complejos), se
estudian el calculo diferencial sobre los reales, y acaso sobre los complejos, y
las variedades diferenciables sobre los reales.

{Cémo se pueden generalizar los nimeros citados, respecto de qué se gene-
ralizan y qué sentido tiene, si lo tiene, seguir para esas generalizaciones todo el
programa que desarrollamos en el caso real con el cdlculo diferencial y las varie-
dades diferenciables? Pretendemos dar respuesta a estas preguntas, haciendo
hincapié en las implicaciones geométricas.

1. CONTAR, OPERAR Y MEDIR

Nuestros alumnos, de secundaria y de ensefianzas técnicas y cientificas universi-
tarias, conocen los diferentes tipos de nimeros (naturales, enteros, racionales, reales
y complejos), estudian el calculo diferencial sobre los reales, y acaso sobre los com-
plejos, y las variedades diferenciables sobre los reales, al menos en el caso de curvas y
superficies. Las variedades son espacios localmente como abiertos de R™, con cambios
de carta diferenciables. Dificilmente se estudian ya en nuestros grados de Matema-
ticas las variedades complejas.

Este orden de presentar los conceptos «ntmeros» — «calculo diferencial» — «varie-
dades» no es el que siguié la humanidad en la introduccién y estudio de los mismos
(como muy bien se puede ver en [17]), pero es el que generalmente se sigue, porque es
el més econémico en el sentido de las ideas. Nuestra atencion se centrara en ver cémo
se puede llegar a las variedades diferenciables cuando se parte de otros tipos de nu-
meros, que habremos de introducir previamente. El articulo pretende dar una visién
global, y a la fuerza poco profunda, de todo el tema. No contiene demostraciones y
estd redactado de la manera mas liviana que le ha sido posible al autor.

Histoéricamente, la aparicién de los nimeros de diferente tipo y de los sistemas
de numeracién tuvo una evolucién muy bien explicada en muchos libros (véanse,
por ejemplo, [9], [18], [19], [26] y [31]). No es el propésito de esta breve presentacion
reescribir lo que otros autores han desarrollado de modo tan exhaustivo. Los tipos
de niimeros que se estudian en la ensefianza media y en la mayoria de las titulaciones
universitarias técnicas son estos cinco:

s Numeros naturales, denotados por N: los de contar, 1,2,3,4,...
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Numeros enteros, denotados por Z: ..., —2,—1,0,1,2,..., que con la operaciéon
de suma forman un grupo, que tiene al 0 como neutro.

Nimeros racionales, denotados por Q, que son todas las fracciones § con a y b
enteros (y b # 0). Los ntimeros racionales con las operaciones suma y producto
constituyen un cuerpo. Pero no contienen «todos los niimeros», pues, como ya
demostraron en la Grecia clasica, el nimero v/2 no es racional.

Ntumeros reales, denotados por R, que aniaden a los racionales todos los limites
de sucesiones de Cauchy de niimeros racionales. Por ejemplo e, 7 y v/2 son
nimeros irracionales: nimeros reales que no son racionales. Los niimeros reales
los podemos ver como los puntos de una recta, la recta real, que no tiene
«agujeros». Son los que permiten medir cualquier longitud.

Nuameros complejos, denotados por C: anaden a los reales todas las raices de
polinomios de coeficientes reales. Por ejemplo, el polinomio 2 4+ 1 = 0 tiene
dos raices que no son reales, y que denotamos por +i. También tienen todas
las raices de cualquier polinomio con coeficientes complejos, por lo que se dice
que C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

En estos conjuntos numéricos se distinguen tres tipos esenciales de conceptos, y

cada uno de ellos dard origen a diferentes generalizaciones del concepto de niimero:

= Contar y ordenar: los naturales cumplen las dos funciones. Cuando pasamos a

conjuntos infinitos mayores tenemos la teoria de cardinales y ordinales.

Medir: los nimeros pueden ponerse como los puntos de una recta. La incon-
mensurabilidad de v/2 significa que no es un niimero racional y, por tanto, la
recta racional no es completa. La nocién de completitud se realiza por medio
de las sucesiones de Cauchy y hay dos modos de completar los racionales: con
los reales y con los p-ddicos (entendiendo que de esta segunda manera hay
infinitas completaciones de los racionales, pues hay una para cada primo p).

Operar: los racionales (y los reales) forman un cuerpo, que en los complejos
alcanza el ser algebraicamente cerrado. Pero, ;existen mas estructuras alge-
braicas interesantes que contengan a los reales?

Asi surgen diferentes tipos de niimeros. { Tiene sentido desarrollar para cada uno

de ellos un calculo diferencial y una teoria de variedades diferenciables? Mas atn, ;se
puede hacer? Como éste es nuestro planteamiento no tiene sentido que nos refiramos
a los cardinales y los ordinales.

2.

Los NUMEROS p-ADICOS

Los ntimeros reales se obtienen completando los racionales mediante sucesiones

de Cauchy. Una sucesién de niimeros racionales {g,} es una sucesion de Cauchy si
para todo £ > 0 existe N tal que, Yn,m > N, es |q, — gm| < €. Este valor absoluto
define la distancia entre dos nimeros racionales. Un walor absoluto en Q es una
aplicacién sobre [0, 00) que verifica tres propiedades:
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" o] =0 < a=0;

= |abl = |a| [b];

v |a+b| <|a|+b|.

El valor absoluto define una distancia en Q dada por d(p,q) = |p — ¢|, con la
que Q es un espacio métrico. Estamos acostumbrados a la definicién de valor absoluto
euclideo: |q] = ¢, si ¢ > 0y |g| = —q, si ¢ < 0. Pero para cada primo p existe el
siguiente valor absoluto | - |,:

—n

. r
sig=7p" > entonces |q|, =p~ ",

donde £ es fraccién irreducible que no contiene el factor p en numerador ni denomi-
nador. Asi, para cada primo p se tiene un valor absoluto | - |,, una distancia en Q,
y una complecién Q, de Q definida por las sucesiones de Cauchy respecto de dicha
distancia. A Q, se le denomina cuerpo de los p-addicos. Las propiedades de @, son
muy diferentes de las de R, aunque ambos son cuerpos completos. Y ademas son las
unicas compleciones de los racionales, en el sentido siguiente:

TEOREMA (de Ostrowski, [23]). Todo valor absoluto en Q es equivalente al euclideo,
al trivial o a un p-ddico.

El valor absoluto trivial es el definido por |¢| = 1, Vg # 0. La equivalencia significa
que dos valores absolutos |- | y || - || son equivalentes si existe una constante k no
nula de modo que |g| = ||q||¥, Vg € Q. Dos valores absolutos equivalentes definen la
misma estructura de espacio métrico en Q.

Los p-adicos fueron introducidos por Hensel a finales del siglo XIX. Son muy
relevantes en dlgebra, teoria de nimeros y andlisis (véanse, por ejemplo [3] y [24]).
Tienen aplicaciones en fisica, en la llamada mecénica cuantica p-adica. Como espacio
topolégico, @, es localmente compacto. Pero tiene propiedades bien distintas a la
topologia usual de la recta real. Por ejemplo, las bolas no tienen centro, en el sentido
de que si denotamos B(a,r) = {z : |z — a| < r}, entonces B(b,r) = B(a,r), Vb €
B(a,r), esto es, todo punto de una bola es centro de la misma. De hecho, las bolas son
abiertas y cerradas simultdneamente y Q, es totalmente disconexo. El valor absoluto
p-adico es no-arquimediano, porque verifica una propiedad triangular més fuerte:
la + b] < méx{|al,|b|}. Esto hace que |n| = |1 +--- + 1| < max{|1],...,]|1]|} = |1],
con lo que todos los enteros tienen norma menor o igual que uno. La propiedad
arquimediana en los reales establece que si a,b € R, 0 < a < b, entonces existe
n € N tal que na > b.

Se define el cuerpo de los p-ddicos complejos C,, como la complecién topolégica
de la clausura algebraica de Q, (véase [24, pag. 10]). Como cuerpo es isomorfo
a C. En el caso real, la clausura algebraica de R es el cuerpo complejo C, que es
topolégicamente completo. Como se acaba de decir, la clausura algebraica de Q, no
es un espacio topoldgico completo, lo que marca otra diferencia entre el caso real y
el p-adico.

Desde el punto de vista del andlisis, se estudian las funciones p-adicas y existe
también en dimensiones infinitas el analisis funcional p-adico. Sin embargo, existe
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cierta controversia sobre el desarrollo de una teoria de variedades diferenciables sobre
los p-ddicos. Asi, se pueden encontrar textos que la desarrollan, como [28], junto con
otros que sefialan la dificultad de desarrollarla, como [25]. En cualquier caso, el
concepto basico de funcién de clase C! no es siquiera elemental, pues en Q,, existen
funciones derivables de derivada continua para las que no se cumple el teorema de
invertibilidad local.

Desde un punto de vista algebraico, las completaciones p-adicas juegan un papel
muy importante en el dlgebra conmutativa, geometria algebraica y aritmética (una
introduccién a estos conceptos puede verse en el libro clasico de Atiyah y MacDo-
nald [3]).

Los p-adicos definen un camino para ampliar los racionales totalmente diferente al
de los reales. Nos hemos detenido bastante en ellos para que se aprecien las enormes
diferencias entre Q, y R. Todo lo que sigue a continuacién retomard la senda de los
reales, salvo lo que mencionemos de cuerpos finitos.

3. GEOMETRIA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS Y DE UN CUERPO
CUALQUIERA

Los niimeros complejos son de la forma a + bi, siendo ¢ una raiz de —1. Es bien
sabido que se puede hacer una biyeccién entre C y R?, de modo que cada ndimero
complejo a + bi se identifica con el par (a,b) de ntimeros reales. As{ podemos dibujar
los niimeros complejos en el plano real. Y podemos ver las operaciones algebraicas
como operaciones geométricas: la suma de complejos es la suma de los vectores; el
producto se obtiene multiplicando los médulos y sumando los argumentos.

Hay mucha geometria en los niimeros complejos. Por ejemplo, cuatro puntos son
conciclicos (esto es, estdn en una misma circunferencia o recta) si y sélo si su razén
doble es un numero real. Y, a propésito, los ntimeros complejos 0, 1 e ¢, jestan
alineados o no? Si los vemos como puntos del plano real, obvio es que no, y si los
vemos como elementos de C, obvio es que si: tres puntos p,q,r estan alineados si
los vectores ;ﬁ y ﬁ son proporcionales, esto es, si p§ = Apf, siendo A un escalar del
cuerpo. En nuestro caso,p =0,¢ =1, r =i, con lo que;ﬁ =1-0=1, p7 =1—0=1,
para, finalmente zﬁ =1=X = )\p7, siendo A\ = —i. Asi que, en propiedad, a la
representacion en el plano real de C la deberiamos llamar la recta compleja, pero
nunca el plano complejo.

. Qué nos trastorna del ejemplo anterior? Que pensamos que toda recta numérica
debe tener la propiedad del orden, y que dados tres elementos debe ser uno el que
estd entre los otros dos. Pero esa es una propiedad de la recta real, que no tiene la
recta compleja: C no es un cuerpo ordenado. Los niimeros complejos aparecen en
la resoluciéon de muchos problemas de las matematicas y la fisica, y, muchas veces,
situaciones planteadas en términos de niimeros reales, con soluciones niimeros reales,
son resueltas pasando por los complejos.

Los cuerpos finitos Z,, (los enteros médulo un primo p) también se pueden repre-
sentar como rectas. En este caso, realmente la mejor representacion es la dada por
los vértices de un poligono regular de p lados.
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En general, sobre cualquier cuerpo K se pueden definir su estructura como recta
afin y vectorial, los espacios de dimension mayor K™, con ambos tipos de estructuras,
y los espacios proyectivos P, (K). Por ejemplo, P;(K) = KU {co} y, en particular,
P;(C) = CU {0} = $? es la esfera de Riemann.

4. LoS NUMEROS HIPERCOMPLEJOS Y LAS ALGEBRAS

Demos un salto y consideremos el plano real con las tres estructuras algebraicas
posibles al considerar el elemento i:

» Ntimeros complejos: {a + bi : i> = —1}. Forman un cuerpo conmutativo.

» Ntmeros duales: {a+bi : i> = 0}. No forman un cuerpo, porque tienen divisores
de cero. Forman un algebra conmutativa y asociativa. Sus divisores de cero
son {bi}, que son elementos nilpotentes.

» Nameros dobles («split-complex», «semi-complexy, «hyperbolicy): B = {a +
bi : i> = +1}. Tampoco forman un cuerpo. Forman un algebra conmutativa
y asociativa. Sus divisores de cero son {a + ai}. Como &lgebra, B es la suma
directa de dos copias de R. Ademaés de su interés mateméatico que mas adelante
veremos, se emplean en relatividad (véanse, por ejemplo, [21] y [2]).

Un dlgebra real es un espacio vectorial R dotado de un producto interno respecto
del que la suma tiene la propiedad distributiva, y para el que A(ab) = (Aa)b = a(\b),
para cualesquiera A € R, a,b € R". Segtun las propiedades que tenga este produc-
to, asi se denominard el dlgebra. Asi, por ejemplo, si ese producto tiene elemento
neutro, el algebra se llama unitaria. Los tres anteriores son los tres ejemplos bési-
cos de estructura de algebra unitaria en el plano real, en el sentido de que todas
las demas algebras dadas por una expresion cuadratica son isomorfas a alguna de
éstas. Como veremos mas adelante, desde el punto de vista geométrico tienen mu-
cha importancia en la teoria de variedades diferenciables. Estas algebras se llaman,
con caracter general, de numeros hipercomplejos. Mas adelante mostraremos que se
pueden representar matricialmente.

JEn qué espacios R™ se pueden definir estructuras de cuerpo o, al menos, de
algebra? De cuerpo solamente en R, R2 = C, y R* = H, los cuaterniones definidos
por Hamilton. Los cuaterniones son las cuaternas {a + bi +cj +dk : i? = j? = k? =
—1,ij = k = —ji,jk =i = —kj, ki = j = —ik}. Forman un cuerpo no conmutativo,
lo que hace que su geometria sea especialmente complicada. Su utilizacién para
describir los movimientos en el espacio tri y tetradimensional hizo que gozara de gran
popularidad en el siglo XIX, que perdié al generalizarse posteriormente el dlgebra
lineal. Sin embargo, en los ultimos anos la ha recobrado en dmbitos de computacién,
vision por ordenador, y disefio 3D, puesto que computacionalmente es mas «barato»
trabajar con cuaterniones que con matrices.

En R* existen otras estructuras de algebras, introducidas en el siglo XIX (véanse,
por ejemplo, [4], [8] ¥ [32]). Denotemos por A = R* = {a + bi + ¢j + dk : ij = k}.
Entonces, siendo i? = +1, j2 = +1, ij = 4ji, se pueden construir cuatro (no ocho,
jverifiquelo el lector!) dlgebras, de acuerdo con las siguientes relaciones:
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» Cuaterniones (Hamilton, 1843): —i2 = —j2 = —k? = 1. Es cuerpo no conmuta-
tivo. Obsérvese que a+bi+ cj+dk = (a+bi)+ (c+di)j, lo que permite definir
los cuaterniones como pares de nimeros complejos, igual que los complejos
como pares de nimeros reales.

» Bicomplejos o «tessarines» (Cockle, 1848; Segre, 1892): i2 = —j2 = —k% = 1.
Es algebra asociativa y conmutativa.

» Biparacomplejos o cocuaterniones (Cockle, 1849): i = j2 = —k? = 1. Es
algebra asociativa.

= «Hiperproducto»: i2 = j2 = k? = 1. Es 4lgebra asociativa y conmutativa.

Cada una de ellas tiene mucha importancia desde el punto de vista de la geometria
diferencial. Senalaremos algo al final del trabajo.

El proceso se puede continuar en dimensiones mayores. De hecho, la cadena
R — C — H se obtiene mediante un procedimiento denominado de duplicacién de
dlgebras o construccion de Cayley-Dickson: Sea A un dlgebra de comjugacion, que
significa que estd dotada de una aplicaciéon * : A — A que verifica a** = a y
(ab)* = b*a*. Se dice que A es una *-dlgebra, y se dice que A es de tipo real si
a = a*, para todo a € A. Se llama duplicacién de A a A®) = (A% M), donde A2
es espacio vectorial con las operaciones interna y externa de la forma habitual en
suma directa de espacios vectoriales, y A es el producto interno que hace a A un
algebra, definido de la manera que sigue: (a,b) A(c,d) = (ac—db*, a*d+cb). Ademaés,
podemos definir una conjugacién en A dada por (a,b)* = (a*, —b).

Asi, R® = C, C® = H y H® = 0, los octoniones, pudiéndose continuar
la secuencia, pero perdiendo propiedades en cada duplicacién: R es de tipo real, no
siéndolo C, H no es conmutativa y O ni tan siquiera es asociativa, tan solo alternativa.
0® (los sedeniones) pierde también alternatividad. Véanse, por ejemplo, [4] y [8].

Sea (V, (-,+)) un espacio vectorial real dotado de un producto escalar. El dlgebra
de Clifford Cliff(V) es (véase, por ejemplo, [4]) el dlgebra asociativa libremente
generada por V médulo la relacién v? = —||v||?, para todo v € V. Esta relacién es
equivalente a vw + wv = —2(v, w), para cualesquiera v,w € V. En el caso de que
V' =R" con el producto escalar estandar, la correspondiente algebra de Clifford se
denota por Cliff(n). En concreto, Cliff(0) = R, Cliff(1) = C y Cliff(2) = H, pero O
no es algebra de Clifford, porque no es asociativa. Las dlgebras de Clifford tienen
grandisima aplicacién en muchas partes de la fisica (mecénica, electromagnetismo,
relatividad). Véase, por ejemplo, [1].

Otro tipo especial de algebras son las denominadas dglgebras de Lie, en las que el
producto es anticonmutativo y verifica una cierta relacién, denominada identidad de
Jacobi: a x (bx ¢)+bx (¢xa)4cx (axb) =0. No son unitarias. El caso més sencillo
es el de R? dotado de estructura de producto vectorial. El producto vectorial en R3
estd dado por i? = j2 = k? = 0,ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik, que
son las relaciones de la parte imaginaria de los cuaterniones. El producto vectorial
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en R” esta dado en la siguiente tabla:

X E 1 E2 E 3 E4 E5 E6 E 7

E.| 0 | Ex | Er | —Es| Eg | —E5 | —F5
Ey| -E,| 0 | Es | B/ | -Es| E; | —Fs
Es| -E.|-Es| 0 | Es | B, | -Es| E;
E| B | By |-Es| 0 | Er | By | —F5
Es|-Es| BEs | —Ey | —E7| O Ey Ey
Es| Es | —E.| Ey | -Es| E, | 0 | By
E.| BEs | Es | Ev | Es | —Es| —Ex| ©

Si trasladamos ese producto a la parte imaginaria de R® construimos los octoniones
u octavas de Cayley. La tabla de multiplicaciéon de los octoniones y del producto
vectorial de R” se puede recuperar a partir del plano de Fano, el plano proyectivo més
pequeiio que existe, que es Pa(Zz). jPodemos ver lo grande, siete y ocho dimensiones,
a partir de lo pequeno! El producto de dos niimeros es el tercero de la recta que los
contiene con signo positivo o negativo segtin sea el recorrido en el plano igual u
opuesto al sentido dado sobre él (véase [4]).

Los espacios R? y R” son los tinicos dotados de un producto vectorial, en el
sentido de que el producto de dos vectores sea perpendicular a los vectores que se
multiplican y de que el producto sea anticomutativo.

 Hay mas algebras esencialmente buenas? La pregunta es totalmente ingenua,
pues depende de a qué llamemos «buenay». En el sentido de que las algebras sean lo
més parecido a un cuerpo, los limites los ponen los teoremas de Frobenius (las tnicas
algebras reales de divisién asociativas son los reales, los complejos y los cuaterniones)
y de Hurwitz (las tnicas &lgebras reales normadas asociativas son los reales, los
complejos, los cuaterniones y los octoniones). No existen, en particular, mas cuerpos
que los tres que ya hemos mencionado repetidamente: R, C y H. Por supuesto que
existen muchos mas tipos de algebras interesantes, como las ya mencionadas de
Clifford o de Lie, o las de Jordan, que estan ademas muy ligadas a la geometria
diferencial y a la fisica.

5. LAS ESFERAS Y LAS RECTAS PROYECTIVAS

Antes de abordar el estudio de la diferenciabilidad respecto de un &lgebra de
numeros hipercomplejos y de la construccién de variedades diferenciables sobre ellos,
vamos a hacer una «parada» para mostrar lo que todas las estructuras que hemos
definido determinan en la geometria de las esferas inmersas en los espacios R™.
Escogemos este tema como ejemplo del significado geométrico inherente a toda la
construccién algebraica realizada. Muchos de los objetos introducidos tienen una
geometria muy rica, pero que resulta de presentacion més sofisticada.

Las propiedades geométricas de la esfera unidad S™ contenida en R™*! dependen
esencialmente de las propiedades de dlgebra que tiene el espacio euclideo (véase [10]).
Todo lo que acabamos de comentar en el epigrafe anterior revierte directamente en la
geometria de las esferas. Por ello, las esferas més ricas son S', S? y S7, que viven en
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los complejos, cuaterniones y octoniones. Las dos primeras son grupos de Lie (esto
es, grupos algebraicos con respecto a la multiplicacién, siendo las operaciones de
multiplicar y de inverso diferenciables). Las tres esferas son paralelizables (jlas tinicas
paralelizables!, como demostré Adams en 1958), esto es, admiten tantos campos
vectoriales tangentes linealmente independientes en todo punto como la dimensién
de la esfera.

Todas las esferas de dimensién impar son hipersuperficies de R?” = C". Esto
hace que todas ellas sean variedades sasakianas ([5]). En el espacio C" se puede
definir un endomorfismo vectorial J de cuadrado menos la identidad, que generaliza
la multiplicacién por i en el caso de C. Con ese endomorfismo, el vector normal a
la esfera en un punto (que es el mismo que el radio en ese punto) se transforma
en un vector tangente a la esfera. Es decir, en toda esfera de dimensién impar se
puede definir un campo vectorial no nulo globalmente, inducido por la estructura
compleja C™ del espacio en que vive. Este campo es el que se necesita para alcanzar
la estructura de variedad sasakiana.

Las esferas de dimensién par no admiten ningtin campo vectorial sin ceros, como
consecuencia del teorema de Poincaré-Hopf.

Respecto de las esferas de dimensién par, las mejores son S? y S®, pues viven
en R? y R”, que son espacios dotados de producto vectorial. Como el vector normal
en cada punto es el radio en el punto, multiplicAndolo vectorialmente por un vector
tangente se obtiene otro vector tangente. Repitiendo la operacién, se obtiene un
vector opuesto al de partida, por lo que denominando por J el endomorfismo del
plano tangente consistente en multiplicar vectorialmente por el vector normal resulta
que J2 = —1, el opuesto de la aplicacién identidad. (De hecho, S? es una variedad
kéhleriana, que viene a ser el andlogo en dimensién par de la propiedad sasakiana en
dimensién impar; mientras que todas las esferas de dimensién impar son sasakianas,
de las de dimensién par sélo S? es kihleriana.)

Un endomorfismo como el que acabamos de definir se denomina una estructura
polindmica en una variedad diferenciable. Asi, se estudia cémo es la geometria de
las variedades diferenciables dotadas de estructuras polinémicas. Otro ejemplo es el
de las variedades casi-producto, dotadas de J tal que J? = +1. Como veremos més
adelante, no sdlo existe una similitud entre dlgebras reales y estructuras polinémicas
en variedades diferenciables, sino que éstas se pueden interpretar como variedades
modeladas sobre aquéllas.

La recta proyectiva sobre un cuerpo se obtiene anadiendo un tnico punto del
infinito. Mediante la proyeccién estereografica, podemos identificar las rectas pro-
yectivas sobre reales, complejos, cuaterniones y octoniones con las esferas S', S2, S*
y S8, v definir las fibraciones de Hopf sobre ellas. En efecto, las esferas S2, 4, S8
son las rectas proyectivas sobre C, H, O, pues tomando A = C,H, O resulta que
la recta proyectiva sobre A es Pj(A) = R?™ U {0} = S?" con n = 1,2,4, segin
corresponda (véase, por ejemplo, [11] para una descripcién del espacio proyectivo).
Se puede definir entonces la proyeccién de A2\ {0} sobre P;(A) que a cada vector no
nulo le hace corresponder la recta vectorial que genera, esto es, el punto proyectivo
que define. Esta aplicacién se puede restringir a la esfera unidad en A%\ {0}, y asf
se obtienen tres fibraciones, llamadas fibraciones de Hopf:



LA GACETA % ARTICULOS 75

» 2 CR*\ {0} =C?\ {0} - Pi(C) =S?, con fibra S';

» STCR8\ {0} =H2\ {0} = P,(H) =S*, con fibra S3;

» S C RIS\ {0} =02\ {0} = P,(0) =S8 con fibra S".

Las fibraciones de Hopf tienen mucho interés. Por ejemplo, en topologia algebrai-
ca para la determinacion de grupos de homotopia de orden superior de esferas, pues
se tiene (véase [30]):

v m;(S?) ~ w1 (S @ mi(S?), i > 2;

o (S ~ w1 (SP) @ mi(ST), i > 2

» m(S®) ~ w1 (ST) @ m(STP), i > 2.

6. REPRESENTACION MATRICIAL DE LOS NUMEROS HIPERCOMPLE-
JOS

Dar una representacion real de un algebra significa establecer un isomorfismo
de algebras del algebra real A = R™ en una subdlgebra del algebra de matrices
M xn(R). Que sea isomorfismo de dlgebras significa, en particular, que p(a 4+ b) =
wla) + o) v pla-b) = p(a) - p(b), cualesquiera que sean a,b € A. El siguiente
resultado (ver, por ejemplo, [6]) establece una condicién para que un dlgebra sea
representable.

TEOREMA. A tiene una representacion real si y sélo si es asociativa.

Si el algebra es de la forma R* = {a + bi + ¢j + dk : ij = k}, la representacién
se obtiene multiplicando la primera columna (a, b, ¢, d)? sucesivamente por 1, 4, j, k
(véanse, por ejemplo, [6] y [7]). Asi se obtienen, para las tres dlgebras del plano, las
siguientes expresiones:

» Complejos: (a,b)i = (a + bi)i = —b+ ai = (=b,a), que constituird la segunda
columna de la matriz (la primera se obtiene muliplicando (a, b)* por 1, y queda
como estd), con lo que la representacién matricial es

6

» Paracomplejos: (a,b)i = (a+bi)i = b+ai = (b,a), con lo que la representacién

matricial es
a b
b a/’

» Duales: (a,b)i = (a + bi)i = ai = (0, a), con lo que la representacién matricial

es
a 0
b a/’
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Las representaciones matriciales de las cuatro dlgebras de R* que hemos mencionado
pueden verse, por ejemplo, en [7]. En particular, para los cuaterniones la represen-
tacién real esta dada por la matriz

a —b —c —d
b a —-d c
c d a —b
d —c b a

El interés de dar representaciones reales de las algebras estd en que podemos
operar con ellas de modo sencillo, matricialmente, sin necesidad de tener que consi-
derar las relaciones que ligan los generadores i, j, k. Mas adelante veremos que no es
solo esto, sino que es clave para entender el calculo diferencial sobre estas algebras.

7. CALCULO DIFERENCIAL Y VARIEDADES DIFERENCIABLES

Una variedad diferenciable real estda dotada de un atlas cuyos cambios de carta
son aplicaciones diferenciables. Dicho con rigor:

DEFINICION. Sea M un conjunto.’

a) Una aplicacién « : U C M — R" inyectiva y con imagen un subespacio
abierto de R™ se llama carta. A la imagen de cada elemento de M, z(m) =
(z1(m),...,2"(m)) € R" se le llama el conjunto de coordenadas de m (respecto
de la carta dada). A U se le llama dominio de la carta.

b) Se llama atlas sobre M a una coleccién A de cartas sobre R cuyos dominios
recubran todo M.

c¢) Se llama atlas C* a un atlas A tal que, para cualesquiera dos cartas x,y €
A cuyos dominios U, V tengan interseccién no vacia, resulta que z(U NV),
y(U N V) son abiertos de R™ y la composicién yox™1 : z(UNV) C R* —
y(UNV) C R" es un difeomorfismo C*°. La composicién y o z~1 se denomina
cambio de coordenadas.

d) Se dice que dos atlas Ay A’ son atlas equivalentes si su unién AUA’ es también
un atlas sobre M.

e) Se dice que un atlas A es un atlas mazimal o atlas completo si no puede
incluirse en ningtn otro.

Se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION. Todo atlas C™ estd contenido en un tnico atlas maximal.

1Es muy frecuente encontrar en la definicién de variedad diferenciable la condicién de que el
conjunto M sea un espacio topoldgico y que las cartas sean homeomorfismos sobre su imagen. No
es necesario exigirlo a priori porque con la definicién se dota a M de una estructura de espacio
topolégico respecto de la cual las cartas son homemorfismos.
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Esto permite dar la definicién de variedad: una variedad diferenciable es un con-
junto M dotado de un atlas maximal. Se llama dimension de la variedad M a la
dimensiéon n del espacio euclideo R™ donde toman valores las cartas. Como atlas
equivalentes estan contenidos en el mismo atlas maximal y atlas no equivalentes lo
estén en diferentes maximales, se puede decir que una variedad diferenciable es una
clase de equivalencia de atlas.

En el caso complejo, se definen las variedades holomorfas de igual modo que
como acabamos de hacer con las reales, cambiando R™ por C", difeomorfismo C'* por
difeomorfismo holomorfo. De hecho, como las funciones complejas son también reales,
y como podemos identificar C" con R?", resulta que toda variedad holomorfa M es
una variedad real, orientable y con dimensién real doble: dimg M = 2dim¢c M. En
toda variedad holomorfa se puede definir un endomorfismo J de cuadrado menos la
identidad, que aplica campos vectoriales tangentes en campos vectoriales tangentes.
Una tal variedad (M, J) se denomina casi-compleja y resulta que toda variedad
holomorfa lo es. El reciproco viene dado por el teorema de Nirenberg-Newlander [22],
que establece que una variedad casi-compleja (M, J) es holomorfa si y sélo si el tensor
de Nijenhuis N; se anula. Este tensor es el operador que a cada par de campos X, Y
les hace corresponder

N (X,Y)=[JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY] + J?[X,Y],

donde el corchete [+, -] denota el corchete de Lie de campos vectoriales. Asf las varie-
dades holomorfas son variedades reales casi-complejas, dotadas de un operador N
que satisface la relacion que acabamos de establecer. Dicho de otro modo, jnos po-
demos olvidar de los niimeros complejos!

El problema que queremos presentar (en el mismo sentido que [29], aunque sin
que allf aparezca la tltima cuestion de las tres que nos vamos a plantear) es el de si
se pueden introducir variedades diferenciables sobre un conjunto numérico A, de los
presentados en las secciones anteriores. Una A-variedad estaria dada por un atlas
en el que los dominios de las cartas fueran abiertos U C A™ y los cambios de carta
A-difeomorfismos. Con mayor concrecién, sea A un &dlgebra real asociativa. ; Tiene
sentido hacer calculo diferencial respecto de A? ;Y variedades diferenciables? Para
ello debemos responder las siguientes cuestiones:

= ; Qué significa que una funciéon f es A-holomorfa respecto un algebra A?
= ; Qué son las variedades modeladas sobre un algebra?
s ;Existe un teorema de Nirenberg-Newlander para cualquier algebra?

La respuesta a la primera pregunta es que la funcién es A-holomorfa respecto un
algebra A, conmutativa, si la matriz jacobiana es una matriz de las de la representa-
cién real del dlgebra. En el caso complejo esto conduce directamente a las famosas
condiciones de Cauchy-Riemann: Sea f(z) = (f1(u,v), f2(u,v)) una funcién de C
en C; entonces la matriz jacobiana

ofr  Ofr
ou ov
Ofs  Of2

ou ov
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es una matriz de las de la representaciéon real, esto es, de la forma

a —b
b a )’
ofi _ Of: Ofs _ _0fs

siy solosi G = F2, S22 = — S esto es, siy solo si se verifican las condiciones de
Cauchy-Riemann. En [14] se estudian las aplicaciones A-diferenciables y A-analiticas.

De modo similar a las variedades casi-complejas se introducen otras variedades
dadas por una estructura polinémica. En particular se tienen:

» Variedad casi-producto como la dotada de un endomorfismo J tal que J2 = 1,
y casi-paracompleja si dim J; = dim J_, siendo J; y J_ los autoespacios aso-
ciados a los autovalores +1 y —1 respectivamente. Se dice que la variedad es
localmente producto (resp., paracompleja) si Ny = 0y es casi-producto (resp.,
casi-paracompleja). La condicién N = 0 significa que las distribuciones dadas
por los autoespacios de 41 son integrables, como facilmente se demuestra a
partir del teorema de Frobenius. Las variedades paracomplejas estan dotadas
de dos distribuciones transversas. Respecto a la existencia de un teorema a la
Nirenberg-Newlander hay que senalar que, en 2003, Gadea, Grifone, y Munoz
Masqué probaron en [13] que una variedad casi-paracompleja es B-holomorfa
siy solo si Ny =0, siendo B el algebra de los ntimeros dobles. Del mismo mo-
do que en el caso complejo, existen las condiciones de para-Cauchy-Riemann,
establecidas por Kaneyuki y Kozai en 1985 (véase [20]), y que podemos ver
sencillamente con la condicién de que la matriz jacobiana es de las de la re-
presentacion real del dlgebra de los ntimeros dobles.

» Variedad casi-tangente como la dotada de un endomorfismo J tal que J2 = 0.
Tienen una distribuciéon globalmente definida dada por la imagen de J que
coincide con su nucleo, que es de dimensién igual a la mitad de la variedad. El
fibrado tangente de toda variedad real es una variedad casi-tangente, lo que
justifica el nombre que reciben (véanse [15] y [16]).

Llamariamos variedades modeladas sobre un dlgebra a aquéllas en que los cambios
de carta son A-difeomorfismos. Respecto a la existencia de un teorema de Nirenberg-
Newlander para cualquier algebra, la respuesta es negativa, hasta la fecha. El propio
teorema en el caso complejo es de muy dificil demostracién.

Entre las dlgebras que hemos presentado y las estructuras polinémicas en varie-
dades no sélo existe un paralelismo formal. Por poner un ejemplo célebre, tomemos
el de las variedades dotadas de tres distribuciones; se denominan variedades dota-
das de un 3-web. Fueron introducidas por Blaschke en los anos veinte del pasado
siglo. Tales variedades admiten una estructura de tipo biparacomplejo, es decir, tres
endomorfismos I, J, K con relaciones K = IJ, I? = J?> = —K? = 1, esto es, con
las mismas relaciones que los cocuaterniones (véanse, por ejemplo, [12] y [27]). Por
la ultima relacién son orientables. Asi, por ejemplo, resulta inmediato que la banda
de Mobius no puede dotarse de tres distribuciones, aunque si de dos. Existe una
literatura muy activa en variedades con diferentes tipos de estructuras que semejan
las algebras numéricas que hemos presentado: en vez de A = R"™ con una estructura
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de algebra que define diferentes relaciones entre los elementos de la base, se tiene
el conjunto de campos tensoriales de tipo (1, 1), esto es, de endomorfismos del fi-
brado tangente, que a campos vectoriales asocian campos vectoriales, con idénticas
relaciones a las dadas en el algebra A.

8. CONCLUSIONES

Quizéa la primera conclusién que podamos sacar sea un tanto desalentadora. Des-
pués de este vistazo, jqué es un nimero? El Diccionario de la Real Academia, en
sus primeras acepciones, dice:

1. m. Mat. Expresion de una cantidad con relacién a su unidad.
2. m. Cantidad de personas o cosas de determinada especie.

El ntimero como cardinal y como medida de una magnitud parece ser la nocién
comun. Los ntimeros naturales responden primeramente a la idea de cardinal. Los
reales satisfacen la condicién de medida de la magnitud, cosa que ya no cumplen los
complejos, que, como hemos indicado, no tienen la relacién de orden, ni los p-adicos,
que no tienen la propiedad arquimediana. A los complejos, que tienen las mejores
propiedades algebraicas, al constituir un cuerpo conmutativo algebraicamente cerra-
do, también los denominamos niimeros. A las extensiones que vamos haciendo de los
reales, mediante dlgebras de las que los reales son subdlgebra, podriamos también
llamarlas de ntimeros. Por ejemplo, los propios complejos o los cuaterniones, o los
nimeros dobles y los duales, que cuando restringen su suma y su producto a los
nimeros reales coinciden con los que éstos tienen. Pero no deberiamos decir que son
numeros los de otras algebras que no extienden al cuerpo real. Por ejemplo, el espacio
tridimensional con el producto vectorial es un dlgebra, de la que el cuerpo real no es
subalgebra, porque el producto vectorial restringido a la recta real es idénticamente
nulo.

Una segunda conclusién es que niimeros y geometria van estrechamente unidos.
Las propiedades algebraicas de los espacios, las de «sus ntimeros», deciden las propie-
dades geométricas de los propios espacios. Asi, por ejemplo, una variedad modelada
sobre los nimeros dobles tiene una estructura casi-producto, esto es, esta dotada de
dos distribuciones transversas en todo punto. También determinan las propiedades
geométricas de algunos de sus subconjuntos especiales, como les pasaba a las esferas,
cuyas propiedades geométricas dependen esencialmente de las algebraicas del espacio
euclideo del que son hipersuperficies. Ademads, trabajar con nimeros distintos de los
reales sirve también para entender mejor los conceptos geométricos, aclarando cuéles
son propios del cuerpo con el que se trabaja y cudles son puramente geométricos.

La tercera conclusion es muy comun a las matematicas: cuando en matematicas
se generaliza un concepto se pueden tomar diferentes opciones, segiin qué propiedad
se quiera generalizar. Podemos resumir las diferentes extensiones que hemos indicado
en el texto mediante este diagrama:
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cardinales hipercomplejos
T 1)
N C Z c Q c R cC
\ N 4
cuerpos finitos Qp otras dlgebras
N
(o

Como observacion final, indiquemos que no hemos mencionado nada de varieda-

des de dimensién infinita ni de la geometria diferencial discreta, &mbitos que exceden
del propésito de esta nota.

El autor desea destacar la muy cuidadosa lectura del articulo por parte del revi-

sor, v desea asimismo agradecerle todas sus sugerencias.
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