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y la posibilidad de llegar hasta aqúı, que siempre me han apoyado y a los que sé que
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Caṕıtulo 1

Introducción

La clase general de modelos autorregresivos-de medias móviles vectoriales (VARMA),

que contiene como caso especial a su análoga univariante, puede contemplarse como la

representación parsimoniosa del proceso estocástico lineal general multivariante y puede

usarse para describir, predecir y corregir un vector de series temporales interrelaciona-

das. Las propiedades estad́ısticas de este modelo multivariante, aśı como la metodoloǵıa

de modelización siguiendo el procedimiento iterativo popularizado por Box y Jenkins, se

discuten en Jenkins y Alavi (1981) y Tiao y Box (1981) y se han incorporado como un

nuevo caṕıtulo en el libro clásico de análisis de series temporales de Box et al. (2008).

Esta metodoloǵıa de análisis multivariante, sin embargo, no ha alcanzado la aceptación

y popularidad de su versión univariante. Esto puede explicarse por las dificultades que

plantean en el análisis aplicado tanto la denominada maldición de la dimensionalidad,

que conlleva la estimación de un gran número de parámetros y requiere de la disponibi-

lidad de un software muy especializado, como el tratamiento de la no estacionariedad en

media. Tiao y Box (1981) advirtieron de que combinaciones lineales de un vector de se-

ries temporales no estacionarias pueden ser estacionarias, de manera que la diferenciación

simultánea de todas ellas puede conducir a complicaciones innecesarias en el ajuste del

modelo. El problema de cómo manejar estas combinaciones lineales en las etapas de iden-

tificación, estimación y diagnosis de modelos VARMA ha recibido mucha menos atención

que en otras metodoloǵıas rivales, centrándose las principales contribuciones en el proble-

ma de reducir la dimensión (Peña y Box, 1987; Escribano y Peña, 1993; Peña y Poncela,

2006) o en la estimación de modelos parcialemente no estacionarios (Johansen, 1988,

1991; Ahn y Reinsel, 1988, 1990; Yap y Reinsel, 1995; Lüktepohl y Claessen, 1997).

La idea de que una combinación lineal de un vector de series temporales no es-

tacionarias puede ser estacionaria es la que subyace tras el concepto de cointegración

propuesto por Granger (1981) e incorporado en el modelo de corrección de error por

Engle y Granger (1987), laureados ambos con el premio Nobel en Economı́a de 2003

9
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por su contribución, entre otras, al desarrollo de una vasta teoŕıa estad́ıstica para abor-

dar los problemas de cómo identificar, representar y estimar relaciones de cointegración.

Johansen (2004) revisa esta teoŕıa distinguiendo tres aproximaciones diferentes a la re-

presentación de variables cointegradas según se use un modelo de regresión, un modelo

autorregresivo o un modelo estructural.

En la aproximación basada en el modelo de regresión, se considera un vector de m

series temporales zt = (z′1t z′2t)
′ compuesto de m1 variables dependientes y m2 variables

explicativas,

z1t = Bz2t + u1t, ∇z2t = u2t,

en donde el término de error es un proceso lineal invertible. Como z1t y z2t son dos

vectores no estacionarios, la ecuación de regresión definirá una relación de cointegración

siempre que su error, u1t, sea estacionario. La aproximación tradicional para realizar

el contraste de cointegración consiste en aplicar contrastes de no estacionariedad tipo

Dickey y Fuller (1979) a los residuos de la relación de cointegración tentativa, obtenidos

por mı́nimos cuadrados u otros métodos asintóticamente libres del sesgo de endogeneidad

que afecta a aquél (por ejemplo, los propuestos por Phillips y Hansen, 1990; Saikkonen,

1991; Park, 1992, entre otros). Por su parte Phillips y Ouliaris (1990), citando a Engle,

resaltan la conveniencia de que la hipótesis nula a contrastar sea la de cointegración, lo

que implica contrastar la estacionariedad de los residuos en lugar de su no estaciona-

riedad. Diversos autores estudian las propiedades de los contrastes de estacionariedad

univariantes tipo Tanaka (1990) o Kwiatkowski et al. (1992) cuando el contraste se rea-

liza sobre los residuos de las relaciones de cointegración. Entre ellos caben destacar los

contrastes de Leybourne y McCabe (1993), Harris y Inder (1994) o Shin (1994), los con-

trastes localmente óptimos de Tanaka (1993), Jansson (2005) o Kurozumi y Arai (2008)

o los contrastes multivariantes de estacionariedad de Choi y Ahn (1995) y Choi y Ahn

(1999) y de cointegración de Nyblom y Harvey (2000).

En la aproximación basada en el modelo autorregresivo, el vector de variables endóge-

nas zt se describe por el proceso lineal general multivariante

Π(B)zt = at,

en donde Π(B) = I − ∑∞
j=1 ΠjB

j es un polinomio matricial en el operador retar-

do B cuyos coeficientes Πj son matrices de orden m × m. Usando la denominada

descomposición de Dickey-Fuller del polinomio Π(B) (véase, p. ej. Patterson, 2011),
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Π(B) = Π(1)B + Π∗(B)∇, se obtiene que

Π∗(B)∇zt = −Π(1)zt−1 + at.

Si el sistema presenta al menos una ráız unitaria, entonces |Π(1)| = 0, con lo que el rango

de Π(1) no será completo. El teorema de la representación de Granger (Engle y Granger,

1987; Johansen, 1988) demuestra que, si el rango de esta matriz de ganancias es r < m,

ésta puede descomponerse como Π(1) = αβ′, donde α y β son dos matrices m × r

de rango pleno, y β′zt−1 representa el vector de relaciones de cointegración. En la

práctica, el polinomio matricial de orden infinito Π(B) se sustituye por una aproxi-

mación finita de orden p suficientemente largo para recoger la dinámica del proceso,

Φ(B) = Im − ∑p
j=1 ΦjB

j, y que admite la misma descomposición. En este mode-

lo VAR(p), Johansen (1988, 1991) estudia la estimación de máxima verosimilitud del

proceso cointegrado y proporciona un contraste para determinar el rango de la ma-

triz de ganancias, Φ(1), o rango de cointegración. Métodos de estimación y contras-

tes de cointegración alternativos han sido desarrollados en este marco, entre otros, por

Ahn y Reinsel (1990) y Reinsel y Ahn (1992). Más recientemente Yap y Reinsel (1995),

Lüktepohl y Claessen (1997) y Mauricio (2006) extienden el análisis al modelo VARMA

parcialmente no estacionario, donde el estudio de cointegración sigue centrándose en el

polinomio autorregresivo.

En la aproximación basada en el modelo estructural, se parte de la forma MA(∞)

para la primera diferencia de zt,

∇zt = Ψ(B)at,

en donde Ψ(B) = I +
∑∞

j=1 ΨjB
j es un polinomio matricial en el operador retardo

B cuyos coeficientes Ψj son matrices de orden m × m. Usando la descomposición de

Beveridge-Nelson del polinomio Ψ(B) (véase, p. ej. Patterson, 2011), Ψ(B) = Ψ(1) +

Ψ∗(B)∇, se obtiene que

∇zt = Ψ(1)at + Ψ∗(B)∇at,

que, por sustituciones sucesivas en la expresión anterior, se puede escribir en forma

integrada como

zt = z0 + Ψ(1)

t∑

j=1

at + Ψ∗(B)at,

en donde z0 es una constante que se anula al diferenciar, el segundo término es el com-
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ponente permanente y el tercero, el componente transitorio. De forma análoga al caso

anterior, la presencia de ráıces unitarias en el polinomio Ψ(B) implica |Ψ(1)| = 0, por

lo que el rango de esta matriz de ganancias será r < m, y admitirá una descomposición

Ψ(1) = hb′ con h y b dos matrices m × r. Con esta restricción, se demuestra que zt

puede descomponerse en una parte estacionaria Ψ∗(B)at, y r tendencias estocásticas

correspondientes a la acumulación de las r combinaciones lineales de las perturbaciones

del modelo, b′at. La forma en que éstas afectan a cada una de las series viene definida

por las filas de la matriz de difusión, h. Las relaciones de cointegración se definen en este

marco como aquellas combinaciones lineales de zt que eliminan este componente perma-

nente. Stock y Watson (1988) demuestran que zt puede representarse alternativamente

como un modelo de tendencias comunes

zt = z0 + hµt + ut, µt = µt−1 + vt,

en donde ut =
∑∞

j=1 Ψ∗
jat, z0 es el vector de condiciones iniciales. Esta representación

de tendencias comunes ha sido también estudiada y ampliada por Vahid y Engle (1993)

o más recientemente por Wagner (2010) y guarda relación los modelos de factores comu-

nes. Nyblom y Harvey (2000) y Wagner (2010) proponen un análisis de cointegración en

modelos de espacio de los estados similar al anterior.

Resulta instructivo asimilar las dos aproximaciones anteriores con las dos estrategias

comunes que se siguen en la identificación del orden de integración de una serie temporal

univariante. En los contrastes tipo Dickey y Fuller (1979) se pone de manifiesto una prefe-

rencia por la infradiferenciación de series al ajustar un proceso AR(1) para comprobar su

estacionariedad; por el contrario, los contrastes tipo Nyblom y Mäkeläinen (1983) revelan

una preferencia por la sobrediferenciación al ajustar un proceso IMA(1,1) para detectar

su no invertibilidad. La aproximación VARIMA al análisis de cointegración propuesta en

esta tesis sigue esta segunda estrategia y comparte el punto de partida de la aproxima-

ción estructural, el modelo VIMA(1,∞), pero escrito en forma de VARIMA(p,1,q+1), en

el que se incorpora la advertencia de Tiao y Box (1981): la diferenciación simultánea de

un vector de series temporales cointegradas conduce a una representación no invertible,

|Ψ(1)| = 0. A diferencia de lo que ocurre en la aproximación estructural, se usa la propia

estructura VARMA para capturar la correlación serial multivariante.

Los contrastes de cointegración que se derivan en esta tesis requieren el desarrollo

de contrastes de no invertibilidad multivariante análogos a los contrastes univariantes de

ráıces MA unitarias de Tanaka (1990) o Saikkonen y Luukkonen (1993a). Estos contras-

tes univariantes son equivalentes al contraste de componentes deterministas desarrollado

por Nyblom y Mäkeläinen (1983), extendido al caso multivariante por Nyblom y Harvey
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(2000) y cuyo estad́ıstico de contraste, por tanto, puede aplicarse para detectar no inverti-

bilidad en un modelo VIMA(1,1) cuya matriz de parámetros media móvil tiene estructura

escalar. Para realizar el contraste sobre modelos VARIMA(p,1,q+1), se proporciona una

corrección paramétrica del estad́ıstico, alternativa a la corrección no paramétrica pro-

puesta por Nyblom y Harvey (2000), y que puede contemplarse como la extensión multi-

variante de las propuestas por Saikkonen y Luukkonen (1993a), Tam y Reinsel (1997) y

Leybourne y McCabe (1994). En la tesis doctoral de Mazas (2012) se revisan e interrela-

cionan todos estos estad́ısticos siguiendo una aproximación común y se proporciona una

forma del estad́ıstico basada en los residuos exactos del modelo ARIMA, por lo que su

implementación práctica es relativamente sencilla. La corrección propuesta en esta tesis

es la generalización multivariante de esta última. El procedimiento para la derivación

del estad́ıstico permite extender fácilmente los contrastes de no invertibilidad al caso

estacional y a modelos con componentes deterministas, lo que permitirá en posteriores

desarrollos del trabajo la extensión de los contrastes de cointegración al caso estacional

en la ĺınea de Ahn y Reinsel (1994) o Johansen y Schaumburg (1999).

Se muestra también un procedimiento para contrastar la presencia de cointegración

en un modelo VARIMA, que se reduce a detectar ráıces unitarias en el polinomio media

móvil. Se demuestra cómo las tres representaciones anteriores para un proceso cointegra-

do pueden acomodarse en un modelo VARIMA. La representación basada en el modelo

regresión recibe una especial atención dado el gran interés que ha suscitado en la litera-

tura. Para este caso, es posible especificar un modelo ARIMA multivariante que, sujeto

a unas determinadas restricciones sobre el polinomio media móvil, permite tanto la esti-

mación consistente de la relación de cointegración como la derivación de un contraste de

cointegración alternativo a los habitualmente disponibles y que comparte las propieda-

des de optimalidad de los contrastes de no invertibilidad. Para modelos más generales,

se muestra cómo la corrección paramétrica por correlación serial es también útil para

contrastar la presencia de cointegración.

Todos los estad́ısticos de contraste derivados en la tesis tienen una distribución

asintótica no estándar que puede ser evaluada por integración numérica; sin embargo,

su análoga en muestras finitas debe ser evaluada por simulación. El procedimiento habi-

tual en estos casos es aproximar la distribución de los estad́ısticos mediante regresiones

de superficie de respuesta (MacKinnon, 1994) o mediante aproximaciones paramétricas

basadas en distribuciones conocidas (Doornik, 1998). Utilizando este segundo enfoque,

en esta tesis se presenta una aproximación a la distribución de los estad́ısticos, tanto

asintótica como en muestras finitas, basada en la función de distribución inversa gaus-

siana. Los parámetros que caracterizan esta distribución se obtienen a partir de los dos

primeros momentos, por lo que para cada estad́ıstico derivado se obtienen expresiones



14

cerradas para su media y varianza. Los contrates desarrollados en esta tesis, esta aproxi-

mación a su distribución, y el algoritmo de Gallego (2009) para la estimación por maxima

verosimilitud exacta de modelos VARIMA y la obtención de los residuos han sido pro-

gramados en C++ y se han incorporado al software estad́ıstico Empiricus, disponible en

www.empiricus.unican.es.

La tesis se estructura en seis caṕıtulos más un apéndice. En el segundo caṕıtulo, que

sigue a esta introducción, se resumen los principales resultados de inferencia estad́ısti-

ca utilizados a lo largo de la tesis. La derivación de los estad́ısticos de contraste de no

invertibilidad exige el uso de una metodoloǵıa no estándar basada en conceptos de opti-

malidad local. En este caṕıtulo se definen los conceptos de contraste localmente óptimo

y contraste localmente óptimo e insesgado, ampliamente utilizados a lo largo de la tesis.

Asimismo, se resume la metodoloǵıa de King y Hillier (1985) para la obtención de los

estad́ısticos localmente óptimos en el marco de un modelo de regresión y su extensión

multivariante desarrollada por Nyblom (2001).

En el tercer caṕıtulo se deriva el contraste localmente óptimo, insesgado e invariante

para contrastar invertibilidad en un modelo multivariante. Se obtiene su distribución

tanto asintótica como en muestras finitas bajo la hipótesis nula y bajo una secuencia

de alternativas y se ilustra su relación con el contraste multivariante de nivel local de-

terminista de Nyblom y Harvey (2000). Además, se propone la extensión multivariante

de la corrección paramétrica de Mazas (2012) para realizar el contraste sobre modelos

VARIMA(p,1,q+1). Asimismo, se ilustra cómo esta corrección paramétrica es útil en

determinadas situaciones de especial interés.

En el caṕıtulo 4 se derivan los contrastes de no invertibilidad estacional. Se contempla

además una extensión para considerar la presencia de determinados componentes deter-

ministas en el proceso generador de datos. Para cada estad́ıstico se obtienen expresiones

cerradas que permiten el calculo sencillo de su media y varianza. Además, se propone y

evalúa una aproximación a la distribución en muestras finitas de estos estad́ısticos basa-

da en la distribución Inversa Gaussiana. Un ejemplo práctico ilustra el procedimiento de

contraste.

El quinto caṕıtulo ilustra el procedimiento de estimación y contraste de cointegración

en un modelo VARIMA. Por su relevancia en la literatura se considera la forma VARI-

MA del la representación basada en el modelo de regresión de un sistema cointegrado.

Se muestra cómo en este caso el polinomio media móvil matricial cumple una serie de

restricciones que permiten derivar un contraste de cointegración con las mismas propie-

dades de optimalidad que los contrastes de no invertibilidad derivados en el caṕıtulo 3.

Se ilustra también el procedimiento para la detección y el contraste de cointegración en

situaciones más generales y se muestra cómo la corrección paramétrica propuesta en el
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caṕıtulo 3 es útil también para contrastar cointegración en este caso. Varios ejemplos

ilustran la metodoloǵıa de contrate en ambos casos, y estudios de potencia evalúan la

potencia del contraste de cointegración en ambas siguaciones. En el apéndice se revisan

los principales contrastes de cointegración.
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Caṕıtulo 2

Conceptos básicos de inferencia
estad́ıstica

2.1. Introducción

En este primer caṕıtulo de carácter introductorio se resume el conjunto de con-

ceptos básicos de inferencia estad́ıstica que se manejarán a lo largo de la tesis, to-

mando como referencia los trabajos de Ferguson (1967), Lehmann y Romano (2005) y

Gourieroux y Monfort (1995).

Los problemas de contraste analizados en esta tesis se basan en un modelo paramétri-

co del tipo (X, F (x|θ),Ω) donde X es una variable aleatoria, F (x|θ) su función de distri-

bución conocida y caracterizada por el parámetro θ sobre el que se centra el interés del

contraste. Este parámetro pertenece a un espacio paramétrico Ω y, si el modelo está iden-

tificado, cada valor de θ ∈ Ω da lugar a un valor distinto de la función de distribución. El

tipo de problemas que se plantean en esta tesis consisten en determinar si este parámetro

θ pertenece a un determinado subespacio Ω0 de Ω (hipótesis nula, H0) o a su espacio

complementario Ω1 (hipótesis alternativa, H1). El espacio paramétrico Ω se particiona

aśı de tal forma que no exista ningún elemento θ que pertenezca simultáneamente a

ambos espacios, por lo que sólo una de las dos hipótesis será cierta. Cuando Ω0 (u Ω1)

contiene un solo elemento θ0 (o θ1), la hipótesis nula (o alternativa) se denomina sim-

ple; en caso contrario la hipótesis se denomina compuesta. Igualmente, asociada a cada

hipótesis existe un conjunto de funciones de distribución Fj = {F (θ)|θ ∈ Ωj} (j = 0, 1),

la clase de distribuciones bajo H0 o bajo H1.

Un contraste se puede definir como una regla de decisión que indica si, dada una

realización particular x de la variable aleatoria X, se acepta o se rechaza la hipótesis

nula. Todo contraste lleva asociada una función cŕıtica, φ(X), tal que φ(x) = 1 implica

el rechazo de la hipótesis nula (o la aceptación de la alternativa) y φ(x) = 0 implica el

17
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no rechazo de la hipótesis nula (o el rechazo de la alternativa). De esta forma se podŕıa

dividir el espacio muestral de X (S) entre S0, que contiene las observaciones de X para

las que se acepta la hipótesis nula y S1 que contiene aquellas para las que se rechaza y

que se denomina habitualmente región cŕıtica. Asimismo, en este problema de decisión

se pueden cometer dos tipos de errores: rechazar la hipótesis nula cuando ésta es cierta

(Error de Tipo I) y aceptarla cuando es falsa (Error de Tipo II), definidos formalmente

de la siguiente manera,

Error Tipo I Prob(φ(X) = 1|θ) = Prob(X ∈ S1|θ), ∀θ ∈ Ω0,

Error Tipo II Prob(φ(X) = 0|θ) = Prob(X ∈ S0|θ), ∀θ ∈ Ω1.

A la probabilidad de Error tipo I se le denomina nivel de significación o tamaño del

contraste, mientras que a la probabilidad β(θ) = 1 − Prob(φ(X) = 1|θ) evaluada como

función de θ ∈ Ω1 se le denomina función potencia del contraste. La regla de decisión

óptima será aquella que haga mı́nima la probabilidad de incurrir en cualquiera de ambos

errores, sin embargo, ambas probabilidades no se pueden controlar simultáneamente. El

procedimiento habitual consiste en fijar una probabilidad de Error Tipo I tolerable (nivel

de significación, α) y minimizar la probabilidad de Error Tipo II, lo que equivale a ma-

ximizar la función potencia del contraste sujeto a un determinado nivel de significación.

En la discusión anterior se ha supuesto que el espacio muestral de X se puede parti-

cionar en dos conjuntos disjuntos S0 y S1, sin embargo, esta situación no es la habitual

sino que, dada una realización particular de la variable aleatoria x, existirá una deter-

minada probabilidad de rechazar la hipótesis nula y viceversa. En este caso, que es el

considerado en esta tesis, para una función cŕıtica φ(X) definida sobre una variable alea-

toria X con función de distribución continua tal que dF (x|θ) = f(x|θ)dx, la función

potencia se define en adelante como

Eθ[φ(X)] =

∫

φ(x)f(x|θ)dx, (2.1)

con lo que el problema a la hora de construir un contraste consiste en obtener la función

φ(X) que maximice la probabilidad de rechazo,

β(θ) = Eθ[φ(X)], ∀θ ∈ Ω1, sujeto a Eθ[φ(X)] ≤ α, ∀θ ∈ Ω0.

Es decir, una vez fijado un nivel de significación (o probabilidad de error tipo I tolerable)
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se busca un contraste cuya función potencia sea mayor que la de cualquier otro con-

traste con igual nivel de significación en cualquier punto del espacio paramétrico bajo la

hipótesis alternativa. Si tal contraste existe, se dice que es uniformemente más potente

(que cualquier otro). En aquellos casos en los que no exista un contraste con estas carac-

teŕısticas, se buscará uno cuya función potencia sea mayor que la de cualquier otro en

un entorno de H0. A estos contrastes se les denomina localmente óptimos. El resto del

caṕıtulo se desarrolla de la siguiente manera: en el apartado 2 se presentan los contrastes

uniformemente más potentes, en el apartado 3, los contrastes localmente óptimos y en

el 4 varias aplicaciones al modelo de regresión univariante y multivariante.

2.2. Contrastes uniformemente más potentes

2.2.1. El teorema de Neymann-Pearson

El Teorema fundamental de Neymann-Pearson define el contraste uniformemente más

potente para contrastar una hipótesis nula simple H0 : θ = θ0 frente a una alternativa

también simple H1 : θ = θ1. Si F (x|θ0) y F (x|θ1) son dos funciones de distribución con

funciones de densidad f(x|θ0) y f(x|θ1) respectivamente, existe un contrate φ(X) y una

constante c tal que, para un nivel de significación determinado, Eθ0
[φ(X)] = α,

φ(x) =







1 si f(x|θ1) > cf(x|θ0)

γ(x) si f(x|θ1) = cf(x|θ0)

0 si f(x|θ1) < cf(x|θ0)

(2.2)

donde γ(x) es una constante. Se puede comprobar que φ(X) es uniformemente más

potente que cualquier otro contraste φ′(X) con igual nivel de significación, Eθ0
[φ′(X)] =

α. Si ambos tienen la forma (2.2) entonces las diferencias entre sus funciones potencia,

Eθ[φ(X)] − Eθ[φ
′(X)], definidas en (2.1) evaluadas ∀θ se puede expresar como

∫

[φ(x) − φ′(x)][f(x|θ1) − cf(x|θ0)]dx ≥ 0, (2.3)

Que el signo de esta integral es positivo se puede demostrar fácilmente, teniendo en

cuenta que cuando f(x|θ1) > cf(x|θ0), φ(x) = 1, mientras que φ′(x) puede ser igual a 1

ó 0, con lo que el primer factor en (2.3) será 0 ó 1, mientras que el segundo será siempre

positivo. Por el contrario, si f(x|θ1) < cf(x|θ0), entonces φ(x) = 0 e igualmente φ′(x)

puede ser igual a 0 ó 1, por lo que el primer factor será 0 ó -1, siendo el segundo siempre
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negativo en este caso. Dada la definición (2.1), la expresión (2.3) implica que

Eθ1
[φ(X)] − Eθ1

[φ′(X)] ≥ c(Eθ0
[φ(X)] − Eθ0

[φ′(X)]).

De las condiciones anteriores, y suponiendo c > 0, se sabe que Eθ0
[φ(X)]−Eθ0

[φ′(X)] = 0,

porque ambos están construidos al mismo nivel de significación, α. Esto implica que

Eθ1
[φ(X)] − Eθ1

[φ′(X)] ≥ 0, es decir, que la función potencia de φ(X) es mayor o igual

que la de cualquier otro test φ′(X) de igual nivel de significación, es decir, que es el

contraste uniformemente más potente para este problema.

Los resultados del teorema no se ven alterados si en lugar de utilizar las funciones de

densidad se aplica una transformación logaŕıtmica de forma que

φ(x) =

{

1 si log f(x|θ1) − log f(x|θ0) > c∗

0 si log f(x|θ1) − log f(x|θ0) < c∗

con c∗ = log(c). La interpretación intuitiva del teorema es sencilla: se aceptará la hipótesis

nula cuando el logaritmo de la función de verosimilitud de X bajo H0 y bajo H1 estén

suficientemente cercanas.

2.2.2. Contrastes uniformemente más potentes

Aunque el problema de contrastar una hipótesis nula simple frente a una alterna-

tiva también simple tiene relevancia teórica, lo más común en la práctica es encontrar

problemas en los que tanto la hipótesis nula como la alternativa, o al menos una de las

dos, sean compuestas. Aśı, se considera en este apartado el problema general de contras-

tar H0 : θ ∈ Ω0 frente a H1 : θ ∈ Ω1, de forma que un contraste φ(X) tiene nivel de

significación α si

Eθ[φ(X)] ≤ α, ∀ θ ∈ Ω0,

y es uniformemente más potente (UMP) si, para cualquier otro contraste φ′(X) de igual

nivel de significación se cumple que

Eθ[φ(X)] ≥ Eθ[φ
′(X)], ∀ θ ∈ Ω1.

A continuación se estudian los dos tipos de contrastes hipótesis compuestas más habi-

tuales en la práctica y que se utilizarán a lo largo de la tesis.
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Contrastes de una cola

En primer lugar, se considera el problema de contraste H0 : θ ≤ θ0 frente a H1 :

θ > θ0. El teorema fundamental de Neymann-Pearson proporciona un contraste que

maximiza la función potencia para problemas del tipo H0 : θ = θ0 frente a H1 : θ = θ1

(con, por ejemplo, θ1 > θ0), pero nada asegura que este contraste maximice también

la potencia para cualquier otro punto θ2 > θ0 (θ2 6= θ1). El hecho de que el contraste

φ(X) definido en (2.2) dependa de un punto del espacio paramétrico bajo la alternativa

implica que el contraste no es uniformemente más potente para este tipo de contrastes

de una cola.

Existe, sin embargo, un caso en el que śı se pueden obtener contrastes UMP por

aplicación del teorema de Neymann-Pearson, aquel en el que la familia de distribuciones

F (x|θ) tiene ratio de verosimilitudes monótona, esto es, si para cualquier θ1 < θ2 el

cociente de sus funciones de densidad

r(x|θ2, θ1) =
f(x|θ2)

f(x|θ1)
,

es una función no decreciente. En este caso, suponiendo θ1 > θ0, se puede obtener el

contraste uniformemente más potente con nivel de significación α como

φ(x) =







1 si f(x|θ1) > cf(x|θ0)

γ(x) si f(x|θ1) = cf(x|θ0)

0 si f(x|θ1) < cf(x|θ0)

con Eθ0
[φ(X)] = α. Para comprobar que φ(X) no depende de la alternativa considerada

θ1, y que por lo tanto es uniformemente más potente, basta con observar que se rechaza

H0 para valores de r(x|θ1, θ0) = f(x|θ1)/f(x|θ0) > c con θ1 > θ0. Dado que r(x|θ1, θ0) es

no decreciente en θ1, si el contraste rechaza para valor de θ1 arbitrariamente cercano a

θ0, también se rechazará para cualquier θ > θ1. Cambiando el signo de la desigualdad en

φ(x) se obtiene la expresión del contraste uniformemente más potente para el problema

H0 : θ ≥ θ0 frente a H1 : θ < θ0.

Contrastes de dos colas

Otro tipo de problemas relevantes a contrastar son los basados en hipótesis nulas

a dos colas del tipo H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 frente a H1 : θ < θ1 ó θ > θ2 o, considerando

θ1 arbitrariamente cercano a θ2, H0 : θ = θ0 frente a H1 : θ 6= θ0. Es habitual que
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Figura 2.1: Funciones potencia para varios contrastes

α

θ0 θ2θ1 θ

E θ
[φ

(X
)]

Eθ[φ(X)]

Eθ[φ′(X)]

Eθ[φ′′(X)]

para este tipo de problemas no exista contrastes uniformemente más potentes. Como

ilustración, la figura 2.1 representa las funciones potencia de tres contrastes. Eθ[φ
′(X)]

representa la función potencia del contraste uniformemente más potente para el problema

H0 : θ ≤ θ2 frente a H1 : θ > θ2 con función de verosimilitud monótona. Bajo H0, la

función potencia es menor que el nivel de significación, α, cota que alcanza en θ2, y su

función potencia es creciente bajo H1. Suponiendo que esta función potencia es mayor

que la de cualquier otro, φ′(X) seŕıa el contraste uniformemente más potente para este

problema. Si el propósito es contrastar H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 frente a H1 : θ < θ1 o θ > θ2,

φ′(X) no es un contraste óptimo ya que para θ < θ1 su función potencia es menor que el

nivel de significación. Contrastes con funciones potencia de este tipo son claramente poco

deseables para este tipo de problemas de contraste a dos colas, ya que implicaŕıa que bajo

un subespacio de la alternativa, en este caso aquellos valores de θ < θ1, la probabilidad

de rechazar H1 es menor que el nivel de significación, lo que no es compatible con la

estructura para un contraste óptimo. Para este caso se definen los procedimientos de

contraste insesgados.

2.2.3. Contrastes uniformemente más potentes e insesgados

En ocasiones, como en el caso de los contrastes a dos colas y ratio de verosimilitudes

monótona, es dif́ıcil encontrar contrastes uniformemente más potentes y que además
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tengan la propiedad deseable de que su función potencia nunca sea menor que su nivel de

significación. A esta segunda condición deseable para cualquier contraste se la denomina

propiedad de insesgadez. Formalmente, un contraste φ(X) se define insesgado si

Eθ[φ(X)] ≥ α, ∀ θ ∈ Ω1,

es decir, si la probabilidad de rechazar la hipótesis nula para cualquier alternativa nun-

ca es menor que la probabilidad de aceptar la hipótesis nula cuando es cierta. Por lo

tanto, un contraste uniformemente más potente e insesgado (uniformly most powerful

and unbiased, UMPU) con nivel de significación α es aquel contrate, φ(X), cuya función

potencia es la mayor de entre todos los contrastes insesgados y con nivel de significación

α. En la figura 2.1 se representa la función potencia de φ′′(X), un contraste insesgado

y óptimo para el problema H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 frente a H1 : θ < θ1 ó θ > θ2. Su función

potencia es igual al nivel de significación, α, para θ < θ1 y estrictamente creciente para

θ > θ2. La propiedad de insesgadez implica que el contraste φ′′(X) es preferible a φ′(X)

para este problema, aunque la función potencia de este último sea mayor para θ > θ2,

ya que ésta cae por debajo del nivel de significación α para θ < θ1.

Aplicando el teorema generalizado de Neymann-Pearson (Lehmann y Romano, 2005,

p.77) y suponiendo que la variable aleatoria X tiene ratio de verosimilitudes monótona,

se define el contraste uniformemente más potente e insesgados para contrastar H0 : θ1 ≤
θ ≤ θ2 frente a H1 : θ < θ1 ó θ > θ2 como aquel contraste φ(X) tal que Eθi

[φ(X)] = α

(i = 1, 2) cuya estructura es

φ(x) =







1 si f(x|θ) < c1f(x|θ1) + c2f(x|θ2)

γ(x) si f(x|θ) = c1f(x|θ1) + c2f(x|θ2)

0 si f(x|θ) > c1f(x|θ1) + c2f(x|θ2)

(2.4)

donde c1, c2 y 0 ≤ γ(x) ≤ 1 se eligen tal que

Eθ1
[φ(X)] = Eθ2

[φ(X)] = α. (2.5)

Esta última es la condición de insesgadez, que asegura que la potencia del contraste no

caiga por debajo de su nivel de significación. Nótese que si la ratio de verosimilitudes de

la variable sobre la que se realiza el contraste es monótona, la única forma que puede

tener la función potencia de un contraste para cumplir (2.5) es la representada para el

test φ′′(X) en el gráfico 2.1.



24 2.3. Contrastes localmente óptimos

Haciendo arbitrariamente pequeña la distancia entre θ1 y θ2 se llegaŕıa al problema de

contraste a dos colas H0 : θ = θ0 frente a H1 : θ 6= θ0. En este caso la forma del contraste

óptimo es también (2.4) y la condición de insesgadez (2.5) implica que, si θ0 = θ1 y

θ2 = θ0 + ǫ (ǫ > 0)

Eθ0
[φ(X)] = α, y ĺım

ǫ→0

Eθ0
[φ(X)] − Eθ0+ǫ[φ(X)]

θ0 − (θ0 + ǫ)
≡ ∂Eθ[φ(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

= 0,

es decir, que su función potencia, dada la propiedad de insesgadez, debe alcanzar un

mı́nimo bajo la hipótesis nula, siendo el valor de la función en este punto igual al nivel

de significación, α. Un ejemplo de contraste insesgado en este caso es el contraste φ(X),

cuya función potencia de muestra en la figura 2.1. Este contraste se define para a una

variable aleatoria con función de densidad no monótona y su función potencia tiene un

mı́nimo en θ0 con valor igual a α.

2.3. Contrastes localmente óptimos

2.3.1. Motivación

Hasta el momento la exposición se ha centrado en derivar contrastes óptimos para

situaciones en las que estos se definen sobre variables aleatorias con ratio de verosimili-

tudes monótona. En la práctica esta situación no es habitual, por lo que rara vez existen

contrastes uniformemente más potentes. En este caso la estrategia consiste en encontrar

contrastes cuya función potencia, si bien no sea la máxima en todo el espacio paramétri-

co bajo la hipótesis alternativa, al menos lo sea en un entorno de H0. A este tipo de

contrastes se les denomina localmente localmente más potentes o localmente óptimos.

2.3.2. Contrastes localmente más potentes

Si el problema de contraste de interés es H0 : θ ≤ θ0 frente a la alternativa de una

cola H1 : θ > θ0, donde la distribución de la variable aleatoria X sobre la que se define

no tiene ratio de verosimilitudes monótona, es habitual no disponer de un contraste

uniformemente más potente, por lo que la estrategia consiste en encontrar el contraste

localmente más potente. Se dice que el contraste φ(X), con nivel de significación α tal

que Eθ0
[φ(X)] = α, es localmente óptimo (Locally best, LB) si la pendiente de su función

potencia es mayor que la de cualquier otro contraste φ′(X) de igual nivel de significación

en un entorno de θ0. Una interpretación intuitiva se obtiene a partir de la expansión
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en serie de Taylor de primer orden de la función potencia de φ(X) alrededor de θ0 y

la de cualquier otro contraste φ′(X) con igual nivel de significación. De esta forma, la

diferencia de ambas funciones potencia en un entorno de θ0 se puede aproximar como

Eθ[φ(X)] − Eθ[φ
′(X)] ≃ Eθ0

[φ(X)] − Eθ0
[φ′(X)] +

+(θ − θ0)

(
∂Eθ[φ(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

− ∂Eθ[φ
′(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

)

.

Si ambos contrastes tienen el mismo nivel de significación, Eθ0
[φ(X)] = Eθ0

[φ′(X)] = α,

y dado que bajo la alternativa θ − θ0 > 0, entonces la función potencia del primero

será mayor que la de cualquier otra sólo en el caso en que la pendiente de la función

potencia de φ(X) evaluada en θ0 sea mayor que la de cualquier otro contraste φ′(X).

Esto implica que el contraste localmente óptimo es aquel cuya función potencia tiene la

mayor pendiente en un entorno θ = θ0 + ǫ (ǫ > 0) de entre todos los contrastes de igual

nivel de significación.

A partir del teorema de Neymann-Pearson, reemplazando f(x|θ1) por su aproxima-

ción en serie de Taylor de primer orden alrededor de θ0, se define el contraste localmente

óptimo como (Ferguson, 1967),

φ(x) =







1 si ∂f(x|θ)
∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

> cf(x|θ0)

γ(x) si =

0 si <

(2.6)

donde, nótese que
1

f(x|θ0)

∂f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

=
∂logf(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

,

por lo que el contraste localmente óptimo implica que se rechazará la hipótesis nula si la

primera derivada del logaritmo de la función de densidad de la variable sobre la que se

realiza el contraste es mayor que un valor cŕıtico c, elegido de tal forma que el nivel de

significación del contraste sea α.

Si φ(X) es un contraste localmente más potente que cualquier otro φ′(X) de igual

nivel de significación, entonces la diferencia entre sus funciones potencia será positiva con

θ1 arbitrariamente cercano por la derecha a θ0 (θ1 = θ0 + ǫ con ǫ > 0). La forma (2.6) del

contraste óptimo se puede demostrar sustituyendo f(x|θ1) en (2.3) por su aproximación
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en serie de Taylor de primer orden alrededor de θ0,

∫

[φ(x) − φ′(x)]

[

f(x|θ0) + (θ − θ0)
∂f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

− cf(x|θ0)

]

dx ≥ 0.

Definiendo la primera derivada de la función potencia como

∂Eθ[φ(X)]

∂θ
=

∫

φ(x)
∂f(x|θ)

∂θ
dx,

y como Eθ0
[φ(X)]−Eθ0

[φ′(X)] = 0, dado que ambos contrastes tiene nivel de significación

α, entonces
∫
[φ(x) − φ′(x)]f(x|θ0)dx = 0, con lo que la integral anterior será positiva

siempre que

(θ − θ0)

∫

[φ(x) − φ′(x)]
∂f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

dx ≥ 0 ⇒ ∂Eθ[φ(X)]

∂θ
≥ ∂Eθ[φ

′(X)]

∂θ
,

ya que θ − θ0 > 0 bajo la hipótesis alternativa. Es decir, si la pendiente de la función

potencia de φ(X) es mayor que la de cualquier otro contraste φ′(X) de igual nivel de

significación.

Una derivación más intuitiva de (2.6) se obtiene observando que para contrastar H0 :

θ = θ0 frente a H1 : θ = θ1 el teorema de Neymann-Pearson proporciona un contraste

óptimo φ(X) tal que se rechaza la hipótesis nula, φ(x) = 1, si log f(x|θ1)− log f(x|θ0) >

c∗, que se puede expresar alternativamente como [log f(x|θ1)−log f(x|θ0)]/(θ1−θ0) > c∗∗.

Considerando θ1 arbitrariamente cercano a θ0, φ(x) = 1 si

ĺım
θ1→θ0

log f(x|θ1) − log f(x|θ0)

(θ1 − θ0)
≡ ∂ log f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

> c,

que es la expresión inicial. En cualquiera de los dos casos, queda claro que la región de

rechazo se define como ∂ log f(x|θ)/∂θ|θ=θ0
> c donde la constante c se elige de tal forma

que la probabilidad de error tipo I sea igual al nivel de significación α definido.

2.3.3. Contrastes localmente más potentes e insesgados

Para el caso del contraste a dos colas H0 : θ = θ0 frente a H1 : θ 6= θ0 existe un

contraste localmente óptimo e insesgado (locally best unbiased, LBU). De forma similar

al caso anterior, se puede utilizar una expansión en serie de Taylor de segundo orden

alrededor de θ0 para ver que cualquier contraste φ(X) con nivel de significación α, tal
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que cumpla la condición de insesgadez, es localmente óptimo e insesgado si la segunda

derivada de su función potencia es la mayor de entre todos los contrastes φ′(X) insesgados

y con nivel de significación α,

Eθ[φ(X)] − Eθ[φ
′(X)] ≃ Eθ0

[φ(X)] − Eθ0
[φ′(X)]

+(θ − θ0)

(
∂Eθ[φ(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

− ∂Eθ[φ
′(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

)

+
(θ − θ0)

2

2

(
∂2Eθ[φ(X)]

∂θ2

∣
∣
∣
θ=θ0

− ∂2Eθ[φ
′(X)]

∂θ2

∣
∣
∣
θ=θ0

)

.

Si ambos contrastes se construyen al nivel de significación α y se cumple la condición

de insesgadez para ambos, de forma que las pendientes de sus funciones potencia sean

igual a cero evaluadas en θ0, entonces Eθ[φ(X)] − E′
θ[φ(X)] > 0 sólo en el caso en que

la segunda derivada de la función potencia de φ(X) sea mayor que la de cualquier otra

φ′(X). Aśı, φ(X) tiene la siguiente expresión (Ferguson, 1967),

φ(x) =







1 si ∂2f(x|θ)
∂θ2

∣
∣
∣
θ=θ0

> c1
∂f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

+ c2f(x|θ0)

γ(x) si =

0 si <

(2.7)

que se obtiene reemplazando f(x|θ1) en (2.2) por su aproximación en serie de Taylor

de segundo orden alrededor de θ0. Al igual que en el caso de los contrastes localmente

óptimos, se puede demostrar (2.7) sustituyendo f(x|θ1) por su aproximación en serie

de Taylor de segundo orden en un entorno de θ0 en la expresión en (2.3) que define

la diferencia entre la función potencia de dos contrastes. Entonces, φ(X) es localmente

óptimo e insesgado con respecto a cualquier otro contraste insesgado y del mismo nivel

de significación, φ′(X), si

∫

[φ(x) − φ′(x)]

[
∂2f(x|θ)

∂θ2

∣
∣
∣
θ=θ0

− c1
∂f(x|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

− c2f(x|θ0)

]

dx ≥ 0.

Definiendo la segunda derivada de la función potencia como

∂2Eθ[φ(X)]

∂θ2
=

∫

φ(x)
∂2f(x|θ)

∂θ2
dx,
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la anterior expresión se puede expresar de la siguiente manera

(
∂2Eθ[φ(X)]

∂θ2

∣
∣
∣
θ=θ0

− ∂2Eθ[φ
′(X)]

∂θ2

) ∣
∣
∣
θ=θ0

− c1

(
∂Eθ[φ(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

− ∂Eθ[φ
′(X)]

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

)

−

−c1(Eθ0
[φ(X)] − Eθ0

[φ′(X)]) ≥ 0.

Ambos contrastes están definidos para el mismo nivel de significación, por lo que Eθ0
[φ(X)]−

Eθ0
[φ′(X)] = 0 y el segundo término de la expresión es cero por la propiedad de inses-

gadez de ambos. Por lo tanto, φ(X) es localmente óptimo e insesgado con respecto a

cualquier otro test insesgado y de igual tamaño, si la segunda derivada de su función

potencia es la mayor en un entorno de θ0.

2.4. Invarianza

Los modelos estad́ısticos con los que se trabaja en la práctica pueden contener una

gran cantidad de parámetros distintos de aquél sobre el que se realiza el contraste, θ.

Por lo tanto, resultaŕıa útil definir algún tipo de transformación sobre el modelo que

elimine estos parámetros de ruido que pueden complicar la derivación del contraste. Una

vez definida esta transformación, se debeŕıa comprobar que tanto el modelo estad́ıstico

como la hipótesis nula no han cambiado sustancialmente.

Un modelo estad́ıstico (X,F (x|θ),Ω) es invariante ante un grupo de transformaciones

G si F (g(X)|θ) = F (X|θ′) con θ′ ∈ Ω y g ∈ G. Es decir, la transformación conserva la

misma distribución que la variable original, pero implica un cambio en el parámetro que

la caracteriza. De igual forma, si la transformación actúa sobre el parámetro de interés,

se podŕıa recuperar θ′ = ḡ(θ) con θ′ ∈ Ω y ḡ ∈ G. Por lo tanto, un problema de contraste

H0 : θ ∈ Ω0 frente a H1 : θ ∈ Ω1 es invariante ante transformaciones del tipo G si el

modelo estad́ıstico es invariante y si θ′ ∈ Ω0 ∀ḡ ∈ G. Esto es, si el espacio paramétrico

de la hipótesis nula no cambia bajo la transformación considerada.

En esta tesis el interés se centra en encontrar contrastes invariantes. Un contraste

φ(X) es invariante ante transformaciones del tipo G si

φ(g(x)) = φ(x), ∀x ∈ X, ∀g ∈ G.

Es decir, que la probabilidad de rechazo no debeŕıa cambiar ante transformaciones del

modelo definidas por G, de forma que daŕıa igual realizar el contraste sobre x que sobre

g(x). Cualquier contraste invariante se define a partir de un maximal invariante, definido
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como una función T (·) tal que T (x) = T (x′) ⇔ x′ = g(x), ∀g ∈ G. Es decir, un maximal

invariante es una función invariante ante el grupo de transformaciones G, pero con un

valor distinto para cada miembro del grupo. Cualquier contraste invariante es función de

un maximal invariante, por lo que el procedimiento para obtener contrastes óptimos e

invariantes consiste en definir un maximal invariante ante el grupo de transformaciones

de interés y, una vez definida su función de densidad, aplicar los resultados anteriores

sobre ella. Cuando, como en los casos considerados en la tesis, exista más de un maximal

invariante, el contraste se define a partir de uno de ellos.

2.5. Aplicaciones

2.5.1. El modelo de regresión univariante

King (1980) o King y Hillier (1985) derivan una metodoloǵıa para derivar contrastes

localmente óptimos para detectar determinadas estructuras de la matriz de covarianzas

en un modelo de regresión

y = Xβ + u, u ∼ N(0,Ω(θ)), (2.8)

donde y es un vector n × 1, X es una matriz fija de dimensiones n × k, β es un vector

de parámetros k × 1 y u el vector de perturbaciones. Se define por β̂ = (X′X)−1X′y el

estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios de β y el correspondiente vector de residuos

û = y − Xβ̂ ≡ My, siendo M = In − X(X′X)−1X′ la matriz generadora de residuos,

simétrica e idempotente. Si el vector de perturbaciones del modelo tiene una matriz de

covarianzas que depende del escalar θ de tal manera que Ω(0) = In y Ω ≡ Ω(θ1) es una

matriz fija y definida positiva, una hipótesis de interés consiste de determinar si θ = 0,

lo que implicaŕıa que las perturbaciones del modelo son iid.

Kadiyala (1970) deriva un maximal invariante ante cambios de origen y escala del tipo

y 7→ ay+Xb donde a es un escalar positivo y b un vector fijo de dimensiones k×1. Si P

es la matriz de autovectores de M, entonces, al ser ésta simétrica e idempotente de rango

n−k, PMP′ = diag(In−k,0k) con PP′ = P′P = In. Se define la partición P = [P′
1|P′

2]
′,

donde P1 es una matriz (n − k) × n que contiene los autovectores correspondientes a

los autovalores no nulos de M, tal que P1P
′
1 = In−k, y P2 es una matriz k × n tal que

P′
1P2 = 0. De lo anterior se deduce que PM = [P′

1|0]′ y, dado que P′
1P1 = In−P′

2P2,

premultiplicando por M y teniendo en cuenta que P2M = 0, entonces M = P′
1P1. De

esta forma, King (1980) y Kadiyala (1970) obtienen el maximal invariante ante cambios
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de origen y escala definidas anteriormente como

w = P1u/(u′P′
1P1u)1/2. (2.9)

La función de densidad de (2.9) se derivará por partes. En primer lugar, z ≡ P1u es

un maximal invariante ante cambios de origen cuya función de densidad es, asumiendo

normalidad en las perturbaciones,

f(z) =
1√
2π

|P1Ω(θ)P′
1|−1/2 exp

(
z′[P1Ω(θ)P′

1]
−1z
)
.

Haciendo el cambio de variable de z a w = z/(z′z)1/2, cuyo jacobiano es (w′w)n−k−1, se

obtiene su función de densidad como

f(w) =
1√
2π

|P1Ω(θ)P′
1|−1/2(w′w)(n−k−1)/2exp

(
w′[P1Ω(θ)P′

1]
−1w

)
.

Bajo H0, w sigue una distribución uniforme tal que f(w|0) = 0,5Γ((n− k)/2)π−(n−k)/2.

Para cualquier otro valor de θ la función de densidad de (2.9) se puede expresar con

respecto a la medida uniforme,

f(w|θ) =
1

2
Γ((n − k)/2)π−(n−k)/2|P1Ω(θ1)P

′
1|−1/2[w′(P1Ω(θ)P′

1)
−1w]−(n−k)/2,

(2.10)

detalles adicionales sobre su derivación e interpretación se dan en Kadiyala (1970). La

principal ventaja de esta expresión es que no depende de ningún supuesto sobre la dis-

tribución de los errores del modelo, con lo que los contrastes pueden derivarse a partir

de (2.10) en situaciones generales.

Para contrastar H0 : θ = 0 frente a una alternativa simple del tipo H1 : θ = θ1 > 0,

el teorema de Neymann-Pearson define la siguiente región cŕıtica

w′(P′
1Ω(θ1)P1)

−1w ≡ ũ′Ω(θ1)ũ

û′û
< c1,

donde c1 es una constante y ũ es el vector de residuos de mı́nimos cuadrados generalizados

para la matriz de covarianzas Ω(θ1) (ver King, 1980). El valor del estad́ıstico depende

de θ a través de Ω(θ), por lo que no existe un contraste uniformemente más potente e
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invariante para problemas del tipo

H0 : θ = 0, frente a H1 : θ > 0. (2.11)

En este caso śı existe un test localmente óptimo e invariante (LBI), cuya región cŕıtica

se obtiene aplicando (2.6) a (2.10):

−1

2

∂ log |P1Ω(θ1)P
′
1|

∂θ

∣
∣
∣
θ=0

− (n − k)

2

∂ log[w′(P1Ω(θ)P′
1)

−1w]

∂θ

∣
∣
∣
θ=0

> c.

El primer término es constante, y del segundo se obtiene la región cŕıtica como

s ≡ û′Aû

û′û
> c A =

∂Ω(θ)−1

∂θ

∣
∣
∣
θ=θ0

.

Cuando Ω(θ) es definida positiva para valores positivos y negativos de θ el problema de

interés será el contraste a dos colas

H0 : θ = 0, frente a H1 : θ 6= 0. (2.12)

En este caso existe un test localmente óptimo, invariante e insesgado (LBIU) cuya región

cŕıtica, aplicando (2.7) a (2.10) se obtiene como

∂2f(w|θ)

∂θ2

∣
∣
∣
θ=0

> c1f(w|0) + c2
∂f(w|θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=0

,

Una expresión concreta del estad́ıstico y diversos casos particulares pueden obtenerse

en King y Hillier (1985), quien también demuestra que en este caso, el estad́ıstico del

contraste se puede derivar como un contraste de multiplicadores de Lagrange.

2.5.2. El modelo de regresión multivariante

Una extensión natural de (2.8) es el modelo de regresión multivariante considerado

por Nyblom (2001),

Y = XB + U, U ∼ N(0,Ω(θ) ⊗Σ), (2.13)
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donde las matrices Y y E son de dimensiones n × m, X es de dimensiones n × k y B es

k × m. Cada una de las filas de Y, yt = (y1t, . . . , ymt)
′, se interpreta como el vector de

m variables aleatorias en el momento t. Las matrices Ω(θ) y Σ son matrices definidas

positivas de dimensiones n × n y m × m respectivamente y ⊗ denota el producto de

Kronecker. El parámetro θ es tal que si θ = 0, Ω(0) = In, luego lo errores son iid, donde

la única correlación presente es la contemporánea. Nótese que para m = 1 el modelo se

reduce a (2.8), por lo que los procedimientos que se expondrán a continuación podŕıan

verse como la extensión multivariante de King (1980) y King y Hillier (1985). En este

caso, la invarianza se considera con respecto a transformaciones del tipo

Y 7→ YP + XA, (2.14)

donde P es una matriz m × m no singular y A es una matriz arbitraria de dimensiones

k×m. Siguiendo a Nyblom (2001), se deriva primero el maximal invariante y su función

de densidad para discutir posteriormente la derivación de los contrastes óptimos. De la

sección anterior, se sabe que existe una matriz P1 de dimensiones (n − k) × n tal que

P1P
′
1 = In−k y P′

1P1 = M, de forma que la matriz Z = P1Y es un maximal invariante

ante transformaciones del tipo Y 7→ Y + XB. Por lo tanto, un maximal invariante ante

transformaciones Z 7→ ZP será un maximal invariante ante (2.14). En este caso Nyblom

(2001) define W = [z1 . . . zm] y propone como maximal invariante

vt = W−1zt, t = m + 1, . . . , n − k. (2.15)

La derivación de la distribución de vt también se realiza por partes. En primer lugar, se

deriva la distribución de zt, y mediante un cambio de variable, la del maximal invariante.

Denotando el vector ((n − k)m × 1), z ≡ (P1 ⊗ Im)vec(Y′), cuya matriz de covarianzas

es cov(z) ≡ F = [(P1Ω(θ)P′
1) ⊗ Σ], bajo normalidad de las perturbaciones su función

de densidad es

f(z) = (2π)−m(n−k)/2|P1Ω(θ)P′
1|−m/2|Σ|−(n−k)/2exp

(

−1

2
z′[(P1Ω(θ)P′

1)
−1 ⊗ Σ−1]z

)

.

Haciendo el cambio de variable y 7→ u = (w′
1, . . . ,w

′
m,v′

m+1, . . . ,v
′
n−k)

′, donde wj son

las filas de W y vt el maximal invariante (2.15). Dado que el determinante del jacobiano

de la transformación es ||W|n−k−m| = |W′W|(n−k−m)/2 y que, por la propiedad de

invarianza se puede suponer Σ = Im, la función de densidad de vt = (v′
m+1, . . . ,v

′
n−k)

′
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condicionado a w = (w′
1, . . . ,w

′
m)′ es

f(u|v) = (2π)−m(n−k)/2|P1Ω(θ)P′
1|−m/2 ×

×
∫

|W′W|(n−k−m)/2exp

(

−1

2
u′[(P1Ω(θ)P′

1)
−1 ⊗ W′W]u

)

dw,

= (2π)−m(n−k)/2|P1Ω(θ)P′
1|−m/2 ×

×
∫

|W′W|(n−k−m)/2exp

(

−1

2
tr[(U′(P1Ω(θ)P′

1)
−1U)W′W]

)

dw,

∝ |U′(P1Ω(θ)P′
1)

−1U|(n−k)/2. (2.16)

Esta última expresión se deriva de la siguiente propiedad de la distribución Wishart

(Anderson, 1951, problema 6, página 176). Sea A una matriz con distribución Wishart

Wp(Σ, n), entonces

∫ |A|(n−p−1)/2exp
[
−1

2tr(B−1A)
]
dA

2np/2πp(p−1)/4
∏p

i=1 Γ((n + 1 − i)/2)
= |B|n/2.

Por lo tanto, el teorema de Neymann-Pearson aplicado con (2.16) proporciona la siguiente

región de rechazo para contrastar H0 : θ = 0 frente a la alternativa simple de H1 : θ =

θ1 > 0,

S =
|U′(P1Ω(θ1)P

′
1)

−1U|
|U′U| ≡ |Ẽ′Ω(θ1)

−1Ẽ|
|Ê′Ê|

< c,

donde Ê = [In −X(X′X)−1X′]Y y Ẽ = [In −X(X′Ω(θ1)
−1X)−1X′Ω(θ1)

−1]Y. Como en

el caso univariante la forma de Ω(θ) determinará si S es UMPI. Cuando no sea aśı, el

estad́ıstico localmente óptimo e invariante (LBI) se puede obtener utilizando la primera

derivada del logaritmo de (2.16). Sabemos que d log |A|/dx = tr(A−1dA/dx), luego el

estad́ıstico se obtiene como

∂ log |U′(P1Ω(θ)P′
1)

−1U|
∂θ

∣
∣
∣
θ=0

=

= −(n − k)

2
tr

[

(U′(P1Ω(0)P′
1)

−1U)−1U′

(

P1
∂Ω(θ)

∂θ

∣
∣
∣
θ=0

P′
1

)−1

U

]

.(2.17)

Por su parte, para el mismo problema, Forchini (2005) propone utilizar como maximal

invariante, et = (Y′MY)−1/2P1Y, donde la analoǵıa con el maximal invariante del caso

univariante es evidente. Sin embargo, la forma de su función de densidad es bastante

más complicada, lo que dificulta la derivación de los estad́ısticos de contraste.
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Caṕıtulo 3

Contrastes de no invertibilidad en
el modelos VARIMA

3.1. Introducción

Nyblom y Mäkeläinen (1983) derivaron el contraste localmente óptimo e invariante

(LBI) ante cambios de origen y escala para detectar la presencia de un nivel determinista

el modelo de paseo aleatorio más ruido univariante,

yt = µt + ut, µt = µt−1 + vt, t = 1, . . . , n,

siendo ut ∼ N(0, σ2
u) y vt ∼ N(0, σ2

v) dos ruidos blancos independientes. El problema

de contraste se plantea como H0 : ρ = σ2
v/σ

2
u = 0 frente a H1 : ρ > 0, y el estad́ıstico

de contraste se obtiene utilizando la metodoloǵıa de King y Hillier (1985) descrita en el

caṕıtulo anterior. Mazas (2012) demuestra que este estad́ıstico coincide con el derivado

por Tanaka (1990) para el contraste localmente óptimo, insesgado e invariante (LBIU)

de no invertibilidad o ráız unitaria media móvil en el marco de un modelo IMA(1,1),

(1 − B)yt = (1 − θB)at, at ∼ N(0, σ2
a),

donde Byt = yt−1, siendo el problema de contraste en este modelo H0 : θ = 1 frente a

H1 : θ < 1. Es conocido que el modelo de nivel local admite una representación IMA(1,1)

con ρ = (1 − θ)2/θ, por lo que un nivel determinista (ρ = 0) en la representación

estructural de yt implica una ráız unitaria en el polinomio media móvil de su forma

reducida IMA(1,1). En ambos casos, la aceptación de la hipótesis nula implica que yt es

una serie estacionaria alrededor de un nivel fijo µ0. Dado que el propósito de la tesis es

35
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derivar contrastes cuya hipótesis nula sea la de contegración, resulta necesario extender

el contraste de no invertibilidad de Tanaka al caso multivariante.

El contraste de Nyblom y Mäkeläinen (1983) ha sido extendido por Nyblom y Harvey

(2000) para detectar la presencia de un vector de niveles constantes en el modelo de nivel

local multivariante. En este caṕıtulo se obtiene la extensión multivariante del contraste de

Tanaka, se muestra su relación con el contraste de Nyblom y Harvey y la equivalencia en-

tre los estad́ısticos de ambos. Para derivar su estad́ıstico de contraste, Nyblom y Harvey

(2000) proponen una extensión multivariante de la metodoloǵıa de King y Hillier (1985),

desarrollada posteriormente en Nyblom (2001). En este caṕıtulo se muestra cómo este

mismo estad́ıstico puede derivarse de forma más sencilla a partir de la función de verosi-

militud del modelo de nivel local, sin necesidad de definir un maximal invariante. Por su

parte, la expresión del estad́ıstico derivado a partir de la forma IMA del proceso resulta

más conveniente para caracterizar su distribución en muestras finitas. Por lo tanto, dada

la equivalencia entre ambas representaciones, la metodoloǵıa que se propone en esta tesis

para derivar los contrastes de no invertibilidad consiste en utilizar la representación es-

tructural para derivar el estad́ıstico de contraste y la forma ARIMA para caracterizar su

distribución. La equivalencia entre los estad́ısticos derivados en ambas representaciones

se demuestra fácilmente utilizando una serie equivalencias matriciales descritas en Mazas

(2012).

Si el contraste de no invertibilidad univariante se realiza sobre un modelo ARI-

MA(p,d,q), Mazas (2012) propone una corrección paramétrica del estad́ıstico de Tanaka

basada en los residuos exactos del modelo evaluados bajo la hipótesis nula de no inverti-

bilidad, en la ĺınea de las propuestas de Saikkonen y Luukkonen (1993a) o Tam y Reinsel

(1997). En este caṕıtulo se propone también la extensión multivariante de esta corrección

paramétrica y se evalúa la potencia del contraste en muestras fintas. Esta corrección pa-

ramétrica no sólo es útil cuando el contraste se realiza sobre un modelo VARIMA(p,d,q),

sino también para una serie de casos de especial interés práctico que se estudiarán en el

apartado final.

La estructura del caṕıtulo es la siguiente: En la segunda sección se resumen los prin-

cipales resultados del contraste de Nyblom y Harvey (2000), con especial atención al

proceso de derivación del estad́ıstico. En el tercer apartado se deriva el contraste de no

invertibilidad y se caracteriza su distribución bajo la hipótesis nula y bajo una secuencia

de alternativas y Se propone un procedimiento alternativo para la derivación del estad́ısti-

co de Nyblom y Harvey (2000). En el cuarto apartado se extiende al caso multivariante

la corrección paramétrica de Mazas (2012) y se evalúa su potencia en muestras finitas

mediante una serie de experimentos Monte Carlo. Por último, se considera el contraste

de no invertibilidad en un conjunto de modelos de especial interés práctico.
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3.2. El contraste de Nyblom y Harvey

3.2.1. Modelo y estad́ıstico de contraste

El modelo de nivel local o paseo aleatorio más ruido blanco para el vector m-

dimensional de series temporales yt = (y1t, . . . , ymt)
′ se define como,

yt = µt + ut, ut ∼ N(0,Σu), (3.1)

µt = µt−1 + vt, vt ∼ N(0,Σv) t = 1, . . . , n, (3.2)

donde µt = (µ1t, . . . , µmt)
′ es un paseo aleatorio, ut y vt son dos vectores ruido blanco

independientes y Σu es una matriz m × m definida positiva. Nyblom y Harvey (2000)

consideraron este modelo para derivar el contraste localmente óptimo e invariante (LBI)

para detectar la presencia de un vector de niveles determinista, esto es, Σv = 0 frente a la

alternativa de que los niveles son estocásticos. Dado que las matrices Σv y Σu son reales

y simétricas, ambas se pueden diagonalizar simultáneamente (e.g. Rao, 2002, p. 41), de

forma que existe una matriz m × m no singular P tal que PΣuP
′ = Im y PΣvP

′ =

R = diag{ρ1, . . . , ρm}, donde ρj son las ráıces de |Σu − ρjΣv| = 0 (j = 1, · · · ,m) y

la j-ésima columna de P el correspondiente autovector. El nivel local será determinista

cuando ρ1 = . . . = ρm = 0 y estocástico cuando ρ1 = · · · = ρm = ρ > 0, supuesto que

permite expresar Σv = ρΣu. El parámetro ρ controla el grado de estocasticidad de µt,

de forma que si ρ = 0 el proceso yt es estacionario alrededor de un nivel fijo µ0 y si ρ > 0

todos los m niveles son estocásticos. Por lo tanto, el problema de decisión se especifica

como

H0 : ρ = 0, frente a H1 : ρ > 0. (3.3)

Para derivar el estad́ıstico de contrate conviene escribir el modelo en forma matricial

como Y = inµ′
0 + E en donde se supone que el vector de condiciones iniciales µ0 =

(µ10, . . . , µm0)
′ es fijo, in es un vector n×1 de unos, Y = [y1, . . . ,yn]′ y E = [e1, . . . , en]′

tal que et = ut +
∑t

i=1 vi. Por lo tanto, Y ∼ N(inµ′
0,Ωy(ρ)), donde la matriz de

covarianzas de la matriz Y es Ωy(ρ) = (In + ρCnC
′
n)⊗Σu, denotando ⊗ el producto de

Kronecker y siendo Cn una matriz triangular inferior de unos de orden n. Por simplicidad

se denotará en adelante Ω(ρ) = In +ρCnC
′
n. El problema de contraste es invariante ante

transformaciones del tipo yt 7→ Pyt +a, siendo P cualquier matriz cuadrada no singular

y a 6= 0 un vector constante. La hipótesis nula sigue implicando la presencia un vector

de niveles determinista si se transforma el vector de series temporales de esta manera.

Para derivar el estad́ıstico óptimo ante transformaciones de este tipo, Nyblom y Harvey
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(2000) obtienen un maximal invariante y su función de densidad de forma secuencial. Si

P1 es cualquier matriz (n − 1) × n tal que P1in = 0, P1P
′
1 = In−1 y P′

1P1 = M siendo

M = In− in(i′nin)−1i′n la matriz de proyección sobre el espacio generado por un vector de

unos, entonces U = P1Y es un maximal invariante ante cambios de origen, yt 7→ yt + a.

Posteriormente, definiendo U0 = [u1, . . . ,um]′ como una matriz m × m que contiene las

primeras filas de U, entonces zt = U−1
0 ut (t = 1, . . . , n − 1) es un maximal invariante

ante ut 7→ Put. Dado que zt está construido a partir de un maximal invariante ante

cambios de escala, zt también es invariante ante este tipo de transformaciones, por lo

que zt es un maximal invariante ante las transformaciones definidas inicialmente. Dada

la propiedad de invarianza se puede considerar, sin pérdida de generalidad, Σu = Im con

lo que la matriz de covarianzas de Z = [z1, . . . , zn−1]
′ es U−1

0 (P1Ω(ρ)P′
1)U

−1′

0 . De los

resultados de Nyblom (2001) resumidos en el caṕıtulo anterior, se sabe que la función de

densidad de Z = [z1, . . . , zn−1]
′ es

f(Z|ρ) ∝ |Z′(P1Ω(ρ)P′
1)

−1Z|(n−1)/2.

Dado que P1Ω(0)P′
1 = P1P

′
1 = In−1, y que

d(P1Ω(ρ)P′
1)

−1

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

= (P1Ω(0)P′
1)

−1P1
dΩ(ρ)

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

P′
1(P1Ω(0)P′

1)
−1 = P1CnC

′
nP

′
1,

el estad́ıstico de contraste LBI se obtiene a partir de la primera derivada del logaritmo

de la función de densidad del maximal invariante evaluada bajo H0, cuya expresión es

d logf(ρ|Z)

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

=
(n − 1)

2
tr
[
(Z′(P1Ω(0)P′

1)
−1Z)−1Z′P1CnC

′
nP

′
1Z
]
.

La propiedad de invarianza ante premultiplicaciones de matrices no singulares, que se

hace evidente en la expresión anterior, también permite reemplazar Z por U dada la rela-

ción entre ambas matrices antes definida, con lo que el primer término de la traza se puede

expresar como Z′(P1Ω(0)P′
1)

−1Z = U′U = Y′P′
1P1Y. De forma análoga, el segundo

término de la traza se puede expresar como Z′P1CnC
′
nP

′
1Z = Y′P′

1P1CnC
′
nP

′
1P1Y.

Teniendo en cuenta que P′
1P1 = M y dividiendo la primera derivada por (n − 1)n, se

obtiene el estad́ıstico del contraste LBI como

NH = tr[(Y′MY)−1Y′MCnC
′
nMY]/n, (3.4)
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donde n−1Y′MY es la matriz de covarianzas de los residuos de mı́nimos cuadrados

multivariantes de yt sobre un término constante, por lo que (3.4) puede expresarse al-

ternativamente como

NH =
1

n
tr





(
n∑

t=1

(yt − ȳ)(yt − ȳ)′

)−1 n∑

t=1

(
t∑

i=1

(yi − ȳ)

)(
t∑

i=1

(yi − ȳ)

)′


 ,

con ȳ = n−1
∑n

t=1 yt, el vector de medias de yt. Tanto el problema de contraste como el

estad́ıstico son la extensión multivariante de los del contraste de Nyblom y Mäkeläinen

(1983). La extension del procedimiento de contraste hacia modelos más complejos, como

por ejemplo la introducción de una deriva en (3.2), en la linea de Nyblom (1986), se

puede realizar utilizando un procedimiento similar. Ésta y otras extensiones del modelo

de nivel local multivariante se considerarán en el caṕıtulo siguiente.

3.2.2. Distribución del estad́ıstico bajo la hipótesis nula

Aunque Nyblom y Harvey (2000) no derivaron la distribución en muestras finitas de

(3.4), ésta se puede caracterizar utilizando las siguientes identidades matriciales obteni-

das por Mazas (2012)

M = D′(DD′)−1D,

MCnC
′
nM = D′(DD′)−2D,

donde D = [dij ] es la matriz de primeras diferencias que se define como una matriz

rectangular de dimensiones (n − 1) × n tal que dij = −1 si i = j, dij = 1 si i =

j − 1 y dij = 0 en cualquier otro caso. De esta forma el estad́ıstico se puede expresar

alternativamente como

NH = tr[(W′(DD′)−1W)−1W′(DD′)−2W]/n,

donde las columnas de W = DY contienen las primeras diferencias de cada una de

las m series temporales. De nuevo, la propiedad de invarianza del estad́ıstico permi-

te suponer sin pérdida de generalidad que Σu = Im, de forma que bajo H0, W ∼
N(0, (DD′)⊗Im) y de la descomposición espectral de la matriz tridiagonal DD′ = PΛP′

con Λ = diag{λ1, . . . , λn−1} y λk = 4sin2(2πk/n) (Anderson, 1971). Todos estos resulta-

dos permiten expresar W = PΛ1/2E donde las filas de E = [ǫ1, . . . , ǫn−1] son procesos
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ruido blanco vectoriales tales que ǫt ∼ N(0, Im), de tal forma que si P′P = In−1, (3.4)

se puede expresar bajo H0 como

NH =
1

n
tr





(
n−1∑

t=1

ǫtǫ
′
t

)−1 n−1∑

t=1

λ−1
t ǫtǫ

′
t



 .

Para el caso univariante (m = 1) esta expresión se reduce a una ratio de formas cuadráti-

cas en variables normales, cuya distribución se puede evaluar numéricamente mediante los

procedimientos de Imhof (1961) o Davies (1973) implementados ambos en Empiricus.

Para el caso multivariante (m > 1) la distribución de NH deberá ser evaluada por

simulación. A partir de esta expresión del estad́ıstico se puede derivar su distribu-

ción asintótica. En primer lugar, es inmediato comprobar que n−1
∑n−1

t=1 ǫtǫ
′
t

p→ Im y

limn→∞n−1λ−1
k → 1/(πk)2 de forma que

NH
d−→

∞∑

k=1

1

(πk)2
ζk ζk = tr(ǫtǫ

′
t) ∼ χ2

m.

Nótese que para m = 1 esta distribución coincide con la del estad́ıstico de bondad de ajus-

te de Cramèr-von Mises, caracterizada y tabulados sus percentiles por Anderson y Darling

(1952) y por Hansen (1990) para m > 1. Por esta razón la distribución ĺımite de L se

suele denominar como distribución de Cramèr-von Mises con m grados de libertad o

CvM(m). Una expresión alternativa de la distribución asintótica se obtiene a partir de

la expresión en términos de desviaciones con respecto a la media, teniendo en cuenta que

n−1/2

[nu]
∑

i=1

(yi − ȳ) = n−1/2

[nu]
∑

i=1

ǫi − n−3/2
n∑

t=1

ǫt.

De Phillips y Durlauf (1986), n−1/2
∑[nu]

t=1 ǫt
d−→ W(u), n−1/2

∑n
t=1 ǫt

d−→ W(1), [·] de-

nota la parte entera y [nu]/n = u donde W(u) = (W1(u), . . . ,Wm(u))′ es un proceso

browniano vectorial, donde cada uno de sus elementos Wj(u) es independiente del resto.

Por lo tanto, la distribución bajo la hipótesis nula de (3.4) se puede expresar como

NH
d−→
∫ 1

0
tr
[
B(u)B(u)′

]
du =

m∑

j=1

∫ 1

0
B2

j (u)du,

donde B(u) = W(u) − uW(1) es un puente browniano y Bj(u) su elemento genérico.
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3.2.3. Corrección no paramétrica por correlación serial

El estad́ıstico de contraste derivado anteriormente no seŕıa de utilidad para contrastar

la presencia de un nivel determinista si el error de la ecuación de observación (3.1)

presenta correlación serial. En este caso, si ut = Ψ(B)ǫt donde el polinomio matricial

MA(∞) Ψ(B) es invertible, la distribución tanto asintótica como en muestras finitas

del estad́ıstico se ven afectadas, dependiendo de las covarianzas de ut con lo que los

valores cŕıticos tabulados no se podŕıan utilizar. En la ĺınea de Kwiatkowski et al. (1992),

Nyblom y Harvey (2000) proponen corregir (3.4) sustituyendo la matriz de covarianzas

de los residuos ût = (yi − ȳ) por una estimación de la matriz de covarianzas de largo

plazo. Estos autores proponen utilizar una estimación no paramétrica de la misma como

Γ(l) =

l∑

τ=−l

wτlΓ̂τ ,

donde Γ̂τ es la matriz de covarianzas de ût en el retardo τ y wt = 1 − τ/(l + 1). De

esta forma, el estad́ıstico a utilizar en el caso de presencia de correlación serial seŕıa

NH(l) = tr[Γ(l)−1Y′MCnC
′
nMY]/n2. Con respecto al parámetro de truncamiento

l, Andrews (1991) recomienda que l → ∞ pero a una tasa menor que n, y sugiere

l = o(n1/4). En este caso, Nyblom y Harvey (2000) demuestran que la distribución ĺımite

del estad́ıstico no se altera.

3.3. El contraste básico de no invertibilidad

3.3.1. Modelo y derivación del estad́ıstico

Tanaka (1990) deriva el estad́ıstico del contraste localmente óptimo, insesgado e in-

variante (LBIU) de no invertibilidad univariante a partir de la segunda derivada del

logaritmo de la función de verosimilitud del proceso estacionario ∇yt, y demuestra que

ésta tiene un mı́nimo en θ = 1. Utilizando este procedimiento se puede derivar un con-

traste de no invertibilidad estricta para el modelo IMA(1,1) multivariante, cuya expresión

es

∇yt = (Im − ΘB)at, t = 2, . . . , n, (3.5)

donde yt = (y1t, . . . , ymt)
′ es un vector m-dimensional de series temporales, B es el

operador retardo tal que Byt = yt−1, ∇ = (1 − B) es el operador diferencia, at =

(a1t, . . . , amt)
′ ∼ N(0,Ωa) es un vector aleatorio ruido blanco con matriz de covarianzas
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definida positiva Ωa y Θ una matriz m × m de parámetros. Se dice que el polinomio

media móvil matricial es estrictamente no invertible si las m ráıces de |Im−ΘB| = 0 caen

fuera del ćırculo unitario o, equivalentemente, si todos los autovalores de Θ son menores

que 1 en valor absoluto. Para derivar un contraste de no invertibilidad estricta sobre

(3.5), se puede suponer sin pérdida de generalidad que Θ tiene una estructura escalar

tal que Θ = θIm, de forma que si el parámetro θ = 1, el polinomio MA(1) matricial es

estrictamente no invertible. Por lo tanto, el problema a contrastar será

H0 : θ = 1, frente a H1 : θ 6= 1.

Nótese que bajo la hipótesis nula los m componentes del vector yt están sobrediferencia-

dos, por lo que el contraste puede también interpretarse como una prueba de estaciona-

riedad conjunta de todas las series consideradas. El modelo IMA(1,1) multivariante (3.5)

con matriz de coeficientes escalar Θ = θIm es la forma reducida del modelo homogéneo

(3.1)-(3.2) con Σv = ρΣu y que, igual que en el caso univariante, ρ = (1 − θ)/θ. Por lo

tanto, la hipótesis nula de no invertibilidad en el marco VIMA escalar equivale a la de

nivel determinista en el marco estructural obtenido en el caṕıtulo anterior. Para derivar

el estad́ıstico del contraste localmente óptimo, insesgado e invariante (LBIU), donde la

invarianza se define ante el tipo de transformaciones consideradas en el apartado anterior

(yt 7→ Pyt + a), conviene expresar el proceso (3.5) en forma vectorial que, suponiendo

una estructura escalar para Θ, es

(D⊗ Im)y = (D(θ) ⊗ Im)a, (3.6)

donde y = (y′
1, . . . ,y

′
n)′, a = (a′

1, . . . ,a
′
n)′, D(θ) = [dij ] es una matriz rectangular de

dimensiones (n− 1)× n con dij = −θ si i = j, dij = 1 si i = j − 1 y dij = 0 en cualquier

otro caso y D = D(1), de forma que la matriz de covarianzas de w = (D⊗Im)y se puede

expresar como Ωw(θ) = (Ω(θ) ⊗ Ωa) con Ω(θ) = D(θ)D(θ)′, y su función de densidad

f(w|θ,Ωa) = (2π)−(n−1)m/2|Ω(θ)|−m/2|Ωa|−(n−1)/2exp

[

−1

2
tr(Ω−1

a W′Ω
−1

(θ)W)

]

,

donde la matriz W = [w2, · · · ,wn]′ de dimensiones (n−1)×m se puede expresar también

como W = DY, siendo Y = [y1, · · · ,yn]′. En la ĺınea de los resultados de King y Hillier

(1985), se puede derivar el estad́ıstico de contraste LBIU a partir de la segunda derivada

de la función de verosimilitud de w, evitando la utilización de un maximal invariante

que en este caso multivariante resulta complejo (Nyblom, 2001; Forchini, 2005). Nótese
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que wt es un maximal invariante ante cambios de origen del tipo yt 7→ yt + a, y que

la estructura de Ωw(θ) permite concentrar el logaritmo de la función de verosimilitud

con respecto a la matriz de covarianzas contemporáneas del vector de perturbaciones,

cuyo estimador de máxima verosimilitud es Ω̃a(θ) = W′Ω−1(θ)W/(n−1). Sustituyendo

Ω̃a(θ) en f(w|θ,Ωa) y tomando logaritmos se obtiene el logaritmo de la función de

verosimilitud concentrada de w como

logf∗(θ|w, Ω̃a) ∝ −m

2
log |Ω(θ)| − (n − 1)

2
log |Ω̃a(θ)| (3.7)

Transformaciones del tipo wt 7→ Pwt no cambian el valor de esta función, por lo que

cualquier estad́ıstico derivado a partir de ella será invariante ante este tipo de transfor-

maciones. El estad́ıstico del contraste LBIU, siguiendo la aproximación de Tanaka (1990),

se obtiene a partir de la segunda derivada de (3.7). Teniendo en cuenta las siguientes

propiedades:

dΩ(θ)−1

dθ
= −Ω(θ)−1 dΩ(θ)

dθ
Ω(θ)−1,

d2Ω(θ)−1

dθ2
= 2Ω(θ)−1 dΩ(θ)

dθ
Ω(θ)−1 dΩ(θ)

dθ
Ω(θ)−1 − Ω(θ)−1 d2Ω(θ)

dθ2
Ω(θ)−1,

las dos primeras derivadas de (3.7) con respecto a θ son

dlogf∗(θ|w)

dθ
= −m

2
tr

[

Ω(θ)−1 dΩ(θ)

dθ

]

−

−(n − 1)

2
tr

[

(W′Ω(θ)−1W)−1W′

(
dΩ(θ)−1

dθ

)

W

]

,

d2logf∗(θ|w)

dθ2
∝ (n − 1)

2
tr

[
d(W′Ω(θ)−1W)−1

dθ
W′

(
dΩ(θ)−1

dθ

)

W

]

+

+
(n − 1)

2
tr

[

(W′Ω(θ)−1W)−1W′

(
d2Ω(θ)−1

dθ2

)

W

]

,

donde, en la segunda derivada, se muestran sólo los elementos correspondientes al segundo

término de la primera derivada, ya que los del primero son constantes y o(n2). Dado que

la matriz de covarianzas Ω(θ) se puede expresar como Ω(θ) = (1 + θ2)In−1 − θ(L + L′),

siendo L una matriz cuadrada de orden n−1 con unos en la primera subdiagonal inferior

y ceros en el resto, dΩ(θ)/dθ|θ=1 = Ω(1) y d2Ω(θ)/dθ2 = 2In−1. Evaluada bajo H0, la

primera derivada de la función de log-verosimilitud concentrada es igual a cero, lo que

indica que ésta tiene un máximo o un mı́nimo en θ = 1. Por lo tanto, el estad́ıstico LBIU
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se obtiene a partir del segundo término de la segunda derivada ya que el primero es igual

a m, y que se puede expresar utilizando las relaciones anteriores como

T = tr
[
(W′Ω(1)−1W)−1W′Ω(1)−2W

]
/(n − 1)m, (3.8)

donde el factor de corrección se define como (n − 1)m para que converja la primera

traza de la segunda derivada. Nótese que, teniendo en cuenta las relaciones matriciales

anteriormente planteadas y que Ω(1) = DD′, se obtiene que D′(DD′)−1D = M, donde

M = In − in(i′nin)−1i′n, con in un vector de unos, y que D′(DD′)−2D = MCnC
′
nM

con Cn una matriz triangular inferior de unos, el estad́ıstico (3.8) se puede expresar

alternativamente también como T = tr[(Y′MY)−1Y′MCnC
′
nMY]/(n − 1)m, o

T =
1

(n − 1)m
tr





(
n∑

t=1

ûtû
′
t

)−1 n∑

t=1

(
t∑

i=1

ûi

)(
t∑

i=1

ûi

)′


 , (3.9)

donde ût = yt − ȳ son los residuos mı́nimo-cuadráticos de yt sobre un vector de unos.

De esta forma, se muestra la equivalencia entre la extensión multivariante del estad́ıstico

de Tanaka y el del contraste de Nyblom y Harvey. Por último, nótese que residuos ût

coinciden con los denominados residuos exactos del modelo (3.5) evaluados bajo H0, que

se obtienen como E[at|w] ≡ cov(w,a)[var(w)]−1w = [D′(DD′)−1D ⊗ Im]y, donde la

igualdad con los residuos mı́nimo cuadráticos surge de la relaciones antes descritas.

3.3.2. Derivación alternativa del estad́ıstico de Nyblom y Harvey

La expresión del estad́ıstico de contraste de no invertibilidad multivariante (3.8) se

ha obtenido a partir del logaritmo de la función de verosimilitud del proceso estacionario,

concentrada con respecto a la matriz de covarianzas contemporáneas de los errores, sin

necesidad de definir un maximal invariante. En este apartado se demuestra que este pro-

cedimiento también se puede utilizar para derivar el estad́ıstico de contraste de Nyblom

y Harvey. El modelo (3.1)-(3.2) se puede expresar alternativamente en forma reducida

como

(D ⊗ Im)y = v + (D ⊗ Im)u,

donde y = (y′
1, . . . ,y

′
n)′, u = (u′

1, . . . ,u
′
n)′, v = (v′

2, . . . ,v
′
n)′ y D la matriz de pri-

meras diferencias definida anteriormente. Nótese que w = (D ⊗ Im)y es un maximal

invariante ante cambios de origen en el vector yt, y que w ∼ N(0,Ωw(ρ)), donde

Ωw(ρ) = [(ρIn + DD′) ⊗ Σu] y por simplicidad se denota Ω(ρ) = (ρIn + DD′). Defi-
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niendo W = [w2, . . . ,wn]′, el logaritmo de su función de verosimilitud tiene la siguiente

expresión

logf(ρ,Σu|w) ∝ −m

2
log|Ω(ρ)| − (n − 1)

2
log|Σu| −

1

2
tr
[
Σ−1

u W′Ω(ρ)−1W
]
.

De la primera derivada de esta expresión con respecto a Σu se obtiene la expresión del

estimador de máxima verosimilitud de la matriz de covarianzas contemporáneas de ut

como Σ̃u = W′Ω(ρ)−1W/(n − 1), lo que permite concentrar el logaritmo de la función

de verosimilitud con respecto a ella de tal forma que

logf∗(ρ|w) ∝ −m

2
log|Ω(ρ)| − (n − 1)

2
log |W′Ω(ρ)−1W|.

El estad́ıstico de contraste se obtiene a partir de la primera derivada de esta función con

respecto a ρ, que tiene la siguiente expresión

d log f∗(ρ|w)

dρ
= −m

2
tr

[

Ω(ρ)−1 dΩ(ρ)

dρ

]

−

−(n − 1)

2
tr

[

(W′Ω(ρ)−1W)−1W′dΩ(ρ)−1

dρ
W

]

.

Bajo H0, Ω(0) = DD′ y dΩ(ρ)/dρ|ρ=0 = In−1, por lo que la primera traza en la expresión

anterior es igual a n(n + 1)/2. En cuanto al segundo término, nótese que

dΩ(ρ)−1

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

= −Ω(0)−1 dΩ(ρ)

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

Ω(0)−1,

con lo que, dadas las expresiones anteriores, el segundo término se puede expresar co-

mo (n − 1)tr[(W′(DD′)−1W)−1W′(DD′)−2W]/2. Finalmente, dado que W = DY,

y teniendo en cuenta las relaciones definidas en Mazas (2012), D′(DD′)−1D = M y

D′(DD′)−2D = MCnC
′
nM, normalizando la primera derivada por un factor depen-

diente en n2, como por ejemplo mn(n − 1), el estad́ıstico se puede expresar como

NH = tr[(Y′MY)−1Y′MCnC
′
nMY]/nm,

que es el estad́ıstico Nyblom y Harvey (2000). Conviene volver a resaltar que, aunque

la derivación del estad́ıstico se ha realizado a partir de un maximal invariante ante sólo

transformaciones de origen, éste es también invariante ante premultiplicaciones de yt



46 3.3. El contraste básico de no invertibilidad

por matrices definidas positivas, lo que se consigue al concentrar la función de densidad

con respecto a Σu. Este procedimiento simplifica la derivación del estad́ıstico y será el

utilizado en la derivación de los estad́ısticos de contraste para modelos más complejos en

el caṕıtulo siguiente.

3.3.3. Distribución en muestras fintas del estad́ıstico

Aunque la expresión (3.9) es útil para el cálculo valor del estad́ıstico, su distri-

bución en muestras finitas se puede obtener más fácilmente a partir de la expresión

(3.8). Nótese que las columnas de la matriz W = [wj] (j = 1, . . . ,m) se correspon-

den con las observaciones de cada una de las m series temporales estacionarias. Bajo

la hipótesis alternativa, θ < 1, y suponiendo Ωa = Im sin pérdida de generalidad ya

que el contraste es invariante, wj ∼ N(0,Ω(θ)). De la descomposición espectral de

la matriz de covarianzas, Ω(θ) = PΛ(θ)P′ donde Λ(θ) = diag{λ1(θ), . . . , λn−1(θ)} es

una matriz diagonal que contiene los autovalores de la matriz tridiagonal D(θ)D(θ)′,

λt(θ) = (1 − θ)2 + 4θsin2(tπ/2n), (Anderson, 1971), y P = [pij] es la matriz de auto-

vectores correspondientes, pij =
√

2/nsin(2πij/n) (i, j = 1, . . . , n − 1), de forma que

ej ≡ Λ(θ)−1/2P−1wj ∼ N(0, In−1). Teniendo en cuenta que Ω(1)−1 = PΛ(1)−1P′,

Ω(1)−2 = PΛ(1)−2P′ y PP′ = In−1, el estad́ıstico bajo la hipótesis alternativa se puede

expresar como

T (θ) = tr
[

(E′Λ(θ)1/2Λ(1)−1Λ(θ)1/2E)−1E′Λ(θ)1/2Λ(1)−2Λ(θ)1/2E
]

/(n − 1)m,

con E = [e1, . . . , em], o bien

T (θ) =
1

(n − 1)m
tr





(
n−1∑

t=1

λt(θ)

λt
ǫtǫ

′
t

)−1(n−1∑

t=1

λt(θ)

λ2
t

ǫtǫ
′
t

)

 , (3.10)

donde λt = λt(1) = 4sin2(tπ/2n) y ǫt es la t-ésima fila de E. Nótese que para m = 1, T (θ)

se reduce a la ratio de dos formas cuadráticas en variables normales, cuya distribución

en muestras finitas puede ser tabulada a partir de los procedimientos de Imhof (1961) o

Davies (1973). Sin embargo, en el caso multivariante (m > 1) el uso de estos algoritmos

no es posible, por lo que la distribución debe ser tabulada por simulación a partir de

T =
1

(n − 1)m
tr





(
n−1∑

t=1

ǫtǫ
′
t

)−1(n−1∑

t=1

λ−1
t ǫtǫ

′
t

)

 . (3.11)
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Esta expresión del estad́ıstico es útil para obtener los dos primeros momentos de la

distribución del estad́ıstico bajo H0. Teniendo en cuenta que T =
∑n−1

t=1 λ−1
t Bt donde

Bt = ǫ′t

(
∑n−1

t=1 ǫtǫ
′
t

)−1
ǫt ∼ Beta(m/2, (n − 1 − m)/2) (ver Rao, 2002, p.53), Nyblom

(2001) deriva los dos primeros momentos de esta combinación lineal de variables Beta

como

E(T ) = mλ̄1, V (T ) = c(λ̄2 − λ̄2
1), λ̄r =

1

(n − 1)

n∑

t=1

λ−r
t ,

con c = 2m(n − 1 − m)/[(n − 2)(n + 1)]. Dada la expresión conocida de los autovalores,

se obtiene para este caso que λ̄1 = (n + 1)/6 y λ̄2 = λ̄1(2n
2 + 7)/30 con lo que los dos

primeros momentos de T/(n − 1)m son

E(T ) =
n + 1

6(n − 1)
, V (T ) =

(n − 1 − m)(2n − 1)

90m(n − 1)2
. (3.12)

En el caso univariante, los momentos asintóticos del estad́ıstico se pueden calcular fácil-

mente como E(T ) → 1/6 y V (T ) → 1/45, que coinciden con los del estad́ıstico de

Nyblom y Mäkeläinen (1983).

En el caso especial de que la matriz de covarianzas contemporáneas Ωa fuera conocida,

el modelo VIMA(1,1) podŕıa expresarse como un proceso univariante estacional con

periodo m. Sin pérdida de generalidad se puede considerar Ω∗
a = σ2

aΩa con σ2
a una

constante arbitraria y, definiendo los procesos normalizados w∗
t = Ω

−1/2
a wt y a∗

t =

Ω
−1/2
a at, el proceso (3.5) normalizado puede escribirse como

w∗
it = (1 − θBm)a∗it, a∗it ∼ N(0, σ2

a), i = 1, . . . ,m.

Siguiendo a Tam y Reinsel (1997), y denotando por w∗ = (In−1⊗Ω−1/2)w, el estad́ıstico

del contraste LBIU para la hipótesis nula de no invertibilidad H0 : θ = 1 frente a

H1 : θ 6= 1 en este modelo univariante estacional tiene la siguiente expresión:

TR =
1

(n − 1)

w′
∗[(DD′)−2 ⊗ Im]w∗

w′
∗[(DD′)−1 ⊗ Im]w∗

.

Aśı expresado, el estad́ıstico es una ratio de formas cuadráticas en variables normales cuya

distribución puede evaluarse por el procedimiento de Imhof (1961) utilizando los inversos

de los autovalores de la matriz tridiagonal DD′ cada uno de ellos con multiplicidad m.

La tabla 3.1 muestra los percentiles del estad́ıstico de contraste de no invertibilidad

calculados de ambas formas, por simulación y utilizando el procedimiento de Imhof.
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Ambos métodos proporcionan percentiles similares, si bien en muestras finitas existen

distorsiones no superiores a una centésima en la mayoŕıa de los casos.

Si la matriz de covarianzas no fuera conocida, la normalización utilizada para derivar

TR se llevaŕıa a cabo usando una estimación consistente de ella, como por ejemplo la de

mı́nimos cuadrados multivariantes, Ω̂a = (n − 1)−1Y′MY = (n − 1)−1W′(DD′)−1W.

Sustituyéndola en la expresión del estad́ıstico, éste se puede expresar como la siguiente

ratio de trazas,

TR =
1

(n − 1)

tr[(W′(DD′)−1W)−1W′(DD′)−2W]

tr[(W′(DD′)−1W)−1W′(DD′)−1W]
,

donde la traza del denominador es igual a m, con lo que el estad́ıstico TR factible es

igual a (3.8).

Función potencia envolvente

El contraste más potente e invariante (MPI) ante transformaciones del tipo yt 7→
a + Pyt para contrastar H0 : θ = 1 frente a una determinada alternativa H1 : θ = θ1

se puede obtener, aplicando el teorema de Neymann-Pearson, como el cociente de las

funciones de verosimilitud en ambos casos. A partir de la expresión del logaritmo de la

función de verosimilitud de (3.6), y teniendo en cuenta que la propiedad de invarianza

permite considerar Ωa = Im, el estad́ıstico más potente e invariante (MPI) para este

problema tiene la siguiente expresión

MPI(θ1) = tr

(
n−1∑

t=1

λt(θ)

λt(θ1)
ǫtǫ

′
t

)
/

tr

(
n−1∑

t=1

λt(θ)

λt
ǫtǫ

′
t

)

,

rechazándose H0 para valores pequeños del estad́ıstico. El estad́ıstico MPI(θ1) se puede

expresar como un cociente de dos formas cuadráticas del tipo e′L1e/e′L2e donde e es

un vector de dimensión (n − 1)m de variables aleatorias normales estándar y L1 y L2

son dos matrices diagonales que contienen los cocientes de autovalores que figuran en

MPI(θ1) cada uno de ellos con multiplicidad m, pudiendo ser tabulada su distribución

de forma exacta utilizando el procedimiento de Imhof (1961). La Figura 3.1 muestra la

función potencia envolvente del contraste, obtenida como la probabilidad de rechazo de

H0 : θ = 1 frente a H1 : θ1 = θ cuando el verdadero valor del parámetro media móvil

coincide con la alternativa considerada θ, y que indica la máxima potencia que puede

alcanzar cualquier estad́ıstico con las caracteŕısticas del estad́ıstico localmente óptimo

T . También se muestra la función potencia del contraste para m = 1 y m = 2, aśı como
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Figura 3.1: Función potencia y envolvente
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(b) m = 2

la función potencia de MPI(0,97) y MPI(0,93).

3.3.4. Distribución asintótica del estad́ıstico

A partir de las expresiones anteriores se puede derivar la distribución ĺımite del

estad́ıstico de contraste. Por simplicidad en la exposición, y sin pérdida de generali-

dad se considera la corrección nm para el estad́ıstico T , en lugar de (n − 1)m con la

que está definida. A continuación se deriva la distribución del estad́ıstico bajo una se-

cuencia de alternativas del tipo θ = 1 − c/n (c > 0). Partiendo de (3.10), nótese que

n−1
∑n−1

t=1 ǫtǫ
′
t

p→ Im y ĺımn→∞ n−2λ−1
t = 1/(πk)2. Además, λt(θ)/λt = n−2c2λ−1

t + (1−
n−1c) y λt(θ)/λ2

t = n−2c2λ−2
t +(1−n−1c)λ−1

t . Por lo tanto, la matriz dentro de la inversa,

n−1
∑n−1

t=1 [n−2c2λ−1
t + (1 − n−1c)]ǫtǫ

′
t

p→ Im, con lo que, expresando la segunda matriz

como n−2
∑n−1

t=1 [n−2c2λ−2
t +(1−n−1c)λ−1

t ]ǫtǫ
′
t, la distribución ĺımite del estad́ıstico bajo

una secuencia de alternativas θ = 1 − c/n es

T (θ)
d−→ 1

m

∞∑

k=1

[
1

(πk)2
+

c2

(πk)4

]

tr(ǫtǫ
′
t) tr(ǫtǫ

′
t) ≡ ζk ∼ χ2

m (3.13)

Bajo H0 (c = 0), la distribución ĺımite de T es la denominada Cramèr-von Mises con m

grados de libertad, CvM(m), ampliamente descrita por Anderson y Darling (1952) para

el caso univariante m = 1 y tabulada por Hansen (1990) para m > 1. Una expresión

alternativa para la distribución ĺımite del estad́ıstico se puede obtener a partir de (3.9).
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Bajo una secuencia de alternativas θ = 1 − c/n se expresa el modelo como ∇yi =

∇ai + n−1cai−1, con lo que, suponiendo y0 = 0, yi = ai + n−1c
∑i−1

j=1 aj y los residuos

MCO, ût = yt − ȳ, acumulados tienen la siguiente expresión

n−1/2
t∑

i=1

ûi = n−1/2
t∑

i=1

ai +
c

n3/2

t∑

i=1

εi −
t

n3/2

n∑

t=1

at −
c

n5/2

n∑

t=1

tεt

donde εt =
∑t−1

j=1 aj es un paseo aleatorio. De Phillips (1986), Phillips (1987), Park y Phillips

(1988), Park y Phillips (1989) y Phillips y Durlauf (1986), se sabe que n−1/2
∑t

i=1 ai
d−→ W(t);

n−3/2
∑t

i=1 εi
d−→
∫ t
0 W(r)dr, n−3/2

∑n
t=1 tat

d−→ rW(1) y n−5/2
∑n

t=1 tεt
d−→
∫ 1
0 rW(r)dr,

donde W(r) es un proceso browniano m-dimensional estándar. De igual manera que en

el caso anterior, n−1
∑n

t=1 ûtû
′
t

p→ Im, de forma que

T (θ)
d−→ 1

m
tr

(∫ 1

0
B(r)B(r)′dr

)

=
1

m

m∑

j=1

∫ 1

0
B2

j (r)dr

B(r) = W(r) − rW(1) + c

∫ t

0
(W(u) − uW(1))du

y Bj(r) es el componente genérico de B(r).

En cuanto a la distribución asintótica de MPI(θ), con los resultados anteriores y

λk(θ) = c2n−2λk + (1 − n−1c),

n−1
n∑

k=1

λt(θ)

λt
ζk

p→ m y n−1
n∑

k=1

λt(θ)

λt(θ1)
ζt = n−1

n∑

k=1

(πk)−2c2 + 1

(πk)−2c2
1 + 1

ζt
p→ m

con lo que MPI(θ)
p→ 1, ya que n−1(πk)−2 = op(1). Dado que MPI(θ) tiene una dis-

tribución degenerada y que la tasa a la que converge a su valor asintótico 1 es Op(n),

conviene trabajar, como en Saikkonen y Luukkonen (1993b) y Tam y Reinsel (1997) en

el caso univariante, con el estad́ıstico n[1 − MPI(θ)], que se puede expresar como

n[1 − MPI(θ1)] = n

∑n
t=1 λ∗−1

t (θ1)λ
∗
t (θ)[λ∗

t (θ1) − 1]ζt
∑n

t=1 λ∗
t (θ)ζt

donde λ∗
t (θ) = λ−1

t λ∗
t (θ) = c2n−2λ−1

t + (1 − cn−1). Al igual que en el caso anterior, el

denominador de esta expresión corregido por n−1 converge a m y el numerador se puede
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expresar como

n∑

t=1

[

c2n−2λ−1
t − n−1c − [(c2 − c2

1)n
−2λ−1

t − (c − c1)n
−1]

(c2
1n

−2λ−1
t + 1 − c1n−1)

]

ζt

de donde, utilizando los resultados anteriores y que (c−c1)n
−1/(c2

1n
−2λ−1

t +1−c1n
−1)

p→ (c−
c1)n

−1,

n[1 − MPI(θ1)]
d−→ c2

∞∑

k=1

1

(πk)
ζk + (c2

1 − c2)
∞∑

k=1

1

c2
1 + (πk)2

ζk − c1

Esta expresión resulta útil para derivar el óptimo puntual y la función potencia envolvente

asintótca.

3.4. El modelo de Nyblom y Harvey corregido

3.4.1. Formulación del y derivación del estad́ıstico

Mazas (2012) propone una corrección paramétrica para el estad́ıstico de contraste de

no invertibilidad en un modelo ARIMA(p,d,q) univariante. Esta corrección se puede ge-

neralizar al caso multivariante para contrastar no invertibilidad en un modelo VARIMA.

Como en apartados anteriores, la derivación del estad́ıstico de contraste es más sencilla

utilizando la representación estructural, por lo que el contraste se deriva a partir del

modelo de nivel local generalizado de Mazas (2012), cuya extensión multivariante es

yt = µt + et, Φ(B)et = Θ(B)ut, (3.14)

µt = µt−1 + rt, Φ(B)rt = Θ(B)vt, (3.15)

donde, al igual que en otros casos, ut ∼ N(0,Σu), vt ∼ N(0, ρΣu) y Φ(B) y Θ(B) son

dos polinomios matriciales de órdenes p y q respectivamente sin ráıces comunes. Aunque

el supuesto de que la correlación de ambos errores sea la misma puede parecer fuerte,

dada la independencia entre los errores ut y vt, la forma reducida de (3.14)-(3.15) es un

modelo VARMA(p,1,q+1) tal que

Φ(B)∇yt = (Im − θB)Θ(B)at, at ∼ N(0,Ωa). (3.16)
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El estad́ıstico del contraste LBI para la hipótesis nula de nivel local determinista H0 : ρ =

0 frente a H1 : ρ > 0 se obtiene a partir de la primera derivada del logaritmo de la función

de verosimilitud de yt expresado en forma estructural. En este caso e = (e′1, . . . , e
′
n)′ ∼

N(0,Ω(n)), siendo Ω(n) la matriz mn×mn de covarianzas del proceso VARMA(p,q) que

sigue et. Por su parte rt = (r′2, . . . , r
′
n)′ ∼ N(0, ρΩ(n−1)) donde Ω(n−1) tiene la misma

estructura que Ω(n) pero de dimensiones (n− 1)m × (n− 1)m. De esta forma, la matriz

de covarianzas de la forma reducida wt = ∇yt se expresa como Ωw(ρ) = ρΩ(n−1) +

DmΩ(n)D
′
m, donde Dm = (D⊗ Im) y D es la matriz (n− 1)×n de diferencias definida

en apartados anteriores. De esta forma, el logaritmo de la función de verosimilitud de wt

se define como

logf(x, ρ|w) ∝ −1

2
log|Ωw(ρ)| − 1

2
w′Ω

−1
w (ρ)w,

donde el vector x contiene todos los parámetros del modelo distintos de ρ. Teniendo en

cuenta que Ωw(0) = DmΩ(n)D
′
m y dΩ−1

w (ρ)/dρ|ρ=0 = −Ω−1
w (0)dΩw(ρ)/dρ|ρ=0Ω

−1
w (0),

la primera derivada de esta función con respecto a ρ es

d logf(x, ρ|w)

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

= −1

2
tr

[

Ω−1
w (0)

dΩ−1
w (ρ)

dρ

∣
∣
∣
ρ=0

]

+
1

2
w′Ω

−1
w (0)Ω(n−1)Ω

−1
w (0)w

Dado que el primer término de la derivada es constante, el estad́ıstico de contraste surge

del segundo. Esta forma cuadrática puede expresarse en términos de los residuos exactos

del modelo. Para comprobarlo, se define la matriz D∗ = DmΩ
1/2
(n) , donde Ω

1/2
(n) es el factor

de Cholesky de la matriz de covarianzas de e, y teniendo en cuenta que Ωw(0) = (D∗D
′
∗)

es la matriz de covarianzas de ∇yt en (3.16) bajo la hipótesis nula, los residuos exactos

de este modelo se pueden expresar como

â = cov(a,w)[var(w)]−1w = D′
∗(D∗D

′
∗)

−1w.

Se puede comprobar que D′
∗(D∗D

′
∗)

−1D∗ = M∗, es la matriz generadora de residuos

en la regresión de mı́nimos cuadrados generalizados de yt sobre una constante y con

correlación tipo VARMA(p,q). Por lo tanto, â = M∗Ω
−1/2
(n)

y, esto es, los residuos exactos

del modelo VARIMA (3.16) evaluados bajo la hipótesis nula coinciden con los residuos

de mı́nimos cuadrados generalizados del vector nm × 1, y sobre un término constante,

cuando la correlación viene definida por el modelo VARMA(p,q) del término de error et.

Con todo esto, el estad́ıstico de contraste puede expresarse, corregido por el tamaño del
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vector w, alternativamente de las dos siguientes maneras:

T ∗
1 =

1

(n − 1)2m
â′D

′
∗Ω

−1
w (0)Ω(n−1)Ω

−1
w (0)D∗â,

=
1

(n − 1)2m

m∑

i=1

m∑

j=1

n−1∑

r=1

n−1∑

l=1

γi,j(r − s)eirejs, (3.17)

donde eir es el elemento (r− 1)m + i del vector e = Ω−1
w (0)w y γi,j(r− s) es el elemento

i, j de la matriz de covarianzas de ut en el retardo r − s, Γ(r − s) contenidas en Ω(n−1).

La primera expresión es útil para derivar la distribución del estad́ıstico, mientras que

la segunda refleja el procedimiento computacional para el cálculo del estad́ıstico. Una

expresión alternativa del estad́ıstico en términos de los residuos de mı́nimos cuadrados

generalizados se obtiene notando que

Ω(n−1) = D∗Ω
−1/2
(n) CnΩ(n)C

′
nΩ

−1/2′

(n) D′
∗,

con Cn una matriz triangular inferior de unos. Insertando esta relación en la primera

expresión de T ∗
1 en (3.17), recordando que â = û donde û es el vector de residuos de

mı́nimos cuadrados generalizados, û = M∗Ω
−1/2
(n) y, y que M∗ es una matriz simétrica e

idempotente, una expresión alternativa para T ∗
1 es

T ∗
1 =

1

(n − 1)2m
û′Ω

−1/2
(n) CnΩ(n)C

′
nΩ

−1/2′

(n) û, (3.18)

que puede ser más conveniente para el cálculo del estad́ıstico. Nótese por último que,

aunque el estad́ıstico de contraste se ha construido para ser invariante ante cambios de

origen del tipo yt 7→ yt +a (a 6= 0), donde Dmy es un maximal invariante, también lo es

ante cambios de escala tales como yt 7→ Pyt al estar calculado sobre los residuos exactos

que están normalizados.

Por último, si las estimaciones de los parámetros son consistentes, entonces â converge

a un vector nm × 1 de variables aleatorias normales estándar con lo que, a partir de la

primera expresión de (3.17), se puede expresar la distribución en muestras finitas de T ∗
1

como

T ∗
1 =

1

(n − 1)2m

(n−1)m
∑

t=1

λ∗
1te

2
t λ∗

1t = eig[Ω(n−1)(D∗D
′
∗)

−1]

donde λ∗
1t son los autovalores no nulos de D′

∗Ω
−1
w (0)Ω(n−1)Ω

−1
w (0)D∗ que, dado que

Ωw(0) = D∗D
′
∗, son iguales a los autovalores de Ω(n−1)Ω

−1
w (0). Esta matriz puede expre-
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sarse alternativamente como [Ω
−1/2
(n−1)DmΩ

1/2
(n−1)Ω

1/2′

(n−1)D
′
mΩ

−1/2′

(n−1)]
−1, donde las matrices

conmutan asintóticamente, de forma que para muestras grandes, los autovalores de esta

matriz son equivalentes a los de la matriz (DD′)−1 con multiplicidad m, que coinciden

con los que se utilizaron para tabular la distribución del estad́ıstico en el modelo sin

correlación. Por lo tanto, para muestras moderadas o grandes, no habŕıa pérdida sensi-

ble de potencia si se calcula el estad́ıstico como en (3.17) y utilizan los valores cŕıticos

habituales para realizar el contraste.

De igual forma, se puede considerar que para muestras moderadas o grandes, las ma-

trices centrales de (3.18) conmutan de forma que la forma cuadrática puede aproximarse

como û′CnC
′
nû. Sin pérdida de generalidad, dado que la distribución para muestras

moderadas o grandes de T ∗
1 es igual a la de (3.9) se puede utilizar este estad́ıstico para

contrastar la hipótesis nula de no invertibilidad en un modelo VARMA(p,1,q+1) utili-

zando los residuos exactos del modelo evaluados bajo H0 como

T ∗
2 = tr

[

(Ã′Ã)−1Ã′CnC
′
nÃ
]

/(n − 1)m,

donde la t-ésima fila de la matriz Ã es ât − ¯̂a. Si las estimaciones de los parámetros del

modelo VARMA(p,1,q+1) son consistentes de forma que el vector de residuos ât converge

a ǫt con ǫt ∼ N(0, Im), entonces, por los resultados anteriores, T ∗
2

d−→ CvM(m)/m. La

potencia de esta aproximación se evalúa en los siguientes experimentos Monte Carlo.

3.4.2. Estudio Monte Carlo

Para estudiar la potencia del contraste y de la corrección paramétrica se proponen dos

estudios Monte Carlo basados en un modelo bivariante, donde el estad́ıstico de contraste

se ha calculado a la manera de T ∗
2 . Para el primero se utiliza el siguiente proceso generador

de datos

∇yt = (I2 − θI2B)at, at ∼ N(0,Ωa),

donde Ωa = [σij ] con σ11 = σ22 = 1,0. En el primero se evalúa la función potencia

del contraste ante distintos valores de θ = {1, 0,99, . . . , 6} para un nivel de significación

del 5%. La tabla 3.3 muestra función potencia del contraste para distintos tamaños

muestrales (n = 20, 30, 50, 100) y distintos valores del coeficiente de correlación entre las

perturbaciones ρ = σ12 = σ21 = {−0,8,−0,5,−0,2, 0,0, 0,2, 0,5, 0,8}. Como es de esperar,

ya que el contraste se ha construido para maximizar su función potencia ante este tipo de

alternativas, la probabilidad de rechazar la hipótesis nula de no invertibilidad aumenta

a medida que el parámetro θ se aleja de 1. La pendiente de la función potencia aumenta
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con el tamaño muestral, de forma que el contraste es más potente cuanto mayor sea el

tamaño muestral. La correlación entre los errores no parece afectar a la potencia del

contraste, lo que es de esperar dada la definición de invarianza sobre la que se construye

el estad́ıstico.

En el segundo experimento se comprueban las propiedades de la corrección paramétri-

ca. Para ello se consideran los siguientes procesos generadores de datos en el modelo

bivariante con estructura escalar y dos tamaños muestrales, n = 50 y n = 100.

(I2 − φ1ImB)∇yt = (1 − θ1B)at,

∇yt = (1 − θ1B)(I2 − θ2ImB)at.

Se considera el parámetro interés tal que θ1 = {1, 0,99, . . . , 0,8}. En cuanto a los po-

linomios adicionales AR y MA se considera que ambos tienen ráıces reales e iguales a

φ1, θ2 = {−0,8, ,0,5, 0, 0,5, 0,8}. Los resultados se muestran en las tablas 3.5 y 3.6. Si la

correlación serial es de tipo AR no existen distorsiones importantes del tamaño emṕıri-

co ni de la probabilidad de rechazo. La corrección paramétrica funciona bien, incluso en

aquellas situaciones en que se da una casi cancelación entre los polinomios autorregresivo

y media móvil. Similares resultados se dan para el caso en que la correlación es de tipo

MA, salvo cuando el parámetro del polinomio adicional se acerca a uno. En este caso,

que coincide con una segunda ráız unitaria media móvil, el tamaño emṕırico está por

debajo de su valor nominal y la probabilidad de rechazo cuando el parámetro de interés,

θ1, se aleja de 1 es ligeramente menor que en otros caso.

3.5. Extensiones del contraste básico de no invertibilidad

3.5.1. Ráıces unitarias y corrección paramétrica

Los contrastes derivados en apartados anteriores están construidos para contrastar la

presencia de un polinomio media móvil (Im −ΘB) estrictamente no invertible cuando la

matriz Θ tiene una estructura escalar, de forma que las m ráıces del polinomio son reales

e iguales a uno. Dado que en la práctica esta matriz puede ser una matriz cuadrada de

coeficientes reales, un polinomio MA(1) matricial es no invertible cuando al menos una

ráız de la ecuación caracteŕıstica |Im − ΘB| = 0 sea igual a uno. Utilizando la descom-

posición espectral de la matriz media móvil, Θ = PΛP−1, con Λ una matriz diagonal

de autovalores, la ecuación caracteŕıstica del polinomio MA(1) se puede expresarse como

|Im − ΛB| =
∏m

j=1(1 − λjB) = 0, por lo que el polinomio tendrá tantas ráıces unitarias
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como autovalores unitarios tenga la matriz Θ. Por tanto, seŕıa deseable disponer de un

procedimiento que permita detectar la presencia de no invertibilidad en un caso más ge-

neral como éste. Expresando el polinomio media móvil como (I−ΘB) = (Im−Θ)+Θ∇,

el modelo se puede reescribir como ∇yt −Θ(1)at = ∇Θat, por lo que el contraste de no

invertibilidad calculando el estad́ıstico de contraste (3.8) sobre los residuos exactos del

modelo también es potente bajo la alternativa de m1 < m ráıces unitarias.

Para comprobar que la corrección paramétrica permite contrastar la hipótesis nula

de no invertibilidad estricta en situaciones más generales que las consideradas en este

caṕıtulo, se diseñan dos estudios Monte Carlo basados en el siguiente proceso generador

de datos bivariante

∇yt = (I2 − ΘB)at, at ∼ N(0,Ωa),

donde Θ = [θij] y Ωa = [σij]. Un primer experimento consiste en evaluar la función

potencia de estad́ıstico cuando θ11 = 1, θ22 ≤ 1 y θ12 = θ21 = 0. En este caso, en la

secuencia de alternativas considerada sólo uno de los parámetros se aleja de 1 de forma

que, tanto bajo la hipótesis nula como bajo la alternativa el modelo es no invertible. Sin

embargo, el contraste se ha construido para detectar si ambos parámetros son iguales

a 1, por lo que éste será potente si se rechaza la hipótesis nula cuando uno solo de

los parámetros se aleje de su valor bajo H0. La tabla 3.2 muestra las probabilidades

de rechazo calculadas para un nivel de significación del 5% utilizando el estad́ıstico de

contraste calculado con los residuos exactos evaluados bajo la hipótesis nula. Al igual

que en el caso anterior, la probabilidad de rechazo aumenta a medida que uno sólo de

los parámetros se aleja de 1, si bien la pendiente de la función potencia es menor que en

el caso anterior. De nuevo, la probabilidad de rechazo aumenta con el tamaño muestral

y la correlación entre los errores no parece introducir distorsiones graves.

En segundo lugar, si la matriz Θ tiene una estructura triangular tal que θ11 6= 0,

θ22 6= 0, θ21 = 0,2 y θ12 = 0 con ρ = 0,5, el contraste utilizando el estad́ıstico de no

invertibilidad calculado sobre los residuos exactos, también tiene potencia. El cuadro

3.4 muestras las probabilidades de rechazo en este caso. Como en el caso anterior, esta

probabilidad aumenta con el tamaño muestral y, en la ĺınea de los resultados anteriores,

la pendiente de la función potencia aumenta a medida que ambos parámetros se acercan

a uno.

El principal resultado que se obtiene de estos experimentos es que la corrección pa-

ramétrica del estad́ıstico del contraste de no invertibilidad hace que éste sea potente para

detectar un polinomio media móvil no invertible, incluso en casos en que la matriz de

parámetros es no escalar. Un cuarto caso de especial interés consiste en considerar una

estructura cuadrada para Θ. Dada la implicación que tiene esta estructura sobre la pre-
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sencia de relaciones de cointegración, este caso se estudia separadamente en el caṕıtulo

5.

3.5.2. Casos particulares: El modelo diagonal

Existen dos casos particulares de especial interés práctico basados en el modelo

IMA(1,1) con estructura diagonal

∇yt = (Im − ΘB)at, at ∼ N(0,Σa),

con Θ = diag(θ1, . . . , θm). En primer lugar, si θi = 1 (∀i 6= j), contrastar la hipótesis

nula H0 : θj = 1 frente a H1 : θj 6= 1 supone detectar la presencia de una ráız unitaria

adicional, sabiendo que existen ya m−1, esto es, que el polinomio MA es estrictamente no

invertible. Este contraste puede interpretarse como un contraste de estacionariedad sobre

la variable yj cuando ya se sabe que el resto de variables son estacionarias. La diferencia

con respecto al contraste de estacionariedad univariante sobre yj radica en que en este

caso se considera la posible existencia de correlación contemporánea entre las series. En

el marco estructural se puede expresar el problema de contraste como H0 : ρ = 0 frente

a H1 : ρ > 0 sobre el modelo

yt = µt + ut ut ∼ N(0,Σu),

µjt = µj,t−1 + vjt vjt ∼ N(0, ρσjj)

con µt = (µi0, . . . , µjt, . . . , µm0)
′ y µi0 (i 6= j) constantes.

Un segundo caso de interés consiste en considerar θi = 0 (∀i 6= j) y contrastar

H0 : θj = 1 frente a H1 : θ 6= 1. Este contraste se puede interpretar como una prueba de

estacionariedad sobre yj cuando el resto de variables son no estacionarias. En el marco

estructural el problema a contrastar seŕıa H0 : ρ = 0 frente a H1 : ρ > 0 en el modelo

yt = µt + ut ut ∼ N(0,Σu)

µt = µt−1 + vt ut ∼ N(0,Σv(ρ))

donde Σv(ρ) = cρ ⊙Σ⊙ c′ρ donde por ⊙ se denota el operador producto de Haddamard

y cρ es un vector de unos con ρ en la j-ésima posición. Bajo la hipótesis nula Σv es

una matriz con ceros en la i-ésima fila y columna, con lo cual el rango será m − 1,

y el estad́ıstico seŕıa asimilable al desarrollado por Nyblom y Harvey (2000). Ambos
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Cuadro 3.1: Percentiles del estad́ısticos T/(n − 1)

n=30 n=40 n=50 n=100

m α sim Imhof sim Imhof sim Imhof sim Imhof ∞
1 50 0.1313 0.1303 0.1268 0.1274 0.1258 0.1257 0.1223 0.1223 0.1196

20 0.2572 0.2579 0.2509 0.2537 0.2495 0.2512 0.2459 0.2462 0.2422
10 0.3657 0.3656 0.3589 0.3611 0.3521 0.3583 0.3496 0.3528 0.3484
5 0.4814 0.4775 0.4715 0.4736 0.4643 0.4712 0.4623 0.4664 0.4623
1 0.7393 0.7354 0.7260 0.7378 0.7371 0.7393 0.7422 0.7417 0.7432

2 50 0.1517 0.1502 0.1488 0.1474 0.1456 0.1456 0.1420 0.1422 0.1395
20 0.2482 0.2477 0.2439 0.2440 0.2397 0.2419 0.2366 0.2375 0.2341
10 0.3162 0.3186 0.3134 0.3148 0.3098 0.3126 0.3059 0.3081 0.3044
5 0.3794 0.3878 0.3778 0.3843 0.3801 0.3823 0.3742 0.3781 0.3746
1 0.5171 0.5422 0.5177 0.5410 0.5299 0.5403 0.5214 0.5386 0.5371

3 50 0.1617 0.1585 0.1569 0.1557 0.1552 0.1540 0.1514 0.1505 0.1478
20 0.2391 0.2392 0.2358 0.2358 0.2337 0.2338 0.2290 0.2297 0.2264
10 0.2908 0.2944 0.2856 0.2909 0.2860 0.2888 0.2840 0.2846 0.2812
5 0.3381 0.3469 0.3333 0.3436 0.3361 0.3416 0.3360 0.3375 0.3342
1 0.4338 0.4618 0.4340 0.4597 0.4405 0.4584 0.4534 0.4557 0.4534

4 50 0.1664 0.1631 0.1625 0.1602 0.1602 0.1585 0.1560 0.1551 0.1524
20 0.2333 0.2331 0.2299 0.2298 0.2273 0.2278 0.2245 0.2239 0.2207
10 0.2754 0.2793 0.2729 0.2759 0.2706 0.2739 0.2691 0.2699 0.2666
5 0.3129 0.3225 0.3123 0.3193 0.3101 0.3173 0.3117 0.3133 0.3101
1 0.3839 0.4161 0.3912 0.4136 0.3935 0.4120 0.3996 0.4089 0.4063

5 50 0.1691 0.1659 0.1661 0.1630 0.1631 0.1613 0.1583 0.1579 0.1552
20 0.2269 0.2284 0.2253 0.2252 0.2223 0.2233 0.2194 0.2194 0.2164
10 0.2612 0.2687 0.2611 0.2654 0.2588 0.2635 0.2575 0.2595 0.2563
5 0.2923 0.3061 0.2935 0.3028 0.2922 0.3009 0.2921 0.2970 0.2938
1 0.3494 0.3860 0.3595 0.3833 0.3599 0.3816 0.3678 0.3782 0.3755

contrastes pueden realizarse utilizando la corrección paramétrica fijando los parámetros

de la forma descrita.
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Cuadro 3.2: Función potencia del contraste para el modelo escalar (α = 5%)
ρ = −0,8 ρ = −0,5 ρ = −0,2 ρ = 0,0

θ n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100

1.00 0.0422 0.0486 0.0490 0.0482 0.0428 0.0456 0.0518 0.0448 0.0434 0.0406 0.0490 0.0540 0.0456 0.0462 0.0554 0.0566

0.99 0.0436 0.0416 0.0582 0.0598 0.0488 0.0490 0.0526 0.0650 0.0494 0.0496 0.0492 0.0622 0.0484 0.0484 0.0490 0.0680

0.98 0.0458 0.0508 0.0604 0.1220 0.0462 0.0514 0.0636 0.1134 0.0504 0.0516 0.0704 0.1204 0.0456 0.0530 0.0560 0.1186

0.97 0.0470 0.0608 0.0802 0.2138 0.0442 0.0534 0.0816 0.2116 0.0508 0.0546 0.0818 0.2134 0.0460 0.0588 0.0850 0.2064

0.96 0.0496 0.0672 0.1178 0.3342 0.0470 0.0654 0.1098 0.3432 0.0504 0.0710 0.1196 0.3236 0.0508 0.0662 0.1158 0.3308

0.95 0.0600 0.0748 0.1574 0.4394 0.0606 0.0772 0.1544 0.4472 0.0544 0.0828 0.1574 0.4350 0.0556 0.0836 0.1582 0.4460

0.94 0.0578 0.0972 0.2046 0.5596 0.0670 0.0898 0.2142 0.5478 0.0606 0.0924 0.2002 0.5588 0.0642 0.0982 0.2018 0.5596

0.93 0.0696 0.1118 0.2686 0.6412 0.0672 0.1154 0.2578 0.6482 0.0676 0.1104 0.2604 0.6476 0.0782 0.1266 0.2580 0.6558

0.92 0.0758 0.1388 0.3214 0.7092 0.0764 0.1352 0.3268 0.7020 0.0842 0.1392 0.3410 0.7098 0.0718 0.1342 0.3208 0.7030

0.91 0.0922 0.1796 0.3818 0.7722 0.0940 0.1682 0.3690 0.7776 0.0918 0.1722 0.3842 0.7692 0.0908 0.1690 0.3824 0.7804

0.90 0.1030 0.2056 0.4314 0.8178 0.1160 0.1996 0.4558 0.8174 0.1088 0.2024 0.4466 0.8142 0.1038 0.2086 0.4380 0.8114

0.85 0.1892 0.3810 0.6812 0.9400 0.1916 0.3786 0.6740 0.9398 0.1942 0.3820 0.6714 0.9410 0.1936 0.3854 0.6796 0.9414

0.80 0.3068 0.5422 0.8128 0.9784 0.2900 0.5534 0.8208 0.9762 0.3004 0.5440 0.8038 0.9776 0.2982 0.5410 0.8158 0.9764

0.75 0.4322 0.6692 0.8840 0.9900 0.4268 0.6650 0.8808 0.9912 0.4284 0.6798 0.8844 0.9898 0.4242 0.6790 0.8868 0.9928

0.70 0.5398 0.7586 0.9348 0.9946 0.5458 0.7568 0.9334 0.9940 0.5304 0.7516 0.9278 0.9952 0.5380 0.7604 0.9360 0.9962

0.65 0.6330 0.8256 0.9540 0.9978 0.6194 0.8266 0.9602 0.9976 0.6264 0.8348 0.9558 0.9988 0.6244 0.8270 0.9522 0.9972

0.60 0.6864 0.8642 0.9698 0.9990 0.6926 0.8776 0.9710 0.9984 0.7020 0.8642 0.9698 0.9986 0.7060 0.8602 0.9714 0.9992

ρ = 0,2 ρ = 0,5 ρ = 0,8

θ n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100

1.00 0.0428 0.0450 0.0468 0.0508 0.0460 0.0472 0.0498 0.0492 0.0498 0.0480 0.0460 0.0442

0.99 0.0470 0.0510 0.0470 0.0600 0.0434 0.0440 0.0544 0.0664 0.0468 0.0422 0.0548 0.0618

0.98 0.0450 0.0550 0.0620 0.1238 0.0440 0.0466 0.0618 0.1156 0.0436 0.0518 0.0592 0.1160

0.97 0.0534 0.0556 0.0774 0.2056 0.0478 0.0558 0.0810 0.2066 0.0522 0.0542 0.0894 0.2048

0.96 0.0568 0.0716 0.1100 0.3254 0.0566 0.0612 0.1096 0.3252 0.0504 0.0636 0.1228 0.3344

0.95 0.0580 0.0770 0.1636 0.4414 0.0570 0.0814 0.1520 0.4524 0.0586 0.0772 0.1598 0.4540

0.94 0.0636 0.0956 0.2042 0.5356 0.0634 0.0964 0.2018 0.5618 0.0532 0.0926 0.2036 0.5514

0.93 0.0700 0.1160 0.2652 0.6542 0.0700 0.1138 0.2694 0.6398 0.0700 0.1152 0.2670 0.6312

0.92 0.0766 0.1382 0.3140 0.7128 0.0764 0.1354 0.3256 0.7246 0.0834 0.1402 0.3418 0.7140

0.91 0.0890 0.1756 0.3868 0.7684 0.0866 0.1718 0.3784 0.7740 0.0916 0.1672 0.3826 0.7668

0.90 0.1076 0.2048 0.4462 0.8232 0.0972 0.2058 0.4452 0.8226 0.0986 0.1902 0.4342 0.8102

0.85 0.2046 0.3766 0.6814 0.9366 0.1804 0.3742 0.6780 0.9414 0.1948 0.3852 0.6646 0.9328

0.80 0.3018 0.5412 0.8070 0.9782 0.3150 0.5404 0.8152 0.9774 0.3098 0.5466 0.8108 0.9778

0.75 0.4392 0.6726 0.8906 0.9904 0.4266 0.6716 0.8850 0.9904 0.4204 0.6716 0.8944 0.9884

0.70 0.5356 0.7678 0.9366 0.9952 0.5394 0.7698 0.9320 0.9948 0.5202 0.7558 0.9330 0.9962

0.65 0.6146 0.8254 0.9548 0.9976 0.6236 0.8252 0.9578 0.9978 0.6248 0.8218 0.9560 0.9970

0.60 0.7072 0.8634 0.9690 0.9992 0.6978 0.8658 0.9700 0.9996 0.7078 0.8718 0.9716 0.9982
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Cuadro 3.3: Función potencia del contraste para el modelo diagonal (α = 5%)
ρ = −0,8 ρ = −0,5 ρ = −0,2 ρ = 0,0

θ22 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100

1.00 0.0392 0.0454 0.0484 0.0492 0.0438 0.0474 0.0492 0.0448 0.0414 0.0416 0.0490 0.0454 0.0466 0.0472 0.0506 0.0484

0.99 0.0508 0.0498 0.0528 0.0666 0.0386 0.0546 0.0572 0.0594 0.0434 0.0450 0.0472 0.0544 0.0420 0.0492 0.0482 0.0592

0.98 0.0534 0.0530 0.0684 0.1430 0.0472 0.0524 0.0546 0.1004 0.0440 0.0564 0.0578 0.0808 0.0416 0.0488 0.0556 0.0792

0.97 0.0470 0.0612 0.1012 0.2516 0.0466 0.0590 0.0722 0.1468 0.0420 0.0518 0.0718 0.1338 0.0472 0.0524 0.0638 0.1278

0.96 0.0608 0.0856 0.1390 0.3636 0.0598 0.0640 0.0874 0.2292 0.0472 0.0546 0.0798 0.1936 0.0484 0.0562 0.0822 0.1964

0.95 0.0632 0.0972 0.1968 0.4670 0.0478 0.0724 0.1178 0.3222 0.0566 0.0650 0.1056 0.2608 0.0516 0.0618 0.1044 0.2560

0.94 0.0744 0.1202 0.2536 0.5500 0.0522 0.0776 0.1572 0.3892 0.0606 0.0814 0.1300 0.3318 0.0566 0.0670 0.1256 0.3258

0.93 0.0882 0.1536 0.3066 0.6156 0.0634 0.1000 0.1922 0.4526 0.0570 0.0818 0.1552 0.4040 0.0576 0.0796 0.1562 0.3896

0.92 0.0948 0.1774 0.3598 0.6564 0.0670 0.1108 0.2362 0.5196 0.0628 0.0850 0.1868 0.4620 0.0634 0.0888 0.1892 0.4626

0.91 0.1090 0.2224 0.4052 0.7042 0.0824 0.1406 0.2644 0.5582 0.0750 0.1082 0.2300 0.5164 0.0600 0.1056 0.2162 0.5010

0.90 0.1358 0.2402 0.4676 0.7386 0.0888 0.1348 0.3062 0.6064 0.0636 0.1198 0.2616 0.5642 0.0740 0.1140 0.2530 0.5346

0.85 0.2306 0.3984 0.6208 0.8560 0.1394 0.2680 0.4840 0.7724 0.1192 0.2084 0.4238 0.7172 0.1144 0.2230 0.4112 0.7190

0.80 0.3296 0.5132 0.7246 0.9126 0.2124 0.3754 0.6150 0.8560 0.1750 0.3258 0.5566 0.8112 0.1764 0.3254 0.5396 0.8134

0.75 0.4142 0.6032 0.7868 0.9354 0.2982 0.4664 0.6884 0.8946 0.2542 0.4210 0.6528 0.8908 0.2454 0.4130 0.6352 0.8718

0.70 0.4892 0.6568 0.8230 0.9606 0.3614 0.5382 0.7518 0.9300 0.3122 0.4920 0.7188 0.9086 0.3096 0.4920 0.7052 0.9126

0.65 0.5492 0.7030 0.8606 0.9674 0.4278 0.5946 0.7910 0.9444 0.3770 0.5600 0.7670 0.9408 0.3734 0.5490 0.7578 0.9326

0.60 0.5844 0.7466 0.8812 0.9700 0.4742 0.6558 0.8338 0.9574 0.4508 0.6180 0.8062 0.9524 0.4410 0.6066 0.8018 0.9574

ρ = 0,2 ρ = 0,5 ρ = 0,8

θ22 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100

1.00 0.0414 0.0412 0.0498 0.0498 0.0410 0.0490 0.0442 0.0488 0.0442 0.0446 0.0474 0.0456

0.99 0.0416 0.0506 0.0482 0.0482 0.0362 0.0480 0.0484 0.0632 0.0432 0.0464 0.0598 0.0728

0.98 0.0426 0.0458 0.0572 0.0874 0.0480 0.0510 0.0590 0.0962 0.0454 0.0546 0.0652 0.1546

0.97 0.0438 0.0468 0.0672 0.1386 0.0502 0.0552 0.0718 0.1586 0.0540 0.0678 0.1008 0.2600

0.96 0.0420 0.0604 0.0876 0.1962 0.0532 0.0636 0.0876 0.2382 0.0586 0.0766 0.1530 0.3626

0.95 0.0558 0.0630 0.0960 0.2578 0.0556 0.0672 0.1220 0.3070 0.0638 0.0934 0.2066 0.4582

0.94 0.0546 0.0736 0.1306 0.3316 0.0560 0.0782 0.1562 0.3802 0.0760 0.1222 0.2576 0.5496

0.93 0.0536 0.0812 0.1540 0.4058 0.0604 0.0980 0.1980 0.4426 0.0858 0.1564 0.3128 0.6072

0.92 0.0668 0.0968 0.1980 0.4590 0.0620 0.1084 0.2154 0.5182 0.0958 0.1808 0.3696 0.6612

0.91 0.0754 0.1004 0.2254 0.5128 0.0774 0.1196 0.2744 0.5582 0.1138 0.2166 0.4052 0.6942

0.90 0.0682 0.1246 0.2620 0.5640 0.0776 0.1420 0.2988 0.5964 0.1412 0.2362 0.4568 0.7374

0.85 0.1076 0.2152 0.4240 0.7228 0.1402 0.2616 0.4702 0.7616 0.2216 0.3944 0.6300 0.8710

0.80 0.1834 0.3298 0.5558 0.8174 0.2084 0.3770 0.6076 0.8546 0.3286 0.5192 0.7180 0.9120

0.75 0.2536 0.4192 0.6414 0.8784 0.2806 0.4764 0.6990 0.8984 0.4192 0.6084 0.7848 0.9376

0.70 0.3240 0.5034 0.7050 0.9170 0.3710 0.5442 0.7536 0.9254 0.4918 0.6556 0.8254 0.9524

0.65 0.3804 0.5512 0.7556 0.9404 0.4300 0.6122 0.7954 0.9458 0.5494 0.6932 0.8558 0.9698

0.60 0.4334 0.6198 0.8020 0.9494 0.4860 0.6626 0.8344 0.9592 0.5826 0.7338 0.8870 0.9698
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Cuadro 3.4: Función potencia del contraste para el modelo triangular (α = 5%)

θ2 = −0,8 θ2 = −0,5 θ2 = −0,2
θ1 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100
1.00 0.0472 0.0462 0.0484 0.0500 0.0508 0.0452 0.0492 0.0518 0.0410 0.0428 0.0492 0.0452
0.99 0.0440 0.0508 0.0572 0.0604 0.0440 0.0484 0.0478 0.0568 0.0474 0.0478 0.0480 0.0642
0.98 0.0492 0.0454 0.0572 0.0856 0.0494 0.0534 0.0514 0.0896 0.0434 0.0522 0.0518 0.0856
0.97 0.0514 0.0530 0.0668 0.1388 0.0444 0.0588 0.0614 0.1388 0.0496 0.0528 0.0692 0.1420
0.96 0.0510 0.0558 0.0848 0.2262 0.0502 0.0602 0.0894 0.2188 0.0556 0.0594 0.0790 0.2096
0.95 0.0574 0.0616 0.1158 0.2914 0.0576 0.0616 0.1122 0.2828 0.0466 0.0630 0.1096 0.2844
0.94 0.0594 0.0700 0.1398 0.3594 0.0544 0.0814 0.1342 0.3520 0.0532 0.0738 0.1346 0.3496
0.93 0.0634 0.0938 0.1780 0.4254 0.0626 0.0882 0.1722 0.4194 0.0636 0.0824 0.1692 0.4288
0.92 0.0698 0.1016 0.2172 0.4808 0.0586 0.1018 0.2056 0.4868 0.0698 0.0996 0.2210 0.4754
0.91 0.0766 0.1086 0.2446 0.5424 0.0734 0.1224 0.2458 0.5368 0.0762 0.1176 0.2300 0.5274
0.90 0.0776 0.1338 0.2842 0.5902 0.0792 0.1364 0.2778 0.5768 0.0834 0.1318 0.2938 0.5856
0.85 0.1332 0.2536 0.4514 0.7396 0.1272 0.2456 0.4508 0.7386 0.1278 0.2450 0.4498 0.7456
0.80 0.1954 0.3514 0.5748 0.8404 0.2084 0.3518 0.5820 0.8236 0.1736 0.3478 0.5712 0.8324
0.75 0.2640 0.4496 0.6646 0.8930 0.2702 0.4346 0.6628 0.8940 0.2560 0.4278 0.6524 0.8842
0.70 0.3482 0.5138 0.7348 0.9190 0.3364 0.5164 0.7214 0.9190 0.3324 0.5026 0.7328 0.9216
0.65 0.4160 0.5844 0.7828 0.9344 0.3988 0.5740 0.7774 0.9374 0.3996 0.5708 0.7638 0.9348
0.60 0.4642 0.6134 0.8200 0.9494 0.4594 0.6296 0.8036 0.9588 0.4532 0.6172 0.7954 0.9494

θ2 = 0,2 θ2 = 0,5 θ2 = 0,8
θ1 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100 n = 20 n = 30 n = 50 n = 100
1.00 0.0442 0.0460 0.0468 0.0452 0.0458 0.0470 0.0454 0.0516 0.0326 0.0338 0.0366 0.0440
0.99 0.0460 0.0510 0.0504 0.0614 0.0450 0.0486 0.0434 0.0584 0.0348 0.0336 0.0418 0.0490
0.98 0.0476 0.0512 0.0556 0.0870 0.0412 0.0456 0.0604 0.0860 0.0360 0.0348 0.0446 0.0838
0.97 0.0426 0.0502 0.0654 0.1408 0.0480 0.0512 0.0612 0.1238 0.0382 0.0388 0.0600 0.1320
0.96 0.0486 0.0554 0.0878 0.1966 0.0480 0.0528 0.0748 0.1924 0.0424 0.0418 0.0754 0.1922
0.95 0.0554 0.0666 0.1052 0.2646 0.0452 0.0582 0.1010 0.2526 0.0444 0.0508 0.0904 0.2792
0.94 0.0548 0.0750 0.1322 0.3512 0.0498 0.0706 0.1312 0.3358 0.0456 0.0624 0.1204 0.3540
0.93 0.0576 0.0812 0.1588 0.4018 0.0564 0.0880 0.1630 0.3930 0.0428 0.0786 0.1534 0.4266
0.92 0.0648 0.0986 0.1988 0.4668 0.0580 0.0960 0.1880 0.4636 0.0510 0.0852 0.1814 0.4840
0.91 0.0678 0.1112 0.2314 0.5160 0.0668 0.1000 0.2226 0.5070 0.0636 0.0888 0.2298 0.5430
0.90 0.0812 0.1264 0.2660 0.5690 0.0750 0.1262 0.2566 0.5556 0.0678 0.1040 0.2398 0.5924
0.85 0.1174 0.2292 0.4354 0.7256 0.1174 0.2110 0.4158 0.7146 0.1096 0.2014 0.4334 0.7556
0.80 0.1832 0.3270 0.5632 0.8264 0.1632 0.3186 0.5480 0.8234 0.1762 0.3278 0.5762 0.8518
0.75 0.2552 0.4218 0.6518 0.8712 0.2438 0.4050 0.6342 0.8758 0.2484 0.4186 0.6772 0.9080
0.70 0.3188 0.5040 0.7150 0.9124 0.3088 0.4972 0.7070 0.9036 0.3082 0.5028 0.7420 0.9292
0.65 0.3922 0.5742 0.7740 0.9398 0.3740 0.5646 0.7648 0.9396 0.3810 0.5686 0.7906 0.9522
0.60 0.4450 0.6192 0.8020 0.9526 0.4282 0.6038 0.7894 0.9448 0.4436 0.6358 0.8250 0.9642
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Cuadro 3.5: Función potencia para un VARIMA(1,1,1) (α = 5%)

n = 50 n = 100
θ1,φ −0,8 −0,5 0 0,5 0,8 −0,8 −0,5 0 0,5 0,8
1.00 0.043 0.040 0.039 0.049 0.064 0.065 0.050 0.048 0.051 0.054
0.99 0.037 0.045 0.052 0.056 0.073 0.071 0.067 0.058 0.088 0.072
0.98 0.068 0.062 0.064 0.069 0.079 0.108 0.106 0.115 0.104 0.122
0.97 0.078 0.091 0.088 0.091 0.080 0.195 0.192 0.216 0.206 0.179
0.96 0.092 0.096 0.126 0.108 0.117 0.363 0.326 0.320 0.326 0.297
0.95 0.132 0.150 0.152 0.142 0.160 0.418 0.435 0.441 0.461 0.422
0.94 0.185 0.188 0.204 0.173 0.185 0.526 0.564 0.542 0.544 0.526
0.93 0.233 0.252 0.248 0.219 0.228 0.648 0.642 0.665 0.614 0.617
0.92 0.319 0.304 0.331 0.316 0.275 0.723 0.681 0.719 0.711 0.701
0.91 0.373 0.377 0.424 0.383 0.364 0.748 0.755 0.768 0.760 0.760
0.90 0.439 0.431 0.464 0.428 0.407 0.800 0.814 0.823 0.818 0.820
0.89 0.468 0.497 0.502 0.492 0.439 0.850 0.835 0.841 0.840 0.840
0.88 0.532 0.540 0.550 0.526 0.519 0.877 0.892 0.899 0.882 0.894
0.87 0.574 0.572 0.604 0.589 0.564 0.906 0.902 0.913 0.906 0.917
0.86 0.629 0.631 0.637 0.633 0.615 0.927 0.919 0.934 0.914 0.927
0.85 0.664 0.666 0.676 0.660 0.649 0.927 0.933 0.945 0.943 0.951
0.84 0.706 0.724 0.690 0.717 0.715 0.940 0.943 0.945 0.948 0.951
0.83 0.755 0.734 0.750 0.728 0.731 0.965 0.953 0.958 0.969 0.956
0.82 0.751 0.750 0.789 0.773 0.753 0.962 0.963 0.977 0.963 0.958
0.81 0.771 0.802 0.817 0.790 0.771 0.972 0.969 0.980 0.968 0.972
0.80 0.805 0.816 0.797 0.795 0.825 0.969 0.969 0.981 0.983 0.977



3. Contrastes de no invertibilidad en el modelos VARIMA 63

Cuadro 3.6: Función potencia para un VIMA(1,2) (α = 5%)

n = 50 n = 100
θ1,θ2 −0,8 −0,5 0 0,5 0,8 −0,8 −0,5 0 0,5 0,8
1.00 0.050 0.041 0.039 0.035 0.014 0.047 0.044 0.048 0.042 0.027
0.99 0.059 0.061 0.052 0.042 0.008 0.071 0.061 0.058 0.059 0.027
0.98 0.084 0.083 0.064 0.038 0.011 0.110 0.135 0.115 0.090 0.065
0.97 0.106 0.107 0.088 0.057 0.017 0.207 0.214 0.216 0.179 0.120
0.96 0.138 0.123 0.126 0.099 0.025 0.366 0.328 0.320 0.311 0.221
0.95 0.154 0.191 0.152 0.112 0.034 0.468 0.467 0.441 0.434 0.329
0.94 0.227 0.218 0.204 0.162 0.061 0.582 0.581 0.542 0.521 0.428
0.93 0.297 0.278 0.248 0.218 0.073 0.632 0.685 0.665 0.614 0.532
0.92 0.354 0.363 0.331 0.273 0.133 0.687 0.708 0.719 0.695 0.634
0.91 0.404 0.408 0.424 0.314 0.168 0.798 0.782 0.768 0.757 0.694
0.90 0.490 0.475 0.464 0.391 0.187 0.839 0.826 0.823 0.801 0.718
0.89 0.513 0.529 0.502 0.419 0.248 0.867 0.843 0.841 0.845 0.774
0.88 0.572 0.616 0.550 0.478 0.277 0.897 0.890 0.899 0.876 0.810
0.87 0.625 0.627 0.604 0.526 0.355 0.914 0.912 0.913 0.892 0.860
0.86 0.669 0.651 0.637 0.584 0.378 0.925 0.941 0.934 0.926 0.861
0.85 0.691 0.677 0.676 0.622 0.463 0.955 0.941 0.945 0.929 0.898
0.84 0.758 0.727 0.690 0.660 0.477 0.953 0.943 0.945 0.948 0.905
0.83 0.745 0.767 0.750 0.683 0.491 0.964 0.963 0.958 0.953 0.931
0.82 0.787 0.803 0.789 0.734 0.518 0.968 0.975 0.977 0.957 0.938
0.81 0.813 0.827 0.817 0.759 0.600 0.980 0.972 0.980 0.967 0.960
0.80 0.825 0.823 0.797 0.806 0.628 0.989 0.976 0.981 0.971 0.951
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Caṕıtulo 4

Contrastes de no invertibilidad en

modelos estacionales

4.1. Introducción

La metodoloǵıa de King y Hillier (1985) permite derivar una amplia clase de contras-

tes para detectar la presencia de componentes deterministas en modelos de series tempo-

rales univariantes. Miembros de esta clase son los contrastes localmente óptimos e inva-

riantes (LBI) de Nyblom y Mäkeläinen (1983), Nyblom (1986), Kwiatkowski et al. (1992)

o los contrastes estacionales de Nyblom y Harvey (2001), Canova y Hansen (1995), Caner

(1998), Busetti y Harvey (2003), Taylor (2003a) o Taylor (2003b). Igualmente, esta me-

todoloǵıa permite derivar los contrastes localmente óptimos, insesgados e invariantes

(LBIU) para contrastar la presencia de una ráız unitaria en el polinomio media móvil

de un modelo ARIMA. En este marco, las principales contribuciones son las desarrolla-

das por Tanaka (1990), Saikkonen y Luukkonen (1993a) o los contrastes estacionales de

Tam y Reinsel (1997) o Tam y Reinsel (1998). Existen extensiones multivariantes de es-

tos contrastes sólo en el marco estructural (Nyblom y Harvey, 2000, 2001; Busetti, 2006)

cuya derivación se basa en la extensión multivariante de la metodologia King y Hillier

(1985) propuesta por Nyblom (2001). En este caṕıtulo se muestra la relación entre estos

contrastes de componentes deterministas y los contrastes de no invertibilidad para la

forma reducida ARIMA de cada modelo. Para cada estad́ıstico de contraste se derivan

además expresiones cerradas para sus dos primeros momentos utilizando los resultados

de Nyblom (2001).
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Una vez obtenidos los estad́ısticos de contraste para cada modelo, es necesaria la

caracterización de su distribución en muestras finitas para implementar el contraste. En

el caso univariante, los estad́ısticos de los contrastes listados anteriormente se formulan

como ratios de formas cuadráticas en variables normales, cuya función de distribución se

puede evaluar mediante la inversión numérica de su función caracteŕıstica utilizando los

procedimientos de Imhof (1961) o Davies (1973). Sin embargo, en el caso multivariante los

estad́ısticos se expresan como combinaciones lineales de variables Beta, cuya distribución

debe ser tabulada por simulación. En estos casos en que la distribución en muestras finitas

del estad́ıstico es complicada de evaluar resulta de utilidad disponer de un procedimiento

sencillo y preciso para calcular p-valores y cuantiles. En un problema similar, MacKinnon

(1994) o Doornik (1998) proponen aproximaciones a la distribución en muestras finitas

de estad́ısticos tipo Dickey-Fuller y de cointegración basadas en regresiones de superficie

de respuesta o la función de distribución Gamma. Utilizando la segunda aproximación, se

comprueba que la función de distribución Inversa Gaussiana (IG) proporciona un buen

ajuste de la distribución de los estad́ısticos considerados en el presente caṕıtulo, por lo

que puede utilizarse para calcular de forma sencilla sus p-valores.

Los resultados de este caṕıtulo se organizan de la siguiente manera: En el segundo

apartado se resume el procedimiento utilizado para derivar los estad́ısticos de contraste

considerados, aśı como la forma de obtener la media y varianza de los mismos. En el

apartado 3 se obtiene el contraste multivariante de nivel estacional determinista, sus

extensiones considerando la presencia de un conjunto de componentes deterministas y su

relación con los contrastes de no invertibilidad en los correspondientes modelos reducidos

ARIMA. En cada caso, se obtienen expresiones cerradas para la media y la varianza del

estad́ıstico de contraste. En el cuarto apartado se obtienen los contrastes para detectar la

presencia de uno o varios ciclos estacionales deterministas y los dos primeros momentos

del estad́ıstico de contraste. En el quinto apartado se describe y evalúa la aproximación

IG a la distribución en muestras finitas de los estad́ısticos considerados y en el último

apartado se ilustra el procedimiento de contraste con un ejemplo. Los resultados de este

caṕıtulos aparecen detallados también en Gallego y D́ıaz (2011).

4.2. Contrastes invariantes para estructuras de covarianzas

Como se ha mostrado en el caṕıtulo anterior los estad́ısticos de contraste de no in-

vertibilidad en modelos VARIMA se pueden derivar de una forma sencilla utilizando su

representación estructural equivalente. Nyblom (2001) proporciona una extensión mul-

tivariante de la metodoloǵıa de King (1980) y King y Hillier (1985) cuyos resultados
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principales se resumen en esta sección. Partiendo del modelo de regresión multivariante

Y = XΠ + E, E ∼ N(0,Ω(δ) ⊗ Σ), (4.1)

donde Y es una matriz T × m que contiene por columnas las m series temporales, de

forma que la t-ésima fila de Y es yt. X es una matriz fija de dimensiones T × k y Π

es la correspondiente matriz k × m de coeficientes. La matriz T × m de perturbaciones

E = [e1, . . . , eT ]′ es tal que E(E) = 0 y var(vec(E′)) = Ω(δ)⊗Σ donde Σ es una matriz

m×m definida positiva y la matriz T×T y Ω(ρ) depende del parámetro ρ de tal forma que

Ω(0) = IT , luego la única correlación entre las series es la contemporánea. Nyblom (2001)

demuestra que en este marco, el contraste localmente óptimo e invariariante (LBI) para

contrastar H0 : ρ = 0 frente a H1 : ρ > 0, definiendo la invarianza ante transformaciones

del tipo yt 7→ Pyt + XA, con A cualquier matriz arbitraria k × m y P cuadrada y

definida positiva, tiene la siguiente expresión general

L = tr
[

(Ê′Ê)−1Ê′KÊ
]

, (4.2)

donde Ê = MY es la matriz de residuos de mı́nimos cuadrados multivariantes de Y sobre

la matriz X, de forma que M = IT−X(X′X)−1X′ y K = dΩ(ρ)/dρ|ρ=0. De King y Hillier

(1985) se puede demostrar que el estad́ıstico es también localmente óptimo, insesgado

e invariante (LBIU) para contrastar H0 : ρ = 0 frente a la alternativa de dos colas

H1 : ρ 6= 1. Bajo la hipótesis nula, el estad́ıstico se puede expresar como

L =

(
T−k∑

t=1

ǫtǫ
′
t

)−1(T−k∑

t=1

λtǫtǫ
′
t

)

=

T−k∑

t=1

λtǫ
′
t

(
T−k∑

t=1

ǫtǫ
′
t

)−1

ǫt

︸ ︷︷ ︸

Bt

, (4.3)

donde λt (t = 1, . . . , T−k) son los autovalores no nulos de la matriz MK y ǫt ∼ N(0, Im),

de forma que (
∑T−k

t=1 ǫtǫ
′
t) ∼ Wm(T −k, Im) es una distribución Wishart con T −k grados

de libertad. El segundo término de la igualdad en (4.3) donde Bt ∼ Beta(m
2 , T−k−m

2 ) con

B1 = 1−B2− . . .−BT−k−1 (ver Rao, 2002, pp. 540) permite expresar el estad́ıstico como

una suma ponderada de variables aleatorias Beta. A partir de esta última formulación
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del estad́ıstico, Nyblom (2001) obtiene sus dos primeros momentos como

E(L) = mλ̄1, λ̄1 =
1

T − k

T−k∑

t=1

λt, (4.4)

V (L) =
2m(T − k − m)

(T − k − 1)(T − k + 2)

[
λ̄2 − λ̄2

1

]
, λ̄2 =

1

T − k

T−k∑

t=1

λ2
t . (4.5)

Para cada modelo derivado en este caṕıtulo se derivan las expresiones de los estad́ısti-

cos de contraste y las expresiones de λ̄1 y λ̄2 que permiten calcular sus dos primeros

momentos.

4.3. Contrastes de componentes deterministas

4.3.1. Nivel local estacional

El modelo de nivel local multivariante (3.1)-(3.2) tratado ampliamente en el caṕıtulo

anterior se puede extender al caso estacional (con periodo s) como

yt =µt + ut, ut ∼ N(0,Σu),

µt =µt−s + vt, vt ∼ N(0, ρΣu),
(4.6)

con t = 1, . . . , T donde por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, se supone que

T = ns siendo n el número de años completos. De esta forma, el vector yt se descompone

como la suma de un paseo aleatorio multivariante µt y un proceso ruido blanco Gaussiano

ut. El vector vt es también un ruido blanco multivariante independiente de ut y donde el

parámetro ρ ≥ 0 mide el grado de estocasticidad de vt, de forma que si ρ = 0, cada una de

las m series de yt es estacionaria alrededor de s variables ficticias estacionales. Definiendo

las matrices Y = [y1, . . . ,yT ]′, A = [µ1, . . . ,µT ]′, U = [u1, . . . ,uT ]′ y V = [v1, . . . ,vT ]′,

(4.6) se puede expresar en forma matricial como

Y =A + U, U ∼ N(0, IT ⊗ Σ),

(∇n ⊗ Is)A =(dn ⊗ Is)A0 + V, V ∼ N(0, IT ⊗ ρΣ),
(4.7)

donde A0 = [µ−s+1, . . . ,µ0]
′ es una matriz s × m de condiciones iniciales, ⊗ denota

el producto de Kronecker, ∇n es una matriz n × n bidiagonal inferior con unos en

la diagonal principal y -1 en la primera subdiagonal inferior, que se puede expresar
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como ∇n = [dn,D′
n]′ con dn = (1, 0, . . . , 0)′ y Dn la matriz (n − 1) × n generadora

de primeras diferencias. Si se supone A0 fija, (4.7) es un caso especial del modelo de

regresión multivariante (4.1) con

X = in ⊗ Is, Π = A0, Ω(ρ) = IT + ρ(CnC
′
n ⊗ Is),

donde Cn = ∇
−1
n , in = Cndn y X es una matriz T × s de variables ficticias estacionales.

La expresión del estad́ıstico del contraste LBI para la hipótesis nula de estacionalidad

determinista (H0 : ρ = 0) frente a la alternativa de paseo aleatorio estacional más ruido

(H1 : ρ > 0), que se denotará por RWm,s,n viene dada por (4.2) con K = CnC
′
n ⊗ Im y

que se puede calcular como

RWm,s,n = tr







(
T∑

t=1

ûtû
′
t

)−1 s∑

j=1





n∑

t=1

(
t∑

τ=1

û(τ−1)s+j

)(
t∑

τ=1

û(τ−1)s+j

)′









, (4.8)

donde ût son los residuos en la regresión multivariante de yt sobre s variables ficticias

estacionales. Los dos primeros momentos de RWm,s,n/(n − 1)m se pueden obtener a

partir de (4.4) y (4.5), donde las expresiones cerradas para el autovalor medio y la media

cuadrática de los autovalores de MK son

λ̄1 =
n + 1

6
and λ̄2 = λ̄1

(
2n2 + 7

30

)

Estas expresiones sugieren corregir el estad́ıstico RWm,s,n por un factor dependiente

del tamaño muestral para que sus momentos no diverjan y la distribución no sea de-

generada. Algunos candidatos son n, nm o (n − 1)m, donde el factor m es arbitrario.

Nótese que RWm,s,n/nm tiene media asintótica igual a 1/6 y varianza 1/45ms, que pa-

ra el caso regular univariante (s = m = 1) coincide con los momentos del estad́ıstico

de Nyblom y Mäkeläinen (1983) y para s = 1 y para m > 1 con los del estad́ıstico

multivariante de no invertibilidad derivado en el caṕıtulo anterior.

4.3.2. Tendencia lineal estacional

Incluyendo una deriva estacional en (4.6) se tiene el modelo

yt = µt + ut, µt = µt−s + βt−s + vt, βt = βt−s, (4.9)
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con ut ∼ N(0,Σu) y vt ∼ N(0, ρΣu), que en forma matricial se puede expresar como

Y = A + U,

(∇n ⊗ Is)A = (d ⊗ Is)A0 + (in ⊗ Is)B0 + V,

donde B0 = [β−s+1, . . . ,β0]
′ es una matriz fija s×m de condiciones iniciales para βt. Si

A0 es fija, (4.9) se puede expresar como un caso especial de (4.1) con X = [in⊗Is, tn⊗Is],

donde in es un vector n-dimensional de unos y tn = (1, 2, . . . , n)′, Π = [A0,B0] y el

término de error E = U+(Cn⊗Is)V, de forma que su matriz de covarianzas será Ω(ρ) =

IT + ρ(CnC
′
n ⊗ Is). Es claro que la inclusión de una deriva en µt solamente afecta a la

matriz de medias de Y, pero no a su matriz de covarianzas. Por lo tanto, es estad́ıstico

LBI para contrastar la hipótesis nula de nivel estacional determinista bajo la presencia

de tendencia lineal estacional determinista (H0 : ρ = 0), frente a la alternativa de paseo

aleatorio estacional con deriva (H1 : ρ > 0), DRWm,s,n, se puede calcular como (4.8),

donde ût son ahora los residuos de mı́nimos cuadrados ordinarios de yt sobre s variables

ficticias estacionales y s tendencias lineales estacionales. En este caso las expresiones de

λ̄1 y λ̄2 para el estad́ıstico DRWm,s,n/(n − 1)m son

λ̄1 =
n + 2

15
, λ̄2 = λ̄1

(
11n2 + 181

840

)

,

por lo que DRWm,s,n/nm tiene media y varianza asintótica 1/15 y 11/6300ms respecti-

vamente. Nótese que para s = m = 1 el estad́ıstico coincide con el derivado por Nyblom

(1986) para el mismo problema en el caso univariante y los momentos asintóticos coin-

ciden, si bien aqúı se han derivado de una forma más sencilla.

4.3.3. Tendencia lineal regular

Una extensión adicional del modelo (4.6) consiste en incluir una tendencia lineal en

la parte regular del modelo,

yt = µt + βt + ut, µt = µt−s + vt, (4.10)

con ut ∼ N(0,Σu) y vt ∼ N(0, ρΣu), o en forma matricial,

Y = α + βtT + U, (∇n ⊗ Is)A = (dn ⊗ Is)A0 + V,
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que es un caso especial de (4.1) con X = [(in ⊗ Ik), tT ], tT = (1, 2, . . . , T )′, Π = [A0,β],

E = U + CTV, luego Ω(ρ) = IT + ρCTC′
T donde CT es una matriz triangular inferior

de unos de orden T . El estad́ıstico del contraste LBI para el problema H0 : ρ = 0 frente

a H1 : ρ > 0 en (4.10), que se denotará por TRWm,s,n, y que se puede calcular como

TRWm,s,n = tr







(
T∑

t=1

ûtû
′
t

)−1




T∑

t=1

(
t∑

τ=1

ût

)(
t∑

τ=1

ût

)′









,

donde ût es ahora el vector de residuos de la regresión de mı́nimos cuadrados multivarian-

tes de yt sobre s variables ficticias estacionales y una tendencia regular. Las expresiones

de la media y la media cuadrática de los autovalores de MK en este caso tienen las

siguientes expresiones:

λ̄1 =
(5s − 3)n2 − (5s + 3)

30(T − s − 1)
,

λ̄2 =
(140s − 129)n4 + (350s − 213)n2 − (490s + 234)

12600(T − s − 1)
.

Nótese que TRW1,1,n = DRW1,1,n es el estad́ıstico derivado por Nyblom (1986) para

contrastar la hipótesis nula de tendencia lineal determinista en el modelo univariante, y

que la media y varianza asintóticas de TRW1,1,n/n son 1/15 y 11/6300, que coinciden

con las derivadas por Nyblom (1986) en una prueba bastante complicada.

4.3.4. Modelos VIMA(1,1)s estacionales

Al igual que en el caṕıtulo anterior, todos los modelos estructurales admiten una

forma reducida ARIMA, de forma que los contrastes de estabilidad paramétrica se pueden

interpretar también como contrastes de ráıces unitarias MA. Aśı, el modelo de nivel local

estacional (4.6) se puede expresar como un proceso IMA(1,1)s vectorial

(Im − ImBs)yt = (Im − θImBs)at, at ∼ N(0,Ωa), t = s + 1, . . . , T, (4.11)

donde at = (a1t, . . . , amt)
′, Ωa es una matriz m × m definida positiva y el parámetro θ

está restringido a ser positivo, de forma que ρ = (1−θ)2/θ ≥ 0. Al igual que en el modelo

regular (s = 1), el proceso (4.11) es invertible si θ < 1 y estrictamente no invertible

cuando θ = 1. En este último caso, la cancelación de los polinomios matriciales a ambos

lados de la igualdad revelan la presencia de estacionalidad determinista. Teniendo en
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cuenta que ρ(θ) = ρ(1/θ), el problema de contraste de una cola H0 : ρ = 0 frente a

H1 : ρ > 0 es equivalente al problema de contraste de dos colas H0 : θ = 1 frente a

H0 : θ 6= 1. Por lo tanto, RWm,s,n se puede interpretar también como el estad́ıstico LBIU

para el contrate de no invertibilidad estricta en (4.11). Una forma alternativa de probarlo

se obtiene escribiendo el modelo en forma matricial como

(∇n ⊗ Is)Y = (dn ⊗ Is)(Y0 − θĀ0) + (∇n(θ) ⊗ Is)Ā,

donde Ā = (a1, . . . ,aT )′ y Y0 − θĀ0 = (y−s+1 − θa−s+1, . . . ,y0 − θa0)
′ es una matriz

s × m de condiciones iniciales. Por lo tanto, (4.11) es un caso especial del modelo de

regresión multivariante (4.1) con

X = in ⊗ Is, Π = Y0 − θĀ0, Ω(θ) = Cn∇n(θ)∇n(θ)′C′
n ⊗ Is,

y d2Ω/dθ2
∣
∣
θ=1

= 2CnC
′
n ⊗ Is dadas las expresiones de las derivadas de ∇(θ)∇(θ)′

con respecto a θ obtenidas en el caṕıtulo anterior. De esta forma, RWm,s,n se puede

interpretar como la extensión multivariante del estad́ıstico de Tam y Reinsel (1997) para

contrastar la presencia de una ráız unitaria MA.

De forma análoga, DRWm,s,n y TRWm,s,n son los estad́ısticos LBIU para contrastar

H0 : θ = 1 frente a H1 : θ 6= 1 en las formas reducidas de (4.9),

(Im − ImBs)2yt = (Im − ImBs)(Im − θImBs)at,

y (4.10),

(Im − ImB)(Im − ImBs)yt = (Im − ImB)(Im − θImBs)at,

respectivamente. Nótese que DRW1,s,m está relacionado con el estad́ıstico de Taylor

(2003a), mientras que TRW1,s,m es el estad́ıstico de Tam y Reinsel (1998) de ráız unitaria

estacional frente a una ráız en la parte regular.

4.4. Modelos dinámicos

4.4.1. Ciclos estacionales deterministas

El polinomio estacional (1 − θBs) contiene s ráıces (en adelante se considera s par),

de forma que al contrastar la hipótesis nula H0 : θ = 1 se está contrastando que todas
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ellas sean iguales a uno, lo cual es una cŕıtica habitual a los contrastes estacionales

del tipo Tam y Reinsel (1997) o Dickey et al. (1984). Nótese que el polinomio diferencia

estacional se puede descomponer como

(1 − Bs) = (1 − B)(1 + B)

s/2−1
∏

k=1

(1 − eiωkB)(1 − e−iωkB), ωk =
2πk

s
,

donde i =
√
−1, de forma que el polinomio (1 − Bs) tiene dos ráıces reales, 1 y −1,

y s/2 − 1 pares de ráıces complejas conjugadas (eiωk , e−iωk). De la ecuación de Euler,

eiωk = ck+isk donde ck = cos(ωk) y sk = sin(ωk), de forma que (1−eiωkB)(1−e−iωkB) =

(1−2ckB+B2), con lo que el par de ráıces complejas (eiωk , e−iωk) implica la presencia de

un ciclo estacional de frecuencia ωk. Por su parte, la ráız −1 indica un ciclo estacional de

frecuencia k = s/2, y da lugar al polinomio (1− cs/2B). La diferenciación estacional (1−
Bs) implica, por tanto, la eliminación de los ciclos estacionales en todas las frecuencias, de

forma que si no existiera un ciclo en una determinada frecuencia estacional, la serie estaŕıa

sobrediferenciada en esta frecuencia. Para detectar este tipo de sobrediferenciaciones se

puede extender el procedimiento de contraste anterior descomponiendo el filtro media

móvil estacional como

(1 − θBs) = (1 − θ0B)(1 + θs/2B)

s/2−1
∏

k=1

(1 − 2
√

θkckB + θjB
2).

donde cada factor controla la dinámica de cada ciclo estacional. El modelo V IMA(1, 1)s

admite, por tanto, la siguiente representación alternativa

(1−B)(1+B)

s/2−1
∏

k=1

(1−2ckB+B2)yt = (1−θ0B)(1+θs/2B)

s/2−1
∏

k=1

(1−2
√

θkckB+θkB
2)at,

de forma que, como en casos anteriores, si θk = 1, la cancelación con el operador (1 −
2ckB + B2) implica la presencia de un ciclo estacional determinista en la frecuencia ωk.

Si las s ráıces del polinomio (1 − θBs) tienen módulo igual a la unidad, el proceso yt se

puede expresar como la suma de s/2 ciclos estacionales (ver Abraham y Box, 1978)

yt = β0 + βs/2(−1)t +

s/2−1
∑

k=1

[β1kckt + β2kskt] + at, (4.12)
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donde ckt = cos(2πkt/s) y skt = sin(2πkt/s) que serán deterministas cuando lo sean

los coeficientes β1k y β1k (ver, p. ej. Harvey, 1989). De igual forma, suponiendo en la

descomposición del filtro MA que todos los parámetros menos θ0 son iguales, se puede

expresar este polinomio como (1 − θ0B)(1 + θ1B + . . . + θs−1
1 Bs−1), donde el segundo

factor es la suma anual que recoge la dinámica estacional y el primero la de la parte

regular. Esta última expresión es útil para derivar el contraste en situaciones habituales

en la práctica. Por ejemplo, permite contrastar la hipótesis de estacionalidad determinista

(θ1 = 1) cuando se sabe que el nivel es determinista (θ0 = 1), o su problema dual de

contraste de nivel determinista en un modelo con estacionalidad determinista. En los

siguientes apartados se muestra los contrastes que permiten detectar la presencia de

ciclos estacionales deterministas en determinadas frecuencias o de estacionalidad frente

en presencia de nivel determinista.

Nótese por último que si sólo una de las ráıces de (1−θBs) tiene módulo unitario, por

ejemplo en la frecuencia k 6= {0, π/2}, entonces la serie se puede expresar como ∇∗
syt =

β1kckt + β2kskt + θ∗s(B)at donde ∇∗
s es el operador diferencia para todas las frecuencias

distintas de k y θ∗s(B) es el operador media móvil para todas las frecuencias distintas

de k. El contraste de estacionalidad determinista en esa frecuencia se puede realizar

utilizando el derivado en esta sección, y la correlación serial que implica la presencia

de estacionalidad estocástica en el resto de frecuencias podŕıa corregirse utilizando la

corrección paramétrica del estad́ıstico de no invertibilidad.

4.4.2. Ficticias estacionales

El modelo (4.12) se puede expresar en términos de s variables ficticias estacionales:

yt =
∑s

j=1 βjdjt + at, donde djt = 1 si el vector de series temporales yt pertenece a la

estación j y cero en otro caso. Para contrastar la presencia de estacionalidad determinista

en la estación j se considera el modelo

yt =

s∑

j=1

βjtdjt + ut, (4.13)

βj,t = βj,t−1 + δjvjt, j = 1, . . . , s,

donde ut ∼ N(0,Σu) y vjt ∼ N(0, ρjΣu) son dos errores mutua y serialmente inde-

pendientes. El parámetro δj toma sólo los valores 0 y 1, de forma que el vector βjt es

constante si δj = 0, indicando aśı que la media de la j-ésima estación es determinsita. Si
∑s

j=1 δj = r ≤ s, r de las s estaciones son potencialmente estocásticas, y el estad́ıstico

contraste de la hipótesis nula de estacionalidad determinista H0 : ρj1 = . . . = ρjr = ρ′ = 0
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frente a la alternativa de estacionalidad estocástica en r de las estaciones, H1 : ρj1 =

. . . = ρjr = ρ′ > 0, se puede derivar siguiendo el procedimiento expuesto en apartados

anteriores.

El modelo (4.13) se puede expresar como un modelo de regresión multivariante (4.1)

donde X = [d1, . . . ,ds], dj = (dj1, . . . , djT )′, Π = [β1,0, . . . ,βs,0]
′ y ΩE(ρ′) = IT +

ρ′
∑s

j=1 δjAj , siendo Aj = dj ⊙ CTC′
T ⊙ d′

j y ⊙ el producto de Hadamard o producto

elemento a elemento. A efectos de comparación conviene definir ρ′ = ρ/s de forma que

el estad́ıstico LBI para el problema de contraste planteado, SDm,s,n(r), viene dado por

(4.3) con K =
∑s

j=1 δjAj/s, que coincide con (4.8) cuando r = s. Teniendo en cuenta

que MAiMAj = 0 para i 6= j, la expresión del autovalor medio de MK y su media

cuadrática es

λ̄1 =
(n + 1)r

6s
, λ̄2 = λ̄1

[
2n2 + 7

30

]

,

lo que permite calcular los momentos de SDm,s,n(r)/nm.

4.4.3. Estacionalidad determinista en una frecuencia

De forma análoga, este mismo problema se puede tratar utilizando la representación

trigonométrica estacional de (4.12), de forma que se pueda contrastar la presencia de un

ciclo estacional en yt. Sea el modelo

yt =

s∑

j=1

xjtβjt + ut, ut ∼ N(0,Σ),

βjt =βjt−1 + δjvjt, vjt ∼ N(0, ρjΣ), t = 1, . . . , T,

(4.14)

donde xjt son variables trigonométricas estacionales (x1t = 1, xjt = cos(πjt/s) si j es

par y xjt = sin(πjt/s) si j es impar y j > 1). A efectos de comparación, conviene

suponer que ρ = ajρ/s donde aj = 1 si j = 1, s y aj = 2 si j = 2, . . . , s/2 − 1. A

diferencia del caso anterior, este marco permite contrastar la naturaleza determinista o

estocástica del nivel local β1t, un ciclo estacional en la (j/2)-ésima frecuencia armónica

βjtcos(πjt/s)+βj+1,tsin(πjt/s) (j = 2, 4, . . . , s) o una combinación de varias frecuencias.

Si, por ejemplo se desea contrastar la presencia de un ciclo determinista en la (j/2)-ésima

frecuencia armónica, H0 : ρj = ρj+1 = ρ = 0 frente a H1 : ρj = ρj+1 = ρ > 0, (4.14) se

puede escribir como un modelo de regresión multivariante donde X = [c0, c1, s1, . . . cs/2],

ck = (ck1, . . . , ckT )′ con ckt = cos(2πkt/s), sk = (sk1, . . . , skT )′ con skt = sin(2πkt/s),

Π = [β0,β1,1,β2,1, . . . ,β1,s/2] y ΩE = IT + ajρ(CkC
′
k +SkS

′
k)/s siendo Ck = ck ⊙CT

y Sk = sk ⊙ CT , de forma que el estad́ıstico LBI para este problema, TVm,s,n(j), viene
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dado por (4.3) donde K = aj(Aj + Aj+1)/s
2 con Aj = CkC

′
k y Aj+1 = SkS

′
k. Este

estad́ıstico se corresponde con el derivado por Busetti (2006). Los valores de λ̄1 y λ̄2

para el estad́ıstico de contraste basado en esta frecuencia frecuencia son

λ̄1 = aj
n + 1

6s
,

λ̄2 = λ̄1

[
(4n2 − 1)s2 + 15

60s2
+ bj

3

4s2sin2(jπ/s)

]

, bj =

{

0 si j = {0, s/2}
1 si j ∈ (0, s/2)

Estas expresiones permiten obtener la media y la varianza del estad́ıstico del contras-

te para detectar la presencia de un nivel determinista en presencia de estacionalidad

determinista, H0 : ρ1 = 0 frente a H1 : ρ1 > 0, que está relacionado con la exten-

sión del estad́ıstico de Kwiatkowski et al. (1992) con variables ficticias estacionales de

Phillips y Jin (2002). Caner (1998) y Busetti y Harvey (2003) derivaron el estad́ıstico de

contraste LBI, TB1,s,m para el problema dual de estacionalidad determinista en presencia

de un nivel determinista, H0 : ρ2 = . . . = ρk = ρ = 0 frente a H1 : ρ2 = . . . = ρk = ρ > 0,

generalizado al caso multivariante por Busetti (2006). Este estad́ıstico se puede calcu-

lar como (4.3) con K =
∑s

j=2 ajAj/s
2, siendo el autovalor medio y el autovalor medio

cuadrático de MK

λ̄1 =
(n + 1)(s − 1)

6s
, λ̄2 = λ̄1

[
2n2 + 7

30
− (s − 1)

4s2

]

.

El estad́ıstico TB1,s,m/Tm sigue asintoticamente una distribución CvM((s− 1)m)/(s −
1)m, dada la aditividad de la distribución Cramèr-von Mises.

4.5. La aproximación IG

A partir de (3.13), y sabiendo que la función caracteŕıstica de una variable aleatoria

chi cuadrado con m grados de libertad es φχ(t) = (1 − 2it)−m/2, se puede obtener la

expresión de la función caracteŕıstica de la distribución ĺımite de RWm,1,n/(n−1)m bajo

H0 como

φRW (t) =

[
∞∏

k=1

(

1 − 2it

π2k2

)]−m/2

=

[ √
2it

sin
√

2it

]m/2

donde la segunda expresión se obtiene dado que x
∏∞

k=1[1− (x2/(πk)2)] = sin(x). Nótese

que para m = 1 esta expresión coincide con la función caracteŕıstica del estad́ıstico de

bondad de ajuste de Cramér-von Mises caracterizado por Anderson y Darling (1952),
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Cuadro 4.1: Valores cŕıticos y aproximación IG para TV1,s,n/(n − 1)

α = 0,5 α = 0,2 α = 0,1 α = 0,05 α = 0,01

s n-1 cα α̂α cα α̂α cα α̂α cα α̂α cα α̂α

4 10 0.135 50.25 0.201 19.25 0.244 9.51 0.284 4.83 0.369 1.14
20 0.123 50.22 0.185 19.50 0.227 9.66 0.268 4.88 0.355 1.08
30 0.119 50.19 0.180 19.58 0.222 9.71 0.262 4.90 0.351 1.06
∞ 0.111 0.168 0.209 0.249 0.342

12 10 0.178 47.87 0.218 16.64 0.242 12.23 0.263 6.50 0.306 1.57
20 0.163 49.86 0.202 19.75 0.225 9.89 0.246 5.01 0.289 1.06
30 0.158 49.84 0.196 19.76 0.219 9.93 0.240 5.03 0.283 1.05
∞ 0.147 0.185 0.207 0.228 0.273

En cursiva aparecen los valores cŕıticos asintóticos calculados utilizando la aproximación
IG.

razón por la cual la distribución ĺımite del estad́ıstico RWm,1,n/(n − 1)m es a menudo

conocida como distribución Cramér-von Mises con grados de libertad igual a la dimensión

del vector de variables, CvM(m). Brown (1982) derivó los cuatro primeros cumulantes

de la distribución CvM(m), cuyas expresiones son

κ1 =
m

6
, κ2 =

m

45
, κ3 =

8m

945
, κ4 =

8m

1575

de forma que la distribución del estad́ıstico, además de tener soporte positivo, es asimétri-

ca hacia la derecha y leptocúrtica. De entre todas las distribuciones con estas caracteŕısti-

cas y con soporte positivo, la distribución Inversa Gaussiana con parámetros µ y λ,

IG(µ, λ) (Tweedie, 1957a,b; Johnson y Kotz, 1970) proporciona un buen ajuste para la

distribución ĺımite del estad́ıstico de contraste. Las funciones de densidad y distribución

de la distribución IG son

f(x;µ, λ) =

√

λ

2πx3
exp

[

−λ(x − µ)2

2µ2x

]

, x > 0, (4.15)

F (x;µ, λ) = Φ

[√

λ

x

(
x

µ
− 1

)]

+ e2λ/µΦ

[

−
√

λ

x

(
x

µ
+ 1

)]

, x > 0, (4.16)

donde Φ(·) denota la función de distribución acumulada Normal estándar. Sus cuatro

primeros cumulantes, expresados en términos de los parámetros, tiene las siguientes ex-

presiones

κ1 = µ, κ2 =
µ3

λ
, κ3 = 3

µ5

λ2
, κ4 =

15µ7

λ3
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igualando los dos primeros cumulantes se obtienen los parámetros de la distribución IG

como µ = m/6 y µ3/λ = m/45, siendo el tercer y cuarto cumulante de la distribución

IG(m/6, 45m2/63) iguales a κ3 = 8m/900 y κ4 = 8m/1350, similares a los de la distri-

bución CvM(m). Por lo tanto, dado que la distribución asintótica del estad́ıstico (3.9)

es CvM(m)/m, podŕıamos aproximarla utilizando la distribución IG.

La figura (4.1) muestra la comparación entre la distribución CvM(m)/m evaluada

siguiendo el procedimiento de Imhof (1961) y la distribución IG(µ, λ) con (4.15) para

m = {1, 2, 3, 4}, de forma que µ = 1/6 y λ = 45m/63. Como se puede observar, la

distribución IG proporciona un buen ajuste en todo el soporte de la distribución, lo que

sugiere utilizar (4.16) para calcular los p-valores asintóticos del estad́ıstico de contraste

también en muestras finitas. Teniendo en cuenta que los parámetros de la distribución IG

se pueden obtener a partir de sus dos primeros momentos como E(IG) = µ y V (IG) =

µ3/λ, igualándolos a los momentos derivados para RWm,s,n/(n− 1)m se pueden obtener

los parámetros µ y λ para aproximar la distribución en muestras finitas del estad́ıstico

utilizando (4.16). La Tabla 4.3 muestra los percentiles de para distintos valores de m, s y

n calculados por simulación para m > 1 y utilizando el procedimiento de Imhof (1961) en

los casos univariantes. Cada percentil lleva asociado el p-valor correspondiente calculado

utilizando la aproximación IG. Como se muestra en la tabla, en general los p-valores

aproximados están bastante próximos a su valor nominal incluso en muestras pequeñas,

siendo la desviación absoluta media de los errores menor de 0.003 puntos porcentuales.

Estas desviaciones pueden considerarse no relevantes en aplicaciones prácticas, por lo

que que esta aproximación a la distribución en muestras finitas de RWm,1,n/nm funciona

bien. Este procedimiento se puede extender a cada uno de los contrastes derivados en este

caṕıtulo. Resultados similares se encuentran para los estad́ısticos DRWm,s,n/(n− 1)m y

TVm,s,n/(n − 1)m y se muestran en las tablas 4.4 y 4.1 respectivamente.

4.6. Aplicación

Como ilustración del procedimiento de contrate de estacionalidad determinista, se

aplican los contrastes estudiados a los datos mensuales de casas comenzadas (y1) y ven-

didas (y2) en EE.UU. entre enero de 1965 y diciembre de 1974 (Hillmer y Tiao, 1979).

Reinsel (1997) propone ajustar el modelo (I2 −ΦB)(1−B12)yt = (I2 −ΘB12)at donde

at ∼ N(0,Ωa). La estimación de máxima verosimilitud exacta proporciona las siguientes
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Figura 4.1: IG approximation to the asymptotic pdf of RWm,1,n/nm
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estimaciones de los parámetros del modelo (entre paréntesis figuran los errores estándar).

Φ̂ =









0,4531 0,9551

(0,0966) (0,1795)

0,1368 0,7100

(0,0566) (0,1065)









Θ̂ =









0,9569 −0,1298

(0,1109) (0,1922)

0,0142 1,0428

(0,0699) (0,1173)









Ω̂a =

(

29,44

7,2040 8,9615

)

Nótese que los elementos de fuera de la diagonal principal de la matriz Θ̂ son estad́ısti-

camente cero, y que los elementos de la diagonal están muy próximos a uno. Resulta

interesante comprobar si Θ = I2, lo que implicaŕıa una cancelación del polinomio media

móvil y el operador diferencia estacional, indicando que el componente estacional pre-

sente en la serie es determinista. Dado que el modelo presenta correlación serial de tipo

VAR(1), el contraste de la hipótesis nula H0 : Θ = I2 frente a la alternativa H1 : Θ = θI2

con θ 6= 1 se realiza utilizando la corrección paramétrica propuesta en el caṕıtulo anterior

y que consiste en calcular el estad́ıstico utilizando los residuos exactos del modelo bajo

la hipótesis nula. La segunda columna de las dos últimas filas de la tabla 4.2 muestran
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Cuadro 4.2: Estad́ısticos de contraste
RW 0 1 2 3 4 5 6

u1 0.1376 0.0274 0.0345 0.0073 0.0158 0.0345 0.0239 0.0095
p-val 0.8812 0.1638 0.3752 0.9947 0.8493 0.3758 0.6206 0.6290

u2 0.1440 0.0131 0.0430 0.0137 0.0115 0.0321 0.0280 0.0184
p-val 0.8360 0.4689 0.2458 0.9018 0.9484 0.4224 0.5149 0.3122

conjunto 0.1904 0.0231 0.0368 0.0111 0.0148 0.0348 0.0228 0.0122
p-val 0.4292 0.2084 0.3455 0.9948 0.9638 0.3935 0.7676 0.6025

el valor del estad́ıstico de contraste y el p-valor asociado calculado utilizando la apro-

ximación IG. Éste indica que existe un componente estacional determinista en ambas

series. Las columnas siguientes muestran los estad́ısticos y p-valores para el contraste a

cada una de las frecuencias estacionales. Como se observa, existen ciclos deterministas

en cada frecuencia. El contraste de estacionalidad determinista también se ha calculado

para cada una de las series individualmente. En este caso se han eliminado los elementos

no significativos en Θ̂ y se han realizado los contrastes individuales a partir del vector

de residuos exactos del modelo imponiendo alternativamente un valor 1 al elemento de

la matriz media móvil correspondiente a cada variable, dejando inalterado el otro. Los

resultados que muestra la tabla 4.2 confirman los resultados del contraste multivariante.
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Cuadro 4.3: Valores cŕıticos y aproximación IG para RWm,s,n/(n − 1)m
(m,s) n c50 α̂50 c20 α̂20 c10 α̂10 c5 α̂5 c1 α̂1

(1,1) 30 .130 51.17 .258 19.64 .366 9.42 .477 4.63 .735 1.03
50 .126 50.94 .251 19.76 .358 9.56 .471 4.71 .739 1.02

100 .119 52.18 .241 20.55 .347 10.01 .461 4.92 .743 1.00
∞ .119 50.58 .241 19.94 .346 9.81 .460 4.88 .738 1.04

(1,4) 10 .186 50.07 .259 19.22 .305 9.54 .348 4.88 .434 1.16
20 .169 50.08 .240 19.50 .286 9.69 .329 4.91 .421 1.09
30 .163 50.07 .233 19.58 .279 9.74 .323 4.92 .416 1.07
∞ .151 50.15 .219 19.86 .265 9.95 .308 5.04 .404 1.08

(1,12) 10 .195 49.75 .236 19.63 .261 9.86 .282 5.03 .325 1.12
20 .178 49.83 .219 19.74 .242 9.90 .264 5.02 .308 1.07
30 .173 49.84 .212 19.77 .236 9.92 .258 5.02 .302 1.07
∞ .161 49.86 .200 19.84 .224 9.95 .245 5.02 .290 1.05

(2,1) 30 .152 50.52 .248 19.12 .316 9.39 .379 4.86 .517 1.18
50 .146 50.88 .240 19.88 .310 9.68 .380 4.73 .530 1.06

100 .142 50.69 .237 19.78 .306 9.80 .374 4.95 .521 1.17
(2,4) 10 .194 49.51 .244 19.20 .273 9.64 .299 4.99 .353 1.15

20 .176 49.77 .225 19.51 .255 9.92 .281 5.13 .336 1.17
30 .170 49.86 .219 19.86 .249 9.96 .277 4.95 .332 1.12

100 .162 49.84 .211 19.80 .241 9.91 .267 5.09 .323 1.16
(2,12) 10 .198 49.58 .226 19.88 .242 9.97 .256 5.05 .283 1.16

20 .181 50.29 .209 19.73 .225 9.93 .239 5.01 .268 1.02
30 .175 50.10 .203 19.87 .219 9.95 .233 5.09 .261 1.07

100 .167 49.86 .195 19.99 .210 10.29 .224 5.18 .252 1.07
(3,1) 30 .162 49.50 .239 18.94 .291 9.34 .338 4.79 .434 1.21

50 .155 50.12 .234 19.28 .286 9.62 .336 4.87 .441 1.15
100 .151 50.00 .229 19.67 .284 9.62 .336 4.82 .453 1.00

(3,4) 10 .196 49.73 .235 19.54 .258 9.99 .278 5.15 .315 1.29
20 .179 49.87 .218 19.92 .241 9.92 .262 5.08 .304 1.09
30 .173 50.09 .212 19.88 .235 10.03 .256 5.04 .299 1.09

100 .165 50.07 .204 19.76 .227 9.94 .249 5.01 .292 1.10
(3,12) 10 .198 49.98 .221 20.03 .234 10.11 .245 5.20 .266 1.15

20 .182 49.91 .204 19.77 .217 9.98 .228 5.11 .249 1.14
30 .176 50.43 .198 20.28 .211 10.27 .222 5.19 .244 1.05

100 .168 49.71 .190 19.85 .203 9.89 .214 5.02 .236 1.01
(4,1) 30 .166 49.21 .233 18.51 .275 9.16 .313 4.74 .384 1.30

50 .160 49.74 .227 19.24 .271 9.61 .310 4.96 .394 1.17
100 .156 49.84 .225 19.24 .269 9.59 .312 4.80 .400 1.10

(4,4) 10 .197 49.82 .230 19.73 .249 10.10 .265 5.22 .298 1.17
20 .180 49.37 .214 19.42 .233 9.80 .251 4.94 .285 1.10
30 .174 49.61 .208 19.76 .228 9.92 .245 5.05 .281 1.05

100 .166 49.92 .200 19.80 .220 9.99 .237 5.06 .273 1.09
(4,12) 10 .199 49.41 .219 19.48 .230 9.74 .239 4.90 .258 1.01

20 .1820 50.21 .201 20.25 .212 10.10 .221 5.11 .240 1.00
30 .177 49.90 .196 20.23 .206 10.06 .215 5.19 .235 .96

100 .169 49.89 .188 20.07 .198 10.05 .208 5.03 .226 1.08
(5,1) 30 .169 49.14 .227 18.76 .261 9.59 .292 5.02 .349 1.43

50 .163 49.60 .222 19.23 .259 9.76 .292 5.05 .360 1.25
100 .158 50.12 .219 19.35 .256 9.76 .292 5.07 .368 1.13
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Cuadro 4.4: Valores cŕıticos y aproximación IG para DRWm,s,n/(n − 2)m
(m,s) n c50 α̂50 c20 α̂20 c10 α̂10 c5 α̂5 c1 α̂1

(1,1) 30 .063 51.06 .099 20.38 .127 9.91 .154 4.80 .217 .92
50 .060 50.83 .096 20.48 .124 10.03 .152 4.88 .217 .92

100 .058 50.65 .094 20.52 .121 10.13 .150 4.94 .218 .92
∞ .056 49.92 .093 . .119 10.26 .148 4.98 .218 .92

(1,4) 10 .159 50.93 .225 19.72 .269 9.60 .310 4.75 .396 1.01
20 .143 50.78 .206 19.96 .249 9.78 .289 4.81 .377 .99
30 .138 50.71 .200 20.02 .242 9.83 .282 4.84 .371 .97

100 .131 50.61 .191 20.10 .232 9.91 .272 4.89 .361 .97
∞ .128 . .187 . .228 . .267 . .356 .

(1,12) 10 .187 49.52 .227 19.53 .250 9.99 .271 5.07 .314 1.09
20 .170 49.79 .209 19.63 .232 9.91 .253 4.97 .296 1.05
30 .164 50.22 .203 19.64 .226 9.86 .247 4.93 .290 1.03

100 .156 50.46 .194 19.99 .217 9.98 .238 4.96 .281 1.03
∞ .1531 . .190 . .213 . .234 . .278 .

(2,1) 30 .068 50.91 .094 19.74 .112 9.63 .128 4.81 .163 .99
50 .065 51.07 .091 20.15 .109 10.02 .127 4.77 .165 .91

100 .063 50.74 .090 20.00 .108 9.88 .125 4.78 .165 .91
(2,4) 10 .167 50.27 .212 19.76 .240 9.83 .264 4.99 .313 1.14

20 .150 50.39 .194 19.97 .222 9.87 .246 4.98 .299 1.04
30 .145 50.43 .189 19.63 .216 9.76 .241 4.92 .292 1.06

100 .135 50.41 .180 20.07 .207 9.86 .233 4.81 .285 .99
(2,12) 10 .189 49.98 .216 20.12 .232 10.13 .246 5.20 .2731 1.11

20 .173 49.48 .199 19.92 .215 10.01 .228 5.04 .256 1.03
30 .167 49.74 .194 19.80 .209 9.99 .223 4.97 .250 1.06

100 .159 49.93 .185 20.02 .200 10.08 .214 5.13 .241 1.06
(3,1) 30 .070 50.41 .091 19.56 .104 9.65 .116 4.87 .141 1.05

50 .067 50.67 .088 19.97 .102 9.74 .115 4.85 .142 .98
100 .064 50.88 .086 20.52 .100 10.12 .114 4.79 .142 .96

(3,4) 10 .170 49.97 .205 19.72 .226 9.93 .245 4.98 .283 1.12
20 .153 50.31 .188 20.07 .209 10.13 .228 5.02 .269 .99
30 .148 50.18 .182 19.92 .203 9.87 .223 4.91 .263 1.00

100 .140 49.82 .175 19.84 .195 9.95 .215 4.97 .255 1.00
(3,12) 10 .190 49.86 .212 19.73 .225 9.89 .236 5.03 .257 1.04

20 .173 49.94 .195 19.89 .207 9.99 .218 5.06 .240 1.00
30 .168 50.05 .189 20.24 .202 9.93 .213 4.80 .234 .96

100 .160 49.69 .181 19.89 .194 9.82 .204 4.93 .225 1.02
(4,1) 30 .071 50.31 .089 19.74 .099 9.71 .109 4.88 .128 1.10

50 .068 49.97 .086 19.54 .098 9.78 .108 4.84 .129 .99
100 .066 50.15 .084 20.18 .096 10.04 .107 4.94 .130 .92

(4,4) 10 .171 49.85 .201 19.60 .219 9.91 .234 5.07 .264 1.17
20 .154 50.13 .184 19.99 .202 9.93 .218 4.92 .250 1.02
30 .149 50.02 .178 20.19 .196 10.05 .213 4.91 .245 1.00

100 .141 50.18 .171 20.04 .188 10.07 .204 5.06 .238 .99
(4,12) 10 .190 49.72 .210 19.74 .220 10.03 .229 5.07 .247 1.11

20 .174 49.66 .193 19.59 .203 9.82 .212 4.94 .230 1.05
30 .168 49.82 .186 20.20 .197 10.21 .206 5.08 .224 .98

100 .160 50.23 .178 20.34 .189 10.29 .197 5.23 .216 .97
(5,1) 30 .072 49.68 .087 19.23 .096 9.55 .104 4.88 .120 1.16

50 .069 49.99 .085 19.85 .094 9.86 .103 4.92 .121 1.01
100 .066 50.35 .083 20.25 .093 9.96 .102 5.04 .121 1.05



Caṕıtulo 5

Cointegración en modelos
VARIMA

5.1. Introducción

La advertencia de Tiao y Box (1981) de que la diferenciación simultánea de un vec-

tor de series temporales no estacionarias puede conducir a un modelo más complejo

cuando existen combinaciones lineales estacionarias entre ellas se usa aqúı como estra-

tegia para detectar cointegración en un marco VARIMA. La complejidad asociada a

la sobrediferenciación se concreta en la presencia de una estructura VIMA(1,1) adicio-

nal no invertible que puede ser detectada usando los contrastes LBIU propuestos en el

caṕıtulo 3. Aunque no se mencione expĺıcitamente, esta idea es la que subyace tras los

contrastes de Stock y Watson (1988) y Nyblom y Harvey (2000), pero a diferencia de

estos autores aqúı se usa el propio modelo de interés para realizar el contraste de coin-

tegración. Una ventaja adicional de la aproximación VARIMA es que permite acomodar

también la denominada aproximación basada en el modelo de regresión. Por tanto, las

tres aproximaciones señaladas por Johansen (2004) pueden reducirse a dos: la que con-

trasta la hipotésis nula de no-cointegración frente a la alternativa de cointegración y, la

opuesta, que contrasta la hipótesis nula de cointegración frente a la alternativa de no-

cointegración. Como se ha señalado en la introducción, estas son las dos aproximaciones

comúnmente seguidas en la identificación del orden de integración de una serie temporal

individual y que se vinculan a los trabajos pioneros de Dickey y Fuller (1979), por un

lado, y Nyblom y Mäkeläinen (1983), por otro.

En este caṕıtulo se propone un procedimiento para detectar cointegración en un mo-

delo VARIMA general usando los contrastes de no-invetibilidad propuestos en el caṕıtulo

3. En primer lugar, se deriva la forma VIMA de la representación basada en el modelo de

regresión de un proceso cointegrado y se deriva el contraste óptimo de cointegración en

83
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este caso. En este modelo, las matrices de parámetros cumplen una serie de restricciones

que permiten identificar fácilmente las relaciones de cointegración dentro del polinomio

MA. Se ilustra también cómo un sistema con tendencias comunes puede expresarse en

términos de un modelo VARIMA no invertible. La potencia del contraste y la consistencia

del estimador de máxima verosimilitud exacta de los parámetros del modelo se evalúan

mediante un estudio Monte Carlo. En el tercer apartado se muestra cómo la presencia de

ráıces unitarias en un polinomio media móvil con estructura general puede implicar la

presencia de relaciones de cointegración sin imponer restricciones sobre los parámetros.

Como contraste de cointegración se propone el contraste básico de no invertibilidad con

la corrección paramétrica derivada en el caṕıtulo 3. La potencia del contraste en este

caso se estudia en una serie de experimentos Monte Carlo y una aplicación práctica en

el apartado 4 ilustra el procedimiento de análisis de cointegración.

5.2. La aproximación basada en el modelo de regresión

5.2.1. Formulación VIMA(1,1) y contraste de cointegración

Una relación de cointegración entre yt y el vector xt de variables no estacionarias,

yt = β′xt + ut, puede interpretarse como un modelo de regresión múltiple donde las

variables explicativas son no estacionarias. Engle y Granger (1987) proponen estimar

la relación de cointegración β en este modelo por mı́nimos cuadrados ordinarios, que

proporciona un estimador superconsistente de éste (Stock, 1987), y aplicar contrastes

de no estacionariedad tipo Dickey y Fuller (1979) sobre los residuos de esta regresión

para contrastar la hipótesis nula de no cointegración. Por su parte, Phillips (1991) y

Phillips y Loretan (1991) extienden esta representación al caso multivariante. Un vector

m×1 de series temporales yt = (y′
1t,y

′
2t)

′, expresado en forma triangular tiene la siguiente

estructura:

y1t = By2t + a1t, a1t ∼ N(0,Ω11), (5.1)

∇y2t = a2t, a2t ∼ N(0,Ω22), (5.2)

donde y1t y y2t son dos vectores de dimensiones m1 y m2 respectivamente (m = m1+m2),

con errores a1t y a2t, tales que E(a1ta
′
2t) = Ω12 6= 0 y B una matriz m1 × m2 de

coeficientes. Tanto y1t como y2t contienen variables I(1), con lo que, a partir de (5.1), el

vector zt = y1t − By2t definirá un conjunto de m1 relaciones de cointegración siempre

que el error a1t, que se puede interpretar como el vector de desviaciones con respecto
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a las relaciones de largo plazo, sea estacionario. De esta forma, cada una de las filas de

la matriz [Im1
| − B] se interpretan como los m1 vectores de cointegración del sistema,

debidamente normalizados. Esta representación es especialmente útil cuando se conoce

la dirección de las relaciones de cointegración o se pretende contrastar la validez de una

determinada relación de cointegración en un conjunto de datos.

Con respecto a la estimación de la matriz B, se sabe que su estimador de mı́nimos

cuadrados ordinarios en (5.1), aunque es consistente, es ineficiente dado que el vector de

regresores es no estacionario y que los errores a1t y a2t pueden presentar correlación tanto

contemporánea como serial. Esto introduce sesgos asintóticos en la distribución mı́nimo

cuadrática de B (Phillips, 1991) lo que complicaŕıa la distribución ĺımite de cualquier

estad́ıstico de contraste de cointegración basado en los residuos MCO de (5.1). Para co-

rregir este problema, se han sugerido distintos métodos de estimación asintóticamente

eficientes (Phillips y Hansen, 1990; Park, 1992; Saikkonen, 1991; Kurozumi y Hayakawa,

2009, entre otros), por lo que la distribución de los estad́ısticos de contraste de cointe-

gración derivados a partir de los residuos construidos utilizando estos métodos estaŕıa

asintóticamente libre de sesgos. Alternativamente, nótese que el sistema (5.1)-(5.2) se

puede expresar conjuntamente como un modelo VAR(1) en forma estructural que se

podŕıa estimar por máxima verosimilitud a partir de su forma reducida. Si existe corre-

lación entre los errores del sistema, éste podŕıa expresarse como un proceso VARMA,

donde la estacionariedad del sistema dependeŕıa de forma crucial tanto de la partición

de yt, como del valor de la matriz de relaciones de cointegración, B. Por lo tanto, si

se estimara el modelo usando los algoritmos iterativos de estimación habituales, tanto

una mala partición del vector de variables, como la asignación de un valor inicial de B

muy alejado de su verdadero valor, pueden provocar fallos de convergencia en el proce-

so de estimación. Para evitar estos problemas, se propone modelizar conjuntamente el

proceso estacionario ∇yt = (∇y′
1t,∇y′

2t)
′ sin necesidad de realizar ninguna partición. Di-

ferenciando (5.1) y sumando y restando Ba2,t−1, el modelo (5.1)-(5.2) se puede expresar

alternativamente como un proceso VIMA(1,1) no invertible

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a∗
1t

a∗
2t

)

−
(

Im1
−B

0 0

)

︸ ︷︷ ︸

Θ∗

(

a∗
1,t−1

a∗
2,t−1

)

, (5.3)

con a∗
1t = a1t+Ba2t y a∗

2t = a2t, y donde el polinomio media móvil Θ∗(B) = (Im−Θ∗B)

contiene m1 ráıces unitarias. Si no existiera cointegración, la ecuación (5.1) se podŕıa

expresar como y1t = By2t +ǫt donde el error es un proceso integrado como, por ejemplo,

ǫt = a1t+b
∑t−1

i=1 a1i y b una constante arbitraria que, sin pérdida de generalidad se puede
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definir como b = (1 − θ). De esta forma, el sistema (5.1)-(5.2) no cointegrado se puede

expresar, siguiendo el procedimiento anterior, como un proceso VIMA(1,1) invertible

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a∗
1t

a∗
2t

)

−
(

θIm1
Θ12

0 0

)(

a∗
1,t−1

a∗
2,t−1

)

, t = 2, . . . , n, (5.4)

donde Θ12 = −B. Esta representación permite parametrizar el problema de contraste,

de forma que el sistema estará cointegrado si θ = 1, con lo que el problema de decisión

se plantea como

H0 : θ = 1, frente a H1 : θ 6= 1,

Al igual que en los casos estudiados en caṕıtulos anteriores, se puede derivar un contraste

localmente óptimo, insesgado e invariante para el problema planteado, cuyo estad́ıstico

de contraste se obtiene a partir de la segunda derivada del logaritmo de la función de

verosimilitud de wt = ∇yt con respecto a θ. En forma matricial, el modelo (5.4) se

puede expresar como w = Θ(θ)a con Θ(θ) una matriz por bloques de dimensiones

(n − 1)m × nm cuyo bloque Θii = −Θ∗, Θi,i+1 = Im y Θij = 0 en otro caso. El vector

de perturbaciones a = (a∗′
1 , . . . ,a∗′

n )′ ∼ N(0, In ⊗ Ωa), y la matriz de covarianzas de at

se puede recuperar a partir de Ωa. La matriz de covarianzas de w = (w′
2, . . . ,w

′
n)′ es

Ωw(θ) = Θ(θ)(In ⊗ Ωa)Θ(θ)′, con lo que el logaritmo de su función de verosimilitud

tiene la siguiente expresión

logf(θ|w) ∝ −1

2
log|Ωw(θ)| − 1

2
w′Ω

−1
w (θ)w. (5.5)

Denotando por D = [dij ] la matriz de primeras diferencias con dimensiones (n − 1) × n

tal que dii = −1, di,i+1 = 1 y dij = 0 en otro caso, se puede expresar el proceso

estacionario como w = (D⊗ Im)y. Antes de obtener la primera derivada conviene tener

en cuenta los siguientes resultados: dΘ∗/dθ = diag(Im1
,0), d2Θ∗/dθ2 = 0 y dΘ(θ)/dθ =

[−(In−1 ⊗ I(m1))|0(n−1)×m] donde I(m1) es una matriz diagonal m × m con unos en las

posiciones correspondientes a w1t, de forma que se puede expresar alternativamente

dΘ(θ)/dθ = [(D ⊗ I(m1))|0(n−1)×m] − [0(n−1)×m|(I(n−1) ⊗ I(m1))]. Nótese además que el

vector de residuos exactos de (5.4) se obtiene como â0 = (In ⊗ P′
a)Θ(θ)′Ω−1

w w. Aśı,

la primera derivada de (5.5) con respecto al parámetro de interés θ evaluada bajo la
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hipótesis nula tiene la siguiente expresión

d logf(θ|w)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

= −1

2
tr

[

Ω−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

]

+
1

2
w′Ω

−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

Ω−1
w w,

= −1

2
tr

[

Ω−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

]

+ tr

[
n∑

t=1

âtâ
(m1)′

t

]

− tr

[
n∑

t=2

âtê
(m1)′

t

]

,

donde para simplificar la notación, se escribe Ω−1
w = Ω−1

w (1). Por su parte, los vectores

ât contiene los residuos exactos, el vector â
(m1)
t contiene los residuos exactos correspon-

dientes a y1t en sus posiciones y ceros en otro caso, y ê
(m1)
t tiene esta misma estructura

con los elementos de la serie filtrada ê = Ω−1
w w. Se puede comprobar numéricamente

que el valor esperado del tercer término de expresión de la traza es igual a la mitad de

la segunda, cuya esperanza es nm1. Dado que tr[Ω−1
w dΩw] ≃ nm1, se comprueba que el

valor esperado de la primera derivada es cero, por lo que el estad́ıstico de contraste se

obtiene a partir de la segunda, cuya expresión es

d2logf(θ|w)

dθ2

∣
∣
∣
θ=1

= −1

2
tr

[

−
(

Ω−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

)2

+ Ω−1
w

d2Ωw(θ)

dθ2

∣
∣
∣
θ=1

]

−

−w′Ω
−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

Ω−1
w

dΩw(θ)

dθ

∣
∣
∣
θ=1

Ω−1
w w +

+
1

2
w′Ω

−1
w

d2Ωw(θ)

dθ2

∣
∣
∣
θ=1

Ω−1
w w

donde el estad́ıstico surge del tercer término de la segunda derivada. De las relacio-

nes anteriores, d2Ωw(θ)/dθ2|θ=1 = dΘ(1)(In ⊗ Ωa)dΘ(1)′ = (In−1 ⊗ I(m1)ΩaI(m1)). Por

último, teniendo en cuenta que (In ⊗ I(m1))Θ
′(1) = (D′ ⊗ I(m1)), insertando a am-

bos lados de la segunda derivada de Ωw(θ) la matriz [(DD′)−1DD′ ⊗ I(m1)], ese ter-

cer término de la derivada puede expresarse como â′[D′(DD′)−1D ⊗ I(m1)]â. De Mazas

(2012), D′(DD′)−1D = MCnC
′
nM, donde M es la matriz generadora de observaciones

en desviaciones con respecto a la media y Cn una matriz triangular inferior de unos. De

esta forma, el estad́ıstico de contraste puede expresarse de la siguiente manera

L = tr





(
n∑

t=1

ã0
1tã

0′
1t

)−1 n∑

t=1

(
t∑

τ=1

ã0
1τ

)(
t∑

τ=1

ã0
1τ

)′


 , (5.6)

donde ã0
1t = â0

1t − ā0
1, es el vector de residuos exactos del modelo (5.4) correspondientes

a a1, evaluados bajo la hipótesis nula y centrados. La matriz inversa se ha añadido,
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sin pérdida de generalidad ya que los residuos están estandarizados, por analoǵıa con

los estad́ısticos derivados en caṕıtulos anteriores. De Pötscher (1991) y Poskitt (2006),

el estimador de máxima verosimilitud exacta es consistente incluso bajo la presencia

de ráıces unitarias en el polinomio media móvil, por lo que los residuos exactos â0
1t

convergen a a1t, un proceso ruido blanco vectorial de dimensiones m1 × 1 con matriz de

covarianzas Ω11. Por lo tanto, de Phillips y Durlauf (1986), n−1
∑n

t=1 â0
1tâ

0′
1t

p→ Ω11 y de

los resultados obtenidos en el caṕıtulo 3

n−1
t∑

τ=1

(â1τ − ā1)
d−→ Ω

1/2
11 [W(r) − rW(1)],

donde W(r) es un proceso browniano vectorial de dimensiones m1 × 1. Por lo tanto, el

estad́ıstico de contraste tiene una distribución Cramèr-von Mises con m1 grados de liber-

tad, L/(n− 1)m1
d−→ CvM(m1)/m1. La distribución en muestras finitas del estad́ıstico

obtenida por simulación coincide con la derivada para el contraste de no invertibilidad

estricta cuando la dimensión del vector es m1, por lo que la aproximación IG se puede

aplicar también a este caso.

5.2.2. Extensión para modelos con correlación serial

El modelo simple (5.1)-(5.2) se puede extender permitiendo que los errores a1t y a2t

presenten correlación serial. Una primera extensión consiste en suponer que sólo el error

del vector de variables integradas, y2t, presenta correlación de tipo VARMA(p,q), tal

que y1t = By2t + u1t y Φ22(B)∇y2t = Θ22(B)u2t donde ut = (u′
1t,u

′
2t)

′ ∼ N(0,Σ) con

cov(u1t,u2t) 6= 0, y los polinomios Φ22(B) y Θ22(B) de órdenes p y q respectivamente

tienen todas sus ráıces fuera del ćırculo unitario y no presentan ráıces comunes. De forma

conjunta el sistema puede expresarse como

[

Im1
∇−1 −B∇−1

0 Φ22(B)

](

∇y1t

∇y2t

)

=

[

Im1
0

0 Θ22(B)

](

u1t

u2t

)

, H =

[

Im1
∇−1 −B∇−1

0 Im2

]

,

donde ∇−1 = (1 − B)−1. En este modelo el conjunto de variables y2t presentan una

tendencia estocástica, que se transmite al vector y1t a través del conjunto de relaciones

de cointegración, la matriz B. Premultiplicando el modelo por H−1 se obtiene su forma
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reducida como un modelo VARIMA(p,1,q+1) no invertible

[

Im1
Φ∗

12(B)

0 Φ22(B)

](

∇y1t

∇y2t

)

=

[

Im1
Θ∗

12(B)

0 Θ22(B)

][(

Im1
0

0 Im2

)

−
(

Im1
−B

0 0

)

B

](

u∗
1t

u2t

)

,

donde u∗
1t = u1t + Bu2t, Φ∗

12 = BΦ22(B) − B es un polinomio matricial de orden p tal

que Φ∗
12 = −Φ∗

12,1B − . . . − Φ∗
12,pB

p, siendo las matrices Φ∗
12,j = BΦ22,j y Θ∗

22(B) se

define de manera similar. Las ráıces unitarias del modelo se concentran en el segundo

factor del polinomio media móvil, donde existen m1 ráıces iguales a uno correspondien-

tes al primer subvector del sistema original. De igual forma que en el modelo simple, la

presencia de cointegración se manifiesta en un bloque (1,1) de la matriz de coeficientes

del segundo factor media móvil igual a la matriz identidad. A partir del modelo aśı ex-

presado y utilizando la corrección paramétrica descrita en el capitulo 3, el contraste de

cointegración se puede realizar utilizando el estad́ıstico (5.6) sobre los residuos exactos

del modelo VARMA(p,1,q+1) correspondientes a a1, evaluados bajo la hipótesis nula de

cointegración. La derivación de este resultado se omite por ser similar a la realizada en

el apartado anterior, utilizando en este caso el proceso filtrado Θ∗−1(B)Φ∗(B)∇yt.

Una segunda extensión del modelo simple consiste en considerar que las perturba-

ciones de ambas ecuaciones, (5.1) y (5.2), presentan correlación serial. En este modelo

y2t presenta una tendencia estocástica, mientras que en la primera ecuación se permite

que las desviaciones de corto plazo con respecto a la relación de cointegración tengan su

propia dinámica estacionaria de tipo VARMA. De esta forma, el modelo conjunto puede

expresarse como

[

∇−1Im1
−B∇−1

0 Im2

](

∇y1t

∇y2t

)

=

[

Ψ11(B) 0

0 Ψ22(B)

](

u1t

u2t

)

,

donde ut = (u′
1t,u

′
2t)

′ ∼ N(0,Σ), y Ψii(B) = Φ−1
ii (B)Θii(B) (i = 1, 2) son dos polino-

mios matriciales tales que las ráıces de Φii(B) y Θii(B) son distintas y caen estrictamente

fuera del ćırculo unitario. La matriz de covarianzas Σ del vector de perturbaciones del

modelo es definida positiva y cov(u1tu
′
2t) = Σ12 6= 0, de forma que la única correlación

posible entre las perturbaciones de ambas ecuaciones es la contemporánea. Igual que en

el caso anterior, premultiplicando por la inversa de la matriz que acompaña a ∇yt se

obtiene la forma reducida del modelo como un VARIMA(p,1,q+1) con una estructura
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triangular por bloques

[

Φ11(B) Φ∗
12(B)

0 Φ22(B)

](

∇y1t

∇y2t

)

=

[

Θ11(B) Θ∗
12(B)

0 Θ22(B)

]

(Im − Θ∗B)

(

u∗
1t

u2t

)

,

donde u∗
1t = u1t + Bu2t, Φ∗

12(B) = −Φ∗
12,1B − . . . − Φ∗

12,pB
p con Φ∗

12,j = Φ11,jB −
BΦ22,j, Θ

∗
12(B) se define de forma similar y Θ∗ es la matriz definida en la ecuación (5.3)

del apartado anterior. Al igual que en el modelo simple, la matriz del segundo factor

concentra las ráıces unitarias del polinomio MA y permite obtener una estimación directa

de las relaciones de cointegración a partir del bloque (1,2) de la matriz media móvil y

plantear el contraste de cointegración a partir del bloque (1,1) de ésta. De igual forma

que en el caso anterior, el contraste de cointegración se puede realizar utilizando (5.6)

sobre los residuos exactos del modelo evaluados bajo la hipótesis nula. En ambos casos

la matriz de relaciones de cointegración, B se puede estimar consistentemente utilizando

los algoritmos habituales de máxima verosimilitud exacta incluso bajo la presencia de

ráıces unitarias MA (Pötscher, 1991; Poskitt, 2006). El algoritmo de Gallego (2009)

está preparado para estimar modelos multivariantes multiplicativos como los propuestos

aqúı.

5.2.3. El modelo de tendencias comunes

El modelo de tendencias comunes de Stock y Watson (1988) puede expresarse en

forma VARIMA, de forma que el estad́ıstico (5.6) para el contraste de cointegración

puede utilizarse también para detectar el número de tendencias comunes en un vector de

series. Un sistema con m2 < m tendencias comunes y sin otro componente determinista

tiene la siguiente estructura considerando la misma partición del vector yt que en modelos

anteriores [

y1t

y2t

]

=

[

H1

H2

]

µt +

[

u1t

u2t

]

, µt = µt−1 + vt,

donde µt es un vector m2×1 que contiene las m2 < m tendencias que afectan al vector de

series yt y vt ∼ N(0,Σv) con Σv una matriz m2×m2 definida positiva de rango completo.

Para identificar el sistema se normaliza la matriz H = [H′
1|H′

2]
′ tal que H = [A′|Im2

]′

donde A = H−1
2 H1. Esta normalización implica que y2t = µt + u2t es un proceso I(1)

donde µt es el nivel local propio, por lo que se puede considerar y2t como el vector de

variables exógenas. Por su parte, el subvector y1t también será un proceso integrado

pero su nivel, Aµt, se expresa como combinación lineal del nivel estocástico propio

de y2t. Aśı normalizado el modelo de tendencias comunes coincide con el descrito por
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Nyblom y Harvey (2000) bajo la hipótesis nula de que el modelo presenta m2 tendencias

comunes. Obviamente, esta normalización no es trivial, por lo que debe ser realizada

con cuidado. Harris (1997) propone un método basado en componentes principales para

realizar esta partición.

Es bien conocido que la forma reducida de un modelo de nivel local admite una

representación IMA(1,1), ∇yt = (Im − ΘB)at, con at ∼ N(0,Ωa), donde la matriz de

covarianzas Ωa tiene rango completo y la estructura de tendencias comunes implica una

serie de restricciones sobre la matriz Θ. Utilizando ambas representaciones, las dos únicas

matrices de covarianzas no nulas de ∇yt son Γ(0) = E(∇yt∇y′
t) = HΣvH

′ + 2Σv ≡
Ωa + ΘΩaΘ

′ y Γ(1) = E(∇yt∇y′
t−1) = −Σu ≡ −ΘΩa, lo que permite expresar su

matriz de covarianzas de largo plazo como

Γlp = Γ(0) + Γ(1) + Γ(1)′ = HΣvH
′ = (Im −Θ)Ωa(Im − Θ)′,

La matriz HΣvH
′ tiene rango m2 < m, igual al número de columnas de H, lo que im-

plica que el último término tendrá igual rango. Teniendo en cuenta que Ωa tiene rango

m completo, entonces el rango de la matriz de ganancias del polinomio, (Im − Θ), es

necesariamente igual a m2. Dado que Θ es una matriz real, admite la siguiente descom-

posición espectral, Θ = PΛP−1 donde la matriz diagonal Λ contiene sus autovalores y

las columnas de P sus correspondientes autovectores, lo que permite reexpresar la matriz

de ganancias como (Im −Θ) = P(Im −Λ)P−1. Si el rango de esta matriz es igual a m2,

entonces m1 de los autovalores de Θ serán iguales a uno lo que, como se indicó en el

caṕıtulos 3, implica que existen m1 ráıces unitarias en el polinomio media móvil. Por lo

tanto, una condición necesaria para la presencia de m2 tendencias comunes en un modelo

VIMA(1,1) es la existencia de m1 ráıces unitarias.

Además, la existencia de tendencias comunes introduce una serie de restricciones

adicionales sobre la matriz media móvil. Combinando ambas representaciones se puede

expresar el modelo como yt = µt + Θat con µt = µt−1 + (Im − Θ)at. Convenientemen-

te particionado e imponiendo la normalización de la matriz de difusión del vector de

tendencias, H, definida anteriormente,

(

y1t

y2t

)

=

(

A

Im2

)

µ1t +

(

Θ11 Θ12

Θ21 Θ22

)(

a1t

a2t

)

,

µ1t = µ1t−1 + (Im1
− Θ11)a1t − Θ12a2t,

µ2t = µ2t−1 + (Im2
− Θ22)a2t − Θ21a1t.
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Tal y como está definido el modelo, y2t tiene su propia tendencia estocástica, por lo

que las perturbaciones propias de y1t no debeŕıan afectar a µ2t, lo que justifica imponer

la restricción Θ21 = 0. Por otra parte, dado que µ1t = Aµ2t, reemplazando en las

expresiones anteriores se obtiene que (Im1
−Θ11)a1t−Θ12a2t = A(Im2

−Θ22)a2t, donde

la igualdad se cumple si Θ11 = Im1
y A = −Θ12(Im2

− Θ22)
−1. Con todo esto, la

presencia de m2 < m tendencias estocásticas comunes en el vector de series temporales

yt se puede describir mediante un modelo VIMA(1,1) con la siguiente estructura:

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a1t

a2t

)

−
(

Im1
Θ12

0 Θ22

)(

a1t−1

a2t−1

)

. (5.7)

Puesto que la matriz media móvil es diagonal por bloques, las ráıces del polinomio pueden

obtenerse a partir de los autovalores de las matrices que componen su diagonal principal.

Tal y como se hab́ıa comentado anteriormente, la presencia de m2 tendencias comunes

implica que el modelo tiene m1 = m − m2 ráıces unitarias, que se manifiestan en el

bloque (1,1) de la matriz media móvil. En cuanto al resto de ráıces, éstas dependerán

de los autovalores de Θ22. Por sustituciones sucesivas en (5.7) se puede obtener la forma

MA(∞) de yt como

(

y1t

y2t

)

= y0 +

(

0 −Θ12

0 (Im2
− Θ22)

)(∑t−1
i=1 a1t

∑t−1
i=1 a2t

)

+

(

a1t

a2t

)

.

Aśı, el vector yt se descompone en una parte estacionaria, el vector at que recoge la co-

rrelación contemporánea entre las series modelizadas, un vector de condiciones iniciales,

y0 y un vector que recoge las perturbaciones acumuladas del sistema o tendencias es-

tocásticas. La matriz que acompaña a este último componente muestra cómo se difunde

la tendencia estocástica a ambos conjuntos de series y, como se ve, la única tenden-

cia que afecta al sistema es la propia de y2t, cuya dimensión es m2 < m. Nótese por

último que esta tendencia estocástica se puede eliminar premultiplicando el sistema por

la matriz [Im1
|Θ12(Im2

− Θ22)
−1], de forma que la combinación lineal y1t − Ay2t con

A = Θ12(Im2
−Θ22)

−1 es un proceso estacionario. Por lo tanto, las filas de la matriz A

se pueden interpretar como las m1 relaciones de cointegración que implican la presencia

de m2 tendencias comunes. Igualmente, suponiendo y0 = 0, el modelo (5.7) admite la

siguiente representación triangular

y1t = Ay2t + a1t − Aa2t, ∇y2t = (Im2
− Θ22B)a2t.
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Donde el vector y2t contiene el conjunto de variables exógenas e I(1), y cuya dinámica se

corresponde con un modelo IMA(1,1) multivariante. Por su parte y1t recoge las relaciones

de cointegración más un ruido blanco, por lo que el modelo de tendencias comunes puede

contemplarse como un caso particular la primera extensión del modelo triangular con

correlación serial, considerada en el apartado anterior. El contraste de cointegración o de

tendencias comunes se puede realizar utilizando el procedimiento descrito en el apartado

anterior, ya que (5.7) se puede reescribir como

(

∇y1t

∇y2t

)

=

[(

Im1
0

0 Im2

)

−
(

0 0

0 Θ22

)

B

][(

Im1
0

0 Im2

)

−
(

θIm1
Θ12

0 0

)

B

](

a1t

a2t

)

donde bajo la hipótesis nula de cointegración, H0 : θ = 1, existen m2 tendencias comunes

y, por lo tanto, m1 relaciones de cointegración que se pueden estimar consistentemente

a partir de la estimación de máxima verosimilitud exacta de (5.7). Este modelo de ten-

dencias comunes guarda relación con los modelos factores comunes de Escribano y Peña

(1993) o más recientemente Peña y Poncela (2006) o de cointegración en modelos estruc-

turales de Wagner (2010), en posteriores desarrollos del trabajo se estudiará la relación

de estos con los contraste aqúı descritos.

5.2.4. Ejemplo ilustrativo: El modelo bivariante cointegrado

El contraste de cointegración

Para evaluar la potencia del contraste de cointegración derivado este apartado, se

diseñan dos experimentos Monte-Carlo, utilizando en ambos casos el mismo proceso

generador de datos

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a∗1t

a∗2t

)

−
(

θ −β

0 0

)(

a∗1,t−1

a∗2,t−1

)

, t = 2, . . . , n.

Este modelo es la forma reducida del modelo triangular y1t = βy2t+a1t y ∇y2t = a2t, con

a∗1t = a1t + βa2t y a∗2t = a2t. Las varianzas de ambos errores son unitarias, σ2
a1

= σ2
a2

=

1,0, y su coeficiente de correlación es de ρ = 0,5. En el primer experimento se estudia

la potencia del contraste, conociendo el valor exacto de la relación de cointegración

(β = 1,5). Todos los experimentos se han realizado utilizando el software estad́ıstico

Empiricus y el número de replicaciones para cada caso es de 5000. El cuadro 5.1 muestra

la probabilidad de rechazo de la hipótesis nula cuando el estad́ıstico de contraste se calcula
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Cuadro 5.1: Potencia de L/(n − 1) para â∗1t (α = 5%).

θ n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50 n = 100 n = 200

1.00 0.0552 0.0566 0.0488 0.0560 0.0502 0.0462 0.0560
0.99 0.0538 0.0524 0.0468 0.0470 0.0508 0.0634 0.0990
0.98 0.0562 0.0514 0.0520 0.0568 0.0660 0.0942 0.2386
0.97 0.0488 0.0516 0.0600 0.0686 0.0766 0.1546 0.3620
0.96 0.0514 0.0512 0.0708 0.0750 0.1038 0.2442 0.5206
0.95 0.0594 0.0674 0.0724 0.0958 0.1224 0.3072 0.6112
0.90 0.0632 0.0930 0.1474 0.2144 0.3002 0.6114 0.8622
0.85 0.0722 0.1432 0.2464 0.3698 0.4742 0.7554 0.9416
0.80 0.0892 0.2254 0.3748 0.4946 0.5984 0.8554 0.9756

Cuadro 5.2: Potencia de L/(n − 1) para â∗2t (α = 5%).

θ n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50 n = 100 n = 200

1.00 0.0540 0.0518 0.0530 0.0516 0.0466 0.0496 0.0490
0.99 0.0548 0.0484 0.0476 0.0464 0.0528 0.0556 0.0508
0.98 0.0528 0.0510 0.0458 0.0486 0.0538 0.0520 0.0532
0.97 0.0490 0.0520 0.0496 0.0538 0.0532 0.0530 0.0496
0.96 0.0490 0.0476 0.0540 0.0482 0.0556 0.0454 0.0500
0.95 0.0516 0.0518 0.0482 0.0530 0.0510 0.0448 0.0500
0.90 0.0546 0.0490 0.0482 0.0548 0.0464 0.0542 0.0502
0.85 0.0494 0.0572 0.0486 0.0492 0.0430 0.0466 0.0496
0.80 0.0584 0.0546 0.0488 0.0516 0.0470 0.0460 0.0462

Cuadro 5.3: Potencia del test conjunto para â∗1t y â∗2t (α = 5%).

θ n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50 n = 100 n = 200

1.00 0.0320 0.0438 0.0466 0.0500 0.0472 0.0476 0.0536
0.99 0.0336 0.0464 0.0492 0.0496 0.0586 0.1084 0.2588
0.98 0.0372 0.0496 0.0612 0.0772 0.1034 0.2494 0.5562
0.97 0.0360 0.0642 0.0856 0.1266 0.1644 0.4190 0.7046
0.96 0.0330 0.0688 0.1216 0.1720 0.2568 0.5450 0.8222
0.95 0.0388 0.0892 0.1610 0.2428 0.3288 0.6350 0.8646
0.90 0.0602 0.2052 0.3772 0.5068 0.6084 0.8580 0.9684
0.85 0.0830 0.3504 0.5356 0.6474 0.7386 0.9140 0.9862
0.80 0.1302 0.4564 0.6448 0.7504 0.8084 0.9512 0.9942
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Figura 5.1: Potencia de L(â1)/(n − 1) para distintos valores de β (α = 5%)
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sobre el residuo correspondiente a y1, â∗1t, obtenido del modelo evaluado bajo la hipótesis

nula, H0 : θ = 1. Como es de esperar, a medida que el verdadero valor parámetro θ se

aleja de su valor bajo la hipótesis nula, la probabilidad de rechazarla tiende a uno tanto

más rápido cuanto mayor sea el tamaño muestral. En cuanto a la potencia del contraste

realizado sobre â2t, que se corresponde con la variable y2 en el modelo, la probabilidad

de rechazo prácticamente no se mueve de su valor nominal del 5%, como se observa en el

cuadro 5.2. Por último, la tabla 5.3 muestra que el contraste conjunto también es potente

cuando el estad́ıstico se calcula sobre los dos residuos del modelo.

En el segundo experimento se estudia la potencia del contraste ante un error en

la especificación de la relación de cointegración. Nótese que el estad́ıstico (5.6) puede

utilizarse también para contrastar si un determinado valor de la relación de cointegración

es válido, de forma que seŕıa deseable que la probabilidad de rechazar la hipótesis nula

de cointegración fuera alta cuando este valor impuesto difiera del verdadero. En el caso

bivariante considerado, sabiendo que existe una relación de cointegración entre y1 e y2,

siendo β el verdadero valor de ésta, se quiere contrastar si α = β + δ (δ 6= 0) puede

considerarse también como relación de cointegración. De (5.3) se obtiene que el residuo

exacto, â1t, se puede expresar como â1t = a1t − δy2t +αa2t donde y2 es una variable I(1),

de forma que la no estacionaridad de â1t se hará más evidente cuanto mayor sea el valor

absoluto del sesgo, δ. La figura 5.1 muestra la función potencia de L/(n − 1) construido

sobre los residuos exactos â1t imponiendo distintos valores de la relación de cointegración

y de la correlación entre las perturbaciones del modelo. Como era de esperar, cuanto más

se aleje el valor de β̂ de su valor verdadero, mayor será la probabilidad de rechazar la
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Cuadro 5.4: Estimaciones MVE del modelo VIMA(1,1) cointegrado

θ11 = 1 θ12 = −1,5 θ21 = 0 θ22 = 0

Media 0.9974 -1.5017 0.0064 0.0068
Err. est. (0.0664) (0.0900) (0.0432) (0.0567)

σ11 = 1 σ12 = −0,5714 σ21 = −0,5714 σ22 = 0,5714

Media 0.9930 -0.5756 -0.5756 0.5717
Err. est. (0.1432) (0.0950) (0.0950) (0.0812)

hipótesis nula de cointegración. La correlación entre las perturbaciones parece no afectar

a la potencia del contraste, lo que es de esperar teniendo en cuenta la propiedad de

invarianza sobre la que está construido.

Estimación de un modelo VIMA(1,1) cointegrado

En la identificación de un proceso cointegrado se pueden considerar dos etapas de-

finidas impĺıcitamente en la ecuación (5.4) que define la estructura del proceso VI-

MA(1,1) cointegrado. En primer lugar, partiendo de un VIMA(1,1) general tal que

∇yt = at − Θat−1, se debeŕıan de encontrar aquellas filas de la matriz Θ estad́ısti-

camente iguales a cero que indiquen la partición del vector de series temporales yt. Este

primer paso se puede realizar mediante un contraste de significación sobre los paráme-

tros del modelo VIMA de la forma habitual, por lo que es importante cerciorarse de

que las estimaciones de los parámetros del modelo son consistentes y asintoticamente

normales incluso bajo la presencia de ráıces MA unitarias. Como muestra el cuadro 5.4,

el método de máxima verosimilitud exacta proporciona estimaciones consistentes de los

parámetros.

La figura 5.3 muestra la función de densidad de los estimadores de máxima verosimi-

litud estandarizados de θ21 y θ22, utilizando como proceso generador de datos el descrito

en el apartado anterior a partir de 5000 (ĺınea continua). La ĺınea discontinua muestra la

función de densidad normal estándar. Por lo tanto, la presencia de ráıces unitarias en el

polinomio media móvil no implica la pérdida de normalidad en los estimadores del resto

de parámetros del modelo, con lo que estad́ısticos t de significación habituales siguen

siendo aplicables.

Una vez definida la partición del vector de series en y1t e y2t el segundo paso consiste,

una vez reorganizado el vector a la manera (5.4), en contrastar si el bloque (1,1) de la

matriz Θ es igual a la matriz identidad. En caso de aceptar la hipótesis nula de cointegra-

ción, el bloque (1,2) de la matriz media móvil contendrá las relaciones de cointegración

que serán igualmente normales. La figura 5.2 muestra la función de densidad de β̂ estan-
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Figura 5.2: Distribución de β̂.
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darizada (el elemento 1,2 de la matriz MA) en el ejemplo anterior (ĺınea continua) y la

distribución normal estándar (ĺınea discontinua). El estimador de máxima verosimilitud

de este parámetro es consistente y asintóticamente normal, por lo que se puede realizar

inferencia sobre la relación de cointegración utilizando los procedimientos tradicionales.

5.3. Cointegración en modelos VIMA(1,q)

5.3.1. El modelo VIMA(1,1) cointegrado

El modelo triangular descrito en el apartado anterior precisa de una partición del

vector de variables en dependientes y explicativas para detectar la presencia de coin-

tegración. Sin embargo, es posible encontrar relaciones de cointegración cuando todas

las variables están interrelacionadas entre śı. Como ilustración, se considera el modelo

VIMA(1,1),

∇yt = (Im − ΘB)at,

en el que existirá cointegración si todas las series son integradas y existe al menos una ráız

unitaria en el polinomio media móvil. Diversas estructuras de la matriz de coeficientes

Θ dan lugar a ráıces unitarias, pero no todas indican la presencia de cointegración. Si

esta matriz tiene estructura escalar Θ = θIm, como la considerada en el caṕıtulo 3, el
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Figura 5.3: Distribución de θ̂21 y θ̂22.
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polinomio media móvil tendrá m ráıces reales e iguales a θ−1, por lo que el polinomio

será no invertible si θ = 1, lo que implica una sobrediferenciación de todo el vector

yt y no cointegración. Igualmente, si la matriz es diagonal, Θ = diag(θ1, . . . , θm), el

polinomio tendrá m ráıces reales y distintas, con lo que una ráız unitaria implicaŕıa

θj = 1 o la sobrediferenciación de la j-ésima variable. Por lo tanto, existirá cointegración

en un modelo VIMA(1,1) cuando el polinomio media móvil sea no invertible y la matriz

de parámetros sea triangular por bloques o cuadrada. El primer caso se corresponde

con la estructura triangular considerada en el apartado anterior, mientras que en este se

considera el segundo.

En un modelo VIMA(1,1) con matriz de parámetros cuadrada existirán tantas re-

laciones de cointegración como ráıces unitarias reales tenga el polinomio MA matricial.

Si existen m1 < m ráıces unitarias reales, entonces m1 de los autovalores de Θ serán

iguales a uno, suponiendo el resto menores que uno en valor absoluto. Agrupando los

autovalores iguales a uno en la matriz diagonal Λ1 y los m2 = m−m1 restantes en Λ2, se

puede expresar la matriz de parámetros MA como Θ = PΛQ donde Λ = diag{Λ1,Λ2},
P = [p1|p2] es la matriz m × m de autovectores tal que las m1 columnas de p1 con-

tienen los autovectores correspondientes a los autovalores de Θ recogidos en Λ1 y p2

el resto, y Q = [q1|q2]
′ es una matriz tal que Q = P−1. Utilizando la descomposición

de Beveridge-Nelson, el modelo VIMA(1,1) se puede reescribir también de la siguiente

manera

∇yt = Θ(1)at + ∇Θat, Θ(1) = p1(Im1
− Λ1)q

′
1 + p2(Im2

− Λ2)q
′
2, (5.8)
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donde la matriz de ganancias Θ(1) tendrá rango m2 < m en el caso en que el modelo

tenga m1 ráıces unitarias (Λ1 = Im1
), lo que implica que Θ(1) = p2(Im2

− Λ2)q
′
2. Aśı,

integrando en la expresión anterior, el vector yt se descompone en una parte permanente

que acompaña a la matriz de ganancias, la tendencia estocástica, y una parte transi-

toria. De esta forma, si existen m1 ráıces unitarias, el sistema tiene m1 relaciones de

cointegración definidas como aquel conjunto de combinaciones lineales de yt que anulan

la tendencia estocástica, y que vendrán definidas por las columnas de q1. Nótese que

premultiplicando (5.8) por q′
1, y teniendo en cuenta que q′

1p2 = 0, que q′
1p1 = Im1

y que q′
1Θ = q′

1, entonces ∇q′
1yt = ∇q′

1at, siendo por lo tanto q′
1yt un vector de

variables I(0) y q1, las filas de Q correspondientes a los autovalores unitarios de Θ, for-

man el conjunto de relaciones de cointegración. Al igual que en el modelo de tendencias

comunes, de (5.8) se puede comprobar que la presencia de m1 ráıces unitarias (o rela-

ciones de cointegración) implica la existencia de m2 tendencias comunes, definidas como
∑t−1

i=1 q′
2ai. En este caso, cada tendencia estocástica se define a partir de una combinación

lineal de las perturbaciones de todas las variables del modelo, mientras que en el caso

anterior, es la acumulación sólo de los errores de la parte exógena del modelo la que da

lugar a las tendencias que afectan a todo el sistema.

Si no existen ráıces unitarias, de forma que los elementos de Λ1 son estrictamente

menores que 1 en valor absoluto, entonces la matriz de ganancias se puede descomponer

como Θ(1) = p1(Im1
− Λ1)q

′
1 + p2(Im2

− Λ2)q
′
2 y Θ = p1Λ1q

′
1 + p2Λ2q

′
2 tal que,

dada esta estructura y premultiplicando el modelo (5.8) por q′
1 se obtiene

∇q′
1yt = (Im1

− Λ1B)q′
1at,

y el vector de combinaciones lineales q′
1yt se expresa como un proceso VIMA(1,1) in-

vertible. A partir de la expresión anterior, se puede derivar un contraste para la hipóte-

sis nula de cointegración, donde el problema a contrastar es H0 : Λ1 = Im1
frente a

H1 : Λ1 6= Im1
. El contraste se puede realizarse aplicando el contraste de no invertibili-

dad derivado en el caṕıtulo 3 sobre q̂′
1yt. Una forma alternativa y más directa de realizar

el contraste consiste en utilizar la corrección paramétrica propuesta en el caṕıtulo 3.

Esta corrección implica calcular el estad́ıstico básico de no invertibiidad sobre el vector

de m residuos exactos del modelo VIMA(1,1), evaluados bajo la hipótesis nula, esto es,

a partir de

∇yt = (Im − Θ̂B)at, Θ̂ = p̂1q̂
′
1 + p̂2Λ̂2q̂

′
2,

donde la matriz Θ̂ se ha reconstruido a partir de los autovalores y autovectores de su

estimación de máxima verosimilitud bajo la hipótesis alternativa. De esta forma, el pro-
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cedimiento para realizar el contraste de cointegración es el siguiente: En primer lugar

se estima el modelo VIMA(1,1) sin imponer restricciones y se observan sus ráıces. Si

existen m1 ráıces reales potencialmente unitarias, éstas se debeŕıan manifestarse como

autovalores unitarios de la matriz media móvil estimada. Se eligen los m1 mayores auto-

valores de la matriz, se impone su valor a uno y se reconstruye la matriz Θ̂ de la manera

propuesta. A partir de ella se obtienen los residuos exactos del modelo con los que se

calcula el estad́ıstico de contraste de la manera habitual.

5.3.2. El modelo VIMA(1,q) cointegrado

El procedimiento descrito en el apartado anterior se puede extender a modelos más

generales VARIMA(p,1,q+1). Sin pérdida de generalidad se considera el modelo VI-

MA(1,q+1) definido como

∇yt = Θ(B)at, at ∼ N(0,Ωa),

donde Θ(B) = (Im −Θ1B − · · · −Θq+1B
q+1) es un polinomio matricial de orden q + 1.

Al igual que en el caso anterior, la existencia de cointegración exige un tipo especial de

no invertibilidad, por ejemplo Θ(B) 6= (I − Θ∗B)Θ∗(B) con Θ∗ = diag(θ∗1, . . . , θ
∗
m) de

tal forma que θ∗j implique estacionariedad de algunas variables. Un caso extremo de esta

situación se daŕıa si Θ(B) = ∇Θ∗(B), implicando que todas las variables seŕıan esta-

cionarias. Utilizando la descomposición de Beveridge-Nelson el polinomio media móvil

se puede escribir como Θ(B) = Θ(1) + Θ∗(B)∇ donde se define el polinomio matricial

Θ∗(B) = Θ∗
0 + Θ∗

1B . . . + Θ∗
qB

q con las matrices Θ∗
j = (Θj+1 + . . . + Θq+1). De esta

forma el modelo VIMA se puede expresar alternativamente como

∇yt = Θ(1)at + Θ∗
0∇at + . . . + Θ∗

q∇at−q. (5.9)

Utilizando una argumentación análoga a la del apartado anterior, si existe al menos

una ráız unitaria, la matriz de ganancias, Θ(1) = Im − Θ∗
0, no tendrá rango pleno,

con lo que m1 < m de sus autovalores serán iguales a cero. De forma similar, se puede

descomponer esta matriz como Θ(1) = p1(Im1
− Λ1)q

′
1 + p2(Im2

− Λ2)q
′
2, lo que

implica que Θ∗
0 = p1Λ1q

′
1 +p2Λ2q

′
2 donde Λ1 contiene los autovalores potencialmente

unitarios. Por lo tanto, si Λ1 = Im1
, q1 se interpreta como la matriz de m1 vectores

de cointegración que anula las m2 tendencia estocástica que acompañan a la matriz de

ganancias. Premultiplicando (5.9) por q′
1, y teniendo en cuenta que q′

1Θ
∗
0 = q′

1 se
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obtiene el siguiente modelo para la relación de cointegración

∇q′
1yt = ∇q′

1at + ∇q′
1Θ

∗
1at−1 + . . . + ∇q′

1Θ
∗
qat−q.

Si no existe cointegración, de forma que Λ1 6= Im1
, entonces q′

1Θ(1) = (Im1
− Λ1)q

′
1 y

q′
1Θ

∗
0 = Λ1q

′
1 con lo que, de (5.9) se obtiene el siguiente modelo bajo el supuesto de no

cointegración:

∇q′
1yt = (Im1

− Λ1B)q′
1at + ∇q′

1Θ
∗
1at−1 + . . . + ∇q′

1Θ
∗
q−1at−q+1.

De aqúı surge de forma natural el contraste de cointegración donde el problema a con-

trastar es H0 : Λ1 = Im1
frente a H1 : Λ1 6= Im1

. Siguiendo la aproximación univariante

de Tam y Reinsel (1997) o Leybourne y McCabe (1994), utilizando estimaciones consis-

tentes de los parámetros, se podŕıa filtrar la serie para reducir el modelo anterior a un

VIMA(1,1) sobre el que contrastar la hipótesis nula utilizando el contraste básico de no

invertibilidad. Sin embargo, un procedimiento más directo consiste en realizar el con-

traste sobre los m residuos exactos del modelo, evaluados bajo la hipótesis nula. Dado

que el problema de contraste no está planteado directamente sobre ningún parámetro

del modelo, en este caso es más complicado evaluar el modelo bajo la hipótesis nula.

El procedimiento sugerido consiste en identificar aquellos autovalores de la matriz de

ganancias potencialmente iguales a cero y, una vez elegidos, imponer su valor en cero y

reconstruir Θ(1) = p2(Im2
−Λ2)q

′
2. El resto de matrices del polinomio MA(q) se recupe-

ran de forma recursiva a partir de la definición de las matrices Θ∗
j . Si el modelo contiene

parte autorregresiva estacionaria, el contraste se realizaŕıa igualmente sobre los residuos

exactos del modelo. Tanto la hipótesis nula a contrastar como la forma de obtener los

residuos bajo la hipótesis nula no vaŕıan con respecto al procedimiento descrito.

5.3.3. Estudio Monte Carlo

Ejemplo ilustrativo: El modelo VIMA(1,1) cointegrado

Como ejemplo ilustrativo la figura 5.4 muestra la realización del siguiente proceso

IMA(1,1) bivariante con n = 100,

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a1t

a2t

)

−
(

−0,2311 −1,5

0,6 1,7311

)(

a1,t−1

a2,t−2

)

,

(

a1t

a2t

)

∼ N

((

0

0

)

,

(

1 0,5

0,5 1

))

.
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Figura 5.4: Gráficos, acf y pacf de y1 e y2.
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(b) m = 2

Las ráıces del polinomio media móvil del modelo son 1 y 2 respectivamente y los auto-

valores de la matriz media móvil Θ son, por lo tanto, 1 y 0,5, lo que indica que existe

una relación de cointegración.

Cuadro 5.5: Modelos univariantes para Y1 e Y2.

Name θ̂ σ̂a llik Q(24) µ̂a

Y1 -0.2080248 4.034312 -209.54 24.21 -0.021298
(0.098275) (0.550508) (1.998378)

Y2 0.6806293 5.052351 -220.97 15.29 0.003491
(0.073777) (0.087949) (2.236474)

Errores estándar entre paréntesis.

El modelo IMA(1,1) univariante ajusta bien la dinámica univariante de ambas series,

como muestran los resultados de las estimaciones de estos modelos de recogidas en el

cuadro 5.5, si bien los coeficientes de correlación cruzada entre los residuos de ambos

modelos univariantes sugiere que existe algún tipo de correlación entre ambos. Dado

que el modelo IMA(1,1) proporciona un buena ajuste para ambas series, se prueba la

estimación conjunta de un modelo IMA(1,1) bivariante. Los resultados de la estimación

de máxima verosimilitud exacta son los siguientes (entre paréntesis figuran los errores
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Figura 5.5: Correlaciones cruzadas entre los residuos de los modelos univariantes.
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estándar):

Θ̂1 =









−0,1436 −1,5283

(0,0657) (0,0634)

0,5563 1,7434

(0,0331) (0,0320)









Ω̂a =

(

0,9808

0,6773 1,2049

)

Θ̂(1) =

(

1,1436 1,5283

−0,5563 −0,7434

)

llik = −270,02 Q(24) = 87,16(0,20) µ̂a1
= −0,015(0,986) µ̂a2

= −0,018(1,093)

El polinomio estimado tiene dos ráıces reales e iguales a 1 y 1,6671 respectivamente.

Además, los autovalores de la matriz de ganancias estimada son 0,4 y 0,0, lo que indica

la presencia de una relación cointegración en el sistema. La fila de la inversa de la

matriz de autovectores de Θ̂(1) correspondiente al autovalor cero, convenientemente

normalizada, proporciona la siguiente relación de cointegración cit = Y2t +0,4864420Y1t.

Esta combinación lineal entre las variables del sistema será una relación de cointegración

si es estacionaria, lo que muestran tanto sus funciones de autocorrelación (gráfico 5.6),

como el estad́ıstico de contraste de no invertibilidad sobre ∇cit, cuyo valor es L(ci) =

0,0747 con p-valor igual a 0,7398, no rechazando la hipótesis nula de no invertibilidad

tanto al nivel de significación del 5% como del 1%. Este mismo resultado se puede

obtener realizando el contraste conjuntamente sobre los dos residuos exactos del modelo

VIMA(1,1) evaluados bajo la hipótesis nula imponiendo el valor del mayor autovalor de

Θ igual a 1. Aśı calculado, el valor del estad́ıstico bivariante es de 0,0880016 y su p-valor



104 5.3. Cointegración en modelos VIMA(1,q)

es igual a 0,7974, con el mismo resultado, la presencia de una ráız unitaria y la validez

de esta relación de cointegración.

Figura 5.6: Relación de cointegración.
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Experimentos Monte Carlo

Para evaluar la potencia del contraste de cointegración se ha utilizado el siguiente

proceso generador de datos:

(

∇y1t

∇y2t

)

=

(

a1t

a2t

)

−
(

θ11 θ12

θ21 θ22

)(

a1,t−1

a2,t−2

)

θii = 0,5[(λ1+λ2)±
√

(λ1 − λ2)2 − 4θ12θ21

donde λ1 y λ2 son las dos ráıces del polinomio, que se suponen reales. Fijando θ12 = −1,5

y θ21 = 0,6 y la matriz de covarianzas entre los errores con varianzas unitarias y coefi-

ciente de correlación entre ambas igual a corr(a1, a2) = 0,5, el experimento consiste en

estudiar la potencia del contraste de cointegración, o de la presencia de una ráız unitaria,
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ante distintos valores de la segunda. La tabla 5.6 muestra los resultados del experimen-

to, calculando el estad́ıstico con la corrección paramétrica descrita en el apartado 3. En

primer lugar, la probabilidad de rechazo cuando una ráız es exactamente 1 está cercana

a su valor nominal del 5% en todos los casos, y crece a medida que una de las ráıces se

aleja de uno. Sin embargo, la pendiente de la función potencia se va haciendo menor a

medida que la segunda ráız (λ2) se acerca a 1. Al igual que en otros experimentos, la

probabilidad de rechazo aumenta con el tamaño muestral.

En el segundo experimento Monte Carlo se evalúa la potencia del contraste en un

modelo IMA(1,2) bivariante. Para ello, el proceso generador de datos que se utiliza es

(

∇y1t

∇y2t

)

=

((

1 0

0 1

)

−
(

−0,7593 0,7

−2 1,6593

)

B

)((

1 0

0 1

)

−
(

θ
(2)
11 θ

(2)
12

θ
(2)
21 θ

(2)
22

)

B

)(

a1t

a2t

)

donde se consideran únicamente ráıces reales que se controlan de la misma manera que

en el caso anterior para cada uno de los polinomios. El experimento centrará su interés

en el segundo polinomio, siendo el primero estrictamente invertible con ráıces reales e

iguales a 5 y 1,4. La tabla 5.7 muestra los resultados de este experimento para n = 100.

Los resultados son similares a los del experimento anterior. Bajo la hipótesis nula la

probabilidad de rechazo es del 5% y aumenta a medida que una de las ráıces se aleja

de 1. El valor de la segunda ráız parece no afectar a la potencia del contraste siempre y

cuando no esté muy cerca de 1, lo que daŕıa lugar a una segunda ráız unitaria.
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Cuadro 5.6: Experimento 1: Potencia del contrate de cointegración bivariante (α = 5%)

n=20 n=30
λ1,λ2 -0.9 -0.8 -0.5 0 0.5 0.8 0.9 -0.9 -0.8 -0.5 0 0.5 0.8 0.9
1.00 0.0470 0.0496 0.0458 0.0452 0.0414 0.0322 0.0390 0.0552 0.0446 0.0444 0.0432 0.0476 0.0424 0.0378
0.99 0.0470 0.0474 0.0460 0.0474 0.0446 0.0426 0.0402 0.0510 0.0548 0.0506 0.0468 0.0448 0.0380 0.0416
0.98 0.0560 0.0502 0.0512 0.0502 0.0434 0.0378 0.0404 0.0602 0.0616 0.0560 0.0640 0.0466 0.0438 0.0382
0.97 0.0542 0.0574 0.0514 0.0580 0.0468 0.0352 0.0392 0.0726 0.0620 0.0760 0.0818 0.0538 0.0388 0.0392
0.96 0.0632 0.0572 0.0604 0.0694 0.0498 0.0392 0.0412 0.0882 0.0868 0.0908 0.1160 0.0572 0.0462 0.0394
0.95 0.0658 0.0668 0.0736 0.0858 0.0532 0.0394 0.0370 0.1114 0.1044 0.1158 0.1496 0.0698 0.0506 0.0444
0.94 0.0712 0.0734 0.0864 0.1036 0.0604 0.0460 0.0448 0.1246 0.1400 0.1572 0.1972 0.0784 0.0634 0.0478
0.93 0.0974 0.0866 0.1022 0.1310 0.0562 0.0428 0.0422 0.1588 0.1586 0.1920 0.2460 0.0916 0.0686 0.0484
0.92 0.1016 0.1134 0.1120 0.1528 0.0642 0.0496 0.0440 0.1922 0.2060 0.2226 0.2882 0.1130 0.0906 0.0598
0.91 0.1166 0.1238 0.1362 0.1848 0.0714 0.0566 0.0520 0.2148 0.2252 0.2594 0.3296 0.1306 0.0946 0.0634
0.90 0.1386 0.1436 0.1614 0.2094 0.0788 0.0702 0.0566 0.2594 0.2614 0.2934 0.3816 0.1426 0.1104 0.0688
0.85 0.2272 0.2374 0.2782 0.3528 0.1378 0.1068 0.0676 0.4152 0.4194 0.4582 0.5316 0.2600 0.2152 0.1178
0.80 0.3396 0.3530 0.3826 0.4702 0.1994 0.1406 0.0992 0.5116 0.5368 0.5692 0.6444 0.3606 0.2986 0.1600
0.75 0.4174 0.4394 0.4692 0.5404 0.2748 0.1762 0.1388 0.5766 0.6008 0.6416 0.6914 0.4700 0.3438 0.2194
0.70 0.4714 0.4852 0.5280 0.6000 0.3676 0.1988 0.1856 0.6394 0.6474 0.6948 0.7418 0.5502 0.3942 0.2890
0.65 0.5128 0.5312 0.5654 0.6552 0.4300 0.2214 0.2310 0.6744 0.7110 0.7258 0.7766 0.6078 0.4320 0.3542
0.60 0.5690 0.5752 0.6226 0.6940 0.4706 0.2542 0.2692 0.7092 0.7322 0.7684 0.8138 0.6494 0.4608 0.4192

n=50 n=100
λ1,λ2 -0.9 -0.8 -0.5 0 0.5 0.8 0.9 -0.9 -0.8 -0.5 0 0.5 0.8 0.9
1.00 0.0526 0.0528 0.0512 0.0512 0.0508 0.0372 0.0342 0.0560 0.0534 0.0500 0.0514 0.0482 0.0434 0.0396
0.99 0.0574 0.0508 0.0582 0.0662 0.0506 0.0442 0.0352 0.0750 0.0774 0.0818 0.1058 0.0604 0.0530 0.0418
0.98 0.0756 0.0744 0.0818 0.0986 0.0558 0.0442 0.0364 0.1552 0.1640 0.1826 0.2516 0.0996 0.0876 0.0604
0.97 0.1128 0.1102 0.1224 0.1602 0.0690 0.0554 0.0416 0.2758 0.2830 0.3096 0.4146 0.1576 0.1564 0.1168
0.96 0.1534 0.1634 0.1774 0.2408 0.0896 0.0730 0.0486 0.3896 0.4012 0.4202 0.5234 0.2416 0.2218 0.1606
0.95 0.2020 0.2230 0.2422 0.3202 0.1248 0.1000 0.0660 0.4794 0.4930 0.5340 0.6076 0.3118 0.3018 0.2486
0.94 0.2646 0.2868 0.2988 0.3898 0.1454 0.1288 0.0776 0.5598 0.5712 0.6034 0.6800 0.4094 0.3812 0.3214
0.93 0.3148 0.3230 0.3672 0.4658 0.1934 0.1590 0.1070 0.6104 0.6354 0.6776 0.7442 0.4446 0.4468 0.3760
0.92 0.3794 0.3830 0.4258 0.5070 0.2420 0.2026 0.1320 0.6670 0.6808 0.7138 0.7776 0.5246 0.4944 0.4380
0.91 0.4252 0.4376 0.4782 0.5538 0.2622 0.2298 0.1428 0.7168 0.7246 0.7526 0.8138 0.5792 0.5688 0.4886
0.90 0.4662 0.4802 0.5168 0.6106 0.2962 0.2810 0.1692 0.7494 0.7646 0.7902 0.8356 0.6174 0.6048 0.5284
0.85 0.6398 0.6502 0.6680 0.7418 0.4834 0.4364 0.2806 0.8584 0.8608 0.8804 0.9156 0.7860 0.7596 0.6576
0.80 0.7214 0.7392 0.7550 0.8218 0.6106 0.5520 0.3772 0.9098 0.9112 0.9266 0.9538 0.8512 0.8274 0.7478
0.75 0.7746 0.7770 0.8164 0.8612 0.6820 0.6120 0.4630 0.9360 0.9318 0.9468 0.9604 0.8972 0.8650 0.8132
0.70 0.8204 0.8270 0.8428 0.8796 0.7468 0.6676 0.5500 0.9526 0.9576 0.9594 0.9714 0.9290 0.8894 0.8618
0.65 0.8274 0.8550 0.8800 0.8982 0.8004 0.6866 0.6344 0.9572 0.9636 0.9694 0.9778 0.9490 0.9130 0.9018
0.60 0.8482 0.8708 0.8834 0.9174 0.8228 0.7202 0.6826 0.9610 0.9712 0.9760 0.9820 0.9592 0.9254 0.9202
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Cuadro 5.7: Potencia del contraste de cointegración para un MA(2) α = 5%

λ1 λ2 = −0,9 λ2 = −0,5 λ2 = 0,0 λ2 = 0,5 λ2 = 0,9

1.00 0.0480 0.0536 0.0488 0.0432 0.0408
0.99 0.0604 0.0584 0.0516 0.0512 0.0348
0.98 0.0968 0.0926 0.0902 0.0716 0.0660
0.97 0.1446 0.1468 0.1378 0.1134 0.1050
0.96 0.2118 0.2132 0.1992 0.1750 0.1664
0.95 0.2836 0.2766 0.2740 0.2402 0.2290
0.90 0.5430 0.5652 0.5452 0.4748 0.4074
0.85 0.6960 0.7050 0.6948 0.6314 0.5886
0.80 0.7648 0.7790 0.7738 0.7150 0.6794
0.75 0.8104 0.8468 0.8304 0.7734 0.7100
0.70 0.8176 0.8766 0.8632 0.8114 0.7594
0.65 0.8048 0.8906 0.8854 0.8346 0.8086
0.60 0.8062 0.9032 0.9024 0.8540 0.8230

5.4. Aplicación

Figura 5.7: Logaritmo del consumo (c) y la renta (y) (DHSY,78).
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En este apartado se ilustra el procedimiento de contraste de cointegración utilizando los

datos de consumo de bienes no duraderos (c) y renta personal disponible (y) en el Reino

Unido a precios constantes analizados por Davidson et al. (1978). Como se observa en

la figura 5.7, los logaritmos de ambas variables entre el primer trimestre de 1957 y el
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Cuadro 5.8: Modelos univariantes

Variable θ̂ Θ̂ σ̂a llik Q(17)

y 0.2021 0.5586 0.0212 164.67 16.19
(0.1198) (0.1083) (0.4899)

c 0.1614 0.4388 0.0101 216.25 12.72
(0.1176) (0.1129) (0.2449)

segundo trimestre de 1976 muestran un claro componente estacional y un crecimiento

a largo plazo que, salvo en la última parte de la muestra, parece seguir una evolución

conjunta. La tabla 5.8 muestra los resultados de la estimación del modelo univariante

de ĺıneas aéreas, ∇∇4zt = (1 − θB)(1 − ΘB4)at, para ambas series. En esta tabla se

muestra, además de las estimaciones de los parámetros media móvil regular y estacional

junto con sus errores estándar en paréntesis, el error estándar de la estimación, el valor

del logaritmo de la función de verosimilitud y el estad́ıstico de autocorrelación de Ljung-

Box con el p-valor asociado. Dado que el modelo de ĺıneas aéreas parece ofrecer un

buen ajuste para ambas series individualmente, se prueba con este mismo modelo en la

estimación conjunta, obteniendo las siguientes estimaciones de los parámetros del modelo

multiplicativo ∇∇4yt = (I2 − Θ1B)(I2 − Θ4B
4)at,

Θ̂1 =









0,5194 −0,8804

(0,2357) (0,4730)

−0,1890 0,3942

(0,1242) (0,2527)









Θ̂4 =









0,5614 −0,0120

(0,2416) (0,5036)

0,0906 0,2634

(0,1235) (0,2587)









Ω̂a =

(

4,07

1,33 0,96

)

× 10−4 llik = 435,21 Q(18) = 65,76(0,29)

Entre paréntesis figuran los errores estándar excepto para el estad́ıstico de correlación

de Ljung-Box que indica el p-valor asociado. Aunque la utilización de un modelo multi-

plicativo en el análisis multivariante pareceŕıa desaconsejable, ya que ambos polinomios

matriciales generalmente no son conmutativos, en este caso proporciona un buen ajuste

y una representación parsimoniosa de ambas series. Se ha preferido trabajar con la es-

tructura t́ıpica del modelo de ĺıneas aéreas conservando como primer factor el polinomio

regular, aunque los resultados de la estimación del modelo invirtiendo el orden de los po-

linomios no difiere sustancialmente. Como se puede observar, algunos de los coeficientes

son no significativos por lo que, eliminando secuencialmente los parámetros estad́ıstica-
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Cuadro 5.9: Contrastes de no invertibilidad.
â1 â2 conjunto

test 0.2380 0.083 0.1479
p-valor 0.2077 0.695 0.4776

mente iguales a cero, queda el modelo restringido ∇∇4yt = (I2 − ΘR
1 B)(I2 − ΘR

4 B4)at

Θ̂
R
1 =









0,8330 −1,4612

(0,1220) (0,2975)

0 0

(−) (−)









Θ̂
R
4 =









0,4689 0

(0,1598) (−)

0 0,3723

(−) (0,1605)









Ω̂a =

(

4,30

1,346 0,897

)

× 10−4 llik = 435,34 Q(18) = 78,31(0,69)

Nótese que la segunda fila de la matriz media móvil del polinomio regular es igual a

cero y que el elemento (1,1) tiene un valor elevado. Por su parte, la matriz del polinomio

estacional es diagonal con sus elementos inferiores a uno, con lo que el polinomio media

móvil estacional es invertible. A la vista de los resultados descritos en los apartados

anteriores, la estructura de la parte regular parece indicar la presencia de una relación

de cointegración definida por cit = yt−1,4612ct que, normalizada a la inversa, implica un

coeficiente de cointegración de 0,684369 cercano al valor 0,74 que obtienen Davidson et al.

(1978). Como muestra el gráfico 5.8 esta relación de cointegración tiene un componente

estacional claro. El contraste de cointegración se puede realizar a partir de los residuos

exactos del modelo evaluados bajo la hipótesis nula de cointegración, H0 : θ
(1)
11 = 1

frente a H1 : θ
(1)
11 6= 1 donde θ

(1)
11 es el elemento (1,1) de ΘR

1 . La tabla 5.9 muestra los

estad́ısticos de contrastes de no invertibilidad para los dos residuos exactos del modelo,

donde el contraste de cointegración tal y como se ha definido se plantea como el contraste

de estacionariedad sobre â1, para el que se acepta la hipótesis nula, indicando la presencia

de cointegración del tipo anteriormente descrito.
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Figura 5.8: Gráfico, acf y pacf de yt − 1,4612ct
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

La clase de modelos VARIMA es la extensión natural de su análoga univariante, y

puede utilizarse para describir, predecir y corregir variables interrelacionadas. Esta re-

presentación parsimoniosa contiene como casos especiales a los modelos VAR, que se han

utilizados extensamente para representar y contrastar relaciones de cointegración, y a la

representación estructural. El análisis de cointegración en modelos VARIMA ha recibido

escasa atención en la literatura, centrándose los procedimientos de estimación y contraste

en la modelización VARMA parcialmente no estacionaria. Sin embargo, resulta razonable

pensar que si el analista elabora un modelo VARIMA útil para los propósitos descritos,

también se debeŕıa utilizar este modelo para realizar el análisis de cointegración, sin

perjuicio de que se usen otros contrastes complementarios.

En esta tesis se ha presentado un procedimiento para contrastar la presencia de

relaciones de cointegración en un modelo VARIMA general, que se basa en una exten-

sión multivariante de los contrastes de no invertibilidad desarrollados en modelos ARI-

MA univariantes. Hay dos diferencias fundamentales entre el procedimiento propuesto

y el contraste estructural análogo de nivel local multivariante determinista derivado por

Nyblom y Harvey (2000). La primera se encuentra en la representación usada; mientras

estos autores trabajan con la representación estructural, el contraste presentado se de-

riva a partir de su forma reducida VIMA con estructura escalar. Por otro lado, frente

a la corrección no paramétrica propuesta por Nyblom y Harvey (2000), se propone una

corrección paramétrica que aprovecha toda la información que proporciona el modelo

VARIMA con el que se trabaja. Además, en el marco presentado el contraste puede ex-

presarse de forma aproximada como un contraste univariante estacional, lo que permite

utilizar los resultados bien establecidos en Tam y Reinsel (1997) tanto para derivar el

contraste como para aproximar la distribución en muestras finitas del estad́ıstico utili-

zando los procedimientos habituales de Imhof (1961) o Davies (1973).
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Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

1. Se ha derivado el contraste de Nyblom y Harvey (2000) en el marco de un modelo

VIMA(1,1) escalar a partir de la segunda derivada de su función de verosimilitud.

Se han obtenido dos formas equivalentes del estad́ıstico, una basada en la serie no

estacionaria y otra en la serie diferenciada.

2. Se ha extendido el contraste para permitir correlación serial multivariante. La co-

rrección paramétrica propuesta se basa en los residuos exactos del modelo VARMA

y puede aplicarse también a modelos estructurales.

3. Se ha generalizado el contraste de no invertibilidad para detectar la presencia de

ráıces unitarias en el polinomio MA(1) matricial permitiendo estructuras más gene-

rales para la matriz de coeficientes. La corrección paramétrica propuesta se muestra

de utilidad en este caso.

4. Se ha obtenido la extensión multivariante del contraste de no invertibiliad estacional

de Tam y Reinsel (1998) y se han considerado otras forma de no invertibilidad

estacional.

5. Se ha propuesto una estrategia para contrastar cointegración, que encajaŕıa en la

etapa de diagnosis del procedimiento iterativo de elaboración de modelos de Box

y Jenkins. Para la representación de cointegración basada en el modelo regresión

se obtiene no sólo un contraste de cointegración alternativo a los propuestos en

la literatura, sino también un método de estimación consistente de la relación de

cointegración.

6. Todos los estad́ısticos derivados siguen distribuciones no estándar que pueden apro-

ximarse por la distribución IG. Para cada estad́ıstico derivado se obtienen expre-

siones cerradas de sus dos primeros momentos.

7. Finalmente, se han desarrollado rutinas incorporadas en Empiricus para implemen-

tar la metodoloǵıa de análisis propuesta que requiere de la identificación, estimación

y diagnosis de modelos VARMA generales.

Todas estas contribuciones se resumen en un art́ıculo publicado, basado en el caṕıtulo 4

(Gallego y D́ıaz, 2011) y dos más en elaboración. En el primero, que se corresponde con

el caṕıtulo 3 de la tesis, se describe la derivación del contraste de no invertibilidad, de

su distribución y su potencia en muestras finitas y se propone una corrección paramétri-

ca para contrastar no invertibilidad en modelos VARMA(p,1,q+1). En el segundo, se

describe el procedimiento de identificación, estimación y contraste de cointegración en
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modelos VARIMA descritos en el caṕıtulo 5. Se ilustra cómo las tres representaciones

habituales de un proceso cointegrado pueden acomodarse a una estructura VARIMA y

el procedimiento para contrastar cointegración en una variedad de casos de interés.

Entre las ĺıneas posibles de investigación a desarrollar en el futuro cabe destacar

las siguientes: Mediante un estudio Monte Carlo se compararán las tres aproximacio-

nes al análisis de cointegración resumidas por Johansen (2004) y la propuesta en esta

tesis. También se comparará la potencia de los contrastes más utilizados en cada una

de estas representaciones y el contraste de cointegración propuesto aqúı. También se

considerará la extensión del análisis de cointegración al caso estacional en la linea de

las contribuciones de Ahn y Reinsel (1990), Johansen y Schaumburg (1999) o Busetti

(2006). En cuanto a los contrastes de no invertibilidad, se estudiará el efecto que sobre

ellos tiene la inclusión de variables de intervención. También se evaluará la capacidad

predictiva de un modelo VARIMA cointegrado y se estudiará el efecto que sobre ésta

pueda tener el reconocimiento de la presencia de cointegración en el modelo. Una última

ĺınea de investigación consistira en estudiar los métodos de ajuste estacional basados en

modelos VARIMA cointegrados y no cointegrados.
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Apéndice A

Contrastes de cointegración

A.1. La aproximación basada en regresión

A.1.1. Representación y estimación

Phillips (1991) y Phillips y Loretan (1991) estudian la estimación y el contraste de

cointegración en un modelo triangular para el vector m× 1 de series temporales yt cuya

estructura es la siguiente:

y1t = By2t + a1t, a1t ∼ N(0,Ω11), (A.1)

∇y2t = a2t, a1t ∼ N(0,Ω22), (A.2)

donde y1t y y2t son dos vectores de dimensiones m1 y m2 respectivamente (m = m1+m2)

con errores a1t y a2t tal que E(a1ta
′
2t) = Ω12 6= 0 y B una matriz m1×m2 de parámetros

a estimar. Tanto y1t como y2t son procesos integrados, de que la combinación lineal entre

ellos zt = y1t − By2t definirá un conjunto de relaciones de cointegración si el vector de

errores a1t es estacionario. En este caso, cada una de las filas de la matriz [Im1
− B]

se interpretan como los m1 vectores de cointegración debidamente normalizados y a1t

como las desviaciones de corto plazo con respecto a ellas. Este modelo sencillo se puede

expresar como un proceso VAR(1) tanto en forma estructural como en forma reducida

[

Im1
−B

0 Im2

](

y1t

y2t

)

=

[

0 0

0 Im2

](

y1,t−1

y2,t−1

)

+

(

a1t

a2t

)

, (A.3)

(

y1t

y2t

)

=

[

0 B

0 Im2

](

y1,t−1

y2,t−1

)

+

[

Im1
B

0 Im2

](

a1t

a2t

)

, (A.4)
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denotando por Φ0 la matriz de coeficientes de yt en la forma estructural (A.3) y Φ1 a la

matriz de coeficientes de yt−1 en la forma reducida (A.4). En esta última, el error que afec-

ta a y1t viene definido por la combinación lineal a1t +Ba2t que sigue siendo estacionario.

Nótese que m2 de las m ráıces de del polinomio VAR en forma reducida, |Im−Φ1B| = 0,

son iguales a uno lo que implica que Φ(1) = I − Φ tiene rango m1 < m. Esto último

es inmediato de comprobar, ya que las m2 últimas filas de Φ(1) correspondientes a y2t

son exactamente cero. Utilizando una descomposición tipo Dickey-Fuller, este polinomio

se puede expresar también como Φ(B) = (1 − B)Im − ΠB, donde Π = −Φ(1) es la

matriz de ganancias que, al tener rango m1, puede descomponerse como producto de dos

matrices de rango completo, Π = AC. En este caso sencillo A = [−Im1
0′]′ una matriz

fija y C = [Im1
−B], la matriz que contiene los vectores de cointegración. Esta descom-

posición del polinomio autorregresivo permite la representación de (5.1)-(5.2) como un

modelo de corrección de error

(

∇y1t

∇y2t

)

=

[

−Im1

0

]
[

Im1
−B

]
(

y1,t−1

y2,t−1

)

+

(

v1t

v2t

)

(A.5)

con v1t = a1t + Ba2t y v2t = a2t y vt ∼ N(0,Σ). A diferencia del modelo de corrección

de error tradicional, la matriz A no es un parámetro más a estimar, sino que está fijada

en la definición de la partición de yt, de forma que la matriz B a estimar entra de forma

lineal en el modelo.

Estas tres representaciones alternativas dan lugar a tres estimadores distintos de la

matriz de relaciones de cointegración. En primer lugar, el estimador de mı́nimos cuadra-

dos multivariantes de B en (A.1)

B̂′ =

(
n∑

t=1

y2ty
′
2t

)−1( n∑

t=1

y2ty
′
1t

)

≡ B′ +

(
n∑

t=1

y2ty
′
2t

)−1( n∑

t=1

y2tu
′
1t

)

es consistente, pero su distribución ĺımite obtenida por Phillips y Hansen (1990) tiene la

siguiente expresión

n(B̂′ − B′)
d−→
(∫ 1

0
Wm2

(u)W′
m2

(u)du

)−1(∫ 1

0
Wm2

(u)dW′
m1

(u) + Ω21

)

donde W(u) = [W′
m1

(u),W′
m2

(u)]′ es un proceso Browniano m-dimensional con matriz

de covarianzas Ω. Esta distribución asintótica de B̂ se obtiene de las relaciones detalladas

en Park y Phillips (1989) notando que
∑n

t=1 y2tu
′
1t =

∑n
t=1[y2,t−1 + u2t]u

′
1t. Phillips
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(1991) obtiene una expresión alternativa para esta distribución definiendo W1·2(u) =

Wm1
(u)−Ω12Ω

−1
22 Wm2

(u) como lo que el proceso browniano W1·2(u) es independiente

de Wm2
(u), y cuya matriz de covarianzas es Ω1·2 = Ω11 − Ω12Ω

−1
22 Ω21, Esto permite

expresa la distribución ĺımite de B̂ de la siguiente manera

n(B̂′ − B′)
d−→

(∫ 1

0
Wm2

(u)W′
m2

(u)du

)−1 ∫ 1

0
Wm2

(u)dW′
1·2(u) +

+

(∫ 1

0
Wm2

(u)W′
m2

(u)du

)−1 ∫ 1

0
Wm2

(u)dW′
m2

(u)Ω−1
22 Ω21 +

+

(∫ 1

0
Wm2

(u)W′
m2

(u)du

)−1

Ω21 (A.6)

donde el segundo término aparece por debido a que los m2 regresores en (A.1) son no

estacionarios y el tercer término surge por la correlación contemporánea entre a1t y a2t.

Nótese que si y2t fuera un vector de regresores estrictamente exógenos en (A.1) tal que

Ω12 = 0, estos dos términos desapareceŕıa, de forma que la distribución ĺımite en este

caso seŕıa solamente el primer término, sin parámetros de ruido y sobre el cual se puede

realizar inferencia utilizando resultados bien establecidos. Phillips (1991) ilustra también

cómo la incorporación de información sobre el modelo en la estimación reduce estos sesgos

en la distribución asintótica. En particular, la estimación conjunta del sistema, esto es, la

estimación de Φ1 en (A.4) estimando las ráıces unitarias, esto es, sin imponer un bloque

(2,2) igual a la matriz identidad, elimina el tercer sesgo de (A.6) que surge precisamente

por no reconocer la naturaleza endógena de ambos vectores de series. Si en lugar de

estimarse las ráıces se imponen, el estimador de maxima verosimilitud con información

completa de B está libre de ambos sesgos y se puede obtener, bien a partir de (A.4) con

la presencia de m2 ráıces unitarias impuestas o bien a partir de la estimación de máxima

verosimilitud de (A.5), cuyo logaritmo de la función de verosimilitud tiene la siguiente

expresión

log f(B,Σ|Y) ∝ −(n/2) log |Σ| − (1/2)

n∑

t=2

(∇yt − ACyt−1)
′Σ−1(∇yt − ACyt−1)

Particionando Σ de acuerdo con yt y dada la estructura triangular del modelo, defi-

niendo a1·2t = a1t − Ω12Ω
−1
22 a2t cuya matriz de covarianzas es var(a1t|a2t) ≡ Σ11·2 =

Σ11−Σ12Σ
−1
22 Σ21, de forma que la función de verosimilitud de yt se puede descomponer
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alternativamente de la siguiente manera

log f(B,Σ|Y) ∝ −(n/2) log |Σ11·2| −

−(1/2)
n∑

t=2

(y1t − By2,t−1 − C∇y2t)
′Σ−1

11·2(yt − By2,t−1 − C∇y2t) −

−(n/2) log |Σ22| − (1/2)

n∑

t=2

∇y′
2tΣ

−1
22 ∇y2t

donde la primera parte se corresponde con el logaritmo de la función de verosimilitud de

y1t condicional a ∇y2t, el segundo término es la función de densidad marginal de ∇y2t y

C = Σ12Σ
−1
22 . Dado que la matriz B no aparece en la densidad marginal, la estimación

de máxima verosimilitud de B se puede obtener a partir de la densidad condicional, que

implica la estimación de mı́nimos cuadrados en la regresión,

yt = By2t + C∇y2t + a1·2t (A.7)

Nótese que el término C∇y2t añadido a la relación de cointegración está corrigiendo

la correlación entre los errores de (A.1)-(A.2), de forma que el error del modelo de

regresión sobre el que se estima B es a1·2t ≡ E(a1t|a2t) = a1t − Ω12Ω
−1
22 a2t de forma

que los regresores del modelo y el error están incorrelados, eliminándose aśı la fuente de

sesgos en la distribución asintótica de B̂.

A.1.2. Métodos de estimación en procesos con correlación serial

Es habitual considerar que la dinámica de corto plazo del sistema presenta dinámica

tal que ut =
∑∞

j=0 Ψjat−j donde at ∼ N(0,Ωa) con el polinomio MA(∞) invertible. En

este caso, se definen las siguientes matrices de largo plazo

Ωa = ĺım
n→∞

n−1
n∑

t=1

E(utu
′
t) Ω1 = ĺım

n→∞
n−1

∞∑

i=1

n∑

t=1

E(utu
′
t−i)

de forma que la matriz de covarianzas de largo plazo se puede expresar como Ω =

Ωa + Ω1 + Ω′
1.

Andrews (1991) propone un procedimiento, refinado en Andrews y Monahan (1992),

para obtener estimaciones consistentes de las matrices de covarianza de largo plazo de

un vector xt de dimensiones m × 1. El procedimiento consiste en ajustar un VAR(1) a
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vector de variables de interés xt

xt = Φ1xt−1 + et, t = 2, . . . , n.

Utilizando los residuos êt se obtendŕıan las estimaciones no paramétricas de Ωe y Λe

como

Ω̂e =

n∑

j=−n

w

(
j

K

)

Γ̂e(j), Λ̂e =

n∑

j=0

w

(
j

K

)

Γ̂e(j),

donde w(·) es una función kernel y Γ̂e(j) la matriz de autocovarianzas de êt en el retardo

j. Andrews (1991) proporciona también un procedimiento automático de selección del

punto de truncamiento óptimo (k∗). Las expresiones de las funciones kernel más utilizadas

y su punto de truncamiento óptimo son las siguientes:

Bartlett w

(
j

k∗

)

=

{

1 − |j/k∗| si |j/k∗| ≤ 1

0 en otro caso

k∗ = 1,1147(α̂1n)1/3

Parzen w

(
j

k∗

)

=







1 − 6(j/k∗)2 + 6|j/k∗|3 si 0 ≤ |j/k∗| ≤ 0,5

2(1 − |j/k∗|)3 si 0,5 ≤ |j/k∗| ≤ 1

0 en otro caso

k∗ = 2,6614(α̂2n)1/5

QS w

(
j

k∗

)

=
25

12π2(j/k∗)2

(
sin(6π(j/k∗)/5)

6π(j/k∗)/5
− cos(6π(j/k∗)/5)

)

k∗ = 1,3221(α̂2n)1/5

donde

α̂1 =

m∑

i=1

4ρ̂2
j σ̂

2
j

(1 − ρ̂j)6(1 + ρ̂j)2

/ m∑

j=1

σ̂2
j

(1 − ρ̂j)4

, α̂2 =

m∑

i=1

4ρ̂2
j σ̂

2
j

(1 − ρ̂j)8

/ m∑

j=1

σ̂2
j

(1 − ρ̂j)4
,

con ρ̂j y σ̂2
j son las estimaciones del parámetro autoregresivo y la varianza de un pro-

ceso AR(1) univariante ajustado a cada elemento de êt. Por último, las estimaciones
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consistentes de Ω y Λ se obtienen como

Ω̂ = (Im − Φ̂)−1′Ω̂e(Im − Φ̂)−1,

Λ̂ = (Im − Φ̂)−1′Λ̂e(Im − Φ̂)−1 − (Im − Φ̂)−1′Φ̂′Σ̂u,

con Σ̂u la matriz de covarianzas de xt. Cuando estas correcciones no paramétricas se uti-

lizan para contrastar estacionariedad, Choi y Ahn (1995) advierten que el parámetro de

truncamiento óptimo es Op(n), por lo que, siguiendo a Gabriel (2003), se fija el paráme-

tro de truncamiento en k∗∗ = min(k∗, 12(n/100)1/5). Este procedimiento se utiliza para

obtener estimaciones consistentes de las matrices de covarianzas de largo plazo que se

utilizan en los métodos de estimación asintóticamente eficientes listados a continuación.

El propósito de estos métodos es obtener estimaciones consistentes de la matriz de rela-

ciones de cointegración, B cuya distribución no tenga los sesgos asintóticos que presenta

su estimador de mı́nimo-cuadrático.

Mı́minos cuadrados modificados (FM-OLS)

Phillips y Hansen (1990) y Phillips (1995) proponen una corrección no paramétrica

del estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios de B para eliminar de su distribución

los sesgos asintóticos. Esquemáticamente, los pasos a dar para la estimación de A por el

método son los siguientes:

1. obtener los residuos de la regresión (A.1) y construir el vector wt = (â′
1t,∇y′

2t)
′,

2. obtener las estimaciones de las matrices Ω̂ y Λ̂ utilizando wt mediante el procedi-

miento anterior,

3. modificar el vector yt como

y+
1t = y1t − Ω̂12Ω̂

−1
22 ∇û2t,

4. y calcular el estimador FM-OLS de B tiene la siguiente expresión

B̂+ = (Y′
2Y2)

−1

(

Y′
2Y

+
1 − n

[

0

∆+
12

])

, ∆̂+
12 = ∆̂12 − Ω̂12Ω̂

−1
22 ∆̂22,

donde las filas de Y+
1 y Y2 contienen las observaciones de y+

1t e y2t respectivamente.
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Phillips (1995) demuestra que el estimador FM-OLS de B es consistente y su distribución

carece de sesgos asintóticos. Los residuos de la regresión se obtienen de la manera habitual

como â+
1t = ŷ+

1t − Â+y2t.

Regresión de Correlación Canónica

Park (1992) desarrolla un método de estimación del vector de cointegración en un

modelo triangular, donde la corrección de los sesgos se realiza de una manera similar la

anterior de Phillips y Hansen (1990). El estimador B̂∗ se obtiene a partir de la regresión

de mı́nimos cuadrados multivariantes similar a (A.1) donde las variables se modifican de

la siguiente manera

y∗
1t = y+

1t − B̂∆̂2Σ̂
−1ŵt

y∗
2t = y2t − ∆̂2Σ̂

−1ŵt

donde y+
1t es la modificación de y1t descrita para el método anterior. Los residuos de la

regresión de correlación canónica se obtienen fácilmente como â∗
t = y∗

1t − B̂∗y∗
2t.

Mı́nimos Cuadrados Dinámicos

Un tercer método es el desarrollado por Saikkonen (1991) y Stock y Watson (1993)

que proponen estimar B en la siguiente regresión aumentada con valores pasados y

futuros de ∇y2t,

y1t = By2t +

k∑

j=−k

Bj∇y2t−j + ǫt (A.8)

Alternativamente se puede obtener el estimador en dos etapas, utilizando regresando los

residuos de la regresión de y1t sobre {∇y2t−j}k
j=−k sobre los de la regresión de y2t sobre

los mismos regresores. Gabriel (2003) propone utilizar k = int(n1/3).

A.1.3. Contrastes basados en regresión

Dada su forma intuitiva la relativa facilidad para estimar la relación de cointegración,

el modelo (A.1)-(A.2) ha sido ampliamente utilizado para derivar contrastes de cointe-

gración. Engle y Granger (1987), Phillips y Ouliaris (1988) o Phillips y Ouliaris (1990)

proponen utilizar contrastes de no estacionariedad basados en los residuos de (A.1) pa-

ra m1 = 1. Sin embargo, como destacan Phillips y Ouliaris citando a Engle, resultaŕıa

más conveniente que la hipótesis nula a contrastar fuera la de cointegración, esto es,
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contrastar si el error correspondiente a la ecuación regresión, a1t, es estacionaria. Utili-

zando esta aproximación Hansen (1992) o Shin (1994) derivan contrastes de cointegración

tipo multiplicadores de Lagrange, análogos a los contrastes de estacionariedad o compo-

nentes deterministas univariantes (Kwiatkowski et al., 1992; Tanaka, 1990) construidas

sobre los residuos de los métodos de estimación asintoticamente eficientes descritos an-

teriormente. Otros contrastes propuestos en este marco son los de Harris y Inder (1994),

Leybourne y McCabe (1993), McCabe et al. (1997) o Saikkonen y Luukkonen (1997),

donde la diferencia entre ellos radica en la forma paramética de la corrección de los ses-

gos de endogeneidad. Por su parte, Tanaka (1993), Jansson (2005) y Kurozumi y Arai

(2008) derivan contrastes localmente óptimos para la hipótesis nula de cointegración

cuando (A.1) contiene sólo una relación de cointegración. Por su parte, Choi y Ahn

(1995) proponen varios estad́ısticos para el contraste de cointegración en el caso multi-

variante (m1 > 1),

LMI = tr

(

n−1
n∑

t=2

∇S∗
tS

∗′
t−1 − κ̂Σ̂κ̂′

)

Ω̂∗−1
11·2 × (A.9)

×
(

n−1
n∑

t=2

∇S∗
tS

∗′
t−1 − κ̂Σ̂κ̂′

)

Ω̂∗−1
11·2,

LMII = tr

(
n∑

t=2

∇S∗
tS

∗′
t−1 − nκ̂Σ̂κ̂′

)(
T∑

t=2

S∗
t−1S

∗′
t−1

)−1

× (A.10)

×
(

n−1
n∑

t=2

∇S∗
tS

∗′

t−1 − nκ̂Σ̂κ̂′

)

Ω̂∗−1
11·2,

SBDH = tr

[(

n−2
n∑

t=1

S∗
t S

∗′
t

)

Ω̂∗−1
11·2

]

, (A.11)

donde S∗
t =

∑t
i=1 û∗

i con û∗
i los residuos de la regresión de correlación canónica de

sistema cointegrado, y κ̂ = [Im1
− Ω̂∗

12Ω̂
−1∗
22 ] y Ω̂∗

1·2 = Ω̂∗
11 − Ω̂∗

12Ω̂
−1∗
22 Ω̂∗

21se obtienen a

partir de la estimación no paramétrica de Ωa descrita anteriormente. Nótese en el caso

de ausencia de correlación serial, el estad́ıstico SBDH es equivalente al desarrollado por
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Nyblom y Harvey (2000). Las distribuciones ĺımite de estos estad́ısticos son

LMI
d−→ tr

[(∫ 1

0
dB∗(u)B∗(u)′

)(∫ 1

0
B∗(u)dB∗(u)′

)]

LMII
d−→ tr

[(∫ 1

0
db∗(u)B∗(u)′

)(∫ 1

0
B∗(u)B∗(u)′du

)−1(∫ 1

0
B∗(u)dB∗(u)′

)]

SBDH
d−→ tr

[∫ 1

0
B∗(u)B∗(u)′du

]

donde se definen

B∗(u) = Wm1
(u) −

(∫ 1

0
dWm1

(s)Wm2
(s)′
)(∫ 1

0
Wm2

(s)Wm2
(s)′ds

)−1 ∫ r

0
Wm2

(s)ds,

dB∗(u) = dWm1
(u) −

(∫ 1

0
dWm1

(s)Wm2
(s)′
)(∫ 1

0
Wm2

(s)Wm2
(s)′ds

)−1

Wm2
(r)du,

y W(u) es un proceso browniano como particionado de acuerdo con el vector yt.

A.2. Modelo de tendencias comunes

A.2.1. Representación y forma estructural

Stock y Watson (1988) derivan la representación en forma de tendencias comunes a

partir de la forma MA(∞) del proceso en primeras diferencias,

∇yt = Ψ(B)at at,∼ N(0,Ωa).

Mediante sustituciones sucesivas, se obtiene la descomposición de Beveridge y Nelson

para yt como

yt = y0 + Ψ(1)

t∑

i=1

ai + Ψ∗(B)at, (A.12)

con y0 como valor inicial fijo, donde el segundo término es el componente permanente o

tendencia estocástica y las matrices de la parte transitoria se obtienen como Ψ∗(B) =

(1−B)−1[Ψ(B)−Ψ(1)] tal que Ψ∗
j = −∑∞

i=j+1 Ψi. Si existe al menos una ráız unitaria

en este polinomio MA(∞), entonces |Ψ(1)| = 0. Suponiendo que el rango de esta matriz

de ganancias es m − r (r > 0), existe una matriz m × r, β, que elimina la tendencia
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estocástica de tal forma que β′Ψ(1) = 0 con lo que el conjunto de combinaciones lineales

entre variables integradas

β′yt = β′y0 + β′Ψ∗(B)at,

es un proceso estacionario de relaciones de cointegración. Dado que Ψ(1) tiene rango r,

existe una matriz H = [H1|H2], con H1 y H2 dos matrices de dimensiones m× r y m×
(m − r) respectivamente ortogonales entre śı, tales que Ψ(1)[H1|H2] = [0m×(m−r)|A] =

ASr con A una matriz m× (m− r) de rango completo y la matriz de selección S(m−r) =

[0(m−r),r|I(m−r)]. Insertando HH−1 a la derecha de Ψ(1) en (A.12), esta ecuación se

puede expresar alternativamente como

yt = y0 + Aµt + ut µt = µt−1 + at, (A.13)

donde µt = SrH
−1
∑t

i=1 ai y ut = Ψ∗(B)at. Esta expresión indica que el proceso yt se

compone de m−r tendencias que afectan a las m series consideradas de la forma definida

por la matriz A.

A.2.2. Contraste de tendencias comunes

Stock y Watson (1988) proponen su contraste sobre el número de tendencias comunes

que afectan al modelo a partir de una transformación lineal de yt, de forma que bajo la

hipótesis nula de m−r tendencias comunes ésta sea estacionaria. Definiendo D = [β|β⊥]

con β⊥ una matriz m × (m − r) tal que β′
⊥β = 0 y β′

⊥β⊥ = Im−r, de forma que

los r primeros componentes de Dyt serán las relaciones de cointegración, zt = β′yt

y el resto (xt = β⊥yt) contiene m − r combinaciones lineales no estacionarias, de tal

forma que ∇xt = β′
⊥Ψ(B)at. De esta forma, el proceso transformado se puede expresar

conjuntamente de la siguiente manera:

[

zt

∇xt

]

= D′y0 +

[

0r×m

β′
⊥

]

Ψ(1)

t∑

i=1

ai + D′Ψ
∗
(B)at.

Bajo la hipótesis nula de m − r tendencias comunes (r relaciones de cointegración), el

vector (m − r)-dimensional xt es I(1) de forma que R̂(1), la matriz de autocorrelación

en el primer retardo de xt definida como

R̂(1) =

[
n∑

t=2

xtx
′
t−1

][
n∑

t=1

xtxt

]−1

, (A.14)
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tendrá (asintóticamente) m − r autovalores unitarios. Si existe una tendencia común

menos, R(1), el ĺımite en probabilidad de R̂(1), tendrá m − r − 1 autovalores unitarios

y uno con módulo menor que la unidad. Por lo tanto, denotando por λmin el autovalor

de R(1) con menor parte real, el problema a contrastar será H0 : Re(λmin) = 1, esto

es, la presencia de m − r tendencias comunes (r relaciones de cointegración) frente a

H1 : Re(λmin) < 1, una tendencia común menos (una relación de cointegración más).

El estad́ıstico de contraste, por tanto, se construye a partir de (A.14), para lo que

se necesita una estimación consistente de la matriz D que contiene los vectores de coin-

tegración. Stock y Watson (1988) proponen utilizar los componentes principales de yt

como estimación consistente de la matriz D, de forma que β̃ serán las r combinaciones

lineales de yt con menor varianza y β̃⊥ el resto, asegurándose aśı la ortogonalidad entre

las columnas de D. Por último, una vez obtenido el vector x̃t = β̃
′
⊥yt se ajusta un mo-

delo VAR(p) Π(B) sobre ∇x̃t para eliminar la posible correlación serial presente en el

modelo. Una vez obtenidas estimaciones consistentes de los parámetros autorregresivos,

se obtiene el vector filtrado

ût = Π̂(B)x̃t

y el estad́ıstico de contraste de la hipótesis nula de m − r tendencias comunes frente a

m − r − 1 de Stock y Watson (1988) se define como

SW = n(λ̂min − 1)

donde λ̂min es el autovalor con menor parte real de la matriz de autocorrelación en el

primer retardo del proceso filtrado ût. Stock y Watson derivaron los valores cŕıticos del

estad́ıstico.

A.3. Cointegración en modelos VAR

A.3.1. Modelo VAR(p) y Modelo de corrección de error

Un VAR(p) para el vector m-dimensional yt se define como

yt = Φ1yt−p + . . . + Φpyt−p + at, at ∼ N(0,Ωa),

con Ωa una matriz definida positiva. Si el polinomio autorregresivo Φ(B) = Im −Φ1B−
. . . − ΦpB

p tiene r < m ráıces unitarias, entonces |Φ(1)| = 0 y el rango de esta matriz
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de ganancias, Φ(1), es r < m, de forma que puede expresarse como el producto de dos

matrices de dimensiones m×r de rango completo tal que Φ(1) = αβ′. El modelo VAR(p)

también admite una representación en forma de modelo de corrección de error,

∇yt = αβ′yt−1 +

p−1
∑

i=1

Φ∗
i∇yt−i + at t = p + 1, . . . , n, (A.15)

donde las matrices que muestran la dinámica de corto plazo se definen como Φ∗
j =

−∑p
i=j+1 Φi. El conjunto de r combinaciones lineales β′yt−1 es un vector estacionario

de relaciones de cointegración o relaciones a largo plazo y la matriz α es una matriz de

difusión que indica de qué forma afecta cada relación de cointegración a cada serie.

A.3.2. Regresión de rango reducido y contraste de cointegración

En sus trabajos, Johansen (1988, 1991), Johansen propone un procedimiento en dos

etapas para obtener el estimador de máxima verosimilitud de un modelo VAR(p) con

rango de cointegración r. En un primer paso se elimina del modelo (A.15) todos los

parámetros de corto plazo, lo que se realiza mediante las siguientes regresiones auxiliares,

∇yt =

p−1
∑

i=1

A∗
i∇yt−i + r1t, yt−1 =

p−1
∑

i=1

B∗
i∇yt−i + r2t,

donde el modelo concentrado con respecto a los parámetros de corto plazo es r1t =

αβ′r1t + ut, de forma que el logaritmo de su función de verosimilitud puede expresarse

como

log f(Ωa,α, β) ∝ −
(n

2

)

log |Ωa| −
(

1

2

) n∑

t=1

[
(r1t − αβ′r2t)

′Ω−1
a (r1t − αβ′r2t)

]
.

(A.16)

Definiendo los autovalores λj como las soluciones de la ecuación

|λS22 − S21S
−1
11 S12| = 0 Sij =

n∑

t=1

ritr
′
jt, i, j = 1, 2,

que pueden obtenerse también a partir de los autovalores de la matriz S−1
22 S21S

−1
11 S12. Es-

tos autovalores también pueden interpretarse como los coeficientes de correlación canóni-

ca parcial de yt−1 y ∇yt dado {∇yt−j}p−1
j=1 (ver, p. ej. Reinsel, 1997). Ordenados de forma
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que λ̂1 > . . . > λ̂m > 0, la función de verosimilitud se puede expresar de forma alternativa

como (p. ej. Juselius, 2006, p.118)

ℓ∗(m) ∝ −
(n

2

)

log

[

|S11|
m∏

i=1

(1 − λ̂i)

]

. (A.17)

Los contrastes de cointegración de Johansen se plantean como contrastes de ratio de

verosimilitudes. Aśı, el estad́ıstico de contraste para la hipótesis nula H0 : rango(Φ(1)) ≤
r frente a H1 : rango(Φ(1)) = m se plantea como

J1 = −n

m∑

j=r+1

log(1 − λ̂j)
d−→ tr

(∫ 1

0
Wm−r(u)dW′

m−r(u)

)′

×

×
(∫ 1

0
Wm−r(u)W′

m−r(u)du

)−1(∫ 1

0
Wm−r(u)dW′

m−r(u)

)

,(A.18)

con Wm−r(u) un proceso browniano de dimensiones (m − r) × 1. Si no se rechaza la

hipótesis nula, existirán al menor m− r ráıces unitarias en el sistema. Por su parte, para

contratar la hipótesis nula de que el sistema presente r − 1 relaciones de cointegración

frente a éstas sean r, también se propone el estad́ıstico de contraste

J2 = −n log(1 − λ̂r)
d−→

(∫ 1
0 W (u)dW (u)

)2

∫ 1
0 W (u)du

,

con W (u) un proceso browniano univariante. Una aproximación a la distribución en

muestras finitas de ambos estad́ısticos, basada en la distribución Gamma, ha sido pro-

puesta por Doornik (1998).

A.3.3. Cointegración y tendencias comunes

Si el polinomio VAR(p) presenta al menos una ráız unitaria tal que |Φ(1)| = 0, esta

matriz de ganancias tiene rango r < m y se puede descomponer como Φ(1) = αβ′ donde

α y β son dos matrices de dimensiones m × r y rango completo r. Ambas matrices

pueden obtenerse a partir de la descomposición espectral de la matriz de ganancias,

tal que Φ(1) = PΛQ donde Λ es la matriz diagonal de autovalores con m − r de

ellos iguales a cero y r distintos de cero, por ser la matriz de rango r y PQ = Im.

Particionando las matrices de autovectores de acuerdo con los autovalores no nulos,

se puede identificar α = p1Λ
1/2
r y β = q1Λ

1/2
r , con p1 (q1) la matriz de columnas
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(filas) de P (Q) correspondientes a los autovalores no nulos de Φ(1). De igual forma, se

pueden definir las matrices de dimensiones m × (m − r), β⊥ = q2 y α⊥ = p2 tal que

β′
⊥β = α′

⊥α = 0. Con estas definiciones, el teorema de la representación de Granger

proporciona la forma MA de un proceso VAR(p) cointegrado. Si Φ(B) tiene alguna ráız

unitaria y se cumple que

|α′

⊥Φ∗β⊥| 6= 0, con Φ∗ = Im −
p−1
∑

j=1

Φ∗
j ,

entonces,

(1 − B)Φ−1(B) = C(1) + (1 − B)C∗(B), C(1) = β⊥(α′

⊥Φ∗β⊥)−1α′

⊥,

donde C∗(B) =
∑∞

j=0 C∗
jB

j, es un polinomio media móvil matricial invertible. De esta

forma el proceso yt tiene la siguiente representación media móvil,

yt = y∗
0 + β⊥(α′

⊥Φ∗β⊥)−1α′

⊥

t∑

i=1

ai +
∞∑

j=0

C∗
jat−j .

Esta teorema demuestra que un proceso VAR(p) cointegrado, con rango de cointegración

r, se puede representar como un modelo con m−r tendencias comunes,
∑t

i=1 α′

⊥ai, que

afectan a cada serie temporal de acuerdo a la matriz de difusión β⊥(α′

⊥Φ∗β⊥)−1. Nótese

que estas m − r tendencias comunes se eliminan al premultiplicar yt por β′, por lo que

las relaciones de cointegración eliminan las tendencias comunes del modelo. Este teorema

de la representación de Granger muestra la relación entre el modelo VAR(p) cointegrado

y el modelo de tendencias comunes de Stock y Watson (1988).
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