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DISTRIBUCIONES ESTADISTICAS DE REGIMEN MEDIO

A.l.1. Introduccion.

Para caracterizar el régimen medio (distribucién media de probabilidad) de un determinado
parametro de estado de mar, generalmente se ajustan una serie de datos a una funcion de
distribucion dada. A continuacion se van a enumerar las distintas funciones de distribucion
que normalmente mas se utilizan para ajustar regimenes medios de oleaje, asi como la

obtencion de sus parametros a través del método de los papeles probabilisticos.

Previamente a la definicion de diversas funciones de distribucion que sirven para caracterizar
el régimen medio de oleaje y las distorsiones necesarias de cada una para representarlas en sus
respectivos papeles probabilisticos, se plantea el problema de la representacion de la funcion
de distribucion empirica. Asi, el ajuste de la funcién de distribucion a unos datos, o lo que es
lo mismo, la probabilidad de no excedencia que se asigna a cada valor, se puede hacer de dos
maneras; la primera es asignando la probabilidad a cada dato individual (ver problema del
punteo a continuacion), cuando el nimero de datos es pequeiio, pero cuando existe gran
cantidad de datos (por ejemplo, los datos de reanalisis) se suele asignar la probabilidad que
agrega cada clase o grupo de datos, en el capitulo 3 (apartado 3.2.4.2) se presentan varias

formas de seleccionar dichos grupos de datos.

A.l.2 Problema del punteo.

Es bien conocido que la funcion distribucion empirica, F(x), de una variable aleatoria X es
una funcion escalera que toma los valores de probabilidad de no excedencia 1/n,
2/n,...,i/n,..., 1 (ver figura A.L1).

Variable aleatoria

F(x) = Probabilidad de no excedencia

Figura A.I.1. Funcion distribucidén empirica de la variable aleatoria X .
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Sin embargo los dos extremos de la distribucion empirica 0 y 1, en el caso de muchas familias
de funciones de distribucion, se transforman en —oo o oo respectivamente al dibujarlos en su
papel probabilistico correspondiente, este problema es el usualmente denominado problema

del punteo.

Una solucién de compromiso a este problema, propuesta por Hazen, consiste en usar la
aproximacion (i—1/2)/n en lugar de i/n, debido a que la probabilidad salta desde (i—1)/n a
i/n . Otras posibles aproximaciones clésicas ( F'(x)) se muestran en la tabla A.I.1 (recopilada
de Castillo (1993)):

Expresion Autor

Fl)=——o |-
n+l
i3
F'(x)= 81 Blom
(xl.,F(xl.)) n+ty
i1
F ’(x):l - Hazen
i n
F(x)=—
n i 0.44
F'(x)= ! Gringorten
n+0.12
3i-1
F'(x)= -
) 3n+1

Tabla A.L.1. Diferentes formulas de punteo

A.1.3 Funciones de distribucion y papeles probabilisticos.

La funcidn distribucion de una variable aleatoria X es una funcidén que asigna a cada valor de
x la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores iguales o menores que x
(F(x)=Pr(X<x); 0<F(x)<1). Existen multitud de funciones de distribuciéon (Normal,
Lognormal, Exponencial, Weibull (Fisher Tippett III), Gumbel (Fisher Tippett I), Frechet
(Fisher Tippett II),...) con diversas variaciones. Asi, cuando la variable aleatoria es un
parametro de estado de mar, la funcion distribucion de dicha variable sirve para caracterizar
su régimen medio. A continuacion se presentan las funciones de distribucion mas usuales para
definir el régimen medio de oleaje, pero también se va a presentar una funcion de distribucion
generalmente usada para caracterizar el régimen extremal, la GEV (Generalized Extreme

Value), que es la forma de Von Mises para maximos (Castillo, 1993).

Ademas de definir distintas funciones de distribucion para ajustar el régimen medio, asi como

sus funciones de densidad asociadas ( f(x)=dF(x)/dx), también se especifican las
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transformaciones necesarias de cada una de las distribuciones para representar sus papeles

probabilisticos.

El método de los papeles probabilisticos se utiliza para estimar los pardmetros de una funcién
de distribucion (F(x;60)). En general, se buscan transformaciones de los ejes (g(x) y
h(y)=h(F(x))) para que en los nuevos ejes (o variables reducidas) la funcion de distribucion
sea una recta, ver el esquema de la figura A.1.2. Finalmente ajustando los parametros de la
recta (@ = {a, ﬂ}) a los datos, por el método OLS (minimos cuadrados, ver en el apartado

2.3.2.1), se determinan los pardmetros de la funcion de distribucion.

= <
A

X > g {
T Yoo k) ) e

X f T A A

Variable aleatoria

X

-8

Y = Probabilidad
Figura A.I.2. Método grafico de los papeles probabilisticos para la estimacion de la funcion de distribucion de la

variable aleatoria X .

A.1.3.1 Distribucion Lognormal.

Se dice que una variable aleatoria X es Lognormal si su logaritmo neperiano es Normal.
Haciendo uso del cambio de variable, se obtiene facilmente que la funcion de distribucion de
X es:

. 2
y=F(;u,0)= q)(log();)*—,u ) = o-*\l/ﬂ oniexp _%(—log();)*—y j dx; 0<x<oo

(ALl

donde:

) (z) es la funcion de distribucion de la variable z Normal estandar N(0,1)

4 es la media de la distribucion Normal del logaritmo de la variable original (parametro de

localizacion de la distribucion Lognormal)

o es la desviacion tipica de la distribucién Normal del logaritmo de la variable original

(parametro de escala de la distribucion Lognormal).
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Siendo la funcion densidad Lognormal para una variable aleatoria X :

* * 2\ 2
« « dF(x;u ,0) 1 1( log(x)—u
X, ,0 )= =— exp| ——| —=—"—| [; 0<x<w
fou o) n — . p[ 2[ >

(A12)

Para el papel probabilistico Lognormal las variables reducidas se definen a partir de las

transformaciones de la funcion de distribucion siguientes:

& =g(x)=log(x)

n=h(y)=0"(y)
(A.L3)

con lo que la familia de rectas (© = {a, 8} ) queda:

ﬂ=a+ﬁé=§_*ﬂ; con a=—-£y p= L
O

(A.14)

Apartirde ¢ y o de la distribucion Normal original (ecuaciéon A.I.1) se pueden determinar

la media x y la desviacion tipica o de la distribucion Lognormal:

= exp *+G—*2
u W=

o’ = eXp(Z,u* +20*2)—exp(2,u* +J*2)

(A.LS)
y despejando 1y o de u y o de las expresiones A.LS5 se tiene:
: 1 o’
u = log(ﬂ)——log(—ﬁlj
2 U
2
o =log (0—2+ 1]
Y7
(A.L6)

Cabe senalar, que para el caso de la funcion de distribucion Lognormal, ajustando mediante

OLS, se suele utilizar la formulas de punteo de Blom, ver tabla A.I.1.
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A.L.3.2 Distribucion Gumbel de maximos.

La funcidn de distribucion Gumbel de maximos de una variable aleatoria X es:

v=F(;uy)= exp{—exp(—ﬂﬂ; —00 < X < ©
7
(A.L7)
donde:

L es el parametro de localizacion (es la moda de la distribucion)

w es el pardmetro de escala (es proporcional a la desviacion tipica de la distribucion,
o’ =r'y’ / 6).

Y la funcidén densidad de la distribucion Gumbel de méaximos de una variable aleatoria X es:

dx Y y v

(A.L8)

En el papel probabilistico Gumbel de maximos las variables reducidas, definidas a partir de la

funcion de distribucion, son:

¢=gx)=x
1= h(y)=~log[~log(y)]
(A.19)
y la familia de rectas (® = {a,ﬂ} ) es:
n:a+ﬁ§=§;’u; conoczlyﬂzl
4 4 4
(A110)

Cabe sefialar, que para el caso de la funcioén de distribucion Gumbel de maximos, ajustando

mediante OLS, se suele utilizar la férmulas de punteo de Gringorten, ver tabla A.I.1.

-AL7-



ANEJO I

A.L.3.3 Distribucion Weibull de minimos.

La funcidn de distribucion Weibull de minimos de una variable aleatoria X es:

C
y=F(x;A,B,C)=1—exp{—(¥j :l; B<x<w
(AL11)

donde:

A es el parametro de escala (determina la anchura de la funcidn de distribucion)

B es el parametro de localizacion (es el minimo valor posible de x). Para B =0 la funcién
de distribucion de Weibull se denomina biparamétrica.

C es el parametro de forma. Para C =1, se reduce a una funcion de distribucion exponencial

y para C =2 se obtiene la funcion de distribucion de Rayleigh'.

Y la funcién densidad de la distribucion Weibull de minimos de una variable aleatoria X es:

C-1 C
f(x;A’B,C):dF(x,A,B,C)zg(x—Bj exp _(x—Bj . B<x<oo
dx A A A

(A112)

Para el papel probabilistico Weibull de minimos las variables reducidas se determinan con las

transformaciones definidas a partir de la funcion de distribucion:

¢c=g(x)=x
1
1 =h(y)=[~logl- )} ¢
(AL13)
y la familia de rectas (® = {a,ﬁ} ) es:
77=a+,6’§=§;AB; cona=%yﬂ=%
(A114)

Cabe sefialar, por su utilizacion, que para el caso de la funcion de distribucion Weibull de
minimos, ajustando mediante OLS, se suelen utilizar las formulas de punteo que aparecen en

la tabla A.I.2, que dependen de los parametros de la funcidn de distribucion.

! Funcion de distribucion de Rayleigh: utilizada tradicionalmente para representar la distribucion de las alturas

de ola dentro de un estado de mar en oleajes gausianos de banda estrecha (tipo swell).
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Relaccion

4, =030+0.18C | Petruaskasy
A, =0.21+0.32C Aagaard

4 =020+027/VC | Goga
A, =0.20+0.23/JC

Tabla A.1.2. Formulas de punteo de la distribucion Weibull de minimos.

A.L.3.4 Distribucion GEV.

La funcidn distribucion GEV (Generalized Extreme value) ha sido definida dentro de la teoria
de valores extremos (TVE), que describe el comportamiento de los valores extremos
(méximos o minimos) mediante modelos basados en distribuciones de probabilidad. Dicha
teoria busca la mejor definicion posible de la cola de la distribucion. Por ello, la funcion de
distribuciéon de maximos (Z, =max {X,,...X,}) de una muestra de tamafio n procedente de

una poblacidn con funcion de distribucion G(x) es:

H,(x)=Pr(Z, <x) =[G(x)]"
(AL15)

La forma de Von Mises que engloban las tres tnicas distribuciones limites para maximos (si

G (x) esta en el maximo dominio de atraccién de H (x)) es:

%
exp —{1+§[ﬂﬂ 5 E#0
7

H(x; p,p,8) = :

ool 52 e

donde [a], es el maximo de a y O ([a], =max(a,0)), u es el parametro de localizacién, y

(A.116)

es el parametro de escalay & es el pardmetro de forma.

El parametro de localizacion especifica la posicion de la probabilidad de no excedencia
exp(—1), representando los valores medios. El pardmetro de escala controla la dispersion de
la unidad de medida dentro del rango de la distribucion. Finalmente, el pardmetro de forma
condiciona el tipo de distribucion, la expresiones para & #0 engloba dos familias de
distribucion: Frechet para el caso de & >0 y Weibull para el caso &£ <0, mientras que para el
caso £ =0 se obtiene la familia de distribuciones tipo Gumbel a partir del limite de la

ecuacion definida para Frechet/Weibull cuando & — 0.
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En el transcurso de la presente tesis, que presenta un gran interés por los valores maximos, se
ha identificado con las siglas GEV a la forma de Von Mises de maximos, asumiendo que su
funcion de distribucion es la de la ecuacion A.L.16 (F(x)= H(x)). Notese como para & =0
coincide con la expresion de Gumbel de méaximos (ver ecuacién A.L.7). Dicha funcion de

distribucion presenta la siguiente funcion de densidad:

S -
l[l—kf{x_’uﬂ : exp —{lJrf(x_’uH : E#0
dF(xpy.8) |V vl VAN

" el e

74
(AL17)

S uwy,8)=

—u
74

Si se realiza el mismo cambio de variable en la ecuacion A.I.16 que el que se realiza para el
papel probabilistico Gumbel de maximos (ecuacion A.1.9), se obtiene para & =0 la familia de

rectas Gumbel de maximos (igual a la ecuacion A.1.10):
- - 1
77=a+,6’§=§—’u; cona=—’uyﬂ=—
4 4 4
(AL18)

En cambio, para &#0 y con el mismo cambio de variable, se obtiene una familia de curvas
logaritmicas (no son rectas) que serdn concavas para & >0 (Frechet) y convexas para & <0
(Weibull):

n :llog(l+§§;'uj
g v

(A.L19)
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A.ll.1. Introduccion.

En el presente Anejo se va a explicar una técnica estadistica muy utilizada para estudiar y
caracterizar variables geofisicas. Asi, cuando se tienen variables de alta dimensionalidad
(como las que producen los modelos numéricos en oceanografia), donde los datos pueden
estar muy correlacionados en sus distintas componentes, para eliminar la informacion
redundante se pueden utilizar el andlisis de componentes principales (PCA, Principal
Component Analysis). El PCA, también conocido en las ciencias meteorologicas como la
descomposicion en funciones empiricas ortogonales (EOF, Empirical Orthogonal Function)
es una técnica estdndar para reducir la informacion redundante con la minima pérdida de
variabilidad.

Dentro de las técnicas EOFs bidimensionales se pueden aplicar, por ejemplo, a variables
espacio-temporales o también a variables direccionales (con modulo y argumento) tratdndolas
como variables complejas. A continuaciéon se va a explicar la técnica EOF aplicada
unicamente a una variable espacio-temporal, pero es igualmente aplicable a una variable
espacio-direccional o con otras dependencias de sus variables, sin perdida de generalidad

(evitando la utilizacion de la matematica de los nimeros complejos).

A.ll.2 EOF.

La técnica EOF es un método estadistico que descompone una determinada variable numérica
espacio-temporal en una combinacion lineal de modos o funciones ortogonales numéricas.
Esto se logra proyectando el conjunto de datos en un nuevo espacio (de menor dimension que
el original), donde las nuevas variables/dimensiones representan aquellas direcciones del

espacio donde los datos tienen mayor varianza.

Asi, con so6lo unos pocos modos se puede explicar la mayor parte de la variacion, tanto
espacial como temporal, de la variable Z(x,7). Siendo Z la variable numérica, que depende
de x, que es la variable espacio, y de 7, que es la variable tiempo. Por lo tanto al elegir los
modos que explican la mayor parte de la variabilidad de Z(x,7) podemos representar €sta,
considerando que el resto de la variabilidad no es significativa para la variacion espacio-

temporal de la variable Z .
La variable genérica Z(x,7), con x ={x,,%,,....X,,...X,} Y T={71,72,...,7,....Tn | , S¢ Ordena

en una matriz de n x m que se denota por Z(x,7); siendo X un vector que contiene las n

posibles posiciones donde estd definida la matriz Z(x,7) y 7 un vector que contiene los m
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posibles tiempos donde estd definida Z(x,7). La matriz Z (de » filas y m columnas) tiene

en cada elemento Z(i, j) el valor de la variable Z(x,7) para la posicion x; y el tiempo z;.

La descomposicion EOF de Z(i, j) se puede realizar de dos maneras: la primera es una
descomposicion espacial de la variabilidad y la segunda es una descomposicion temporal de
la variabilidad (Baldacci et al., 2001):

e La descomposicion espacial consiste en analizar los datos de la matriz Z, restdndoles

previamente la media espacial (Z,,, s6lo depende de 7):

Z(i, ) = Z(, J) = Logs (/) = Z(G, ) —;ZZ(/@J)
k=1
(AILD)
e La descomposicion temporal consiste en analizar los datos de la matriz Z , restandoles

previamente la media temporal ( Z,,, , solo depende de x):

2,4(6.1) = 20.]) - Zoge (1) =206, )~ 2. 230
i (AI12)

La descomposicion espacial destaca los gradientes espaciales, mientras que la
descomposicion temporal revela las variaciones en el tiempo. Para esta tesis se utiliza la

descomposicion temporal EOF', que se explica seguidamente.

Tras calcular Z, (ver ecuacion A.ll.1), matriz de » x m, ésta se pretende descomponer en

una base ortogonal de funciones de la forma:

Z,=FG'
(AIL3)
Donde el superindice " significa traspuesta; F es la matriz de n x n de los modos
espaciales, que resulta ser la matriz de autovectores de la matriz espacial de correlacion, la
columna i-ésima es el modo espacial f; (vector columna de n x 1):

f, |

F=[f,|f,|..[f,

(AIL4)

' La descomposicion temporal en EOF utilizada en esta tesis podra ser indistintamente temporal o direccional, en
funcién si la variable bidimensional Z es espacio-temporal o espacio-direccional, con lo que Z,,, se denotara

de manera general como Z,, .
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G es la matriz de m x n de las amplitudes temporales, la columna i-ésima es la amplitud

temporal g, (vector columna de m x 1):

G =|:g1|gz|"' 8| gn:'
(AIL5)
A partir de la definicion de la matriz espacial de correlacion Ry (matrizde n x n):
R,=Z7Z,Z,
(AIL6)

se puede relacionar con sus autovectores (f;) y autovalores asociados (4, ), por medio de la

ecuacion resoluble:

Rf; = Af;
(AIL7)

Con la ecuacion A.IL.7 se calcula F (definida en la ecuacion A.I1.4); una vez calculados los

modos espaciales, las amplitudes temporales se despejaran de la ecuacion A.I1.3:

G=27Z_F
T
(A.IL8)

De manera andloga a la descomposicion temporal se hard la descomposicion espacial (ver

ecuacion A.IL.2):

Z,=LM’
(AIL9)
donde L es la matriz de n x m de amplitudes espaciales y M es la matriz de m x m de

modos temporales, que se obtiene como los autovectores de la matriz temporal de correlacion
(Rp):

R, =Z/Z,
(A.IL10)
Las amplitudes espaciales se hallan despejando L de la ecuacion A.IL.9:
L=7ZM
(AIL11)
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Por lo tanto, y a modo de ejemplo, para reconstruir Z(x,7) a partir de la descomposicion

temporal con un numero reducido de modos, se hara:

Z(x,7) = Ly (x) +1,(x)g, (7) +1,(x)g, (7) +...+£,(x)g, ()
(AIL12)

siendo p menor que n, que es numero total de modos.

La manera de decidir cuantos modos tomar, es evaluando el porcentaje de varianza que
explican los p modos. Siendo la varianza que explica cada autovector su autovalor asociado
(Cieslikiewicz y Graff, 1996). Por lo tanto el porcentaje de varianza explicada por cada uno
(4)es:

(AIL13)

Si ordenamos los modos de manera decreciente segun sus autovectores (fi,f,,....f,,....f, con
sus autovectores ordenados de mayor a menor, 4 >4, >...2 4, >...> 4,), ¢l tanto por ciento

(%) que explican los p primeros modos es:

p

A

1004 —

DA

k=1
(AIL14)
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