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ABSTRACT. This manuscript is devoted to establish the Mathematical Foundations of the
Problem of Cutting Cakes, a static Resource Allocation Problem. This Problem, which goes
back to Banach, asks for a “method” to distribute a cake among n agents. The elementary
operation is “Cut & Choose”: someone cuts several pieces of cake and, then, agents choose
some of these pieces, according to their personal preference and taste. Agents preferences
are given by probability distributions on the cake. The ancestor of this problem is a classical
result due to A. Lyapunov: The range of a list of n probability distributions is a convex
and compact subset of R™. In Chapter 1, we exhibit a complete and detailed proof of this
Theorem, following (and fulfilling) a proof by P. Halmos of 1947. Lyapunov’s Theorem does
not suffice to our problem. In 1951, A. Dvoretzky, A. Wald and J. Wolfowitz proved a deeper
extension: The set of matrices of expectations of finite measurable partitions of the unit with
respect to a fixed list of probability distributions is convex and compact. Moreover, this set
agrees with the set of matrices of measures of finite partitions of the set with respect to the
same list of fized probability distributions. In Chapter 2, we exhibit a complete and detailed
version of their proof and, in Section 2.6, we add some original material, based on personal
reflections on this result: we introduce an operator (restructure), we study the stabilizer of
the DWW set, we prove that it is a conver and compact monoid and we exhibit how a per-
fect (proportional, envy free, fair and exact) partition may be achieved just using n “convex
cuts”. These ideas lead to pieces which are measurable sets. As, usually, measurable sets
are not constructible, these pieces of cake can hardly be described to the agents. In 1987,
N. Alon proved that there erists a perfect partition of the cake I = [0,1] in such a way that
each piece is a finite union of intervals and, hence, constructible (a semi-algebraic set). This
is an existential Theorem and the original proof had some flows that we have also fixed to
exhibit a complete and detailed proof in Chapter 3. The manuscript is completed with sev-
eral Appendices to help the reader: Appendix A recalls some basic notations and well-known
facts used along the manuscript, Appendix B shows short versions of some famous Cutting
Cake pseudo-algorithms and Appendix C shows a couple of images of Lyapunov’s paper.
KEY WoRrDS: Cutting Cakes, Range of a List of Measures, Polish Topological Spaces, Sto-
chastic Matrices, Convexity, Algorithms.

RESUMEN. Este manuscrito se dedica a establecer los Fundamentos Matemaéticos del Proble-
ma de Reparto de Tartas, un Problema de Asignacién de Recursos estatico. El problema, que
se remonta a Banach, demanda un “método” para distribuir una tarta entre n agentes. La
operacén elemental es “Cut & Choose”: alguien corta varios trozos de la tarta y, posterior-
mente, los agentes eligen algunos de esos trozo conforme a sus preferencias y gusto personales.
Las preferencias de los agentes son dadas por distribuciones de probabilidad sobre la tarta.
El antecesor de este problema es un resultado clasico debido a A. Lyapunov: El rango de
una lista de n distribuciones de probabilidad es un subconjunto convexo y compacto de R™.
En el Capitulo 1, mostramos una demostracién completa y detallada de este Teorema, sigu-
iendo (y completando) una demostracién de P. Halmos de 1947. El teorema de Lyapunov no
basta para nuestro problema. En 1951, A. Dvoretzky, A. Wald y J. Wolfowitz probaron una
extensién mas profunda: El conjunto de las matrices dadas como esperanzas de particiones
de la unidad medibles y finitas con respecto a una lista fija de distribuciones de probabilidad
es un conjunto compacto y convero. Mds aiun, este conjunto coincide con el conjunto de
la matrices de medidas de particiones del conjunto con respecto a la misma lista fijada de
distribuciones de probabilidad. En el Capitulo 2, mostramos una version detallada de su
demostracion y, en la Seccién 2.6, aportamos algin material original, basado en reflexiones
personales sobre este Teorema: Introducimos un operador (re-estructuracidn), estudiamos el
estabilizador del conjunto de DWW, probamos que se trata de un monoide convexo y com-
pacto y mostramos como un reparto perfecto (proporcional, libre de envidia, justo y exacto)
puede obtenerse realizando n “cortes converos”. Estas ideas solo conducen a trozos que son
conjuntos medibles. Como, usualmente, los conjuntos medibles no son constructibles, estos
trozos de tarta dificilmente pueden ser descritos a los agentes. En 1987, N. Alon demostré
que existe un reparto perfecto de la tarta I = [0,1] de tal modo que cada trozo es una unidn
finita de intervalos y, por tanto, constructible (un conjunto semi-algebraico). Se trata de
un Teorem existencial y la prueba original tiene algunos puntos dudosos que también hemos
corregido para mostrar una prueba completa y detallada en el Capitulo 3. EIl manuscrito
se completa con varios Apéndices como ayuda al lector: El Apéndice A muestra algunas
notaciones bésicas y resultados conocidos usados a lo largo del manuscrito, el Apéndice B
muestra versiones cortas de los métodos de reparto de tartas més famosos y el Apéndice C
muestra un par de imagenes del articulo de Lyapunov.

PALABRAS CLAVE: Reparto de Tartas, Rango de una Lista de Medidas, Espacios Topolégicos
Polacos, Matrices Estocésticas, Convexidad, Algoritmos.
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CAPITULO 0

Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria
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0.1. Introduccion

El Reparto de Tartas (Cutting Cakes) es el problema central de la cuestién de la distribucién
de recursos o bienes (resource allocation) entre una poblacién de individuos llamados
agentes o jugadores. La forma “popular” del problema es la siguiente:

PROBLEMA 1 (REPARTO DE TARTAS). Imaginemos una fiesta de cumplearios y un grupo de
ninos que participan. Alguien saca una tarta enorme y los ninos la rodean con diversas sen-
sibilidades. ;Cdomo podemos repartir la tarta en piezas de modo que cada nino esté satisfecho
tras el reparto?.

El lector, con sus experiencias lejanas o recientes, puede facilmente vislumbrar las dificultades
del asunto. Que no se engane el lector por los términos “nino” y “tarta” en el
enunciado del problema. Se trata de un problema de asignacién y redistribucién de recursos
entre agentes o jugadores, que pueden ser representados por estados, ciudadanos, empresas o
ninos. Un ejemplo histdrico, de los muchos que existen en la historia de la Humanidad, es la
serie de “Conferencias” de Teheran, Yalta y Postdam: tres agentes (representando a la URSS, el
Reino Unido y los Estados Unidos), se reine en una serie sucesiva de encuentros, para acordar
el reparto de las cuotas de poder (dreas de influencia) sobre el conjunto de la “tarta” global, a
posteriori de la Segunda Guerra Mundial. La insatisfaccion de los agentes que participaron en
el reparto se explica facilmente por la Guerra Fria que siguié.

i



ii 0. INTRODUCCION Y RESUMEN DE CONTENIDOS DE LA MEMORIA

Historicamente, diversos autores atribuyen el origen del problema a Hugo Steinhaus, Bronistaw
Knaster y Stefan Banach, que mantenian encuentros habituales en el “Scottish Caffé” de Lvov
(ciudad de Polonia por entonces). Las reflexiones de estos autores se plasmaron en el algoritmo
de Banach-Knaster (ver Subseccién B.2.3) y en el de Steinhaus (ver Subseccién B.2.2). Con
posterioridad varios autores enfrentaron y analizaron el problema con diversas estrategias y
reflexiones, algunas de las cuales describiremos en el Apéndice B. De todos modos, el objetivo de
este Trabajo Fin de Grado no es el de la descripcion histdrica del problema ni el de compilacion
de las diversas aproxrimaciones, sino el de establecer con rigor y detalle los Fundamentos que
subyacen al problema, que garantizan el sentido del mismo.

Ante todo, se trata de un modelo de recursos totales estaticos y no dindmicos. Los
recursos a distribuir (la “tarta”) son representados por objetos inamovibles “a priori”: sélo hay
una tarta a repartir y la tarta no aumenta o disminuye en el tiempo. Es una simplificacién
de modelos de redistribucion de la riqueza, que obedecerian a otras pautas mdas dinamicas. La
riqueza global evoluciona en el tiempo, conforme a las observaciones de la Economia, siguiendo
procesos dindmicos ain no clarificados, como demuestra el fracaso total de las predicciones
sobre las diversas crisis econémicas que han ido asolando a la Humanidad. En nuestro mo-
delo, nuestra “tarta” es un espacio topolégico fijo (X,.7), usualmente compacto, como
contexto a lo largo del reparto. En algunos casos, como veremos, la tarta se simplifica al caso
X =10,1], con la topologia usual.

El reparto de la tarta (X,7) supone la escisién en “pedazos”. En este sentido, los mode-
los pueden admitir pedazos definidos “a priori”, lo que responde a un modelo discreto. En
estas paginas no discutiremos el modelo discreto sino los modelos continuos de dis-
tribucién de recursos. Notese que el instrumento de reparto de tartas es usualmente un
cuchillo que corta piezas del espacio topolédgico (X,.7). Por simplicidad expositiva, supon-
dremos inicialmente que las piezas admisibles son conjuntos medibles de Borel, es decir, la
o—algebra (X, 7)) de los conjuntos medibles de Borel de la tarta (X, 7).

El modelo se basa en la percepcion subjetiva de los agentes y mo en un principio de equidad o
Justicia global. Que no se engane el lector por la palabra “nino” del enunciado. Los “ninos”,
como los estados o los ciudadanos de una sociedad, pueden ser inmaduros, incluso reivindicando
sus deseos. Pero en un instante dado (de nuevo el modelo es estético y no dinamico) tienen
gustos subjetivos, asumidos y vinculados a su sensacion de placer y satisfaccion. No es una
cuestion de racionalidad de los agentes o jugadores. Es una cuestion de satisfaccién subjetiva
e individual. Algunos “ninos-agentes” pueden gustar mas del chocolate, otros del merengue;
algunos de la crema pastelera, otros por la fruta escarchada e, incluso, por la galleta que soporta
el “recurso”. No es lo habitual, pero es plausible, algunos sentiran desagrado por el dulce. En
este sentido, cada nino mira a la tarta observando piezas que valora mas positivamente, mientras
otras las descartaria con agrado. Formalmente, el agrado o desagrado del “agente-nino”, que
llamaremos i, se mide a través de una distribucion de probablilidad p; sobre el total del recurso

(X, 7).

0.2. Distribucion de Recursos o Reparto de Tartas

0.2.1. Modelo Continuo del Reparto de Tartas (Continuous Resource Alloca-
tion). Con estas precisiones, el problema de repartos de tartas se define como sigue:
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PROBLEMA 2 (MODELIZACION (GENERICA) DEL PROBLEMA DE REPARTO DE TARTAS). Dado
un espacio topoldgico (X, .7 ), con conjunto de medibles de Borel B := B(X,T), definir un
procedimiento que resuelva el problema siguiente:

Dada una lista de agentes (o jugadores) {1,...,n}, cada uno de los cuales tiene asignada una
probabilidad sobre los subconjuntos medibles de Borel p; : B — [0,1], hallar una particion de
X en n conjuntos medibles de Borel

(le"'aXn) € ‘@n7

de tal modo que las percepciones de los jugadores sobre los distintos pedazos, en forma de matriz
con coordenadas reales;

(ﬂi(Xj)hgi,jgn € ///n(R)a

satisfaga las propiedades siguientes:

“Propiedades de satisfaccion individual o global (a definir en cada caso)”

DEFINICION 1 (DIVERSOS MODELOS DE SATISFACCION). Con las notaciones anteriores, algu-
nas propiedades de satisfaccion son:

i) REPARTO DE TARTAS JUSTO (O PROPORCIONAL): Cuando cada participante estima
que su porcion es, al menos, la parte “proporcional”:

Vi,1<i<mn, wpw(X;)>1/n.

i) REPARTO DE TARTAS LIBRE DE ENvVIDIA: Cuando cada participante estima que su
porcion es, al menos, tan valiosa como la que le ha tocado a los demads:

Vi, 3,1 < iy g <y pa(Xe) 2 pa(X5).

iii) REPARTO DE TARTAS POR DIVISION EXACTA: Cuando todos los participantes estdn
de acuerdo en el valor de cada una de las porciones repartidas:

iv) REPARTO DE TARTAS EQUITATIVO: Cuando todos los participantes muestran el mismo
grado de satisfaccion en términos del valor que asignan a la porcion obtenida:

Vi, j,1<i,5<n, pu(Xs)=p(X;).

OBSERVACION 0.2.1. Una de las variaciones que nos propusimos al inicio de la memoria pasaba
por generalizar el Problema a los casos de “redes de relaciones” o “vecindario”. En virtud de las
nuevas interpretaciones de la Antropologia (véase, por ejemplo, el texto [Bau, 17| de Z. Bau-
man). En concreto, sus alusiones al “vecindario”...definido en términos de lo prézimo...como
‘grupo de referencia’ utilizado como vara de medir la discriminacion sufrida...”. En otros
términos, el grado de satisfaccion del individuo, o el grado con el que mide la “discriminacién
sufrida” se mide, sobre todo, en funcién del vecindario, de los individuos en su prox-
imidad con los que cada agente se relaciona y, por tanto, con los que se compara.
Pero el concepto de “vecindario” ya no se mide en términos de distancias euclideas, modelo
de territorialidad fisica o étnica, por proximidad fisica, sino en términos de conectividad, me-
dido a través de las interacciones, territoriales o digitales, que cada individuo tiene con otros
individuos. Esto introduce un modelo de poblacién cuyo sustrato es un grafo que determina la
interconectividad de la poblacién de agentes o jugadores.

Todos nuestros desarrollos se adaptarian bien al caso de jugadores inmersos en redes; pero hemos
preferido omitir esa discusién porque aumentaria en exceso el tamano de nuestro Trabajo.

0.3. Principales Resultados de la Memoria

A fin de ayudar al lector, hemos introducido un Apéndice (cf. Apéndice A) en el que hemos
recopilado lo que consideramos terminologia béasica, asi como algunas propiedades conocidas
comunmente.
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0.3.1. Teorema de Lyapunov. El punto de partida del analisis del problema de reparto
de tartas (en conjuntos medibles) es un resultado cldsico de A.A. Lyapunov (cf. [Lyp, 40]).
Este enunciado se establece del modo siguiente.

DEFINICION 2. Sea (X,.7) un espacio topoldgico y B := B(X, T) la c—dlgebra de sus medibles
de Borel. Denotaremos por Q' (X, %) el conjunto formado por todas las distribuciones de prob-
abilidad sin dtomos (cf. Definicion 23) p: B — [0,1]. Llamaremos vector de probabilidades
de longitud n sobre (X, .7) a toda lista

o= (p1, ooy fin) € [Ql(X,%’)]n.

Llamaremos vector de probabilidades asociado a un conjunto medible de Borel E € A al vector

B(E) = (u1(E), .., un(E)) € [0,1]".

Llamaremos rango de Lyapunov del espacio topoldgico (X, T) con respecto a un wvector de
probabilidades pn = (p1, ..., pun) € [Q1(X, 9)]” a las imdgenes de los medibles de Borel de
(X,7) a través de p. Es decir, llamaremos rango de Lyapunov de (X, ) a través de p al
conjunto B B

Au(X, B) = {p(E) = (1 (B),..., un(E)) : E € B},
El Teorema de Lyapunov al que hace referencia esta Memoria es el siguiente:

TrEOREMA 0.3.1 (Lyapunov, cf. [Lyp, 40]). Con las anteriores notaciones, para cada vector
de probabilidades p € [QI(X, 93)]”, el rango A, (X, %) es un conjunto compacto y convezo.

En el Capitulo 1 mostramos una prueba completa y rigurosa de este Teorema de Lyapunov.
Ante las evidentes dificultades idiométicas de trabajar con el original de Lyapunov, hemos selec-
cionado una prueba alternativa debida a P.R. Halmos ([Hal,48]) por su poximidad temporal al
original de Lyapunov. El manuscrito de Halmos contiene algunas imprecisiones e inexactitudes
que hemos debido trabajar. Senialamos como aportacién propia de los Lemas 1.3.1 y 1.3.2, que
reemplazan una afirmacién de Halmos cuya veracidad no hemos podido precisar, ni tampoco
trazar a través de la propia obra de Halmos (ni siquiera en la monografia posterior del propio
Halmos que hace referencia al mismo asunto: [Hal,50])

0.3.2. El Teorema de Dvoretzky, Wald y Wolfowitz (DWW). El anterior resultado
de Lyapunov no parece relacionarse bien con el problema de reparticién de tartas hasta que no
introducimos una relevante extensién de dicho Teorema. Se trata del trabajo de A. Dvoretzky,
A. Wald, J. Wolfowitz [ DWW, 51]. Usaremos las mismas notaciones de la Seccién precedente.
Por simplidad de la exposicién, vamos a considerar espacios topoldgicos polacos (X, T) (ver
Definicién 35 del Apéndice A). Son aquellos espacios topoldgicos metrizables y completos que
poseen un sub-conjunto denso contable. En particular, los medibles de Borel de un espacio
topoldgico polaco constituyen una o—algebra generada por un conjunto numerable de elementos
(cf. Observacién A.3.1).

DEFINICION 3 (MATRIZ ESTOCASTICA ASOCIADA A UNA PARTICION). Con las notaciones de las
Secciones precedentes, sea (X, .7) un espacio topoldgico polaco, B := B(X,.T) la o—dlgebra de
sus medibles de Borel, p = (pi1,. .., ftn) € (Ql(X, %’))n un vector de probabilidades sin dtomos
definidas sobre . Sea

PZ: (Xl,...,Xm) Ge@m7

una particion finita de X en conjuntos medibles (i.e. X es la unidn disjunta de los medibles de
Borel X1,...,Xp). Llamaremos matriz asociada al vector p y a la particion P a la matriz:

L//&(P) = (Ni(Xj))lgign,1§j§m € Mpxm(R).

Denotemos por &,,,(X, %) C #™ el conjunto de todas las particiones de X como unién de m
conjuntos medibles de Borel.

DEFINICION 4 (MATRICES ESTOCASTICAS (POR FILAS)). Una matriz M = (%)) cicp1<j<m €
Mpxm(R) con n filas, m columnas y coordenadas reales, se denomina estocdstica por filas (o,
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simplemente, estocdstica en las pdginas que siguen) si satisface que x;; € [0,1] para todo i, 7,
1<i<n,1<j<my, ademds, para cada fila se satisface

m
E T 5 = 1.
Jj=1

Denotaremos por Sty,xm(R) al conjunto de las matrices estocdsticas con n filas y m columnas.

En el caso m = n, escribiremos St,(R) = St,x»(R) ¥ (St,(R),-) es un monoide (semigrupo
con unidad), donde “” es el producto usual de matrices. Obviamente, para cualquier vector
de probabilidades pu € [Ql(X, %’)]n y cada particién P € £, (X, %), la matriz asociada es
estocastica por filas.

M, (P) € Styxm(R).

La contribucién de Dvoreztky, Wald y Wolfowitz es la siguiente:

TEOREMA 0.3.2 (Dvoreztly-Wald-Wolfowitz, cf. [DWW, 51]). Con las notaciones pecedentes,
supongamos que (X, ) es un espacio topoldgico polaco y B la o—dlgebra de sus medibles
de Borel. Sea dado también un vector de probabilidades sin dtomos p = (11, pin) €

(Qx, %’))n Consideremos la siguiente familia de matrices estocdsticas:
DWWI™(X, B) := {Mu(P) : P € Pr(X,B)} C Strxm(R).
Entonces, el conjunto DWWL,m) (X, P) es un conjunto convexo y compacto.

El Teorema de Dvoretzky, Wald y Wolfowitz aporta el contenido matemaético del problema de
reparto de tartas (Problema 2), bajo la hipdtesis mas comun del “No crumbs left”: se supone
que toda la tarta es repartida entre los agentes-jugadores (es decir, no se dejan migas en el
plato). Asi, las matrices .#,(P) € DWWI(Ln) (X, B) representan los valores subjetivos que
asignan los distintos jugadores a un posible reparto definido por la particién en medibles de
Borel P € &,(X,%). Noétese que la hipétesis “No crumbs left” supone que el nimero de
jugadores coincide con el nimero de trozos y que DWW,En) (X, B) C St,(R).

OBSERVACION 0.3.3 (LA MATRIZ ESTOCASTICA Y DEL REPARTO DE TARTAS). El Problema 1
se traduce matricialmente por:

Dado un espacio topoldgico (X,J) y un vector de probabilidades p := (u1,..., ) sobre la
o—algebra % de sus medibles de Borel, hallar una particién P := (Xy,..., X,) € £, (X, B) de

tal modo que la matriz asociada .#,(P) € DWWén) (X, P) satisfaga las condiciones siguientes:
i) REPARTO DE TARTAS JUSTO (O PROPORCIONAL): Los elementos de la diagonal de
M, (P) son mayores que 1/n, i.e.:
Vi, 1 <i<mn, u(X;)>1/n.
ii) REPARTO DE TARTAS LIBRE DE ENVIDIA: En cada fila de la matriz estocdstica
A,,(P), el méximo se alcanza en un elemento diagonal, i.e.:

iii) REPARTO DE TARTAS POR DI1vISION EXACTA: Todas las coordenadas de las columnas
de la matriz .7, (P) son iguales, i.e.:
iv) REPARTO DE TARTAS EQUITATIVO: Todos los elementos de la diagonal de la matriz
A, (P) son iguales, i.e.:
Vi, 5,1 <5 <n,  pi(Xs) = p(X5).
En el Capitulo 2 daremos una demostraciéon completa y pormenorizada del Teorema de Dvoret-
zky, Wald y Wolfovitz, completando los detalles de [DWW, 51]. En la Seccién 2.6 aportamos

material original para un ulterior estudio del conjunto DWW;S") (X, PB). La primera observacién

fundamental que aportamos es la invarianza del conjunto DWW;) (X, PB) bajo la accién de
multiplicar a la derecha por matrices estocasticas (ver Proposicién 2.6.2). Otras aportaciones
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entroncan con la modelizacién de Robertson-Webb para una algoritmica del reparto de tartas.
A continuacién resumimos nuestras principales contribuciones en esta Seccién 2.6.

0.3.3. El Protocolo Robertson-Webb: Cut&Choose. En [RW,97] y [RW,98], J.M.
Robertson y W.A. Webb definen la operacién bésica sobre la que establecer con propiedad una
nocion de algoritmo de reparto de tartas y la posibilidad de un analisis de su complejidad:
Cut&Choose. El principio bésico de su modelo de operacién es el siguiente:

i) Una tarta fija (X, %) que supondremos espacio topolégico.
ii) Un ntmero finito, n € N, de jugadores, con gustos diferenciados, representados por
un vector de probabilidades sin dtomos p = (pi1, ..., in).
iii) Una cantidad finita PLATOS AUXILIARES m € N.
La operacion elemental se define mediante:

INPUT: Una particién &£ = (Xq,...,X,) € P, (X, %) en la que cada jugador tiene un
pedazo de la tarta, representado por el medible de Borel X; € 4.

Cut: Un agente externo (o un jugador) procede a extraer pedazos de cada uno de los
jugadores. Para ello, elige un multi-indice k = (k1,...,k,) tal que k1 + -+ + k, = m (i.e.
coincide con el nimero de platos auxiliares). Seguidamente, extrae k; pedazos del pedazo X;
asignado al jugador i. Esto da un refinamiento de la particion de la tarta con la descomposicién
como unién disjunta:

. . . ki
Xi = XX, UXiw), X=X\ [ U Xix,
j=1
Finalmente deposita los pedazos extraidos ((X1,1,.--,X1.4,) -5 (Xn1,---,Xnk,)) en los m
platos auxiliares y los pone a disposicién de los jugadores.
Choose: En la fase de eleccién, cada jugador selecciona alguno (o ninguno) de los pedazos
y los incorpora a su parte. La regla “No crumbs left” supone que no se deja nada en los platos

auxiliares y se obtiene una nueva particion @ = (Yi,...,Y,) con nuevas asignaciones a los
jugadores.
OuTPUT: La nueva particién Q = (Y7,...,Y,).

A partir de esta operacién béasica, un algoritmo de reparto de tartas serd una secuencia finita
de operaciones Cut&Choose. En este punto, debemos ya aclarar que esta pseudo-definiciéon
de Robertson-Webb es altamente difusa e incompleta y que ni es admisible como nocién de
algoritmo ni respeta ninguna de las formas equivalentes de la Tesis de Turing-Church. Esa es
parte de la discusiéon que se hace como consecuencia de los resultados de la Seccién 2.6.

En primer lugar, en la Subseccién 2.6.1 se ofrece un modelo matricial de esta operacién elemen-
tal de Robertson-Webb. Seguidamente, en la Subseccién 2.6.2 mostramos como la operacién
Cut&Choose se modeliza mediante un operador que hemos denominado operador reestruc-
turacion (ver Definicién 9) y que actiia sobre DWW (X, %) del modo siguiente:

(0.3.1) Mu(Q) =Y Eqy - Mu(P) - M,
=1

donde M; € Sty (m+n)(R) son matrices estocasticas por filas y E) € ., (R) es la matriz
cuadrada que tiene un 1 en al coordenada (I,1) y ceros en el resto de sus coordenadas.

. . n . . ., .
Observemos que si bien DWW,E )(X , %) es invariante por la accién a derecha de las matrices
estocdsticas, es invariante por la accién del operador reestructuraciéon solo en circustancias
muy excepcionales (ver Proposicién 2.6.4 donde se caracteriza esta invarianza). A continuacién

se introduce la clase de operadores Stab(ﬁn) (X, PB) que responde a las reestructuraciones que
dejan invariante DWW&(H)(X ,%). En el Teorema 2.6.5 hemos demostrado algunas propiedades
bésicas de Stab(ﬁn)(X ,%). Por ejemplo, probamos que Stab(ﬁn) (X, #) es un monoide compacto
y convexo y que todo operador en Stab,(in) (X, %) posee un punto fijo dado como una matriz
M e DWW;) (X, #) cuyas filas son vectores estacionarios.

Estudios mas avanzados de Stab(ﬁn)(X , ) se salen del alcance de este Trabajo de Fin de Grado.
Sin embargo, visto que, salvo situaciones excepcionales, hay operadores reestructuracién que no
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preservan DWW,E")(X , %), decidimos analizar formas mas sencillas de la operacién elemental
considerada por Robertson-Webb. Asi, en la Subseccién 2.6.3 introducimos el “corte convexo”
(convex cut, ver Definicién 11). La condicién de corte convexo utiliza fuertemente la propiedad
de que el vector de probabilidades p es convexo (cf. Lema 1.2.6). En la Proposicién 2.6.7,
probamos que la restriccién a cortes convexos es equivalente a la accién de multiplicar por la
derecha por matrices estocésticas (o, equivalentemente, equivale a suponer M; = --- = M,
en el operador reestructuracién). A pesar de haber restringido fuertemente el tipo de cortes
admisibles, en la Proposicién 2.6.8 probaremos que el problema del reparto de tartas
en conjuntos medibles es resoluble con un “algoritmo” que realiza tantos cortes
como jugadores, usando solamente 1 plato auxiliar y cortes convexos. Ademads, el
“algoritmo” usa solamente el “conocimiento” de las medidas involucradas para definir los cortes;
pero la “tasa” de corte es independiente de las medidas consideradas. Esto es fuertemente
paraddjico y genera preguntas naturales sobre la inconsistencia de los planteamientos usuales del
problema de reparto de tartas. Adicionalmente, probaremos que la matriz (%) (que representa
un corte ideal, que satisface las condiciones justo, libre de envidia, proporcional y equitativo)
se puede obtener como el producto de n — 1 matrices estocédsticas por la matriz asociada a la
particién Py = (X, 0,...,0). Més técnicamente, probaremos el resultado siguiente:

Dada la siguinte matriz

1 n n
(0.3.2) () =1 : € Mn(R),
n :
1 1
n n
existen matrices estocésticas Si, ..., S, € St,(R) (asociadas a n cortes convexos) tales que

1
() = AP0y 515, c DWWLIx,9),

donde Py = (X,0,...,0) € Z(X,B).

OBSERVACION 0.3.4 (Critica al uso del término “Algoritmo”). Obviamente, nuestras re-
flexiones en esta ltima seccion del Capitulo 2 se definen sobre la base de la nocién, cominmente
aceptada, de “algoritmo” usado en el contexto de “Reparto de Tartas”. No es muy razonable
suponer que el Input de un algoritmo sea un vector de probabilidades . Tampoco es razonable
que uno pueda “acceder” a la informacién aportada por u a la hora de realizar un corte (sea
0 no convexo). Finalmente, no queda nada claro cémo se puede devolver una lista de conjun-
tos medibles (Xi,...,X,) como Output. Desde luego, todo el modelo se sale de la Tesis de
Turing-Church, como ya se habia indicado. Pero si admitiésemos, incluso, un modelo abstracto
(e irreal) como el modelo de real Turing machines (el modelo de [BIShSm, 89]) la codificacién
de un conjunto medible mediante real Turing machines es inaccesible, genera indecibilidad (ver
los conjuntos de Julia o de Mandelbrot como indecidibles de [BICuShSm, 98]) y ni siquiera
esta demostrado que los algoritmos al uso en el Reparto de Tartas den como resultado conjuntos
definibles mediante real Turing machines.

0.3.4. El Teorema de Alon. Una alternativa a nuestras reflexiones precedentes pasa por
la tendecia mas comun entre quienes, recientemente, reflexionan sobre el problema de reparto
de tartas: Simplifiquemos todo el contexto. Para ello, reducimos el problema, simplificando las
condiciones del modo siguiente:

i) La “tarta” (X,.7) se reduce al caso X = [0,1] C R con la topologia usual .7,.
ii) Los “pedazos” de tarta admisibles no serdn todos los medibles de Borel en #([0, 1], 7,,)
sino solamente admitimos pedazos dados como uniones finitas de intervalos.

Frente a lo discutido sobre la definibilidad de los medibles de Borel, el uso de uniones finitas
de intervalos garantizaria que el “Output” de nuestro algoritmo es definible: una unién finita
de subintervalos de [0, 1] es simplemente un subconjunto semi-algebraico de [0, 1]. Recordemos
que los semi-algebraicos son los conjuntos definibles y constuctibles en la Teoria de 1°* Orden
sobre cuerpos realmente cerrados. No vamos a entrar aqui en el conocimiento de la Geometria
Algebraica Real; pero si nos centramos en la respuesta a la siguiente pregunta:

PROBLEMA 3. Con las restricciones 1) y ii) anteriores, gexisten repartos de tartas justos, pro-
porcionales, libres de envidia o equitativos dados como uniones finitas de intervalos?
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La respuesta a este Problema es afirmativa gracias a un resultado de N. Alon (cf. [A, 87])
que demostraremos en el Capitulo 3. El Teorema de Alon usa inteligentemente una versién del
Teorema de Borsuk-Ulam generalizada a t-coloraciones, proveniente del Trabajo [BaShSz, 81].
Omitimos la revisién de la prueba del resultado de [BaShSz, 81], dada la limitacién temporal
y fisica de un Trabajo de Fin de Grado como el presente. En todo caso, el Capitulo 3 se
dedica a exhibir una demostracién completa de cémo usa [A, 87] este Teorema de punto fijo.
Sin embargo, se ha realizado un esfuerzo por completar algunas inexactitudes en el trabajo de
[A, 87], por ello es destacable la contribucién del Lema 3.3.8 para poder concluir el Teorema
de Alon. El resultado que se exhibe como principal de este Capitulo es el siguiente resultado
que generaliza el Teorema de Hobby-Rice (cf. [HoRi, 95].

TEOREMA 0.3.5 ([A, 87]). Sean € N un entero positivo y sea p = (1, ..., ) € [Q21([0, 1])](")
un vector de probabilidades continuas (ver Definicidn 29) sobre el intervalo [0,1] con la topologia
usual. Supongamos que la variacion total ||| no se anula sobre intervalos de interior no vacio.
Entonces, existe una familia % de subintervalos de [0, 1], que definen una particion y de cardinal
#(F) = (n — 1)n, satisfaciendo:

Eziste una particion de &

de tal modo que los conjuntos
Fi= |J I, 1<i<n,
TEA(D)

verifican
1
we(Fy)=—, Vi,¥¢,1<i<n,1<{<n.
n

En particular, la particion F = (Fy, ..., F,) € 2,([0,1]) es una particion donde cada medible
de Borel es unidn finita de intervalos (y, en particular, definible) de tal modo que
1

Mas aiin, la particién F puede obtenerse realizando (de manera no uniforme) O(n?) operaciones
elementales de Cut&Choose.

Este Teorema es un resultado meramente existencias, cuya prueba se basa en un Teorema de
Punto Fijo (de ahi el uso de la expresién “no uniforme”). Indica que existe una manera de hacer
una excelente particién con O(n?) operaciones elementales, pero no se tienen pistas sobre cémo
hacerlos algoritmicamente. El reto, obviamente, consiste en uniformizar dicho resultado, pero
se sale del alcance de este Trabajo de Fin de Grado. Debemos senalar que la demostracion
de Alon posee algunas imperfecciones, que hemos debido resolver (el Lema 3.3.8 es
nuestra contribucién original a este Capitulo).

0.3.5. Apéndices Finales. El trabajo presentado se finaliza con tres Apéndices para
simplificar su lectura. El Apéndice A contiene parte de la terminologia bésica entre la usada
en esta Memoria asi como algunos resultados tedricos que son o bien bésicos o son usados
de manera transversal en las demostraciones exhibidas en la Memoria. El Apéndice B estd
dedicado a exhibir algunos de los “algoritmos” méas famosos en la literatura sobre el problema
del reparto de tartas. Los hemos incluido de manera sucinta a modo de ilustracién del interés
sobre el problema. Adicionalmente, en la Seccién B.5, hemos incluido la demostraciéon de otro
resultado, debido a G. Cheze (cf. [Ch, 17]), que usa el Teorema de Borsuk-Ulam para mostrar
un resultado similar al Teorema de Alon (cf. 0.3.5 precedente) para concluir la existencia de un
reparto cuya matriz asociada tiene sus elementos diagonales iguales a % En un dltimo Apéndice
C hemos incluido copias de la primera y tltima pédginas del articulo original de Lyapunov,
incluyendo las pocas frases en francés que, al final, resumen sus principales resultados.
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1.1. Introduccién

Como ya se ha indicado en el Capitulo introductorio (Seccién 0.3.1), en este Capitulo nos
dedicaremos a exponer una prueba completa del siguiente Teorema de A.A. Lyapunov, siguiendo
la prueba descrita por P.R. Halmos en [Hal,48]. El Teorema al que hacemos referencia (Teorema
0.3.1 de la Introduccién) es el siguiente

TEOREMA 1.1.1 ([Lyp, 40], [Hal,48]). Sea (X,.7) un espacio topoldgico y sea B = B(X, T)
el conjunto de sus medibles de Borel. Sea

= (H17"'7un):%—>Rna

un vector de medidas finitas, no megativas y sin dtomos, definidas sobre 98. Entonces, el
siguiente conjunto (llamado rango de Lyapunov de p1) es compacto y convezo:

Au(X, %B) ={(E) = (1 (E),...,un(E)) E € B}
1.2. Sobre la convexidad

Comencemos probando la convexidad del rango de Lyapunov en esta primera Seccién.

LEMA 1.2.1. Si p € [QUX,B)|" es un vector medidas finitas, no negativas y semi-convezo
(ver Definicion 27 del Apéndice A) y E es un conjunto medible en (X, %), entonces existen
{E, : r € N} subconjuntos medibles de E tales que para cada k € N y cualesquiera k enteros
PoSitivos 11, ...,TE se cumple

1
(1.2.1) wE, N...NE,)= ﬁH(E)
DEMOSTRACION. Para demostrar este Lema construiremos inductivamente la sucesién { £, :
r € N}. Para r = 1, como p es semi-convexa entonces existe Fy C FE, medible, tal que

w(Ey) = 3pu(E). Tomamos éste como el primer elemento de la sucesién de subconjuntos del
enunciado. Ahora supongamos que existen E1,..., E,. conjuntos medibles tales que satisfacen
las hipétesis del teorema, con ellos construiremos inductivamente el siguiente término E,.
Para ello consideramos

(1.2.2) E(er,...,e,):=E'N...NEr",
en donde ¢; € {0,1}, 1 <i<r, Al:= Ay A" .= F\A.

AFIRMACION. Dada una familia finita {E1, ..., E.} C B de subconjuntos de E medibles tales
que para cualquier subconjunto J C {1,...,r} se tenga que
1
H(ﬂ Ej) = 2#(J)H(E)v
jeJ

en donde #(J) representa el cardinal de J. Entonces para cada € = (€1,...,6,) € {0,1}",
H(E(ela cet 67“)) = Q%H(E)
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DEMOSTRACION. Vamos a probar esta Afirmacién por induccién en #g, el ntimero de
coordenadas nulas en € = (e1,...,¢.) € {0,1}".

e Si #o(¢) = 0, entonces ¢ = (1,...,1). Se tiene, entonces, que pu(E(1,...,1)) =
w(E1N...NE;) = 5u(E) por hipétesis.

e Sea ahora € tal que #g(e) = k + 1. Supongamos que la Afirmacién es cierta para
cualquier § € {0,1}" con #0(d) < k. Sin pérdida de la generalidad, podemos suponer
que las coordenadas de € estdn ordenadas de tal forma que las primeras k + 1 coorde-
nadas son 0’s (a la izquierda) y las siguientes n — k — 1 coordenadas son 1’s. Asi, para
el valor € que satisface la separacién de 1’'s 'y 0’s y #o(¢) = k + 1, tendremos

Ee)=(E\NE,)N---N(E\ Ext1) N EgyoN---NE,.
Definamos
A=(E\E))N---N(E\ E) N EgyanN---NE,.,
y consideremos su descomposicién mediante
Ay = AN Egqa,
Ay = AN (E\ Eg41).
Observemos que As = E(€) y que A es la unién disjunta de A; y Ao, i.e.

A:Aiyb

Por hipétesis inductiva, como #o(A1) < k, p(A1) = 5=p(E). De otro lado, consid-
eremos la familia 8" = {E;:i€{1,...,7r}\ {k+ 1}}. Esta es una familia de r — 1
conjuntos medibles y, obviamente, satisface la hipétesis de la Afirmacién, porque tal
hipétesis es vélida para todo subconjunto J C {1,...,7} y lo mismo serd vilida para
todo subconjunto J C {1,...,7}\ {k + 1}. Observamos que A = E’(J), donde E’
es el conjunto medible definido en la Ecuacién (1.2.2) sobre la familia &’, con r — 1
elementos y #0(0) = k. Aplicando la hipétesis inductiva, concluimos que

1

u(A) = 5o u(E).
Se concluye que
1 1
ot E) = p(A) = p(Ar) + p(A2) = o u(E) + p(Ay).
Luego p(E(e)) = p(As) = 5 p(E), y queda probada la Afirmacién.
O
Como /4 es un vector de medidas semi-convexas, para cada r € Ny cada € = (e1,...,€.) €
{0,1}", existe un conjunto medible F(¢) C E(¢) tal que
1
H(F(©) = Su(B(e).

Definamos E,; C E como el conjunto medible dado por las uniones de todos los F'(¢) antes
citados. Esto es,

E.p= |J Flo.

e€{0,1}7
Para concluir la prueba del Teorema debemos demostrar que la nueva familia {Ey,...,E.41}
sastisface lo siguiente:
Para cualquier subconjunto finito J C {1,...,r + 1}, se tiene que

1
H( ﬂ Ej) = 9#(J) H(E)
jedJ

Para verificarlo, supongamos solamente los J C {1,...,r+1} tales que r+1 € J. El resto de los
casos se verifican por hipédtesis inductiva (caso r). Supongamos entonces que J = {ry,...,rg,r+

1} y #(J) = k + 1. Nétese que la interseccién

ErJrlmErl mnErkv
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es la unién de algunos de los conjuntos F'(€) con € € {0,1}". Sin embargo, por la definicién de
E(e), ocurre que si € = (€1,...,€,) contiene algiin 1 en algin lugar en {ry,...,7;}, entonces
E(e)NE, N---NE. =0. Por tanto, la familia

&={ec{0,1}": F(eNE,N---NE,. #0},

estéd contenida en
I ={ec{0,1}": &, =0, 1 <j <k}

Nétese que #(.#) = 2"~*, dado que cada ¢; admite dos valores, salvo los €, que s6lo admiten
el valor 0. De otro lado, si € € .#, entonces u(E(¢)) = 5-u(E) # 0. Con lo que E(e) # 0y
W(F(€)) = 52 p(E) # 0. Concluimos asf que § # F(e) C E, 1 NE,, N---NE,, y que

E, i NE, N---NE, = | F(e).

ecS
Dado que Ve, d € {0,1}", F(e) N F(8) = 0, concluimos
1 1 1
W BB = Y u(F(E) = #05) (en(B)) =2~ (5za(B)) = seeen(B).
€S
Y el Lema queda demostrado. O

LEMA 1.2.2. Todo vector de medidas finitas, no negativas y semi-convero es convero (ver
Definicion 28 en Apéndice A).

DEMOSTRACION. Sea F un subconjunto medible en (X, %). Sea {E, : r € N} una familia
de subconjuntos medibles de E que satisfacen las condiciones del Lema 1.2.1. Denotaremos por
E, C X el conjunto medible dado por la siguiente identidad

E, = lirrgior.}fEr = [j ﬁ E,
i1=1r=1

Construimos la funcién ¢ : E — R de tal manera que:

0 x € F,

¢(z) = { 20, 2 en otro caso

En donde x;(z) representa la funcién caracteristica de F;. Claramente 0 < ¢(x). Y se tiene

que
o0
Xi(z) 1
21 ;=1: 91

La desigualdad es estricta. De darse la igualdad, eso significaria que x;(z) = 1 para todo
i € Ny entonces x € F,, lo que significarfa ¢(z) = 0 contrariamente a lo supuesto. Por lo
tanto 0 < ¢(z) < 1. Ademds, la funcién ¢ es medible. Para ello bastarfa ver que ¢p—*(A) es
un medible en (X, %) para cualquier abierto de A de [0,1). Si A es abierto, z € Ay x # 0
entonces z € (0,1),

o

i=1

— Xi(2)
2i

i=1

Luego si la expansién binaria de x es la sucesion dada mediante

¢ Hr)={2€E:

=z}

[e )

T
QJZZ?E, JL‘iE{O,l}.

i=1
Entonces,
¢~ (x) = U E;,
i,ZEizl
que es medible en E. Ahora, dado que A C (0, 1) abierto, tendremos que

¢~ (A) = |J o7 ({a}).

z€EA
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Aunque parece una unién no numerable, sin embargo, es unién numerable de algunos de los
conjuntos {E, : r € N}. De hecho,

d A = U{ET : Jz € A, y la r-ésima coordenada de z en su expansién binaria es 1},

que es una unién numerable de medibles y, por tanto, medible. Todo abierto A en [0,1) es o
bien A C (0,1) o bien 0 € A en cuyo caso A = {0} U (AN (0,1)). En el primer caso, ¢~ 1(A) es
medible en (X, %) como ya hemos visto y en el segundo caso,

o1 (A) = ¢ ({0 U™ (AN (0,1)) = E. U¢~H(AN(0,1)),

que es la unién de dos medibles y, por tanto, medible.
Tomemos ahora un nimero racional diddico A = 2% En donde r e Ny k € {1,...,2"}, primos

entre si. Probemos ahora la siguiente Afirmacién para nimeros diddicos.

AFIRMACION. Con las anteriores notaciones, si A es un nimero diddico, la igualdad siguiente
es cierta

{zeFE: ¢(z) < A\}=E.U{z € E: Xn:xz(x)</\}

3
i=1
DEMOSTRACION Se probara por doble inclusién.

e Demostracion de C. Supongamos que ¢(z) < A. Pueden pasar dos cosas:
— Supongamos que ¢(z) = 0. En este caso pueden ocurrir dos cosas. Puede ocurrir
que x;(z) = 0 para todo i € Ny por lo tanto Y .-, XTm =0<A
O puede ocurrir que ¢(x) = 0 porque = € E,. De cualquier modo, se satisface la
inclusion.
— En otro caso se tiene que 0 < ¢(x) < A. Notar que
n o0
(x (x
% < % = ¢(z) <A,
i=1 i=1
por lo tanto se da la inclusion.
e Demostracion de O. Para esta inclusion hay que notar dos cosas.
— En primer lugar

o0

=1 1 1 1
Lyt wl T ET

— Cualquier nimero diddico, A; € [0, A), se puede expresar como A\; = Y .._; ;—é con
a), € {0,1}. Y por lo tanto la distancia entre dos niimeros diddicos consecutivos
es mayor que 2%

Como A1 < A se tiene que A < %7 por lo tanto debe existir un a = 0. Sea t el
entero positivo mayor tal que a} = 0 y sea

1
)\2 = )\1+§u

es decir, la expansién de Ay coincide con la de A\; salvo en la posicién t-ésima. Se
tiene que Ay es diddico y obviamente ¢t < r por lo que la distancia entre ambos
diddicos es mayor que 2%

Con las dos consideraciones anteriores, seaz € {e € E: Y., _, XiQ(f) < A}, se tiene
que:

e xilm) & x| = @)
olz) = A = +_Z 9i
1= 1= i=r+1

Por lo tanto el valor de ¢(z) depende de % XiQ(f) que, por la primera obser-
1

vacién, es menor que 5-. Se tiene que Y., xi(2) ~ )\ toma valores diddicos v que

27 21
Z;’irﬂ X"z(f) < 2%, por lo tanto no se alcanza el diddico siguiente en ¢(z) por lo que

debe ser ¢(x) < A. Por lo que satisface la inclusién D para {z € E: >, X"z(f) < AL

Y, por otro lado, es obvio que E, estd contenido en {z € E : ¢(x) < A}, pues si
x € E, entonces ¢(x) = 0y, obviamente, ¢(x) < A. O
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Queremos probar que A:={z € E:Y._, X‘é(f) < A} es la unién de k conjuntos de la forma
E(ey,...,€.) descritos en el Lema 1.2.1. Para ello nétese que

k- a;2" 7+ +a,
P 2r ’
con a; € {0,1}, para algun j € {1,...,r}.

Consideremos los conjuntos

A

(1.2.3) E,...,0,€¢,...,€),
tales que €, ..., €, se corresponden con la expasién binaria de los enteros k' < k. Claramente,
cada uno de estos conjuntos estard contenido en A. Esto es porque, considerando k' y su
expansién binaria €;,..., ¢, si e € E(0,...,0,¢;,...,€,) entonces
T
(e K
2t 2r
i=1
Ademés, es obvio que hay k conjuntos del tipo E(0, ..., 0,€;, ..., €.) (ya que existe una biyeccién
entre los conjuntos de este tipo y {0,...,k — 1}, cuyo cardinal es k). Por otro lado, si e € A,
definiendo ¢; = x;(e) parai € {1,...,r}, se tiene que
T
i(e k'
XZ(‘ ) - < A,
2t 2r
i=1
por lo que es claro que e pertenecerd al conjunto E(0,...,0,¢€;,...,¢.), que forma parte de
la familia de conjuntos definidos en la Identidad (1.2.3). Es claro que la familia de conjuntos
E(e1,...,€-) es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, por lo tanto

p{zeE:Y Xi(f) <Ab) = 2’“7H(E) = \u(E).
=1

Es de interés saber u(FE,). Para ello nétese que

w(E) = p(lJ ) Er):
i=1r=1
si definimos A; = ﬂf’;l E,, es obvio que Ay C Ay C--- C A; C.... Por lo tanto se tiene que

w(B) = Jim p(() E),
que por la Ecuacién (1.2.1), se tiene que
1
u(Ey) = lim lim ?H(E) =0

1—>00 I'—> 00

Por lo tanto, al unir a A algo de medida 0 se tiene que
u({z € B : ¢(x) < A}) = u(E)

Por lo que hemos probado que para cualquier A diddico existe una funcién medible ¢ que
satisface la definicion de convexidad. Falta estudiar lo que ocurre cuando A es no diadico.

Sea A no diddico, esto es, su expansién como y .-, 5t es infinita. Se tiene que

g
J{ecE :¢(e)<22—§}:{e€E cp(e) < A}
i€N j=1
Lo probaremos por doble inlcusién

e Demostracion de C. Es obvio.

e Demostracion de D. Sea e € E tal que ¢(e) < A, por ser A el limite de las sumas

parciales
i

Si ::Z%,

Jj=1
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se tiene que para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng se cumple que
A —Sp| <e.

Sea € = A — ¢(e), que por ser ¢(e) < A se cumple € > 0. Por lo tanto, existe ng tal
que, para ese mismo 7y

A= Sp| <e=A—o(e).

Ademds Sy, < A por lo que se tiene que

no

¢(6) < Sno = Z

j=1

4
27

Lo que implica que se satisface la inclusién.

Como la sucesién de conjuntos es mondtona creciente se puede extraer el limite y se tiene que
i
. a;
u{z € E : ¢(x) < A}) = lim g 2 u(E) = Mu(E),
o0 27
j=

cuando A no es diddico, como se queria ver. (|

LEMA 1.2.3. Sea p un vector de medidas finitas, no negativas y convexo y sea E un subconjunto
medible de (X, 937) Con las notaciones precedentes, definimos el conjunto K(u, E) como el
conjunto de todas las funciones medibles ¢ : E — R con 0 < ¢(x) < 1, para todo x € E, tales
que p({x € E : ¢p(x) < A\}) = AMu(E) para 0 < XN < 1. Si¢p € K(u,E) y si v es un vector
de medidas finitas absolutamente continuo con respecto a p (ver Definicién 30 del Apéndice A)
entonces v({x : ¢(x) < \}) es una funcién continua de X, 0 < A < 1.

DEMOSTRACION. Usaremos las notaciones sobre continuidad absoluta entre medidas y las
notaciones sobre variacién total descritas en las Definiciones 25 y 30 del Apéndice A. Podemos
suponer que v es una medida v, ya que la continuidad de G(\) := v({z : ¢(z) < A}) depende
de la continuidad de cada una de las componentes G;(A) = v;({z : ¢(x) < A}).

El objetivo es ver que para todo € > 0 existe un 6’ > 0 tal que si [Ay — A| < ¢’ entonces
lv({z : d(x) < Aa}) —v({z : ¢p(x) < A1})| < €. Podemos suponer que 0 < A\; < Ay < 1.

Al ser v absolutamente continua respecto de p se sigue que (ver la Proposicién A.1.8) para
cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que para cualquier conjunto medible F de (X, B) si
Il (F) < 6 se tiene que |v|(F) < e.

Tomemos FF = {x € E : A} < ¢(x) < Aa}. Esclaroque F={z € E : ¢(x) < M }\{z € F :
o(x) < A}. Si A, B son conjuntos medibles de (X, %) se tiene que

1(A) = WA B) + p(AN (X\B)),
si B C A se tiene que ANB =By AN X\B = A\B. Por lo tanto
[l (F) = |p(F)lly = [[p({z € E = ¢(x) < X2}) —p({z € E = d(x) < M}l =
= (A2 = M)[p(E)] <6,

donde ||-||; denota la norma 1 en R™, mientras que la primera igualdad viene dada por la
Proposicion A.1.7. Ademaés

[v{z e E : d(x) < X)) —v({x € E : p(x) < M })| < [VI(F) < e,
nétese que en este caso no se da la igualdad debido a que v no es necesariamente no negativa.

Tomando §" = Hu(%)\ll se sigue la continuidad de G respecto de . O

LEMA 1.24. Si p es un vector de medidas convexo y E y F son dos conjuntos medibles de
(X, B) se tiene que para cualquier X con 0 < X\ < 1 existe un conjunto medible de (X, ),
C(N), tal que
i) CO)=FyC(1)=F.
ii) 1(CN) = (1= Na(B) + Au(F)
iit) Si ademds existe un vector de medidas v finitas y no negativas, absolutamente continuo
respecto de u, entonces v(C(X)) es una funcion continua de .
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DEMOSTRACION. Consideremos las clases K(u, E\F) y K(p, F\E), y dos funciones med-
ibles ¢ : E\F — Ry ¢ : F\E — R tales que ¢ € K(u, E\F) y ¢ € K(u, F\E). Y
consideremos el conjunto

CA):=(ENF)U{z e E\F :¢(x) <1-AU{z e F\E :¢(x) <A},

que obviamente es medible. Para probar i) hay que notar que por un lado

{r e E\F :¢(x) <1} =E\F, {ze€E\F :¢(x) <0} =0,
y por otro lado

{re F\E :¢Y(z)<1}=F\E, {re€ F\E :¢(z) <0} =0.
Por lo tanto se tiene que

CO)=(ENF)U(E\F)=E, C(l)=(EnF)U(F\E)=F.
Para probar i) hay que notar que {x € E\F :¢(z) <1 —-A}ty{z € F\E :¢(x) < A} son
disjuntos entre si y disjuntos con E'N F' por lo que se dan las siguientes igualdades

wWCN) =pENF)+p{z e E\F :¢(x) <1-A}) +pu{r e F\E :¢¥(z) <A}) =

= W(ENF) + (1 - Nu(E\F) + Mu(F\E),
sumando y restando Au(E N F') y organizando los sumandos resulta
w(CN) =1 =N [wENF)+u(B\F)] + X [u(ENF) + p(F\E)] =
(1= Nu(E) + Au(F)
Y por tltimo para probar i) hay que notar que
UCN) = W(ENF) +v({z € E\F :6(z) <1-A}) +v({e € F\E : (x) < A}).

Se tiene que el primer sumando, v(ENF’) es una funcién constante, luego continua como funcién.
Por el Lema 1.2.3 anterior tanto v({x € E\ F : ¢(z) < 1—A}), como v({z € F\E : ¢(x) < \})
son funciones continuas de A\. Como la suma de funciones continuas es continua, se tiene que

v(C()N)) es continua de . O

LEMA 1.2.5. Sip = (p1,...,1n) : B —> R™ es un vector de medidas finitas, no negativas y
sin dtomos y cada p; 1 < i < n es absolutamente continua con respecto a la anterior, p;—1,
entonces p es un vector de medidas convezo.

DEMOSTRACION. En virtud del lema 1.2.2 bastaria probar que u es semi-convexo. Para
ello se procederd por induccién en n. Sea E un conjunto medible de (X, %). Para el cason =1
se tiene que pu = p es una medida finita, no negativa y sin dtomos. Por lo tanto F no es un
atomo. Entones existe un conjunto medible F' C E tal que

0 < p(F) < p(E).

Si u(F) > 1u(E) denotemos Ej := F, en caso contrario, denotemos E; := E \ F. Repitiendo
este proceso inductivamente se construye una familia {E;, : ¢ € N} de subconjuntos de E
medibles tales que
EyDEyD---DE D...,
y ademas
W(BY) > u(Ba) > - > u(B) > - > p(B).

Definamos Ey := ),y E:. Por construccién de la familia {E; : ¢t € N}, se tiene que

, 1
Jim p(Er) = 5p(E).

Tenemos entonces una familia monétona decreciente de conjuntos medibles, y, como p es finita,
se tiene que pu(FE7) < oo por lo tanto

tim u(E) = () o) = p(Eo) = ().

t—o0
teN

Por lo tanto p es semi-convexa. Y en virtud del Lema 1.2.2, entonces p es una medida convexa.
Supongamos ahora que el teorema es cierto para k con 1 < k < n. Definamos

/Ll = (H17~-~»Hk)»
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V= gy

Por hipétesis de induccién p es semi-convexa, por lo tanto existe un subconjunto de £ medible
en (X, %), Ey, tal que p/(Ey) = 24/(E). Denotemos Fyy := E\Ey, se cumple que p'(Fp) =
11/ (E). Si v'(Eo) = 3u(E) quedaria probado el teorema por hipétesis inductiva.

Si v/(Ey) # u(E), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v/(Ey) < 3V/(E) y que,
por lo tanto, v/(Fy) > 11/(E). Por el apartado iii) del Lema 1.2.4 aplicado a p/, v/, Eq, Fy, se
cumple que por un lado existe un conjunto C'(A\) con 0 < A <1 tal que v/(C'(A)) es una funcién
continua de \. Por lo tanto, aplicando el Teorema de Bolzano a la funcién

1
FON) = V(C) - S/(B)
se concluye que existe A, con 0 < X' < 1, tal que v/(C(X)) = 1+/(E). Por otro lado
1 1 1
W(CON)) = (1= N (o) + N (Fo) = (1= N) g (B) + X 34 () = L (B),
entonces se tiene que (p1(C(XN)), ..., 1 (C(N))) = 5(u1(E), ..., ps1(E)). Y por lo tanto,
este proceso inductivo probaria el Lema. O

LEMA 1.2.6. Todo vector de medidas finitas, no negativas y sin dtomos, es convero.

DEMOSTRACION. Sea p = (i1, .., jn) un vector de medidas finitas, no negativas y sin
atomos. Definimos p' := (pf, ..., p;,) de tal manera que

n
=y .
=i

Claramente " es un vector de medidas finitas, no negativas y sin dtomos.
Sea € > 0, E un conjunto medible de (X, %) y j un entero tal que 1 < j < n. Supongamos que
|1 (E)| < e. Se tiene que | (E)| = p;(E) + |11 (E)| por lo que se cumple

|11 (B)] = |15 (B)| = 1(E) < € = pj(E) <e.
Tomando entonces § = € se concluye que cada ,u;- es absolutamente continua respecto de su

predecesor. Por tanto, cumple las hipétesis del Lema 1.2.5 anterior, por lo que p' es un vector
de medidas convexo, y entonces también semi-convexo.

AFIRMACION. Sea p un vector de medidas finitas, no negativas y sea T : R"™ — R™ una
trasformacion lineal. Si p es semi-convexo, entonces T oy : BB — R™ es un vector de medidas
Semi-convero.

DEMOSTRACION. Es obvio que T o v es un vector de medidas. Por ser y semi-convexo, se
tiene que para todo E € 4 existe F C E, F € % tal que u(F) = 1u(E). Por lo tanto se sigue
que
1 1

(7o W(F) = T(u(F)) = T(Lu(E)) = 5T(u(E)) = (T o i)(E).

por lo que se sigue la semi-convexidad de 7" o p. g

Observamos que la transformacién que lleva p a p/ viene dada por una aplicacién lineal T :
R"™ — R” dada por una matriz triangular superior de rango n, con 1’s como tnicas coordenadas
no nulas. Por tanto, T es inversible, sea 77! : R®” — R” la aplicacién lineal inversa y
observamos que x4 = T~ ' o /. Como p es semi-convexo, también p es semi-convexo. Por el
Lema 1.2.2 concluiremos que p es convexo. B U

COROLARIO 1.2.7. Con las notaciones precendentes, si ji es un vector de medidas finitas, no
negativas y sin dtomos, entonces el conjunto de Lyapunov A, (X, 2B) es un conjunto convezo.

DEMOSTRACION. Si u es un vector de medidas finitas, no negativas, y sin dtomos, por el
Lema 1.2.6 entonces u es un vector de medidas finitas, no negativas y convexo. Ahora bien,
por i) del Lema 1.2.4 se concluye que A, (X, #) es un conjunto convexo. Basta aplicar este
tltimo Lema para cualesquiera E, F' conjuntos medibles de (X, 2) tales que u(E) € A, (X, &)
y pu(F) € Au(X, B). O
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1.3. Sobre la Clausura

Con las notaciones de la Seccién precedente, sea p = (p1, .. ., fin) un vector de medidas finitas
sobre el conjunto de los medibles de Borel Z de un espacio topolégico (X,.7). Sea £ : R" —
R una aplicacién lineal. Denotaremos por A({,pu) = £op : % — R la medida obtenida
componiendo u con £ (ver Proposicién A.1.11 del Apéndice A)

LEMA 1.3.1. Sea pp = (f1,... ) : B — R™ un vector de medidas finito. Supongamos
¢: R™ — R una aplicacion lineal y supongamos que A(L, 1) es no negativa, es decir:

V Eec%, A{,p)(E) > 0.
Entonces, existen E1, Fo € B tales que se verifican las propiedades siguientes:
i) Los conjutnos E1 y Fs definen una particion de X (i.e. EyUEy =X y E1NEs =0).
ii) Si B C Ey, entonces A(l,pn)(E) =0 = ||p|[(E) =0, donde ||p|| = 1| + - + |l
es la medida definida en Definicion 25 y Proposicion A.1.7 del Apéndice A.
i41) Para cada E C Eo, A4, p)(E) = 0.
En particular, el vector de medidas
1% B — R™
E — p,(E):=pE\E,),

es absolutamente continuo respecto a A(¢, p).

DEMOSTRACION. Con nuestras hipétesis, A(¢, 1) es una medida finita y no negativa, la fini-
tud viene dada porque p es una medida finita. En particular [A(¢, u)| = A(¢, u). Consideremos
ahora la siguiente familia de subconjuntos medibles

I ={EecPA: Al u)(E)=0}.

AFIRMACION (Afirmacién A). Con las anteriores notaciones, % es un conjunto estable por
uniones numerables de sus elementos y el siguiente o es un numero real no negativo

a:=sup{|pl|(E): Ec S}

DEMOSTRACION. En primer lugar, es claro que .# es estable por uniones numerables de
elementos disjuntos dos a dos. Es decir, dada {E, : r € N{C .# una familia numerable de
subconjuntos medibles en .# tales que E,. N E; = ), para todo r # s, se tiene que

AL B = S AGw(E) =S 0 =0,
reN reN reN

con lo que {J, oy Er € #. En segundo lugar, .# es estable por interseccién y por diferencia
de conjuntos. Es decir, dados By, Bs € .#, entonces By \ Bs € .#. Para verlo obsérvese que
B1\ By = By \ (B1 N By). Si A(¢, p)(B2) = 0, entonces, por ser A(¢, 1) no negativa, se tiene:

0 <Al p)(BiNBy) <AL, p)(B2) =0,
lo que implica que By N By € £ y . es estable por intersecciones. Pero, ademas,
A(C, p)(By\ B2) = A(€, p)(B1 \ (B1 N Ba)) = A(¢, p)(B1) — A(€, p)(B1 N Bz) = 0,

con lo cual, se concluye que By \ By € .#. Finalmente, estamos en condiciones de probar la
Afirmacién A anterior. Asi, sea {E, : r € N} C .# una familia numerable de conjuntos medibles

en .. Definamos
r—1

E.=E\({J B
k=0
Por lo visto anteriormente, E|. € .# (es la diferencia de dos elementos de .#). Ademds

UE;ZUET.

reN reN

Por tanto, como .# es estable por uniones numerables de medibles de .# disjuntos dos a dos,

habremos concluido que
Ue. =JE s,
reN reN
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y habremos demostrado la primera de las partes de la Afirmacién A. De otro lado, como ||| es
una medida no negativa y finita, es claro que el supremo sup{||u||(E) : E € .#} es un nimero
real no negativo, con lo que la Afirmacién A queda demostrada. O

AFIRMACION (Afirmacién B). Con las anteriores notaciones, existe Eo € . tal que
[l (E2) = oo = sup{||pl|(E) : E € B(X,T)}.

DEMOSTRACION. Como « es un supremo de un conjunto de nimeros reales, exite una
sucesién {E,. : r € N} C .# de conjuntos medibles en .# tales que

T [|(E,) = a.

Ey = U E,.

reN
Por la Afirmacién A, tenemos que Ey € .#. Por tanto,

[l (B2) < o
De otro lado, E,. C Es para cada r € N, con lo que

[all(Er) < |l (Ez)-

Definamos el conjunto medible

Por tanto,
o= lim l(B) < [lull(E) < o
con lo que queda probada la Afirmacién B. O

Para concluir la demostracién del enunciado del Lema, definamos E; := X \ E5. Claramente
{E1, Es} definen una particién de X, con lo que tenemos la afirmacién 4). De otro lado, hemos
visto que Ey € & por tanto A(¢, u)(E2) = 0. Pero, ademds, A(¢, i) es una medida no negativa
y, por tanto, para cada E € £, si E C FEs se tiene que

0 <AL p)(E) <AL, p)(Es) =0,

lo que demuestra la afirmacién 4ii) del Lema. Finalmente, para la afirmacién i) del Lema,
razonaremos por reduccién al absurdo. Sea E C Ej tal que A(¢, u)(E) = 0 y supongamos
l#l|(E) > 0. Entonces, por la Afirmacién A, Es UFE € % y EN Ey = (). Ademds, como ||y es
una medida no negativa, se tiene B

[l (B2 U E) = (|l (B2) + [[ull(E) > [l (Ez),

lo que contradice el hecho de ser [|u||(E2) el supremo. Para la tltima afirmacién del Lema,
procedemos del modo siguiente: En primer lugar, observemos que para cada F € #

(1.3.1) 14, ICE) = [l (E\ E2).

Para probar la Ecuacién (1.3.1), nétese que

(HZ)JF(E) =sup{p,(A) : AC E, A€ B} =sup{pu(A\Es) : A\E» C E\E», A € #} = wH(E\E»).
Mientras que:

(p,) " (E) = —inf{p,(A): AC E, A€ B} = —inf{u(A\E2) : A\E> C E\Ey, A€ #} =y~ (E\E»).

Ambas igualdades prueban la Ecuacién (1.3.1).
Finalmente, como A(/, 1) es no negativa, se tiene que VE € %,

IAGE )l =0 <= At =D0.
Ademés, si E € %, A({,p)(E) = 0 implica, por ser A(¢, 1) no negativa, que
0<A(l,p)(ENEy) <AL, p)(E2) = 0.
Finalmente, si £ € # es tal que ||A(¢, p)||(E) = 0, entonces
A, p)(E\ Ey) = A4, p)(E) — A(l, p)(EN Ey) =0—0=0.

Aplicando la propiedad i) concluiremos que [|u|[(E \ E2) = 0y, por tanto, VE € %, si
HA(&H)H(E) = 0 se tiene

12, I(E) = || (E\ Es) = 0,
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lo que significa que p ) €8 absolutamente continua respecto de A(¢, u). O

Una variante mas fina del Lema 1.3.1 anterior es el siguiente, que se da en el caso en que u sea
un vector de medidas no negativas.

LEMA 1.3.2. En las mismas notaciones e hipdtesis anteriores, sea jp = (i1, ..., fn) : B — R”
un vector de medidas sin dtomos, no negativas y finitas. Sea £ : R™ — R un aplicacion lineal
Y Supongamos que se verifica:

VE € B, Al p)(E)>0.

Entonces, exiten E1,Es € B dos conjuntos medibles tales que se satisfacen las siguiente por-
piedades:

i) Se tiene que A(4, 1) es absolutamente continua respecto a .

i1) Los conjuntos E\ y E5 definen una particién de X (i.e. FiUE,=X yE1NE, = 0).

iit) St EC Ey, A(ll,p)(E) >0 < ||u||(F) > 0.

) Si E C By, A({,p)(E) = 0. B
Ademds, HZ(E) = u(E \ Ez) es un vector de medidas sin dtomos, no negativas, finitas y
absolutamente continuo con respecto a A(¢, ).

DEMOSTRACION. Es esencialmente la misma que en el Lema 1.3.1 precedente. El pequefio

matiz es que p es un vector de medidas no negativas. Entonces, sea E' un conjunto medible de
(X, ), se tiene que ||p|(F) =0 < |u|(E) =0, para todo i, 1 <i<n < u;(E)=0,
para todo i, 1 <1 < n. Esto es cierto porque la ser p; no negativa, se tiene que |u;| = ;.
Por tanto, ||u||(E) =0 = A({,u)(E) = £(0,...,0) y como £ es lineal, entonces £(0,...,0) =0,
por lo que hemos probado la afirmacién 4). Para las afirmaciones ) a iv) construyamos F, Fa
como en el Lema 1.3.1 precedente. Por tanto la afirmacién ) queda probado ya que coincide
con i) del Lema anterior y la afirmacién iv) coincide con iii) del Lema anterior. En cuanto
a %), por ii) del Lema anterior tendriamos ue si ||p|/(E) > 0 = A({, u)(E) > 0 para cada
E C E;. De otro lado, si ||u||[(E) = 0, entonces, como ya hemos visto, u;(E) = 0 para cada 1,
1 <17 < n. Luego N

AL @)(E) = L (), .., pn(E)) = €(0,....,0) = 0,

ya que £ es lineal. Con ello tenemos la equivalencia de la afirmacién ii). En cuanto a la ltima
afirmacién del Lema, ya hemos probado que pu . satisface casi todas las propiedades excepto
ser un vector de medidas no negativas. Pero como p es un vector de medidas no negativas
tendremos que N

e, (E) := p(E\ E2), Vi, 1<i<n.

Por tanto, p, = (ke , - - -, pue,,) s un vector de medidas no negativas. O

LEMA 1.3.3. Sea p: % — R" un vector de medidas finitas convexas con imagen R = (%),
R la clausura de R, OR su frontera, v € OR, un punto de la frontera y P, una hiper-superficie
de soporte de R pasando por x. Entonces, RN P, # (.

DEMOSTRACION. Antes de comenzar la prueba, nétese que, por el Lema 1.2.4, se tiene que
la imagen R de u es convexa y por lo tanto la definicién de P, tiene sentido. Por la Proposicién
A.2.3 se tiene que existen £ : R™ — R una funcién lineal y b € R tales que

i) P, ={z€R": {(2) +b=0}.

iil) V2ze R, £(z)+b>0.
Por i) se tiene que —b = inf{{(z) : z € R}. Por otro lado, como R = u(%), se tiene que
z = p(E) para algun E € %. El hecho de que —b sea el infimo de {¢(u(E)) : E € %} significa
que existe una familia {E, : r € N} de conjuntos medibles de (X, %) tales que

Tim ((u(E,) = ~b.
E,.. Se tiene que Ey € Z por lo tanto
—b < {(p(Eo)).

Por otro lado, Ey C E, para cada r € N, con lo que

U(p(Eo)) < L(p(Ey)).

Denotemos Eg := ),y
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Por lo tanto
b= lim ((u(E,) > {(u(Ev)) > b,

con lo que —b = £(u(Ey)). Por lo tanto es obvio que u(Ey) € RN P,. O

LEMA 1.34. Sea pp = (p1,...,n) : B — R™ un vector de medidas finitas y convero. Sea
R = H(%) su rango, R la clausura de R, x € OR un punto de su frontera y P, una hiper-

superficie de soporte de R pasando por x.

Entonces, existe un vector de medidas finitas y convezo p' : B — R™, cuyo rango R’ = p/ (%)
es convezo, y existe un vector v € R™ tal que R' = (—v)+ R, R = (—v)+Rya' = (—v)+z €
OR'. Ademds, la hiper-superficie de soporte P, se transforma en una hiper-superficie de soporte
P, de R’ pasando por &' y tal que el origen 0 € P,. Mds ain, v € R si y solamente si 2’ € R'.

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.3.3, existe Ey € % tal que u(Ey) € P,. Definamos la
medida

e B — R™
E — p(E):=uEAE) — p(Ey),
donde EFAFEy = (E\ Ep) U (Ep \ E) es la diferencia simétrica.
Nétese que g’ también verifica
(1.3.2) W (E) = p(E\ Eo) — pu(E N Ep).
La siguiente cadena de igualdades justifica la Ecuacién (1.3.2):
MEAEy) = p((E\Eyp) U (Eo\E)) = p(E\Ey) + p(Eo\E) = p(E\Eo) + p(Eo) — p(Eo N E).

Obviamente u(E \ Ep) y p(E N Ep) son dos vectores de medidas finitas, ya que p lo es. Por lo

tanto, al ser ' una combinacién lineal de estas dos medidas, p' es un vector de medidas finitas.

Sea v = p(Ep) € R™. Por la definicién de u' es obvio que el rango R’ = p/(#) satisface
(—v)+ RO R.

Como EAE, € 4, entonces, u(EAEy) € Ry, por tanto, ' (E) € (—v) + R.

De otro lado, es facil observar que para cada F € %,

(1.3.3) WE) = p(Eo) = ' (EAE).
Es obvio que [(E'\ Eo) U (Eo \ E)]\ Eg = E\ Eo y [(E'\ Eo) U (Eo \ E)]NEy = Ey \ E. Por lo
tanto, de la Ecuacién (1.3.2) se tiene que

W(EAEy) = p/((E\ Eo) U(Eo \ E)) = p(E \ Eg) — p(Eo \ E)

Y, atendiendo a la regla pu(E) = p(ENEp) +p(EN (X \ Eo)) = p(EN Ep) + u(E\ Ep), se tiene
que,

HE) = wWENE) + pE\A)
- w(Eo) = wENE) + p(Ey\E)
WE) —p(Eo) = pE\E) — p(Eo\E)

Por lo que queda justificada la Ecuacién (1.3.3). Como EAE, € % entonces (—v) + u(E) € R/,
con lo cual

(—v)+ RCR.
Es facil ver que p' es semi-convexa. Al ser p convexo para cualquier conjunto medible E
existen F_ C (E\A) y Fy C (E N A), medibles en (X, %), tales que u(F_) = su(E\A) y
W(Fy) = $u(ENA). Se tiene que F_ U F es un subconjunto de E y ademés son disjuntos. Y
que por la definicién de ', p/(F-) = pu(F_) y p'(Fy) = —p(Fy). Luego se concluye que

WF-UF) = i (F) 4 1 (Fy) = u(F) — p(Fy) = su(F\A) — sp(E 1 A) = 4 (F)

Lo que implica que y’ es semi-convexa y, en virtud del Lema 1.2.2, i/ es convexa.
Obviamente, como la traslacién ¢_,y : R" — R", (dada por t(_,)(z) = 2z — v, para cada
z € R™) es un isomorfismo (y una isometria), se tiene que © € R < 2’ =z —v € JR'. Por
supuesto, por la misma razon x € R si y solamente si 2’ € R'.
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Por tltimo, considerando la traslacién ¢(_,) tenemos una hiper-superficie de soporte P,/ de
R’ = (—v) + R. La hiper-superficie de soporte P, verifica que, como u(Eo) € Py, entonces
0=ty (u(Eo)) € Pp y Py pasa por el origen. O

OBSERVACION 1.3.5. El hecho de que 0 € P,, significa que se puede elegir una aplicacién lineal
£: R" — R tal que:

i) Py ={z€R": {(z) =0}.

ii) V2 € R/, £(2) > 0.

LEMA 1.3.6. Sea p = (p1,...,pn) un vector de medidas finitas y convezas definidas sobre el

conjunto B(X,T) de los medibles de Borel de un espacio topoldgico (X, ). Entonces, su
rango (#(X, 7)) es un subconjunto compacto de R".

DEMOSTRACION. Procederemos a demostrar el Lema por induccién en la dimensién &k de
la imagen, R, del vector de medidas u. Si la dimensién de R es k = 1, esto significa que existe
un vector v € R™ no nulo y uo(B) € R tal que

w(B) = po(B)v, VB € AB.

Es un mero ejercicio comprobar que la funcién pg : 8 — R es una medida sobre (X, %).
Ademds, como p es finita y convexa, también lo es pg. Por ser pp finita (ver Definicién 19) se
tiene que R C [&, B] para algin compacto de R. Por el Lema 1.3.3 la hiper-superfice de soporte
Pi={z €R: z—a=0}de R interseca a R. Esto es, existe F; € % tal que a = po(E1).
Por el mismo argumento, la hiper-superfice P, = {# € R: z — 8 = 0} interseca a R, con lo
que existe Fy € A tal que 8 = po(E2) y por lo tanto R = [a, 8]. Por lo que R es cerrado y
compacto.

Supongamos ahora por induccién, que para k > 1 el teorema se cumple para cualquiera di-
mensién de p menor o igual a k — 1. Sea z € OR y sea P, una hiper-superficie de soporte de R
(ver Definicién 33). Por el Lema 1.3.5 podemos suponer que 0 € P, y por lo tanto existe una
aplicacién lineal £ : R* — R tal que P, = {z € R*: {(2) = 0} y Vz € R se tiene que £(z) > 0.
Por lo tanto 0 = inf{{(z) : z € R}. Por la Proposicién A.1.11 la funcién A(¢, i) es una medida
finita y convexa. Como P, es una hiper-superfice de soporte de R y como / es positiva sobre R,
entonces A({, 1) es una medida no negativa sobre los medibles de Borel 4. Ademaés, el rango
de A(¢, ) est4 contenido en Ry, por tanto, tiene dimensién < 1. En consecuencia, por lo visto
en el caso k = 1, el rango de A(¢, 1) es compacto.

Por el Lema 1.3.1 existe un conjunto medible F, tal que p,(E) := p(E'\ E3) es absolutamente
continua respecto de A(¢, ). Consideremos pt (E) := u(ENE>), que claramente es una medida.
Se tiene que £(ut(E)) = £(u(E N Es)). Por 444) del Lema antes mencionado, como ENFEy C Ey
se tiene que £(u(E N Ey)) = 0. Por lo tanto R = pu (%) C P,. Entonces la dimensién de Rt
es menor que k — 1 y por hipétesis de induccién R es compacto.

Sea Ey un conjunto medible de (X, %) tal que u(Ey) € RN Py, por lo tanto existe una familia
de conjuntos medibles de (X, %), {E, : r € N}, tal que

lim u(E,) = u(Eo).
r—00
Por lo tanto es obvio que
Tim A(E, 1) (B,) = (o) =0,
ya que p(Ep) € P,. Como p , s absolutamente continua respecto de A(4, ) se tiene que

lim p, (E;) =0.

rT—00 —
Ahora bien, como para cualquier conjunto medible E de (X, %) se tiene que p(E) = p, (E) +
pH(E) = u(E\ E2) + p(E N Ey) se tiene que
lim :LL+(E7‘) = E(Eo)a

r—=00 —

por lo tanto, como R* es cerrado, u(Ey) € RT C R, por lo que RN P, C R.

Hemos probado que para cada z € IR se tiene que z € R y habremos concluido que R es
cerrado.

Se concluye entonces que la imagen R = (%) es cerrada. Adicionalmente, como p es finita, R
es un conjunto cerrado y acotado, lo que termina la prueba del Lema. N O
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1.4. Demostracion del Teorema Principal

A continuacién demostraremos la compacidad de A, (X, ). Sea p un vector de medidas finitas,
no negativas y sin dtomos. En la Observacion 1.2 se justificé que p es un vector de medidas
convexo. Por lo tanto por el Lema 1.3.6 se tiene que A, (X, %) es cerrado. Ahora bien, por la
Definicién 19, se tiene que A, (X, %), por ser p finita, estard contenida en un compacto. Por lo
tanto, por ser A, (X, %) un conjunto cerrado contenido en un compacto, es compacto. Por lo
tanto A, (X, A) es convexo (ver Observacién 1.2 en la Seccién 1.2) y compacto y se concluye la
demostracién del Teorema 1.1.1.
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2.1. Introduccién

Esta Capitulo esta dedicado a la demostracion del Teorema 0.3.2 de Dvoreztky, Wald y Wol-
fowitz. conforme a su prueba original en [DWW, 51]. Recordemos que ese resultado se enuncia
del modo siguiente.

Con las notaciones precedentes, sea (X,.7) un espacio topolégico polaco (ver Definicién 35),
B = B(X,T) la o—slgebra de sus medibles de Borel, p = (p1,...,1n) € (Q1(X,%))" un
vector de probabilidades sin dtomos definidas sobre #. Sea £, (X, %) C $™ el conjunto de
todas las particiones de X como unién de m conjuntos medibles de Borel y definamos la matriz
estocdstica asociada a p y a una particiéon P € &, (X, #) mediante:

///;i(,P) = (Hi(Xj))1§¢§n71§j§m € ///nxm(R)-

TEOREMA 2.1.1 (Dvoreztzky-Wald-Wolfowitz, cf. [DWW, 51]). Con las notaciones prece-
dentes, supongamos que (X, T) es un espacio topoldgico polaco y un vector de probabilidades
sin dtomos p = (u1,...,p1a) € (X, %))n Consideremos la siguiente familia de matrices
estocdsticas por filas:

DWWI™(X, B) := {Mu(P) : P € Pru(X,B)} C Stxm(R).
Entonces, el conjunto DWW!") (X, B) es un conjunto convexo y compacto.

En la Seccidén 2.6 aportamos material original para un ulterior estudio del conjunto DWWﬁ(n) (X, 9P).

La primera observacion fundamental que aportamos es la invarianza del conjunto DWW,S") (X, AB)
bajo la accién de multiplicar a la derecha por matrices estocdsticas (ver Proposicién 2.6.2).
Otras aportaciones entroncan con la modelizacion de Robertson-Webb para una algoritmica
del reparto de tartas. A continuacién resumimos nuestras principales contribuciones en esta
Seccién 2.6.

En primer lugar, en la Subseccion 2.6.1 se ofrece un modelo matricial de la operacién elemen-
tal Cut&Choose de Robertson-Webb, que se motrard en esa Subseccion. Seguidamente, en la
Subseccién 2.6.2 mostramos como la operacién Cut&Choose se modeliza mediante un oper-
ador que hemos denominado operador reestructuracion (ver Definicién 9) y que actiia sobre

15
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DWW (X, %) del modo siguiente:

(2.1.1) Mu(Q) =Y Eqy - Mu(P)- M,
=1

donde M; € Sty (m4n)(R) son matrices estocdsticas por filas y E;) € #,(R) es la matriz
cuadrada que tiene un 1 en al coordenada (I,1) y ceros en el resto de sus coordenadas.

. . n . . .7 .
Observemos que si bien DWWIE )(X , %) es invariante por la accién a derecha de las matrices
estocasticas, es invariante por la accién del operador reestructuracion solo en circustancias
muy excepcionales (ver Proposicién 2.6.4 donde se caracteriza esta invarianza). A continuacién

se introduce la clase de operadores Stabgl) (X, %) que responde a las reestructuraciones que
dejan invariante DWWﬁ(n)(X ,#). En el Teorema 2.6.5 hemos demostrado algunas propiedades
bésicas de Stabg)(X ,%). Por ejemplo, probamos que Stab(ﬁn)(X , %) es un monoide compacto
y convexo y que todo operador en Stabgl) (X, #) posee un punto fijo dado como una matriz

M e DWWE(") (X, %) cuyas filas son vectores estacionarios.

2.2. Un importante Lema técnico en espacio topolégicos polacos

Vamos a demostrar el siguiente resultado técnico relativo a los conjuntos medibles de Borel en
espacio topoldgicos polacos, relativa a la convergencia de sucesiones de medidas.

LEMA 2.2.1. Sea (X,.7) un espacio topolégico polaco y B = B(X) su o-dlgebra de Borel
asociada. Sean {u: : t € N} y p medidas finitas y no negativas definidas sobre % tales que para
cada B € B se tiene que

0<m(B)<uB)<oo VteN.
Entonces, se cumple que existe una medida v sobre £ tal que
0<v(B)<u(B) BeB,
y unos enteros positivos {t; : i € N} que satisfacen
O<ti<ta< - <t <tiy1 <...,

tales que

lim 10,(B) = v(B).

71— 00

DEMOSTRACION. Como (X, .7) es un espacio topolégico polaco, posee una base numerable

de abiertos (cf. Observacién A.3.1) que se denotard por . A su vez, recordemos que por
el Corolario A.3.2, @ genera una algebra o/ C % numerable. Esta dlgebra estd formada por
uniones e intersecciones finitas de elementos de % y sus complementarios. Incluso sabemos
que las o-dlgebras generadas por o o por & son precisamente los conjuntos medibles de Borel
de (X, 7). Es decir, con las notaciones de la Seccién A.1, se tiene:

o(h) =o(d) = B,

donde o(-) denota la o-dlgebra generada por la correspondiente familia de subconjuntos de
X. Como &/ es numerable, denotando Ay = X tendremos &/ = {A, : n € N} dado como
una sucesién de conjuntos medibles de Borel de (X,.7). Procederemos con un método de
diagonalizacién “a la Cantor”. Designemos

Tpom = pm(An)  V(n,m) € N2,
Como por hipétesis las u; estan acotadas por p, se tendra que, para cada n € N,
(@ © m € N C [0, 0(A,)],

por lo que las sucesiones {z, ,,, : m € N} son acotadas. Procederemos con un argumento
inductivo con el que definiremos ¢ : N> — N del modo siguiente. Para n = 0, sea {q(0,m) :
m € N} la familia de indices de una subsucesién convergente de la sucesién

{‘TO,m m e N} Q [O,/L(Ao)] .
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Esta subsucesién en efecto existe porque [0, u(A4g)] € R es compacto y, por tanto, sucesional-
mente compacto. Denotemos por

v(Ap) := lim zg, = lm p,,(Ao).
m—r o0 m—r oo
Para n > 1 definamos inductivamente {g(n,m) : m € N} del modo siguiente:
Supongamos definido {¢(n — 1,m) : m € N} una familia de indices tales que
Vj, 0 < j <n—1,lasucesién {z;,, : m € N} es convergente y denotaremos por v(A4;)
el limite de esa subsucesion:

mlgnoo Tjm = V(Aj).

Consideramos la sucesién
{Znq(n—1,m) : m € N} C [0, u(A,)].
De nuevo, por el mismo argumento anterior, posee una subsucesién convergente. Denotemos
{#n.qnm) : m € N} C [0, u(An)],

esa subsucesion convergente y, del mismo modo, denotemos por v(A,,) su limite.
Tenemos asi una “matriz” infinita de sucesiones convergentes de ntimeros reales

(0,0 (A0)  Hg0,1)(A0) o pgom)(Ao) ... —  v(Ao)
Hq(1,0) (Al) Mq(1,1)(A1) <o Hg(1,m) (Al) e V(Al)
,u'q(n,O) (An) :uq(n,l)(An) cee ,uq(n,m) (An) s — V(An)

El método de diagonalizacién de Cantor consiste en considerar la subsucesiéon de medidas {v, :
k € N} dada mediante la siguiente igualdad:
Vi = Hq(k,k)
AFIRMACION. Con las anteriores notaciones, para cada n € N, la sucesion
{vi(A,) : ke N}
es una sucesion convergente y limy oo Vg (An) = v(Ay).

DEMOSTRACION. Para demostrar esta observacién, nétese que para todo k > n, la sub-
sucesién
{vi(An) : k€ N} C {ug(nm)(An) : m € N}
Como {ptg(n,m)(An) : m € N} es una sucesién convergente, se tiene que {vx(A,) : k € N}
también converge y su limite debe ser el mismo, es decir

v(An) = W%Enoo Hg(n,m) (An) = klggo vk(An)
por lo que se deduce la Afirmacién. O

Ahora observemos que v : & — R>( dada mediante v(A4,) para cada n € N es una medida
sobre el dlgebra 7. Para ello es claro que:

i) v(0) = limg_o0 vx(0) = 0,
i)
v(AS) = kl;rlgo v (AS) = leHOIO ve(X\ 4,) = khﬁngo ve(X) —vk(A,) = v(X) —v(A4,).

Ahora consideremos una sucesién infinita {A(®) : s € N} C .o de elementos disjuntos dos a dos,
de tal modo que |J, oy A®) € o7 . Tenemos que

Vi (U A(3)> — ﬂq(k,k) <U A(S)> — Z/u’q(k,k)(A(S)) _ ZVk(A(S)) S

seN seN seN seN

< 34 = u(|J A9) < .
seN seN
y ademads se tiene que para cualquier s € N
lim vp(A®)) = p(A®).

k—o0
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Por lo tanto {vy : k € N}, v y u se encuentran en las hipétesis de la Version Discreta del
Teorema de la Convergencia Dominada A.1.13. Entendiendo cada v € {vy : k € N}U{v}U{u}
como una sucesién de nimeros reales no negativos:

v: N — RZO
s — v(A®).

Por lo tanto

i ()] = s
i, (Zw >)—Zv<A< )

seN seN
luego,

Zwﬁ-jﬂleméymeQM%:wumw

seN seN seN seEN

dénde la tltima igualdad se deduce del hecho de que, por hipétesis, |J .y A®) € &7. Y hemos
demostrado entonces que v es una medida sobre 7.
Nos encontramos ante las hipdtesis del Teorema A.3.3 y por tanto existird una tnica medida

v: B — Ry tal que

seN

17‘&{ = V.

Para concluir con la prueba necesitaremos demostrar que para cada B € & se tiene que

lim v, (B) = p(B).

k—o0
Para ello, consideremos un conjunto intermedio de By C Z£(X) de los medibles de Borel de
(X, .7):

By={BeA: Hklim vp(B)},
— 00

recordando que vy (B) = pg(k,k) (B). Obviamente tenemos que
o C By C AB.
A continuacién veamos que %y es una o-dlgebra. Para ello, obsérvese que (), X € &/ C %.
Ademas, si B € %, se tiene que
lim »(X \ B) = lim (1x(X) —vk(B)) = v(X) — lim vg(B).
k—o0 k—o0

k—o0

Por lo tanto el limite existe y entonces X \ B € %y. Se tiene también que para n € N

n
lim vy U = hm E v (B E lim v (B
k—o0 A k—>oo
1=

Se tiene entonces que A, es cerrado por uniones ﬁmtas. Se concluye entonces que A, es
algebra de conjuntos. Para ver que, en efecto, es una o-dlgebra necesitaremos verificar la
condicién de uniones numerables. Para ello, consideremos {B®) : s € N} C %,. Ahora, se
define inductivamente

éz/o) = B(O),
y para s > 1, se define
o s—1 s—=1
B(s) .— B(S)\ U BU | = B(S)\ U BU)
=0 i=0

Obviamente, la familia {15(?) : s € N} C %y es una familia de conjuntos medibles de Borel
disjuntos dos a dos. Y se tiene
UB®=JB®.

seN seN

Por tanto, bastard con probar que |, B € %, para concluir que %, es una o-algebra.
De nuevo usaremos la Versién Discreta del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue
A.1.13, comprobemos a continuacién la hipétesis del mismo.

v (B®)) < u(B®)) < 0o para todo k € N, s € N.
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De otro lado Flimy_ o Vk(B( )) porque BG) ¢ B para cada s € N. Finalmente,

3 u(BE) = u(|J B®) = n(|J BY) < o

seN seN seN

;L(B(S = B(S = BY) < o0.
> U ulJ B
seN seN seN

Entonces, con {v, : k € N} y p nos encontramos en las hipdtesis del Teorema, entendiendo
cada v € {vy : k € N} U{pu} como una sucesién de nimeros reales no negativos:

v: N — RZO
s — v(BO).
Por lo tanto se tendra
li (5 (S
i, 2 (BO) =2 Jim 1 (5B
seN seN
Y se tiene que

lim Zyk(é\(s)) = lim Vk(U é\(/s)) = lim l/k(U B®)),

k—oco k—o0 k—o0
seN seN seN

por lo tanto Ilimy oo v (U,en B(S)) lo que implica que |J B®) € B,. Tenemos asi una

o-algebra A, tal que

seN

o C By C R
y recordemos que # = o() es la o-dlgebra generada por /. Por lo tanto, se tiene
B=o0(d)CA.
Concluimos que & = %y. Por tanto, para cada B € 4, existe el limite
kl;r& v (B).

Més atn, limy_, o vk (B) define una medida en % que, en particular, coincide con v en <. Por
la unicidad de la extensién (ver Lema A.3.4) tendremos que

lim vy(B) = v(B), VB € 3.

k—o0

Y se concluye asi la demostracién del Lema.
O

2.3. El rango de las esperanzas de particiones de la unidad finitas es compacto y
convexo

Antes de comenzar con el estudio de esta Seccién, definiremos unos conjuntos que serdn de
ayuda para la claridad de exposicién de esta y las siguientes Secciones de este Capitulo.

DEFINICION 5. Sea (X, 7)) un espacio topoldgico, B = B(X) sus conjuntos medibles de Borel y
m € N un entero conm > 1. Sea Q>¢(X, %) el conjunto de las funciones medibles no negarivas
relativas a B. Consideremos el conjunto:

UP™ (X, B) := {(1,- ., nm) € [250(X, B)™ : m(z) + - +1m(w) = 1, Vo € X},

A las listas n = (N1,...,Mm) € UP(™)(X, ) las llamaremos listas de particiones de la unidad
medibles sobre (X, A).

DEFINICION 6. Con las notaciones de la definicion precedente, consideremos el subconjunto
UPefcl)(X B):={(m,...,0m) € upm (X, B) : n; es escalonada, 1 <i < m}.

A los elementos n = (N1,...,Mm) € UPe(QZ)(X, B) los denominaremos listas de particiones de
la unidad escalonadas.
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OBSERVACION 2.3.1. Obsérvese que si ) = (1, ...,Mm) € Upw (X, ), por ser cada 1; escalo-
nada y medible, existird {B1, ..., By} C % un conjunto finito de medibles de Borel de (X,.7)

y una matriz de nimeros reales positivos .# = (c;i) €0,1]: 1<j<k 1<i< m) tales que

k
=2 ¢"xz, (@)
j=1

donde xp; es la funcién caracteristica del conjuto medible B;.

OBSERVACION 2.3.2. Dado una lista de particiones de la unidad n = (11, ..., 7m) € UPe(;TCL)(X7 B),
si n;(z) € {0,1} para cada 1 <i<my x € X, se tiene que el conjunto de medibles descritos
en la observacién anterior tiene cardinal m. Es decir, existe {By, ..., By} € £ un conjunto de
medibles de Borel de (X,.7) y por tanto la matriz de coeficientes

//z:(c(,“e[o,l]: 1§j§m,1§i§m),

satisface que c ) e {0,1} y por lo tanto

i =xB, 1<i<m.
En estos casos los elementos de UPe(:Z) (X, B) describen las particiones de X introducidas en
la Definicién 3 de la Introduccién. La reproducimos aqui por comodidad del lector.

DEFINICION 7. Con las notaciones anteriores, consideremos el conjunto de las particiones de
X como union de m medibles de Borel.

P(X, B) = {P=(X1,...,Xpm) € B™: X = | Xi, XN X; =0 para i # j}.
i=1

DEFINICION 8 (Matriz de una particién de la unidad medible). Sea (X, J) un espacio topoldgico,
B = B(X) la familia de sus subconjuntos medibles de Borel. Sean = (n1,...,nm) € UP") (X, B)
un vector de particion de la unidad medible y sea p = (p1,. .., pn) € [QUX, B)]" un vector de
medidas finitas y no negativas. Definiremos la matriz asociada a n con respecto a u a la matriz

///;i(ﬂ) = (Euqz(nj)) 1<i<n € Mpxm(R),
1<j<m

donde E,,;(n;) es la esperanza de n; con respecto o la medida p;, es decir,
Byun) = [ @) dps(a).

OBSERVACION 2.3.3. Como las medidas son finitas y no negativas y n;(z) € [0,1] para cada
x € X, se tiene que E,,(n;) € R es un nimero real positivo. Ademds, para cada i,1 <i<n

ZEM(nj) = / Zm ) dupi(z) | = pi(X).

Por tanto si p = (p1,. . ., f1n) s un vector de probabilidades sobre X, la matriz .#,(n) es una
matriz estocdstica en Sty x.m, (R).

CONSTRUCCION. A partir de las anteriores definiciones, definamos los siguentes conjuntos de
matrices reales
Vi (X, B) = { () s n e UPO(X, 2) ),

Vi (X, 2) = { M) : e UPLI(X, B)} .

H.esc

OBSERVACION 2.3.4. Sea P = (X1,..., Xpn) € P (X, P) una particién de X en un m conjun-
tos medibles. Consideremos

Q’P = (XXl? cee 7XXm,) € UPe(:Z (X gg)

la particién de la unidad escalonada definida por la particion P. Obviamente, se tiene

//fﬁ(ﬂp) = //ZE(P) = (Uj(Xi))1§i§m,1§j§n’



2.3. PARTICIONES DE LA UNIDAD: COMPACIDAD Y CONVEXIDAD 21

donde .#,,(P) es la matriz estocéstica introducida en la Definicién 3. En particular, se tiene
que el conjunto Dvoretzky-Wald-Wolfowitz

DWW (X, B) = {M,(P): P € Pu(X, )},
satisface

p.esc

DWW (X, %) C Vm.(X, %) C V™ (X, 8).

TEOREMA 2.3.5 (Dvoretzky-Wald-Wolfowitz). Con las notaciones precedentes, si (X, ) es
un espacio topolégico polaco, % = HB(X) sus conjuntos medibles de Borel y si ju = (1, ..., fin)
es un vector probabilidades, entonces el conjunto

VM (X, B) C Strxm(R),

es un conjunto convexo y compacto.

DEMOSTRACION. Para comenzar con la demostracién de este Teorema demostraremos que
Vﬁ(m)(X7 A) es convexo. Para ello, sean A, #' € Vﬁ(m) (X, A), veamos que t.#4 + (1 —t).#' €
Vu(m)(X7 PB), vt € [0,1]. Se tiene que

7 = ([ n@anw). = ([ s ).
Por lo tanto

v+ =0t =t ([ @ au)) + -0 ([ @) -

([ @)+ ([ a=ou@an@) = ([ m+0- i due)

Como tn+ (1 —t)n’ es una particién de la unidad, se tiene que t.# + (1 —t).#' € Vﬁm) (X, A).
Entonces Vu(m) (X, B) es convexo. Veamos la condicién “ser compacto”, que tiene més dificultad.

Consideramos una sucesién
" ="y e N}

donde cada Q(T) e up(m (X, A) es una lista de particiones de la unidad. Supongamos que la
siguiente sucesién de matrices

M) = (B, 0) | < i< € VM (X, 2),
1<j<n

es una sucesién convergente a una matriz M € 4, «m(R). Se tiene que las listas de particiones
de la unidad Q(’”) satisfacen:

@) 4 (@) =1, Vo e X, con " (z) >0, 1<i<m, VreN.

Sea p := ||| : # — R la variacién total de p (ver Definicién 25 en el Apéndice A). En
virtud de la Proposicién A.1.7, u es una medida y ademads, por ser u un vector de medidas no
negativas, se tiene que

w(B) = pi(B) + -+ pn(B), VB € A.

Ademas, por la misma Proposicién, se tiene que p es una medida finita y no negativa.
Definamos, entonces, una sucesion de medidas

AWm:Aﬁmew.

AFIRMACION. Con las notaciones precedentes, Z/Y) : B — R es una medida finita y no

negativa para cada r € N. Ademds se tiene que VY)(B) < w(B) para todo B € AB.

DEMOSTRACION. Es obvio que Z/Y)(V)) =0,

Aszjh@uwmm:a

0
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Sea {4;}ien una familia de conjuntos medibles en (X, %) disjuntos. Se tiene que

A= [ @ =3 [ ) dnt) = 740

1€EN Uien Ai 1€N €N
Por lo tanto, se trata de una medida. Para ver que es finita, bastaria ver que estd acotada por
. Como se tiene que nir) (x) <1, Vz € X, se tiene que

A0(B) = [ 1@ duta) < [ Vdnte) = p(B). e €

Y por tltimo para ver que cada I/Y)

lo que implica que
W) = [ 07 dute) = [ vduto) =0,
X X

es no negativa basta notar que UY) > 0 para cada r € N,

O

Entonces, nos encontramos en las hipétesis del Lema 2.2.1 con las medidas {I/Y) :reN}by p.
Por tanto existe una subsucesién

{q1(k) : ke N} CN,
y una medida no negativa y finita sobre %, v; :  — R, tal que
Jim A ®)(BY = v (B), VB € &.
— 00
Ahora considero una nueva sucesién de medidas

P /Bngh(k))(x) du(z), VB € B, Yk € N,

que por un argumento idéntico a la Afirmacién anterior, son en efecto, medidas. Volvemos a

estar en las hipétesis del Lema 2.2.1, dado que 17(‘11( ) (z)

una subsucesién

< 1 para cada k € N. Entonces existe

{g2(k): ke N} C{q(k): ke N} CN,
y una medida no negativa y finita v : Z — R tal que

Jim U2 ®)(B) = 1y(B), VB € 8.
—00

Repitiendo el mismo proceso, encontraremos v = (v1, ...,V ) : 8 — R™ una lista de medidas
no negativas y finitas, y una subsucesion

{Q(r): r e N} CN,

tal que
lim Vi(Q(T))(B) =v;(B), VBe %, 1 <i<m.

r—00

Pero, ademaés, dado que

S [t = [ (7w ) dute) =i

donde la tltima igualdad se da debido a que ' =1 )( ) = 1. Entonces, en el limite se
satisface:

(2.3.1) vi(B)+ -+ vm(B) = pn(B).

Ahora usaremos el Teorema de Radon-Nikodym (cf. Teorema A.1.9 del Apéndice A). Obsérvese
que tenemos dos tipos de derivadas de Radon-Nikodym.

En primer lugar al ser v; no negativas para 1 < i < m, se tiene que para cualquier conjunto
B € A, si u(B) = 0 entonces v;(B) = 0 por la definicién de v;. Entonces v; es absolutamente
continua respecto u, para cada 1 < ¢ < m. Por lo que se puede aplicar Radon-Nikodym.
Consideremos entonces las derivadas de Radon-Nikodym de cada v; con respecto a pu, es decir,
fi= %—’;‘ con 1 <1i < m. Es decir, f; es una funcién medible tal que

vi(B) = /B filz)du(z), 1 <i<m, VB € A.
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Ademsds, como v; es no negativa, f; es no negativa para cada 7, 1 <i < m. Y, por la Ecuacién
(2.3.1), fi(x) + -+ fm(z) = 1 salvo en un conjunto E’ € Z medible tal que u(E’) = 0, por
la unicidad del Teorema de Radom-Nikodym. Claramente v;(E’) = 0 para cada 1 < i < m.
Podemos considerar f!(x) = f;(x) para cada x € X \ E' y cada i, 1 < i < m, y, por ejemplo,

fi(x) =1, fi(x) =0, para cada x € E' y cada 2 <14 < m. Claramente se tiene que
w(B) = [ fi@) dula), 12 <m,
B

f! es no negativa para cada 1 <i<my fi(z)+---+ f,,(x) =1 para todo = € X. Por lo que
podemos suponer f; = f/ desde un inicio.

De otro lado, también podemos considerar la derivada de Radon-Nikodym de cada f; con
respecto a u, debido a que al ser = pq + -+ + p, y cada pj, 1 < j < n, no negativa se tiene
que para cualquier B medible de (X, %), si |u|(B) = u(B) = 0, entonces |u;|(B) = p;(B) =0,
para 1 < j < n. Entonces p; es absolutamente continua respecto de p para cada 1 < j < n.

. O, .
Por lo tanto consideremos g; = a‘:j que satisface que

1(B) = [ 9i(@) duta), 1< <m. VB € B,
B

Finalmente, como p = p1 + - - - + iy, consideramos para cada i, 1 <i<m,y j, 1 <j<mn,se
tiene

ai; = lim [ 99" (@) dp;(z).

r—00

es la coordenada en el lugar (4, j) de la matriz M = lim,_,o %&(Q(T)) indicada al inicio de la
demostracion.

AFIRMACION. Con las anteriores notaciones, se tiene que
(17;1]‘ :/ fl(x) duj(x)

X
DEMOSTRACION. Antes de comenzar recordemos que

vi(X) = /X filw) du(z), 1< i <m,

ni(X) = [ gy du(e). 1< <.

Por lo tanto se tiene que, para cada 1 <i <my 1 < j < n, se satisface

aiy = lim [ @) dpi(x) = lim | 90 (@)g;(x) duz) = /X 95() dv; () =

r—00 X r—00 X

_ / 0;(2) fi() du(z) = / fi(@) dp ().
X X

Por lo tanto, denotando f := (f1,..., fm) € UP(™) (X, %), tendremos

M = (ai,k) = j/ﬁ(i)v

y concluimos que M € Vﬁ(m) (X, ). Hemos probado que el conjunto Vﬂ(m) (X, B) verifica:
Todo limite de una sucesién {///E(Q(T)) :reN} C Vﬂ(m)(X7 PB) estd en Vﬁ(m)(X, B).

Por lo tanto Vﬁm) (X, A) es cerrado. Ademas, Vﬁ(m) (X, %) C Stpxm(R), que es un conjunto
acotado. Por tanto, Vﬁ(m) (X, B) es compacto. O
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2.4. El rango de las esperanzas de particiones de la unidad escalonadas es
compacto y convexo

LEMA 2.4.1. Con las notaciones precedentes, sea ji = (11, ...y pin) un vector de medidas medidas
finitas y no negativas. Sea 1 una lista de particiones de la unidad tal que (1) es un punto

extremo del convexo Vém) (X, B) (ver Definicion 34 del Apéndice A) y consideremos el conjunto

stguiente
m

Y::U{a:EX:O<m(x)<1}.

i=1
Entonces, u;(Y) = 0, ¥j, 1 < j < n. En particular, los puntos extremos de Vﬁ(m)(X, B)
pertenecen a DWVV,(Lm) (X, B).

DEMOSTRACION. Supongamos, procediendo por reduccién al absurdo, que Y no es un
conjunto de medida nula para pj, con jo € {1,...,n} (i.e. p;,(Y) # 0). Entonces, existe
io € {1,...,m} definiendo el conjunto

Zig ={y €Y : 0<my(y) <1},
de tal modo que p;,(Z;,) # 0. Nétese que si no fuera asf,
m m
130 (Y) = o (U Zi) < Z,Ujo(zi) =0,
i=1 i=1
contradiciendo la hipdtesis pj, (Y) # 0. Ahora, para cada x € Z,, tenemos que
m(z) + -+ nm(z) =1,

por ser 1 = (711, ...,Mm) una particién de la unidad. Como n;,(x) € (0,1) entonces la Ecuacién
anterior implica que debe existir 41 (x) € {1,...,m} \ {io} tal que

0< nzl(z)(x) <1
En particular, podemos definir
Zii={2€Ziy: 0<my,(2) <1,0<n(z) <1}

Habremos probado que

m
Ziy = Zig.s-
i=1

Como (15, (Z;,) # 0, entonces ha de existir i1 € {1,...,m} \ {io} tal que p;,(Zy4,) # 0.
Denotemos por Z = Z;, ;; y tendremos

i) ZCY, tal que ;o (Z) #0,
ii) existe 49,41 € {1,...,m} con ig # i1 tales que
0<miy(2) <1,0<m(2) <1,Vze Z

Definamos, para cada r € N, Z,. C Z como el conjunto siguiente

1 1
Z, ={z€Z: - < Nio(2),Miy (2) < 1 — ;}

Tenemos una cadena creciente de medibles de Borel y se verifica
z=\J 2.
reN
Por tanto,
Hjo (Z) = rlggo o (Z’r‘)7
por lo que si pj, # 0, existird ng € N tal que uj,(Zy,) # 0. Definamos, finalmente, ¢ := 7710 > 0,
7' = Z,, y tendremos que:

i) Z' CY, tal que u;,(Z") # 0,
ii) Paracada z € Z', 0 <y (2) <1 =6, <mi,(2) <1—0.
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Consideremos la funcién ¢ : X — R™ dada del modo siguiente: Para cada z € X, ((v) =
(C1(x), ..., ¢m(x)) viene dado del modo siguiente:

5, sizeZ,
Gio(x) = =Gy (z) = { 0, en otro caso,

siendo (;(x) =0, Vi € {1,...,m} \ {i0,i1}. Como Z’ es un conjunto medible y ¢ es constante
sobr Z', es claro que ¢ es una aplicacién medible y sus coordenadas (1, ...,y son funciones
medibles.

Sea t € R satisfaciendo —1 <t < 1 consideramos la aplicacién n + t(. Veamos ahora que para
cada t € [~1,1], la aplicacién n + t¢ es una particién de la unidad en funciones medibles de
(X, %). Ya hemos discutido que 1 y ¢ son medibles, por lo que 1 + t¢ es obviamente una lista
de funciones medibles. Queda por ver que son particién de la unidad. Ahora bien, dado x € X
se tiene que si x € Z’

D @) +tG(@) = Y mil@) + (mig (@) +16) + (my (@) = 16) = D mi(w) = 1.

i—1 iio,i1 =1
Mientras que si z ¢ Z’, es obvio que ¢(z) = 0y n(x) + t{(z) = n(z) con lo que también se
satisface la igualdad deseada.
Finalmente, si © € X \ Z’ es claro que n;(z) + t¢;(x) = n;(x) > 0, para cada ¢ € {1,...,m}.
Mientras que si z € Z’ se tiene que

e Para cada i # ig, i1, n:(x) + t(;(z) = ni(z) >0

e Sii=ig, tenemso que 6 < n;, <1 —0, luego si t € [—1,0],

Mo (%) + 13y (x) = i () + 16 > 13y — 6 = 0.
Si, por le contrario, t € [0, 1] es claro que

MNig (’JJ) + tgio (:L’) > Nio (:L’) > 0.
e El caso i = i1 serd analogo al caso ¢ = ig, siguiendo el argumento simétrico.

Por tanto, 1 + t¢ es una particién de la unidad medible (en el sentido de la Definicién 5).
Ademids, nétese que se tiene

/X 10 () + Cio (2)] gy () — /X 10 (%) — Gio (2)] iz () = /X 260 (&) dpugy () =

_ / 28 djuj, () = 201,(2') £0.

Por lo tanto .#,(n + ¢) y #,(n — ¢) son dos puntos distintos de V" (X, %). Por el teorema
anterior este conjunto es convexo, y por lo tanto el segmento que los une ///u(ﬁ + tg) esta
contenido en él y se tiene que .#,(n) es un interior del segmento. Esto contradice nuestra

hipétesis de que .#,(n) es un punto extremo Vﬂm) (X, %). Por lo tanto, necesariamente Y ha
de ser de medida nula con respecto a o s con lo que no puede existir j € {1,...,n} tal que
p;(Y) # 0.

Para concluir la demostracién del Lema sea 7 tal que .#,,(n) € Vu(m) (X, %) es un punto extremo.
Se tiene entonces que Y es un conjunto de medida nula@a}a todos los tj, 1 < j < n. Definamos
n" = (n,-..,n,) del modo siguiente:

1(2) ::{ m(z), siz¢y

h 1, siz ey,

y para cada i, 1 < i < m, definamos:
iy mi(x), sixdY
ni(x) = { 0, sizeY.

Claramente, ' = (1}, ..., n,,) es una particién de la unidad medible y se tiene, por ser p;(Y") =

0, V7, que B
//g(ﬂ) = ///g(ﬂ/)'
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Pero, por la propia definicién de Y, si x ¢ Y, n;(x) € {0,1}. Por tanto, n;(X)
cualesquiera i, 1 < i < m. En otras palabras, definiendo el medible de Borel X :
la particiéon P = (X1, ..., X;n) € P (X, AB), se tiene

///ﬁ(P) = ///g(ﬂl) (: ///g(ﬂ)) .

Por tanto, .#,(n) € DWW&(m) (X, %) y el Lema queda demostrado.

{0,1}, para
{1y

I

O

TEOREMA 2.4.2. Sea p = (p1, ..., fin) una lista probabilidades sobre (X, %), entonces se tiene
que V&(m)(X, B) = véfggc(x, PB). En particular, dada una matriz M € Vﬁ(m) (X, %), existe una
particion de la unidad escalonda n = (n1,...,nm) de tal modo que

i) M = My(n).

ii) Cada compomente n; de 1 satisface que 1;(X) es finito y su cardinal satisface:

#(n;(X)) < 2mm7L
i) La imagen del conjunto X por la funcion escalonada 1 es también un conjunto finito
y satisface:
#(Q(X)) < 2m(nm—n+l).
DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.3.5, se tiene que Vﬁ(m)(X, ) es compacto y convexo

en St,x,(R). Dada una matriz M € V&(m)(X, A), existe una particién de la unidad n =
(M1, -, Mm) tal que M = ), (n). Ademds, se ha de verificar, para cada j € {1,...,n}, que

> [ o) dus(a) = 1y (.

Por lo tanto, V&m) (X, %) es un subconjunto de St,x.,(R) que es un convexo de dimensién
N = nm — n. En particular, la dimensién de Vﬁm) (X, P) esta acotada por N. Por el Teorema
de Minkowski (cf. Teorema A.2.4 del Apéndice A), por ser Vﬁ(m)(X , %) convexo y compacto,
para cada matriz QQ € Vu(m) (X, P) existirdn matrices extremas {Q1,...,Qn+1} de Vﬁ(m)(X, B)

tales que Q es combinacién lineal convexa de {Q1,...,QNt1}-
Dada la matriz M = .#,(n) anterior, existirdn {Mi,...,My11} C Vﬁ(m)(X7 ), matrices
extremas, y existirdn c1,...,cy41 € [0, 1] tales que

ecit+- - +oenvy =1,
L] M261M1+"'+CN+1MN+1.

Por el Lema 2.4.1 anterior, dado que {Mj, ..., Mx41} son matrices extremas de Vém) (X, 5B),
concluiremos que {My, ..., My11} C DWWém) (X, #). Existirdn, entonces, N + 1 particiones
(P, .., PWN+DY € 2, (X, PB) de tal modo que

M; = My(PY), 1<i<N+1.

Supongamos P = (Pl(i), e Pﬁf)) € ™ y definamos las funciones medibles escalonadas
N+1

04 1= E CkX pk) 5
k=1 )

)

donde x ) es la funcién caracteristica de Pi(]C C X. Notese que para cada x € X y cada

i € {1,...,m} existird un conjunto S, (i) C {1,...,N + 1} tal que = € Pl-(k) si y solamente si
k € S, (7). En ese caso,

(2.4.1) oi(x) = Z Ck-

keSz (i)
Ahora bien, fijando z € X y dados 41,12 € {1,...,m} se tiene que S;(i1) N Sz (i2) = 0. Porque
si k€ Sy(i1) N Sy(iz), entonces llegariamos a contradiccién: llegariamos a = € Pz-(lk) N Pi(zk) =0
(dado que P(k) = (Pl(k), e Pl(k)) es una particién de X).
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De otro lado, fijado x € X, se tiene que

(2.4.2) {1,...,N+1} = S.(9).

i=1
Claramente, dado k € {1,..., N + 1} y la particién P*) = (Pl(k)7 . ,Pr(,f)) ha de existir algtin
ie{l,...,m}talquex € Pi(k). Esto ultimo significa que k € S, (i) y queda probada la Igualdad

(2.4.2). Ademds, dicha Igualdad es una descomposicién como unién disjunta. Finalmente,
combinando las Igualdades (2.4.1) y (2.4.2) tendremos

m m N+1
(24.3) D@ =3 > a=> a
i=1 i=1 k€S, (1) k=1
Con ello hemos probado que ¢ = (o1,...,0,,) es una particién de la unidad escalonada.

Ademas,
N+1

k
By, (01) = > crui (P,
k=1

con lo que tendremos

N+1 N+1
Mu(0) =D exdly(PP) =" e My, = M = 4, (n).
k=1 k=1

En particular, hemos probado que M € VE(TZS)C(X ,P) vy la igualdad
VIm(X, B) = V(X B).

H.esc

Para concluir la prueba del enunciado, consideremos el conjunto finito Z,)({1,..., N + 1})
formado por todas las particiones en m subconjuntos del conjunto {1,..., N + 1}. Aunque se
podrian refinar las cotas, nétese que

#P ({1 N +1}) < (P{L,.. N +1)7) < 2mimmmth),

donde Z({1,..., N+1}) es el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto finito {1, ..., N+
1}. Ahora, en virtud de la Identidad (2.4.2), tendremos que para cada i € {1,...,m} y cada
x € X se tiene

oi(x)= Y ae{) a:KeP({l,... N+1}}
kE€S(7) keK

Con lo que conluimos que #0;(X) < #2({,1,...,N +1}) = 2"m="*1 Jgualmente, para cada
x € X se tiene que

o(z) = Chye v - Z cr | € U,
k€S (1) keSg(m)

donde %, = {(Z:kep1 Chy-+s D hep,, k)t (Pry...,Pn) € Pimy({1,...,N +1})}. Por tanto,
#0(X) < #Us < H#Pny({1,..., N +1}) < 2mmn=ntl),

y el Teorema queda demostrado. O

2.5. Demostraciéon del Teorema Principal

Para comenzar, retomemos el Lema 1.2.4. Sea pu = (u1,. .., ttn) un vector de medidas finitas,

no negativas y convexas. Entonces, para cada nimero real ¢ € [0, 1], existe un conjunto Borel
medible X, € # tal que pu(X.) = cu(X).

LEMA 2.5.1. Con las notaciones precedentes, sea p = (U1,...,un) € [QUX, B)]™ es un vector
de medidas finitas, no negativas y sin dtomos. Sea k € N y sean unas constantes {c1,...,¢ex} C
[0,1] tales que ¢1 + -+ + ¢ = 1, entonces existe una particion de X, {S¢,,..., Sk} C &, en
medibles de (X, A) tal que

w(Sy) = (X)), 1 <t < k.



28 2. LA EXTENSION DE DWW

DEMOSTRACION. Antes de comenzar con la prueba recordemos que, por el Lema 1.2.6, se
tiene que, al ser 4 un vector de medidas finitas, no negativas y sin 4&tomos, entonces p es también
un vector de medidas convexas. A continuacién, construiremos los conjuntos {S; : 1 <t < k}
inductivamente. Para comenzar, de acuerdo a lo enunciado al inicio de la Seccién, existe un
conjunto X., € % medible de (X, A) tal que

w(Xe,) = erp(X),

consideremos ay = (si ca = -+ = ¢ = 0 consideremos ay = 0), obviamente as € [0, 1].

Cc2
co2+-Fcy
Considerando ahora F'= X \ S; y £ =0, por el Lema 1.2.4 se tiene que existe X,, tal que

W Xey) = agp(X\ Xey) = az(p(X) — p(Xe,)) = az((1 = e1)u(X)) = eap(X).
De modo recursivo se construye para cada k', 1 < k' < k, el subconjunto X.,, como un

subconjunto de X \ (| 1 ~1X,, tal que definiendo a mediante

Clr
ay = ——————,
Cr + -+ cp
(sicpr = cpre1 = -+~ = ¢, = 0 se toma agr = 0) se tenga que
k=1 K —1

p(Xe) =awp | X\ (U Xe) | =aw | p(X) —p(|J Xe) | =

= Qp (1 — (cl 4+ .4 Ck'—l))H(X) = Ck/H(X)'
Supongamos, entonces, que hemos construido los conjuntos medibles de Borel X,,,..., X,
9B por el proceso recursivo precedente Noétese que se tiene

Ck—1

k—1
pX\ (| X)) = p(x

— [ U Xe) =0 =(c1 4+ cp1))u(X) = cpp(X).

Por lo que, tomando X, = X \ (Ut;1 St), tenemos la familia descrita en el enunciado del
Lema. O

TEOREMA 2.5.2. Con las notaciones de las Secciones precedentes, sea (X, T) un espacio
topolégico polaco, B = B(X,T) la o-dlgebra de sus medibles de Borel y sea jp = (ji1, ..., fin) €
[Ql(X, ﬂ)]n un vector de probabilidades libres de dtomos. Entonces

VIm(X, B) = VT (X, B) = DWW (X, B).

H.esc

En particular, DWWﬁ(m) (X, B) es un conjunto compacto y convezo (lo que implica el Teorema
2.1.1)
DEMOSTRACION. En virtud del Teorema 2.4.2 anterior, serd suficiente demostrar que
DWW ™(X, ) = V{m).(X,5).

H.esc

Sea 7’ cualquier lista de particiones de la unidad escalonadas. Consideremos la familia de

conjuntos medibles {Bi1,...,By} C # dada en la Observacién 2.3.1. Y consideremos una nueva
familia de conjuntos medibles en (X, %) dada por
Yl = B17

t—1
Yt:Bt\(UBl),1<t§k.
I=1
Obviamente {Y; : 1 < ¢ < k} es una familia de conjuntos medibles de (X, %) disjuntos dos a dos
cuya unién es X. Por construccién, la funcién 7" es constante sobre cada uno de los medibles
Y; de la familia asi construida. De otro lado, si ' = (11,...,7;,) tendremos que satisface la
condicién de particién de la unidad, es decir,

@)+ 4n,(x)=1, VreX.

Supongamos p;(Y;) # 0 para algin t € {1,..., k}. Definamos c( ) € [0,1] mediante la identidad
siguiente

w@ﬁ?=£¢@ﬂwm,
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conje{l,...,n}, 1€ {l,...,m}. Nétese que

Zu; Yi)e Z/ i (@) dpy (x /du] = 1;(Y2),

por lo que c( ) T +c(t)
subconjuntos medibles de Y;, disjuntos dos a dos, tales que

1i(Si)) = et (v7),

para cada j € {1,...,n} y cada i € {1,...,m}. Definamos S; := Ule Sit. Nétese que los
conjuntos de la forma .S; son disjuntos dos a dos por serlo los .S; ; y los Y; definidos anteriormente.
Tenemos entonces que

/ @) dp;(« Z/ ni(x) dpy(x Zug i) = 15(S5)-

Con lo que hemos probado que, denotando P = (S1,...,Sn,) € P (X, %), se cumple que
///ﬁ(g’) = M (P).

g = = 1. Entonces, en virtud del Lema precedente, existirdn Sy ¢, ..., Sm, ¢

)

Con lo que se tiene que .#,(n’) € DWW&(m) (X, %). Con ello habremos probado la Identidad
Vu eSC(X RB) = DWWﬁ(m)(X, ), combinado con el Teorema 2.4.2:

Vim(X, B) = V)

,ESC

(X, %) = DWW™ (X, ).

Por el Teorema 2.3.5 concluimos que DWWﬁ(m)(X , %) es compacto y convexo, concluyendo, de
paso, la prueba del Teorema 2.1.1. O

OBSERVACION 2.5.3 (DWW, 51]—>[Lyp, 40]). El Teorema 2.1.1 (de [DWW, 51]) implica
el Teorema 1.1.1 (de [Lyp, 40] y [Hal,48]). Para demostrarlo basta la siguiente sencilla obser-
vacién. Con las mismas notaciones de este Capitulo, sea p = (i1, . .., ) una lista de distribu-
ciones de probabilidades libres de dtomos. Consideremos el conjunto de matrices estocésticas

por filas DWWS) (X, #) que, con los resultados precedentes, es un conjunto compacto y con-
vexo.
Consideremos la siguiente proyeccién canénica

Ty %nXQ(R) =R"xR*" — Rn,

la proyeccién que asocia a cada matrizz con n filas y 2 columnas su primera columna. Entonces,
observamos que

(2.5.1) (DWW N(X,PB)) = Au(X, B),
definiendo, ademds, una biyeccién entre ambos conjuntos, cuya inversa es
e AUX.B) — DWW (X, B)
wE)  — (u(E),1-pwE)",
donde E € % es medible, 1 = (1,...,1) y, obviamente, 1 — u(E) = pu(X \ E) y el super-
indice T significa traspuesta. Obviamente, 7 define un homeomorfismo entre AE(X VB y
DWVVE(m)(X7 ), 1o que nos permite concluir la compacidad de AH(X, ). Como, ademads, 71,

es lineal y DWWE(Q) (X, #) es convexo, la Identidad 2.5.1 nos permite garantizar que A, (X, %)
es Convexo. B

2.6. Un Modelo de Céalculo Matricial para los Algoritmos del Reparto de Tartas

En la Introduccién hemos definido el problema de reparto de tartas y el modelo de operacién
elemental de Robertson-Webb sobre Cut&Choose. Aqui vamos a hacer unas pocas reflexiones
originales sobre las consecuencias de los resultados de Lyapunov-Halmos y Dvoretzky-Wald-
Wolfowitz.
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2.6.1. Operacién elemental de Robertson-Webb y el Calculo de Cut&Choose
con matrices estocasticas.

1. Los elementos del problema:

1. Disponemos de una tarta que supondremos que es un espacio topolégico polaco
(X,7) y el conjunto de sus medibles de Borel Z := #(X), inducido por esa
estructura de espacio topoldgico.

2. Dispondremos de n jugadores cuyas preferencias estdn dadas por un vector
= (p1,...,un) de probabilidades libres de dtomos.

2. La operacién Cut:

1. Introducemos unas matrices auxiliares E(; = (5,(;)7 € My(R) dadas

) 1<k,r<n
mediante

5O _ { 1 si(k,r) = (i,9)
kr 0 en otro caso.

2. Laoperacién Cut toma como INPUT una particiéon P = (X1,...,X,,) € £, (X, B)
en medibles de Borel, donde X; es el pedazo que tiene asignado el jugador i. Esta
particién tiene asignada una matriz ., (P) € DWW,SH) (X, %), dada mediante
las reglas B B

*///g(P) = (:ui(Xj)>1§¢,j§n € Sty (R).

3. La operacién Cut dispone de m PLATOS ADICIONALES en los que se depositaran
los pedazos. La estrategia de corte comienza por elegir a quienes se les corta un
pedazo y cuantos pedazos se le van a extraer a cada jugador. Esto consiste en
dar una lista de nimeros naturales k = (k1,. .., k,) € N” tales que

e Suman m (i.e. Y .| k; =m).

e Al jugador i-ésimo le extraeremos k; pedazos.
Noétese que, con nuestras notaciones, las posibles listas de multi-indices k tiene
cardinal igual al nimero combinatorio

m+n-—1
n—1 ’

Se trata del nimero de monomios homogéneos de grado m en n variables.
4. Una vez fijado k, el proceso Cut extrae varios pedazos de cada jugador, conforme
lo indicado en k. Asi, para el jugador i, se extrae una lista

X’L,17 . 7Xz',k7', S «@,
de conjuntos medibles de Borel, disjuntos dos a dos, con la tnica condicién, obvia,
por otra parte, de que lo extraido al jugador i no puede ser superior a lo que tiene.

En suma, tenemos una lista de medibles para el jugador ¢ tal que
e Los pedazos X, 1,..., Xk, van a ser depositados en los platos auxiliares.

e El jugador i se queda con X! = X; \ (Uf’zl Xi,j) €A
Designemos por T}, al listado de esas n particiones
T = (X112, X1k )seoos (Xntsoo s Xnk)) -
Designemos por Ij; el listado de las particiones asociadas a k. Es decir,
Le={(,5): 1<i<n, 1<) <k}
Supondremos I, = {1,...,m} mediante el orden lexicografico.
5. Asociaremos a la particion orginial P y al corte T}, una matriz que tiene la forma
Bty (P Ty) = (D (P) | B (1)) € Moy iom(R),
donde
AP (P) = (1i(X))) 2y e
EP(TY) = (Br|---|En) € M (R),

Ei = (pe(Xi ) 1<¢<n € Mpxr;(R).
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PROPOSICION 2.6.1. Con las anteriores notaciones, la matriz Ext,(P,Ty) €

My (n+m)(R) es una matriz estocdstica por filas que llamaremos matriz exten-
dida del corte T}, sobre la particion P.

DEMOSTRACION. Es evidente. La fila (-ésima de Ext,, (P, Tj) tiene por suma

n n k; n
ZW(XZ{) + Z ZM@(XM) = ZM(Xi) = p(X) = 1.

O

3. La operacién Choose consiste en que cada jugador seleccione las piezas depositadas

en los platos adicionales. Obviamente, dos jugadores distintos no se pueden quedar el

mismo pedazo. Esto significa que el proceso Choose consiste en generar una particién
del conjunto Ij de indices asociados a la lista k:

(2.6.1) =\,

de tal modo que el resultado final para los jugadores sea una nueva particién Q :=
(Y1,...,Y,) de la tarta X dada mediante la regla siguiente

(2.6.2) vi=x/J| U Xi;]. 1<i<n
(i.d)€ s

La particién Q es el resultado de una iteracion de Cut&Choose de Robertson-Webb.
A partir de la particién de Ij, definida en la Ecuacién (2.6.1), podemos definir una
matriz estocastica por filas ¢ € Sty,n(R) con m filas y n columnas, mediante las
reglas
e En cada fila sélo hay una coordenada no nula (y, por tanto, esa coordenada no
nula es igual a 1).
e En la columna i-ésima de _#, las coordenadas son

)

1 siel r-ésimo elemento de Iy, estd en J;
o k
i 0 en otro caso.

Resumiendo, con las notaciones precedentes, el proceso de Cut&Choose toma la forma:

Proceso: Cut&Choose.
INPUT: 4, (P).

Cut: Hallar Ext, (P, Tj).

Choose: Evaluar ///ﬁ(Q) = Extﬁ(”RTE) . ({:l;

) , donde - es el producto de matrices.

OutpPUT: 4, (Q).

2.6.2. El operador Reestructuraciéon. Los resultados de Lyapounov-Halmos y Dvoretzky-

Wald-Wolfowitz permiten observar una accién de monoide sobre DWW&(m) (X, ). Para definirla,
definamos la acciéon siguiente:

PROPOSICION 2.6.2. Sea (X,.7) un espacio topoldgico polaco, B := B(X) la o-dlgebra de sus
medibles de Borel y pu = (1, ..., pir) un vector de probabilidades libres de dtomos sobre 9. Sean
m,n € N dos enteros positivos. Entonces, la siguiente aplicacion estd bien definida

Stuxn(R) x DWWL™ (X, B) — DWW (X, %)

(S, 4, (P)) —  Mu(P)-S.

En el caso particular m = n, la anterior aplicacién define una accion a derecha del monoide
(St,(R),-) sobre DWW, (X, B).
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DEMOSTRACION. Basta demostrar que la aplicacién estd bien definida, lo que significa
probar que si .#,(P) € DWWLLm) (X,%) vy S € Stymxn(R), entonces existe una particién
Qe Z, (X, A) tal que

///LL(Q) = ///;i(P) -5,

Haremos uso del Lemma 2.5.1. Supongamos asi la matriz S dada mediante
S = (sjvi)lgign,lgjgm € Sthn(R),

con las propiedades s;; > 0, para 1 < i < ny Z?:l sji = 1 para cada j, 1 < j < m.
Supongamos P = (Xi,...,X,,). Por el citado Lema 2.5.1, para cada j, 1 < j < m, existe una
particién de X; = X;1|J---UXj  de tal modo que

w(X5i) = s5p(X).

En particular, pe(X;,:) = sj,ipe(X;) para cada £, 1 < ¢ <.
Consideremos ahora la matriz M € 4, .,(R) dada mediante

S DR S n
pr(X1) e (Xon) s; . S;’n
M = '///g(,P) S = 7 ,
pr(X1) o e (Xon) Smi " Smm
Entonces M = (m4,i)1<ycp 1 <i<p » donde

mAi = Zﬂ[(Xj)Sj,i'
j=1
Ahora bien, p1,(X;)s;; = ne(X;,;), por tanto
my,; = ZM@(Xj,i) = we(Ys),
j=1

donde Y; = U;nzl X;i. Por tanto, definiendo Q := (Y1,...,Y,) € £,(X, %) como nueva
particién en medibles de Borel, habremos concluido

My(Q) = Mu(P)-S € DWW (X, B).
El resto de las afirmaciones son evidentes. O

Teniendo en cuenta la accién de las matrices estocasticas sobre DWWL(L") (X, B), podemos
intentar extender a otras acciones del modo siguiente.

DEFINICION 9 (Operador Reestructuracién). Sean m,n € N dos nimeros enteros posi-
tivos. Llamaremos operador reestructuracion sobre las matrices Myxn(R) dado por matrices

estocdsticas por filas My, ..., M, € Sty,xn(R) a la transformacidn
S %rxm(R) — %rxn(R)
Q — Y1 EBw Q- My,

donde las matrices E(y), ..., E() € #,.(R) son las definidas en el Apartado 2.1. de la Subseccién
2.6.1.

Nétese que esta operacién difiere de la accidon de las matrices estocasticas. Lo resumimos en
unas pocas propiedades

PROPOSICION 2.6.3. Con las notaciones de la Subseccion precedente, sea pp = (p, ..., py) un
vector de probabilidades libres de dtomos, sea P = (X1,...,X,) € Pn(X, B) una particion de
un espacio topoldgico polaco (X, T) en conjuntos medibles de Borel y ninguno de los cuales es
vacto.
i) Si Ty, es una estrategia de Cut de P, la matriz Ext, (P, T}) se obtiene como reestruc-
turacion de la matriz A, (P). Es decir, existen matrices estocdsticas

]\417 .. .7M7- S Stnx(m-i-n)(R)?
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tales que

Bt (P, Ty) ZE(g - M.

it) Si, adicionalmente, ¢ es la matriz estocdstica por filas asociada a una fase de Choose
ysi Q= (Y1,...,Y,) € Zn(X,B) es la particion de X obtenida tras aplicar Cut (T},)
y Choose (_# ) a la particion P, entonces, la matriz 4, (Q) es una reestructuracion
de la amtriz A, (P). Es decir, existen matrices estocdsticas

Ni,...,N, € St,(R),

tales que

Q) =>_ B My(P)
=1

Mads ain, dadas cualesquiera dos particiones P, Q € P, (X, PB) existen matrices estocdsticas
M, ..., M, € St,(R), tales que .#,(Q) € DWWﬁ(n) (X, P) se obtiene a partir de una reestruc-
turacion de .4, (P), i.e.

Q) - ZE(Z) . //&('P) . Mg.
=1

DEMOSTRACION. Recordemos que la estrategia de Cut, T}, genera una lista de sub-
conjuntos medibles de Borel de X;, X;1,...,X;,, para cada 1 < i < n, y que se define

X=X, \ (Ule Xm) Denotemos por r( ) e € [0,1] tal que

pe(X}) = 9 pe(X,),

para cada 1 < ¢ <mn, 1 </{<r. Del mismo modo, denotemos s( ) ¢ €[0,1] para cada 1 < j < k;
tales que

pe(Xij) = SEQW(XO-
Sean las matrices My, ..., M, definidas por
My = (DeM{?] -+ M)
donde

i) La matriz D, es una matriz diagonal tal que
(0)

1
Dy := E%H(R)
0
ii) La matriz Mi(e) para cada 1 < i < m es una matriz cuyas filas son nulas excepto la fila
i-ésima que tiene la forma (s E 1) . 51(4_2,17’). Por tanto
0o --- 0
0o .- 0
M= s s | € i, (R).

0

0o --- 0

La matriz My tiene n filas y n+ > . ; k; = n+m columnas. Ademds, es una matriz estocéstica
cuyas coordenadas estédn en [0, 1] y cuyas filas suman

0 +Zs<e) 1,
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debido a que
¢ ¢
ue(X) = (X7 + D me(Xig) = {1+ D0l | (X0
=1

Ahora, considero el producto
(e(X1), s (X)) - My = (0 o] - o)) € R,
donde
o6) = ({7 e(X1)s - D (X)) = (pe(XD), -, me(X7),
y para cada 7, 1 <1i < n,
yz@ = (SE?W(XZ'), e sggiw(Xi)) = (pe(Xi1), s pe(Xik, )

Seguidamente, observemos que E( ~///ﬁ(77) - My es la matriz que tiene todas sus filas nulas
excepto la fila (-ésima que es precisamente la fila dada por (pe(X1),. .., pe(Xy) - My. Es decir

0O --- 0
0O --- 0
By - My(P)-My=| of o o | € Mrsinim)(R).
0 0
0O --- 0
Finalmente observamos que
.
(2.6.3) > By - Mu(P) - My = Ext, (P, Ty),
=1

lo que demuestra la propiedad i). Para demostrar la propiedad ) basta con recordar que

M,(Q) = EItH(P,Tk)< Ij; )

Como ( Idy ) € St(4+m)xn(R), definiendo para cada £, 1 < £ < n,

S

Ny =M, - ( ? ) € St (R),

tenemos una matriz estocdstica con n filas y columnas. Y, por la Ecuacién (2.6.3) se tiene que

Mu(Q) =Y Eqy - My(P)- Ny
=1

La tltima afirmacién del enunciado es obvia. Dadas P = (X3,...,X,), @ = (Y1,...,Y,).
Basta con considerar la particién dada mediante

{X;NY;: 1<4,j<n}e P(X 5.

Siguiendo el mismo proceso indicado para las operaciones de cortar y escoger con SEZJ) € [0,1],
1<i4,7<n,1</¥¢<r, tales que Sg)l;[,bg(Xi) = pe(X; NY;). No haremos los detalles. O
En general no esta garantizado que DWWF(L") sea invariante por la accién del operador reestruc-

turacion. La siguiente Proposicién muestra algunas de las dificultades.

PROPOSICION 2.6.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico polaco, B = B(X) la o-dlgebra de sus
medibles de Borel. Sea n € N un entero positivo y p = (1, ..., fin) un vector de distribuciones
de probabilidad sobre A libres de atomos. Las siguientes propiedades son equivalentes

i) DWW (X, B) = St (R),
ii) 1d, € DWWV (X, B),
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i11) DWWﬁ(n)(X, AB) es estable por la accion del operador reestructuracion. Es decir, dada
M e DWWE(") (X, B) y dadas Ny,...,N, € St,(R), se tiene que

N => Eq-M-N € DWW (X, B).
=1 B
DEMOSTRACION. La equivalencia entre 4) y %) es obvia. En primer lugar, supongamos que
se satisface i), es decir, que se verifica DWWH(") (X, B) = St,(R), entonces Id,, € DWWE(") (X, %)
obviamente. De otro lado, por la Proposiciéon 2.6.2, como DWWﬁ(n) (X, B) es estable por la

accién a derecha de St,(R) se tendra que si Id,, € DWW&(") (X, #), entonces para toda matriz
S € St,(R),

S=1Id,-Se DWW (X,AB),
lo que prueba la equivalencia entre ambas propiedades. De otro lado, es obvio, por construccion,

que el operador reestructuraciéon transforma matrices estocasticas en matrices estocasticas, con
lo que obviamente se concluye i)=-4ii). Para concluir, #i1)=-4), consideremos las matrices

10 - 0

Av=1 = M, ((X,0,...,0) e DWW (X, %),
10 0
0 0 1

A= Lo | = (O, 0, X)) € DWW (X, B).
0 - 01

Claramente se tiene que existe una matriz de permutacién (y, por tanto, una matriz estocastica)
tal que

A=A P,
(P; es la matriz que intercambia la columna 1 y la columna 7). Finalmente, se tiene

n

n
Id, = ZE@) Ay = ZE@) <Ay - Py,
=1

=1
como A; € DWWE(") (X, PB), si se da la propiedad iii), tendremos la propiedad ). O
A la vista de la anterior Proposicién, introduciremos la siguiente nocién:

DEFINICION 10 (Estabilizador de DWWLL") (X,%)). Con las notaciones precedentes, definire-
mos el estabilizador de DWWﬁ(n)(X, B) (y lo denotaremos mediante Stabgl) (X, %)) ala familia

de los operadores reestructuracion que estabilizan DWWén) (X,%). Es decir,
Staby) = {(Ml, c M) € St,(R)": Y Ey- N - M; € DWW (X, 2)
i=1
VN € DWW (X, @)} .
Podemos resumir algunas de las propiedades conocidas de este conjunto el siguiente enunciado:

TEOREMA 2.6.5. Con las notaciones precedentes se tiene:

i) (Stab(ﬁn)(X, PB),®) es un monoide compacto y convexo con las operacion ® dada me-
diante:

(My|...|Mp) ® (N1|...|Np):i= (Mg - Ny|...|M, - Nyp).
ii) (Stn(R),-) es un submonoide de (StabgL)(X7 PB),®) con la obvia identificacidn
S — (S]...18) € Stab(" (X, B).
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iii) (Stab(ﬁn)(X, B),0) es un submonoide de (St,(R))™. Ademds
Stab) (X, ) = (Sta(R))" <= DWW (X, ) = St,(R).

iv) Stab(ﬁn)(X, AB) es compacto y convezxo.
v) Todo operador L € Stab(ﬁn)(X, AB) posee un punto fijo. Mds ain, si L = (My]...|M,) €

Stab(ﬁ")(X, PB), entonces existen vectores fila estacionarios m; € Ap—1 C R™ de M;

(i.e. vectores propios de valor propio 1), para cada i, 1 <i <n, y existe un particion
P=(Xy1,...,Xn) € Zn(X,B) tales que

1
2

///u(P) =

T

DEMOSTRACION. Es obvio que (Stab(ﬁ") (X,4),®) es un semigrupo con unidad. Por la
Proposicién 2.6.2 anterior, observando que si S € St,,(R), el operador reestructuracion (S|...|S)
tiene la forma

Y Eg-M-S= <ZE@> M-S=1Id, -M-SeDWW"(X,5B).
i=1 i=1 -

Concluimos que (S]...]S) € Stab(ﬁ") (X, %). Lo que prueba la afirmacién 4). Es obvio también

que Stab&") (X, %) es un submonoide de (St,(R))". En cuanto a la equivalencia, es una tra-
duccién de la Proposicién 2.6.4 precedente.

El item iv) es consecuencia del Teorema de Dvoretzky-Wald-Wolfowitz (Teorema 2.1.1 prece-
dente). Asi, dados dos operadores reestructuracién

M = (M]...|M,), N = (Ny|...|N,) € Stab{" (X, ),
y dado t € [0, 1], los operadores
My = (tMy 4+ (1 = t)Nq|... [tM,, + (1 — t)N,,) € (St,(R))™.

satisfacen, para cada .# € DWWJ) (X, AB), que

ZE(,’) - M - (tMl + (1 7tNi)) =1 (ZE(Z) ,/ﬂM1> + (1 775) (ZE(Z) ./ﬂNl> .
i=1 i=1 i=1
Como M, N € Stab(ﬂn) (X,98) y DWWE(") (X, B) es convexo, entonces,

ttly + (1 —t)Mo =t <Z Egy - M - Mi> +(1—1t) <Z Egy - M - Ni> € DWW (X, 2),

=1 i=1

y por tanto M; € Stab(&")(X, ). Como (St,(R))™ C R" es un conjunto compacto, basta con
ver que Stab(ﬁn) (X, A) es cerrado.
Sea dada una sucesién, { M) = (Ml(r)| ces |MT(LT)) :reN}C Stab(ﬁn)(X, ) que converge (en

norma euclidea en R”S) a una secuencia
M = (My]...|M,).
Sea A € DWWén) (X, P) entonces, es ficil de verificar que
= 3 S M = i - et M
N = Z;E@ M - M; = lim (;E(Z) M - M, ) .

Como DWVV&(")(X7 ) es cerrado, entonces A € DWWﬁ(")(X, B).
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Para la afirmacién v), basta con aplicar el Teorema del Punto fijo de Brouwer a la accién del
operador M = (My|...,|M,) € Stab(&")(X, B)

. DWW\(X,8) — DWW (X, %)
V4 — S By MM,

Como & es obviamente continua y DWWﬁ(n)(X , %) es compacto, entonces ¢ posee un punto
fijo. Entonces existe una particién P = (X1,...,X,) € £, (X, B) de tal modo que

Mu(P) =Y Ey- Myu(P)- M.
i=1

En particular, si m; es la fila i-ésima de .#),(P), esta identidad indica que
m; = mM;, para cada i,1 <7 <n.

En términos de matrices estocdstiacs, esto se traduce diciendo que m; € A,,_1 C R™ es un vector
fila propio de valor propio 1, que es lo que denomina un vector estacionario de M;. O

PROBLEMA ABIERTO 2.6.6. Con las notaciones anteriores caracterizar las propiedades esenciales
de Stab(ﬁ") (X, #) en funcién de p y, de paso, obtener propiedades adicionales de DWWﬂ(n) (X, AB).

Obviamente, muchas son las propiedades que se podrian estudiar sobre Stab(ﬁn) (X, A) (fidelidad,
generacion, estructura, etc...), pero se escapan a los objetivos de un Trabajo de Fin de Grado
como éste.

2.6.3. Corte Convexo y Corte de Tartas. Hemos observado que no siempre pode-
mos garantizar que DWWIETL)(X , #) sea estable bajo la accién de cualquier operador reestruc-

turacién. Sin embargo, vamos a ver cémo la convexidad de p (cf. Lema 1.2.6, del Capitulo 1)
se puede aprovechar para el reparto de tartas.

DEFINICION 11. Sea (X, ) un espacio topoldgico polaco, B = B(X) sus medibles de Borel y
P=(X1,...,Xn) € ZPn(X,B) una particion en medibles de Borel. Una estrategia de corte Ty,
dada por

T = ((X11, - X )s - (X150 Xk )
se dice conveza si para cada i,j, 1 <i<nl<j<k, existes;; €[0,1] tal que

(X j) = i (Xs).
Noétese que uno siempre podria hacer estrategias de corte convexas por ser p convexo.

PROPOSICION 2.6.7. Con las notaciones de la Definicidn precedente, sea P = (X1,...,X,) €
P (X, B) una particion en medibles de Borel y sea Q = (Y1,...,Y,) € Pn(X,PB) la particion
obtenida después de una estrategia de corte Ty, y aplicando una estrategia cualquiera de seleccion
F . Son equivalentes:

i) T} es un corte convezo.

it) Existe una matriz estocdsticas S € St,(R) tal que

Mu(Q) = Myu(P)- 5.

DEMOSTRACION. Revisando la prueba de la Proposicién 2.6.2 uno observa que se realiza
un corte convexo. Reciprocamente, si se realiza un corte convexo, las matrices estocasticas

My, ..., M, de la demostraciéon de la Proposicion 2.6.3 satisfacen
M, =---=M,.
Por tanto, por la misma Proposicién tendremos

Q) =Y gy o (P) - M- ( {j; ) = 3" By Mu(P)- S = (3" B - Mu(P) - S =

— Idy - Mu(P)- S = My(P) - S,

Id,

donde S = M; - (/) € St,,(R) es estocdstica por ser producto de estocasticas por filas. O
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El siguiente resultado nos confirma el poder de los cortes convexos.

PROPOSICION 2.6.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico polaco, B = B(X) sus medibles de Borel
yu=(p1,..., ) un vector de probabilidades sin dtomos. Entonces, el problema del reparto de
tartas para p se puede resolver en n cortes convexos, devolviendo como resultado una particion
P =(Xi,...,X,) de matriz

R\
3
|
/N
| =
~——
|
3=
3=

e DWW (X, ).

Sl e
Sl

1

n) se obtiene como

1
() =A1-51-Sp,
n

donde Ay es la matriz de la prueba de la Proposicion 2.6.4 y S1, ..., S, son matrices estocdsticas

En particular, la matriz (

DEMOSTRACION. Usaremos solamente cortes convexos. La unica propiedad es que, en la
fase de eleccién (Choose) no todos los jugadores pueden rechazar lo que se disponga en el
plato. Sélo usaremos 1 plato adicional. Se puede llamar a esto “reparto de abuela”.
Numeremos los jugadores del modo {1,...,n}.

Input: X, u.
Inicializar: i =1, P = (0,...,0,X) € Z, (X, B).
while i <n do
El jugador n hace un corte convexo X,, ; tal que

1 1
mﬁ(Xn) = 7E<X) = H(Xn,z)
Asignar X; := X, ;.
i:=144 1.
Xn = Xn \Xn,l
end while
return

Output: La particién obtenida.

Obviamente, este algoritmo devuelve una particién (Y7,...,Y,) de tal modo que
1 1
YE =—ulX) = )
p(¥i) = —p(X) = —
y tenemos el resultado aparecido. O

OBSERVACION 2.6.9. Este resultado indica que se puede obtener un reparto de tartas eficiente en
conjuntos medibles con todas las buenas propiedades de proporcional, equitativo y libre de en-
vidia. Sin embargo, los conjuntos medibles obtenidos tienen algo de indefinible, no disponemos
de métodos constructivos que nos permitan construirlos. Esto conduce a propuestas mas exi-
gentes sobre la posibilidad de disponer de descripciones de los pedazos obtenidos al final del
“algoritmo”. En este sentido se buscan simplificaciones de la tarta a repartir que usualmente
suele ser el intervalo [0, 1]. Es decir, se trabaja bajo hipétesis fuertes como

o X =10,1].

e Hallar una particién P = (Xy,...,X,,) donde cada X; es una unién finita de subin-

tervalos de X (i.e. un conjunto semi-algebraico).

En el siguiente Capitulo discutiremos algunas respuestas positivas a estos requerimientos adi-
cionales.
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3.1. Introduccion

En este Capitulo vamos a dar una demostracién del Teorema de N. Alon de [A, 87] presentado
en la Introduccién de este manuscrito (ver Subseccién 0.3.4). El objetivo consiste en demostrar
que si la Tarta consiste en el intervalo [0, 1] con la topologia usual, entonces existen repartos
proporcionales, justos y equitativos para los cuales cada “pedazo” es una unién finita (y, por
tanto, definible) de subintervalor de [0, 1]. El enunciado concreto que probaremos es el siguiente:

TEOREMA 3.1.1 (Alon, cf. [A, 87]). Sea n € N un entero positivo y sea p = (1, ..., fn) €

[Q([0,1])] ™) un vector de probabilidades continuas (ver Definicion 29) sobre el intervalo [0, 1]
con la topologia usual. Supongamos que la variacion total ||p|| no se anula sobre intervalos de
interior no vacio. Entonces, existe una familia . de subintervalos de [0,1], que definen una
particion y de cardinal #(%) = (n — 1)n, satisfaciendo:

Existe una particion de &

de tal modo que los conjuntos
Fi=|J I,1<i<n,
TEA(D)
verifican
1
we(Fy)=—, Vi,¥0, 1<i<n,1<{<n.
n

En particular, la particion F = (F1,...,F,) € 2,([0,1]) es una particion donde cada medible
de Borel es unidn finita de intervalos (y, en particular, definible) de tal modo que

M, (F) = (1>

n

Mas aiin, la particion F puede obtenerse realizando (de manera no uniforme) O(n?) operaciones
elementales de Cut&Choose.

3.2. Un poco de Combinatoria en Esferas Absolutas: Coloraciones

En esta Seccién vamos a introducir algunos elementos técnicos preliminares a la prueba del
Teorema de Alon. Denotaremos (como en la Definicién 31 del Apéndice A) por A,, el simplex
n-dimensional, es decir,

Ap={(z0,...,2n) ER" 2,20, Y w; = 1)}
=0

39



40 3. EL TEOREMA DE ALON

Si k € N es un niimero entero positivo, (A,)* puede identificarse, mediante el paso a la
traspuesta, con las matrices estocdsticas por filas. De hecho, tnemos la identificacién, mediante
trasposicion, (Ap)" 2 Sty (ni1)(R).

DEFINICION 12. Sea n un entero positivo y x = (xo,...,Ty) € Ayn. El soporte de x, denotado
por supp(x) se define como

supp(z) :={i € {0,...,n}: z; # 0}.
NOTACION 3.2.1. Introduciremos la notacién de un subconjunto de (A,)* que nos sera de
utilidad.
Yo = {1, u) € (An)k t supp(y;) N supp(y;) = 0, Vi # j}.

Nétese que cada columna de un punto de Y7, j tiene una coordenada no nula. Esa coordenada ya
no puede ser compartida por el resto de columnas, por lo tanto, en esa fila ya no podra haber mas
coordenadas no nulas. Por lo tanto, visto con la identificacién matricial Y, . € Sty (n11)(R),
los puntos (y1,...,yr) € Y, son matrices estocdsticas cuyas k filas son, respectivamente,
Y1,- .., Yk y cuyas columnas poseen, a lo sumo, una coordenada no nula. Definiremos ahora una

trasposicion v dada mediante
v Yn,k — }/n,k,

(yla"'vyk) — (y27"'ayk»y1)v
que sera de utilidad. Matricialmente puede considerarse como multiplicar por la matriz

o1 o0 ... 0
o0 1 ... 0
P = Do - P
0o0 ... 0 1
1 0 0 0

TEOREMA 3.2.2 ([BaShSz, 81],Statement B’). Con las notaciones precedentes, sea t un entero
positivo y k un entero primo impar. Sea g : Yy, — R'™1 una funcion continua. Entonces existe

y € Y, 1 tal que
9y) =glyy) = =g(¥"'y).

DEFINICION 13. Sea I C R un intervalo compacto de nimeros reales. Una t-coloracidn finita
de I, cont € N un entero positivo, es una particion

r—alJ-en

donde cada C; es un medible de Borel y ur(C;) # 0 para cada i € {1,...,t}, siendo pr la
medida de Lebesgue.

DEFINICION 14. Sea t € N un entero positivo e I = [0,1] el intervalo unidad de R. Una t-
coloracion con medidas de I es unalista de medidas no negativas sobre los medibles de Borel de
I py,..., 1, que son libres de dtomos y satisfacen:

ﬂl([0,$]) +oee +/fft([07x]) = NL([va])v Vo € [07 1}'

Nétese que toda t-coloracion finita define también una t-coloracién con medidas. Bastaria con
definir, para cada i € {1,...,t}, las medidas

i(F) = /F xe, () dyup(2) = ur (C; O F), VF € B(T),

donde x¢, denota la funcién caracteristica de C;.

DEFINICION 15. Dada una t-coloracidn con medidas p1, . .., ps del intervalo I = [0,1], diremos
que es una t-coloracidn continua si las funciones M; : I — Rxg, dadas mediante M;(x) =
1i([0,x]), son continuas para cada i € {1,...,t}.

DEFINICION 16. Sean k,t,r tres mimeros enteros positivos. Sea pu = (p1,...,4t) una t-

coloracion con medidas del intervalo [0,1]. Una k-descomposicion de talla r de I asociada
a p es un par (&, F) donde:
i) S ={0=yo <1 < <yr <yYry1 = 1} un congunto formado por r elementos del
intervalo [0, 1].
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i) F = {F,...,Fy} es una particion de I salvo algunos elementos de # de tal modo
que:
(a) Cada F; estd formado por la unidn de algunos de los subintervalos de I del con-
Junto

{03} ULy 9501) s 1< <}
(b) Para cada i, 1 <i<t, ypara cada j, 1 < j <k, se tiene:

palFy) = ([0, 1]).

3.3. Una construccién de una particion en intervalos

3.3.1. Introduccién. En esta seccién se hara un estudio detallado del trabajo realizado
en [A, 87] en el cual se expone una generalizacién del Teorema de Hobby-Rice (cf. [HoRi, 95]).
El Teorema al que se refiere es el siguiente:

TEOREMA 3.3.1 (Teorema de Hobby-Rice (cf. [HoRi, 95])). Sea p = (p1,...,pn) un vector
de medidas sobre ([0,1],%8), B = PB([0,1]) su o-dlgebra de Borel. Entonces para algin r,
1<r < n existen unos puntos xo =0< 2 < - <z <1 =ap41, tales que denotando

A= Uz o (2, x2i41]) y B == UZ o [z2i—1, 2] = [0,1] \ A, se tiene
1i(A) = p;(B), 1 <j<n.
El Toerema que generalizaréd este Teorema anterior es el siguiente:

TEOREMA 3.3.2. Sea i = (1, .., i) un vector de probabilidades continuas (ver Definicion 29

del Apéndice A) sobre [0,1] y sea k un entero positivo. Entonces existe una k-descomposicion
de talla (k — 1)t + 1.

El Teorema de Hobby-Rice es el caso particular k£ = 2 de este ultimo Teorema.

3.3.2. Construccién de la Particién. Con las notaciones precedentes, tomemos un
punto y = (y1,...,Yx) € Yn 1 y definamos

1
E(yl + Y.

Para cada i, 1 < i < k, supongamos y; = (y(()i), ey yﬁl)) €A,

x = (X0, ..., Tp) 1=

1 k
T = E(y§1)+"'+y£ ),

se tiene que, evidentemente x; > 0 para cada 0 < i <n. Y se tiene que

To 4+ Zzy(J)

j=11i=0
Por lo que z € A,,. Con este x definimos la siguiente familia de subintervalos de I = [0,1] :

J

Iy := [0, 2], Zm“le 1<j<n.
=0

Consideramos la medida de Lebesgue py, sobre el intervalo [0, 1], se tiene que

j—1

j
pr(lo) =m0, pr(l;)=> = wi=x;, 1<j<n,
i=0 i=0

Por lo tanto pr(I;) = «; para 0 < j <n.
LEMA 3.3.3. Con las anteriores notaciones, existe una aplicacion suprayectiva
=1, :{j€{0,...,n}: z; >0} —{1,...,k},

dada mediante la siguiente propiedad:
Para cada j € {0,...,n}, z; > 0, existe un tnico ,(j) =i € {1,...,k} tal que la coordenada
j-€ésima de y; es no nula.
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DEMOSTRACION. Si x; > 0, entonces existe al menos un ¢ € {1,...,k} tal que y(i) > 0.

J
Pero por definicién de Y, , no puede haber dos indices i1,i2 € {1,...,k} tales que y(-“),

j
yj(-”) > 0 porque, en ese caso, se tendria j € supp(y;;) N supp(y;,) = 0. Por lo tanto la

correspondencia ¢, tal y como esta definida, es una aplicacién. Por otro lado, veamos que es
suprayectiva. Como y; € A,, debe tener alguna coordenada no nula. Supongamos j € {0...,n}
el menor valor tal que y§i) # 0. Veamos que £, (j) = 4. Si hubiera iy # i tal que y;»l # 0 entonces
J € supp(y;) N supp(y;,) = 0. Por lo tanto se tiene que

1 ¢

y entonces £(j) = i, por lo que ¢ es suprayectiva. O

Con las anteriores notaciones definamos, para cada y € Y, i,

Aiy) = 1{j €{0,....n}: 4,(j) =i} = ¢, ({i}).

Definamos, finalmente, la unién de intervalos

Fiy)= |J I, 1<i<k
JEAi(y)

AFIRMACION. Con las anteriores notaciones, se tiene que la coleccién de subconjuntos Fiy(y), ..., Fx(y)
satisfacen:

i) Son disjuntos dos a dos.
i1) Se tiene que I = Ule Fi(y).

DEMOSTRACION. i) Por la definicién de £, no puede haber dos 41, ip distintos tales
que j € Aj, (y) N Ay, (y) = 0. Recuérdese ahora que los intervalos I; son disjuntos dos
a dos y se concluye la afirmacion.
ii) Como se tiene

|
—_

J n
O<zg<motar < <Y a; <<y @i =1,
=0

Il
=]

%

es claro que I C Ule Fi(y), lo que concluye la prueba.
O

LEMA 3.3.4. Con las anteriores notaciones, sea y € Y, 1 y sean Fi(y),..., Fy(y) las uniones
finitas de intervalos construidos por el método anterior. Entonces

1
donde py, es la medida de Lebesgue sobre el intervalo [0,1].

DEMOSTRACION. Primero recordemos que, para cada j € {0,...,n}, se tiene

1 (e
pr(ly) = z; = %Z/](- uD,

Como son dos a dos disjuntos, se tiene para cada i € {1,...,k},
1 (e 1
p(F)=pe( J )= > ()= Ey]( U = T
JEN:(y) JEA(Y) JEAi(y)

Y se tiene que la ultima igualdad es cierta ya que al ser j € A;(y) se tiene que se toman los
elementos no nulos de y(;), y como este es un punto de A, se da que su suma serd 1. O

A continuacién se discutird, para cualesquiera k,t € N enteros positivos, la existencia de una
k-descomposicion para cualquier t-coloracién. Esta discusién se dividird en tres partes, una
primera, el caso k = 2, que surge de la aplicacién directa del Teorema de Borsuk-Ulam, se
toma de [AW, 86| sin demostrarla. Seguidamente se detalla el caso en el que k es primo
impar, siguendo [A, 87]. Finalmente, siguiendo también [A, 87], mostramos como a partir de
cualesquiera k-descomposicion y [-descomposicién se puede construir una kl-descomposicon.
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TEOREMA 3.3.5 ([AW, 86], Proposicién 2.1). Con las notaciones precedentes, toda t-coloracidn
admite una 2-descomposicion de tamano como mucho t.

TEOREMA 3.3.6. ([A, 87]) Sean k € N un ndmero primo impar, t € N un entero positivo y
N = (k—1)t. Entonces, toda t-coloracion de medidas continuas (en el sentido de la Definicion
15) admite una k-descomposicion de talla N + 1.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto Y;, ; descrito en 3.2.1. Para cada subconjunto
no vacio F C {0,...,n} definamos

Ap = {y € Yn,k : 6;1({1}) = F},

donde ¢, : {0,...,n} — {1,...,k} es la aplicacién suprayectiva descrita en el Lema 3.3.3.
Observamos que la siguiente es una descomposicién de Y, ;, como unién finita de abiertos,
disjuntos dos a dos:

(3.3.1) o= U A
PCFCA{o0,...,n}

Para ver que Ap es abierto, retomemos la definicién de la funcién ¢, introducida en el Lema
3.3.3. Observamos que dado j € {0,...,n}, son equivalentes:

o j el ({1}),

. yj(-l) > 0.
Por tanto, podemos escribir

Ap =Y N{y = (y1,...,ye) e RFTV 0yl >0, 5 € F}.

Como F' es un conjunto no vacio y finito, concluimos que Ap C Y}, ; es un abierto. De otro
lado, la aplicacién ¢, es suprayectiva para cada y € Y,, ;. Por tanto, 6;1({1}) C{0,...,n}es
un conjunto no vacio, luego y € Ap, donde F' = 651({1}). Finalmente, si y € Ap N Ag # 0,
entonces F' = £, '({1}) = G. Por tanto, la Identidad (3.3.1) es una descomposicién de Y, x
como unién finita de abiertos disjuntos dos a dos.
Sea ahora fi1,. ..,y una t-coloracién del intervalo [0, 1] dada por medidas continuas (en el sen-

tido de la Definicién 15). Dado y € Y;, i, sean Fi(y), ..., Fi(y) las uniones finitas de intervalos
descritos como en parrafos precedentes. Para cada i, 1 < i <t — 1, definamos

3.3.2 ’
(352) Vo m(R).
Observamos que la funcién g; es continua si y solamente si para cada F' C {0, ...,n} no vacio, la

L F
restriccion g( )

K3
(3.3.1)).
Ahora, fijando F C {0,...,n}, Fi(y) viene dado por la descomposicién siguiente:

Al =010 | U w3 a ).

JEF t=0  t=0

e 0, i0¢F,
{0} —{ ), s0cr

Fijando F' = ¢,'({1}), los extremos de los intervalos, con j € F,

Jj—1 J
Ij = (Z T, th],
t=0 t=0

son funciones continuas de y. Mas aun, fijando j € F, la funciéon

: Ap — R es continua (donde Ap son los abiertos descritos para la Identidad

donde

AF — R
Jj—1 J
y o w0 T 2o Te))s
es una funcién continua. Por tanto, la funcién g;| 4, es una suma de (#(F)) funciones continuas

definidas en Ap. Por tanto g;|a, es continua y, dada la particién en abiertos de la Identidad
(3.3.1), la funcién g; definida en (3.3.2) es también continua.
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Consideremos ahora la apliciaciéon continua
.f . t—1
g9 = (917"',925—1) . Yn,k > R .

Aplicando el Teorema del Punto fijo de [BaShSz, 81] (ver Teorema 3.2.2), existe un punto fijo
0= (61,...,0;) € Y, de tal modo que

9(8) = g(8) =--- = g(+*'0),

donde « es la trasposicién definida en Notacién 3.2.1. Se tiene que esta trasposicion satisface
Y0 = 011,01, 01,...,0;).

Por lo tanto

9i(v0) = ni(F1(8)) = pi(Fi31(0)),

para cada j, 1 < j < k — 1. Para verificar la dltima igualdad, recordemos que

U

JEAL(9)
donde
A (8) =65 ({1}).
Por lo tanto, al aplicar 77 se tiene que

M(v70) = €,({1}) = 65 ({7 +1}) = A (0),

con lo que se concluye que

no)= | L= U L=Fn0),

JEAL(VI0) JEA;+1(0)

Por lo tanto, el punto fijo 8 € Y,, ;, satisface que para cada i, 1 <i¢ <t -1
pi(F1(0)) = -+ - = pi(Fi(0)),

mientras que, al ser F;(0), 1 < i < k, conjuntos disjuntos dos a dos

(333) ,ui(Fl (Q)) % Flc = M U F - Uz ])
Por lo que hemos probado que paracada 1 <j<ky1l<i<t—1setiene que

i(F5(©) = s (0, 1).

Notese que por ser p1, . .., p; una t-coloracién en medidas de [0, 1], se tiene que para cualesquiera
a,b€[0,1] con a <b,

pa([a,b]) + -+ pe([a,b]) = pr([a,b]) = b— a.

Como Fj;(#) es una unién finita de sub-intervalos disjuntos del intervalo [0, 1], se tiene:

Z 1i(F(8)) + e (F5(0)).

Por el Lema 3.3.4 se tendra

r=n Zuz )+ 1 (F(0)).

Como Fi(0), ..., Fr(0) define una particién del intervalo [0,1], a partir de la Identidad (3.3.3)
concluimos que

De otro lado, tenemos que
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Por tanto, podemos concluir que

Eol

(B @) = 10— 3 a((0,1])) = £a(0,1)

O

OBSERVACION 3.3.7. Nétese que hemos desarrolado la prueba en el caso de t-coloraciones de me-
didas continuas. Obviamente, contiene el caso de t-coloraciones finitas tales que la t-coloracién
de medidas defina (conforme a la Observacién precedente) es continua.

Nétese que el caso k = 2 se sigue del Teorema 3.3.5 de [AW, 86].

LEMA 3.3.8. Sean t,p,q € N tres numero enteros positivos. Supongamos que parak =p yk =gq
se satisface la siguiente propiedad:

(Px) Para cualquier t-coloracion continua i1, ..., p del intervalo [0,1] que satisface
t
(3.3.4) Zﬂe([()?x]) = pr ([0, 2]), Vz € [0,1],
=1

donde py, es la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1], existe una k-descomposicion (Fy, Fy)
donde:

e 9 es una particion del intervalo [0,1] en intervalos de la forma

(335) fk :{[O,bl,(ag,bg],...,(aN,bN]},
o #(S) =N =(k—1),
o F ={F1,...,Fy} donde cada F; es una unidn finita de algunos de los intervalos de

I y P define una particidn del intervalo [0, 1].
o w(F;) =4pe([0,1]), 1 <<t 1<i<k.
Entonces, existe una (pq)-descomposicidn de cualquier t-coloracién continua dada por un par
(F,F) donde

o 7 es una particion de [0,1] en intervalos del tipo de la Identidad (3.3.5).
o F = {F,...,Fp,} es una particion de [0,1] donde cada F; es una unidn finita de
algunos de los intervalos en & .

o« #(5) = (pg— 1)t

[ ]
o w(Fy) = oope((0,1]), 1 <0<t 1< 7 <pqg.
DEMOSTRACION. Haremos la demostracién en dos etapas. Sea py,. .., gy una t-coloracién

del intevalo [0, 1]. Supongamos que satisface

t

Z/J@([O,x]) =z, Vz € [07 ”

=1
Entonces, la variacién total ||u|| = p1 + - - - + p; define una funcién
h: [0,1] — [0,1]
x  — h(z):=||pl(0,2]),

con ||p|| que no sea nula sobre itervalos de interior no vacio contenido en [0,1]. Nétese que si
a,b € [0,1], con a < b, entonces

2ll((a,0)) = b —a #0.

AFIRMACION. La funcion h es una funcion biyectiva, estrictamente creciente y continua. Lo
mismo sucede con su inversa h=': [0,1] — [0, 1].

DEMOSTRACION. La continuidad de h estd garantizada por la continuidad de p. Como
la funcién |||l es no nula sobre intervalos abiertos, entonces dados a < b con a,b € [0,1],
|l (fa, b]) # 0y, por tanto,

h(a) = [|ulI([0, a]) < pl[([0,6]) = R(b),
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entonces h es estrictamente creciente. Ademas, ||u||([0,0]) = 0, lo cual implica f(0) = 0. De
otro lado

h(1) = [|pli([0, 1)) = pr([0,1]) = 1.

Finalmente, h es suprayectiva por el Teorema de Bolzano: dado t € [0, 1], como
h(0)=0<t<1=h(1)=3x€][0,1], h(z) =t.

Por tanto, h es biyectiva, continua y estrictamente creciente. Podemos considerar su inversa
h=1:[0,1] — [0, 1] y sera también biyectiva, continua y estrictamente creciente. O

Dado que se satisface la propiedad (P,), existe una p-descomposicién (&, .%) de la t-coloracién
continua fi1, ..., t, donde #(F) = (p — 1)t y F = {F1,...,F,}, donde cada F; es unién de
algunos intervalos de . y

e(Fy) = %w([OJ]), 1<r<t

Ahora, observemos que, salvo traslaciones, existe \; > 0 tal que existe una funcién estrictamente
creciente y continua

¢i : F’L i [07)\1]7

(o en (0, ], en el caso que el intervalo [0,b1] € F;). Esta funcién ¢; es una isometria sobre
cada uno de los intervalos que forman F;. Por tanto, se preserva la medida de Lebesgue y se
tiene que

pr(Fi) = po([0,A;) = Ai.

Por el Lema 3.3.4, podemos suponer que ur, (F;) = +. Dado un intervalo I = [a, b], con a < b,

1
p

o~

t

> nel(a,b]) =Y (pe((0,8]) = pr([0,a))) = pr([0,0]) — ([0, a]) = b —a.

/=1 {=1

Como F; es una unién finita de intervalos de este tipo, se tien

De otro lado

1

0.1 = 2 (S atto. 1)) = Lo, = L
p p p
/=1

Por tanto, podemos concluir que \; = %. De otro lado, podemos considerar la homotecia

np: 0,1 — [0,1]
r — p-zT

Definamos, finalmente, la funcién
o, : F; — [0,1],

dada mediante ®; := 1, o ¢;. Se tiene que ® es una funcién estrictamente creciente, continua y
biyectiva.
Definamos para cada ¢, 1 < ¢ <,y cada X € %([0,1]) la medida

ve(X) = pe(@7H(X)).

Consideremos la variacién total ||v|| = 1 + - - - + 14 como medida definida sobre los medibles de
Borel de [0, 1].

Sea (a,b) C [0,1] un intervalo de interior no vacio (i.e a < b). Como ®; es estrictamente
creciente y continua, entonces ®; '((a, b)) es una unién finita de intersecciones de un intervalo
abierto J de [0, 1] con los intervalos que componen F;. Como J es abierto, hay un subintervalo
J' C F; tal que J N J' contiene un intervalo abierto de interior no vacio. Por tanto, como
1, - -, [t €s una t-coloracion,

el (T ") # 0.
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Pero JN.J' € & ((a,0)) v (7 N0 J') < |l (@;((a.))). Luego [|ull(®; *((a,b))) # 0. Pero
se tiene

t

0 < Jlll(@7 " ((a,0)) = D pe(®7H((a,0))) = Y wel(a,b) = |l ((a, ).
{=1

=1
En particular, la siguiente funcién es una funcién continua, biyectiva y estrictamente creciente:
£ — 0.1
x> lzf([0,2]) = 32—y ve([0, z]).

Definamos, finalmente, la siguiente familia de medidas finitas sobre los medibles de Borel del
intervalo [0, 1]:

Vi(X) = ve(£ (X)), VX € ([0, 1)),
Ahora, sea = € [0,1] y consideremos y € [0, 1] tal que f(y) = x. Se tendrd

t

vi(0.a1) = S ve(F 1 (0.a]) = 3 we([0, 5

S ve(0,9) = Izl (0, )) = f(y) = 2.

M~

=1 =1 =1 =1
En particular, v{, ..., es una t-coloracién del intervalo [0,1]. Como se satisface la propiedad
(P,) existe una coloramon foramda por (#,.%#;), donde

e .7 es una familia de (¢ — 1)¢ intervalos disjuntos que definen una particién de [0, 1].

o 71 = {Ai1,..., A4} es una particién del intervalo [0,1] en ¢ conjuntos medibles,
cada uno de los cuales es una unién finita de elementos de .#;.

o v)(Aij) = %u;([o, 1)), ¥4, 1 < £ <.

Ahora, como f es estrictamente creciente y continua, si J es un subintervalo de [0, 1], entonces
f71(J) es también un subintervalo de [0,1]. En particular, definamos

o I ={f"1(I): 1€ #}. que es una familia de subintervalos de [0,1] de cardinal
(g — 1)t

o 75 ={Gi1,...,Giq}, con G;; = f71(F;;), es una particién de [0,1] en ¢ medibles
de Borel, cada uno de los cuales es unién finita de algunos de los intervalos de 5.

e Para cada ¢, 1 < ¢ <t se tiene

(Gig) = ve(f (Ary)) = vh(Ai ) = éumo, 1)).

Pero, ademés, como f : [0,1] — [0, 1] es biyectiva, f~1([0,1]) = [0, 1]. Por tanto
1/2([0, 1]) = VE[O) 1]7

y tendremos la familia (%, %5) anterior, con
1
ve(Gij) = 51/@([07 1]).

Seguidamente, consideremos la familia /3 ={F;1,...,F;,} dada mediante
Fij=2"(Gi;) C Fi.

Observemos que

we(Fiy) = (@ 4G ) = (G ) = éw([O, 1)),

Pero, ademés, 14([0,1]) = we(®71([0,1])) = pe(F;). Por lo que la familia {F; 1,..., F; ,} satis-
face:

() = (0.1 = ~ne(F) = ——p(0.1).

De otro lado, la familia
I =0 () = {7 VI): I € S},

define una familia finita de subconjunto del intervalo [0, 1].
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Si A(4) es el conjunto de los intervalos que forman Fj, la familia f?,(l) es una familia de medibles
de Borel de [0, 1], cada uno de los cuales es una unién finita de intervalos. Como ®; es estric-
tamente creciente, si ®; 1([ ) interseca solamente r intervalos consecutivos Ji, ..., J, de los que
componen F;, entonces

o7 (1) = (@7 (1) ) Bl Ud @ty n )

En particular, fgfi) es una familia de medibles de Borel dados como unién finita de intervalos
en una familia de intervalos fg(i) cuyo cardinal no es mayor que el cardinal de %5.

Por tanto, la familia (ﬂg(i), 9’3@)) es un par formado por

. f?fi) es una familia de intervalos de [0, 1] de cardinal acotado por (¢ — 1)t,
. féi) ={Fi1,...,F; 4} es una particién de F; cuyos elementos son uniones finitas de

elementos de fg(i).
o pe(Fij))oame([0,1]), 1 <0<t
Juntando las familias y definiendo

P
s=7A, 7=z,
i=1 i=1
tendremos que
o #(5) <p-max{#(A7) s 1<i <p} <plg— 1)t < (pg— 1,
* #(F) =npy,
e Los elementos de .% son uniones finitas de elementos de .#,
e Paracada Fe F ycada l, 1 <L <t:

1
pe(F) = —pe([0, 1]).
(F) 2 (10,1})
Luego (£, %) es una (pq)-descomposiciéon de la t-coloracién gy, ..., u; v el Lema queda de-
mostrado. Il

Con las notaciones precedentes, es claro que con la combinacién de los Teoremas 3.3.5, 3.3.6 y
el Lema 3.3.8 precedente, podriamos concluir el siguiente Corolario:

COROLARIO 3.3.9. Sea pi = (p1, ..., pt) un vector de medidas continuas sobre [0, 1] tales que
([0, a]) + -+ ([0, 0]) = o,

para cualquier o € [0,1]. Entonces, para todo nimero enterok > 1 existe una k-descomposicion
de talla (k — 1)t + 1.

TEOREMA 3.3.10. Sean m,n € N dos nimeros enteros positivos. Sea p1 = (u1,. .., tn) un vector
de probabilidades continuas, sin dtomos, y tales que a variacion total ||p| == p1 + - - 4 pn n0
se anula sobre subintervalos abiertos no vacios de [0,1]. Entonces, existe una familia .7 de
subintervalos de [0, 1], que definen una particion de [0,1] y satisfacen #(.%) = (m — 1)n, y:
Existe una particion en m subconjuntos de &

s = JA),
=1

de tal modo que los conjuntos

Fi=|J I, 1<i<m,
TEA(4)

verifican

1
we(EF) = —, Vi, W0, 1<i<m, 1</{<n.
m
En el caso n = m € N, entonces existe una solucion del problema de reparto de tartas P =
(F1,...,F,) € 2,(10,1], Z.,) de tal modo que la matriz asociada satisface

M,(P) = (i) e DWW ([0,1], 7).
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siendo Fy,. .., F, uniones finitas de subintervalos de [0, 1].
DEMOSTRACION. Consideremos el vector de probabilidades i = (pu1,..., 1) continuas y
la funcién de su variacién total ||u|| = g1 + -+ + n. Definamos
W::ﬂ, 1<i<n,
n
y la funcién siguiente

f: [0,1] — [0,1]
. — @)= [0, 2]) = vi ([0, z]) + - - + va ([0, 2]).

AFIRMACION. La funcién f es una funcion biyectiva, estrictamente creciente y continua. Lo
mismo sucede con su inversa f~1: [0,1] — [0,1].

DEMOSTRACION. La continuidad de f estd garantizada por la continuidad de . Como la
funcién ||p|| es estricatamente creciente (o no nula sobre intervalos abiertos), entonces dados

a <bcona,bel0,1], Il ([a,b]) # 0y

@) = 12 (0.a]) = L 10.0]) < Ll10.81) = (0.8 = £00)
Ademés, ||lv]|([0,0]) = 0, lo cual implica f(0) = 0. De otro lado

1 n
1) = [lz]|([0,1]) = = [|ul|([0,1]) = = = 1.
£1) = (0. 1]) = (o, 1) = ©
Finalmente, f es suprayectiva por el Teorema de Bolzano: dado t € [0, 1], como
fO)=0<t<1=f(1)=3zec[0,1], f(z) =t
Por tanto, f es biyectiva, continua y estrictamente creciente. Podemos considerar su inversa
f1:]0,1] — [0, 1] y sera también biyectiva, continua y estrictamente creciente. O
Definamos osbre el intervalo [0, 1] las medidas positivas v1,. .., v, dadas mediante
vy(B) = v(f~1(B)), VB € #([0,1], Z.,),

dénde ([0, 1], Z,) es el espacio topoldgico [0, 1] con la topologia usual. Obsérvese, ademds, que

si z € [0, 1] entonces
n n

Yo vil0.a]) =Y ve(£71([0,a])).
=1 =1
Siy € [0,1] es tal que f(y) = z, entonces, como f es creciente f([0,y]) = [0,x], por tanto

[0,9] = f~1([0,2]). Esto nos da
> vi((0,a]) =Y we([0,9]) = [l2li([0,9]) = f(y) = =.
=1 =1

Aplicando, entonces, el Corolario 3.3.9, existe una m-descomposicién de talla (m — 1)n + 1 de
la n-coloracién v1, ..., v, dada mediante un par (.#,.%) donde

o F={F,....,F,}.

e Cada Fj es una unién finita de intervalos en .#.

e Y ademés v)(F;) = Lv;([0,1]).
Ahora, definamos G; := f~1(F;) para cada i, 1 <i < m. Como f~! es estrictamente creciente
y continua, para cada intervalo J C [0,1], f~1(J) es también un intervalo de [0, 1]. Por tanto,
cada G; es una unién finita de intervalos de I = [0, 1]. Finalmente, se tiene:

PG (@) = w7 (B) = (B = Li(0.1))

n
y por otro lado

10,10) = v ([0, 1)) = = pe((0,1]),

por lo que se concluye que
1
pe(Gi) = —pe([0,1]), VE V), 1< l<n, 1< j<m.

En el caso m = n y n es un nimero primo, tenemos la afirmacién buscada. O
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En este Capitulo recordaremos algunas de las nociones matematicas basicas, y algunas de las
propiedades mas conocidas, usadas en esta Memoria.

A.l. U—Algebras, Medidas, Probabilidades

A.1.1. Terminologia. Comenzamos con las definiciones esenciales. Sea X un conjunto
cualquiera y consideremos su conjunto potencia asociado, Z(X).

DEFINICION 17. Una dlgebra (de Boole) sobre X se define como una coleccion o/ C P(X) de
subconjuntos de X tales que:
i) Los subconjunto impropios estin en o/ (i.e. X, € o).
ii) La clase o/ es cerrada por complementariedad (i.e. Si A € o, entonces su comple-
mentario X \ A € & .

iit) Es cerrada por uniones finitas. Si{As,..., A} C & es una familia finita de elementos
de of , entonces \J;_, A; € .

Es obvio que la interseccion e algebras de Boole es también dlgebra de Boole. Por ello, para
cada F C Z(X), podemos definir el dlgebra de Boole generada por .# como la menor dlgebra
que contiene a %, esto es,

(F) = m{% CP(X): G es dlgebray F C 9},

Los elementos de (%) se obtienen mediante combinaciones Booleanas finitas de elementos de
Z. Es decir, todo elemento B € (%) se obtiene mediante un ndmero finito de aplicaciones de
los operadores unién, interseccién y complementacién a los elementos de %.

DEFINICION 18. Una o-dlgebra sobre X se define como una coleccion > C P (X) que es dlegra
y ademas se cumple que

Si {4; :i € N} es una familia contable de elementos de ¥ se tiene que U A; € XL
1€EN
Al par (X, X)) se le denomina espacio de medida, y a cada conjunto E € ¥ se le llama conjunto

medible.

De nuevo, la interseccién de una familia cualquiera de o-algebras sobre un conjunto X es
también una o-édlgebra. Por tanto, dado # C &?(X), definimos la o-algebra generada por # a
la menor o-dlgebra sobre X que contiene a %, esto es,

o(Z):=( {9 C P(X): ¥ es o-dlgebra, F C G},

51
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EJEMPLO A.1.1. e La o-dlgebra trivial: ¥ = {0, X'}

e Dado un espacio topoldgico (X, ), se define la o-dlgebra de Borel como la generada
por el conjunto de los abiertos de 7. Denotaremos B(X,T) = o(T) (o simple-
mente B(X)) a la o-dlgebra de Borel y a sus elementos B € B(X,.T) los llamaremos
medibles de Borel de (X, T).

En lo que sigue fijaremos una o-algebra, ¥ en X. Sobre esta o-algebra,

DEFINICION 19. Dado un espacio de medida (X,Y), una media sobre (X, ) es una aplicacidn:

pw: ¥ — RU{foo}
S — n(S),

donde R son los nimeros reales, y que satisface las siguientes propiedades:

i) 1) = 0.

it) Si{A; : i € N} C X es una familia de elementos de X, disjuntos dos a dos, entonces

p (U A¢> =" u(Ay).

€N i€EN

e Una medida p se dice no negativa si u(S) > 0 para todo S € X.

o Una medida i se dice finita si su rango estd contenido en un compacto de R. Es decir,
st existen o, B € R tales que para todo S € ¥ se tiene que p(S) € [a, 5]. Si 1 es no
negativa, una condicion necesaria y suficiente para ser una medida finita es que se
satisfaga p(X) < +oo.

o Una medida p se dice probabilidad si pn(X) = 1.

NoOTACION A.1.2. Usaremos la notacién (X,3) (o simplemente Q(X) cuando no haya con-
fusién sobre X)) al conjunto de todas las medidas del par (X, ).

EJjEmpPLO A.1.3. e La medida de Lebesgue.
Se define la medida exterior como

A* gZ(R) — RZO @] {OO}
E +— A (B),

en donde se tiene que, si ¢(I) es la longitud del intervalo I,

A*(E) = inf {Z ¢(I,,) : donde {I,, }son intervalos que E C UI"} .
n=1

Se define la o-dlgebra de Lebesgue como la menor de las que, conteniendo a los inter-
valos, satisface ademds: Para cada E C R, si E es medible de Lebesgue, entonces

VACR M(E)=X(ENA)+X(EN((R\A)),
sobre esta o-dlgebra se define la medida de Lebesgue, pr, como
i (E) = X*(E).

Esta medida se generaliza al caso de R™ usando cubos n-dimensionales en lugar de
intervalos en la definicion de la medida exterior.

e La medida de Gauss. Sea By el completado de la o-dlgebra de Borel sobre R™ y M(L")
la medida de Lebesgue sobre ABy. Se define la medida de Gauss como

Tn * By — [071}
E — v(E),

en donde
1

“Lzl? 4 (n
\/ﬂn/Ee CAIEd| dM(L)(iﬂ)v

en donde ||z|| representa la norma euclidea de un vector en R™. Esta medida es una
probabilidad inducida por la distribucién normal N(0,1).

Yn(E) =
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DEFINICION 20. (Descomposicién de Jordan) Sea p : ¥ — R una medida finita sobre una
o-dlgebra X. Definimos las dos funciones de la descomposicion de Jordan mediante

pt(B) :=sup{u(Ad): A€, AC B},
p= (B):=—inf{u(A): AeX, AC B}.

DEFINICION 21. Sea (X,Y) un espacio de medida, sea pn € Q(X,X) una medida y sean p*, p~=
las funciones dadas por la Descomposicién de Jordan anterior. A la funcion |p| = p + p= :
¥ — R se le llama variacion total. Ademds, || es una medida (cf. Teorema A.1.5).

DEFINICION 22. Dado un espacio de medida (X,%) y una medida sobre (X,3). Un conjunto
medible A de (X,X), se llama dtomo si u(A) # 0 y para cualquier B C A, tal que B € X, se
tiene que u(B) =0 o pu(B) = u(A4).

DEFINICION 23. Sea (X,X) un espacio de medida, una medida p € Q(X, %) se dice sin dtomos
st i no tiene dtomos. Una medida se llama atomica en caso contrario.

DEFINICION 24. Sea (X,Y) un espacio de medida. Se llama lista o vector de medidas a un
vector = (1, ..., 1) € [QX,X)]" en donde cada p1; es una medida.

o Sip=(u1,...,pn) € [QUX,X)]™ es un vector de medidas, en el que cada u; es no
negativa, diremos vector de medidas no negativas.

o Sip=(u1,...,pn) € [QUX,X)]" es un vector de medidas, en el que cada p; es finita,
diremos vector de medidas finito.

o Sip=(f1,...,pn) € [QUX,X)]" es un vector de medidas, en el que cada p; es una
probabilidad, diremos vector de probabilidades.

o Sip=(l1,...,pn) € [UX,X)]™ es un vector de medidas, en el que cada p; es una
medida sin dtmos, diremos vector de medidas sin dtomos.

NOTACION A.1.4. Denotaremos [Q'(X,¥)]" el conjunto de los vectores de probabilidad libres
de dtomos.

DEFINICION 25. Sea jt = (fi1, ..., ftn) : B — R"™ un vector de medidas finitas. Definimos la
variacion total de yi como

lpll s X — R
E — lpll(B) = |m|(B) + -+ [unl(B).

La variacion total ||| es también una medida, en este caso no negativa (cf Proposicion A.1.7)

DEFINICION 26. Sea (X,3X) un espacio de medida y (R, PB) el espacio de medida de los reales
con la o-dlgebra de Borel. Sea
n: X — R
z — 1(z),
si para cada A € B se tiene que n~1(A) € X entonces n se le llama una funcién medible. Sin
admite un numero finito de valores, entonces n se llama funcion medible escalonada.

DEFINICION 27. Sea (X, 3) un espacio de medida, una medida p € Q(X,Y) se dice semi-conveza
st para cada conjunto medible E de (X,Y) se tiene que existe F C E, conjunto medible, tal que
p(F) = su(E).

Un vector de medidas pr = (f1,...,pn) € [QUX,2)|" se dice semi-convexo si cada p; es una
medida semi-convexa. Es deicr, para cada conjunto medible E se tiene que existe F C E tal

que
W(F) = (1(F), o pa(F)) = S (1 (B), ..., pu(E)) = 5u(B)

Para cada medida (o vector de medidas) p y cada conjunto medible E de (X, X), se define el

conjunto K (u, ) como el conjunto de todas las funciones medibles ¢ : ' — R con 0 < ¢(z) < 1,
para todo x € E, tales que p({z € E : ¢(x) < A}) = Au(E) para 0 < A < 1.

DEFINICION 28. Sea (X,3) un espacio de medida, se dice que una medida (o vector de medidas)
peQUX,Y) (o pe [QUX,X)]") es convexa si para cualquier conjunto medible E de (X,X), se
tiene que K(u, E) es no vacio.
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DEFINICION 29. Sea (R, B) es espacio de medida de los reales con la o-dlgebra de Borel. Sea
w una medida sobre (R, #). Se dice que p es continua si la funcidn

M: % — R
z — p([0,2]),

es una funcion continua.

DEFINICION 30 (Continuidad absoluta). Sea (X,X) un espacio de medida y sean p, v €
[QUX,E)|"™ dos vectores de medidas sobre (X,X). Se dice que p es absolutamente continuo
con respecto de v si se verifica:

VEEE, |vl(E)=0 = |[gl(E)=0.
A.1.2. Resultados.

TEOREMA A.1.5 (Teorema de Jordan, (cf. [Hal,50], Capitulo 29)). Sea (X,X) un espacio de
medida y sea p: X — R una medida finita (ver Definicion 19) y sean u* y p~ las funciones
dadas por la Descomposicion de Jordan (ver Definicion 20). Se tiene que

p=pt—p,
y la variacion total |u| = p* + p~ : X — R es una medida finita y no negativa sobre 3.

OBSERVACION A.1.6. Si p: X — R es una medida finita y no negativa, |u| = u. Basta, para
verificarlo, con ver que si B € 3, u~ (B) = 0 siempre, mientras pu* (B) = p(B).

PROPOSICION A.1.7. Sipp = (pi1,.. ., ftn) : X — R™ es un vector de medidas finitas, entonces
llpl| (ver Definicion 25) es una medida finita y no negativa. Si p es un vector de medidas no
negativas, entonces ||u|| = ||ull1. En donde

B — ||u(B)|l1 = p1(B) + -+ pn(B).

A continuacién presentaremos una condicién sobre la continuidad absoluta entre medidas que
serd de gran utilidad, asi como el resultado conocido como Teorema de Radon-Nikodym.

ProPOSICION A.1.8 ([Hal,50], Capitulo 30). Sean p y v dos vectores de medidas en (X,X). Se
dice que j es absolutamente continua respecto de v si para todo E medible y todo € > 0 existe
un § > 0 tal que si |[v||(E) < d se tiene que ||p[|(E) < e.

TEOREMA A.1.9 (Teorema de Radon-Nikodym, [Nik, 30]). Sea (X,X) un espacio de medida
y sean i y v dos medidas finitas. Supongamos que v es absolutamente continua respecto de p
entonces existe una funcion medible f tal que

V(E) = /E £ dp.

Se suele denotar a f por f = g—;. Ademds, si g es otra funcion medible de (X,X) tal que

W) = [ gdn.
E
entonces f = g excepto, tal vez, en un conjunto de medida nula para p.

NOTACION A.1.10. Sea £ : R" — R una aplicacién lineal y pu : ¥ — R™ un vector de medidas.
Denotaremos mediante A(f, ) := fop: ¥ — R.

PROPOSICION A.1.11. Sea p: ¥ — R™ un vector de medidas finitas. Y sea £ : R — R
una aplicacién lineal. Entonces A4, 1) es una medida finita. Si p es libre de dtomos, entonces
A(L, 1) es libre de dtomos. Si pi es convexa, A({, 1) es conveza. Ademds, A(L, j1) es no negativa
si y solamente si B B B

A4, p)(E) >0, VEEX.
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A.1.3. Teoremas de la Convergencia Dominada de Lebesgue. A continuacién recor-
damos el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, y su version discreta, que de-
mostraremos.

TEOREMA A.1.12 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f, : r € N} una
sucesion de funciones integrables que converge en casi todo punto a una funcién medible f y tal
que:

|fr(z)| < g(x) para casi todo x € X,

con g una funcion integrable. Entonces f es una funcion integrable y

/fd/i:rlggo/frdﬂ'

COROLARIO A.1.13 (Versién Discreta del Torema de la Convergencia Dominada de Lebesgue).
Sea {v, : N = Rxg : r € N} una sucesion de sucesiones de nimeros reales no negativos.
Supongamos que para cada r € N, la sucesion v, define una serie sumable, es decir:

Zur(s) < oo
seN

Sea v : N = R>q otra sucesion y supongamos que v, converge a v puntualmente. Es decir,
supongamos que para cada s € S C N se tiene que

lim v,.(s) = v(s).

r—00
Supongamos, adicionalmente, que nuestra sucesion estd dominada por una sucesion sumable.
Es decir, supongamos que existe 1 : N — R tal que:

i) Se tiene que p domina a cada v, (i.e. vy(s) < p(s) <oco VneN, VseS).
ii) Se tiene que p es sumable. (i.e. Y . pu(s) < o0).

Entonces, v es sumabble y se tiene que
lim ve(s) | = v(s).
i (Zto) = vt
DEMOSTRACION. Basta con asociar a cada sucesién v : N — R>( una funcién
I,: Ryg — R
u o Y ien U)X (W),

donde x; j41] es la funcién caracteristica del intervalo [j, j + 1]. Entonces se tiene que, siendo
g, la integral de Lebesgue

| @ dusta) = [ vt @ din) = 3 v0) [ v @) diso) =

JjEN JEN
=Y v(pclid+1) =Y vi),
JEN jEN

para cada v € {v, : r € N}U{u}. Por otro lado, para cada u € R>q se tiene que u € [j’, 5/ + 1]
para algin j' € N y ademds

lim I, (u) = lim Y v(i)xg e (w) = lm v (f) = o) = D 0()xp ) = L(u),
JGN jeN
también

T, ()] = lvr (5] < p(u) < oo,
por lo tanto, con las funciones {I,, : r € N}, I,, nos encontramos ante la hipétesis del Teorema
anterior. Entonces

Jim (wa))—gg& @ i) = [ L@ i) = o)

seN seN

ademds v es sumable, debido a que I, es integrable. O
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A.2. Conjuntos Convexos
A.2.1. Terminologia.

DEFINICION 31. Sea m un entero positivo, se define el simplex n-dimensional al siguiente con-
junto que denotaremos por A, C R"*1:

Ay = {(w0, ..., n) ER™ 1 >0, Y ay = 1)}
i=0
DEFINICION 32. Un conjunto R C R™ es convexo si para todo x,y € R y para todo t € [0,1] se
tiene que
tr+ (1 —t)y € R.
DEFINICION 33. Sea R C R™ un conjunto convezo, R su clausura y sea x € R un punto. Una
hiper-superficie de soporte de R en x es una variedad afin lineal P, C R™ de dimension n — 1
(i.e. codimension 1) tal que se verifica:
i) El punto x € P,.
i1) Dados £ : R™ — R una aplicacion lineal y b € R tales que
P, ={z€eR": {z)+b=0},
entonces, la funcion Ay : R® — R (afin lineal) dada por
Ap(2) :==4(z) +b, VzeR",
no cambia de signo sobre R (i.e. [Vz € R, {(z)+b>0]V [Vz € R, {(z) +b<0]).

DEFINICION 34. Sea S C R™ un conjunto compacto y convexo. Llamaremos puntos extremos
de S a los puntos de S que no estan en el interior de algin segmento contenido en S.

A.2.2. Algunos Resultados Basicos sobre Convexidad.

PROPOSICION A.2.1 ([RS,93], Teorema 1.1.9). i R C R™ es un conjunto convexo (ver Definicion
32), su clausura R C R™ también es convero.

PROPOSICION A.2.2 ([RS,93], Teorema 1.3.2). Si R C R™ es un conjunto convero, R su
clausura y OR la frontera de R, para cualquier x € OR, existe al menos una hiper-superficie
(ver Definicion 33) de soporte de R pasando por x.

PROPOSICION A.2.3. Si R C R" es un conjunto convero, R su clausura, OR su frontera y
x € OR y P, una hiper-superfice de soporte. Entonces, existen £ : R"™ — R una aplicacion
lineal y b € R tales que

i) P, ={2€R": {(z) +b=0}.

ii) V2 € R, L(z)+b>0
Ysi0=1(0,...,0) € P, £ yb se pueden elegir con b = 0.

DEMOSTRACION. Por ser P, una hiper-superficie de soporte, se tiene que existen ¢ una
funcién lineal y ¥’ € R tal que P, = {z € R" : ¢/(2) + b = 0} y la funcién Ap(2) := 0'(2) + 0
no cambia de signo en R. Si se tiene que ¢/(z) + b > 0 para todo z € R tomar £ = ¢ y b =1/,
en caso contrario tomar £ = —¢' y b= —b'. O

TEOREMA A.2.4 (Teorema de Minkowski, (cf. [BS,11], Capitulo 8)). Sea A un subconjunto
compacto y convexo de R™ de dimension N. Entonces cualquier punto, P, de A es combinacion
convexa de como mucho N +1 puntos extremos. Es decir, existe una familia de puntos extremos
{P1,...,Pn+1} C A y unas constantes no negativas {c1,...,cy41} C R tales que

a+-t+eny1=1, 620, 1<i<N+1,

P=cP +... +CN+1PN+1, VP e A.

Nétese que el nimero de puntos extremos usados depende de la dimensién, pero eso no significa
que todo convexo es la envolvete convexa de un nimero finito de puntos extremos. El ejemplo
obvio es la bola cerrada B(0,1) € R™ de centro 0 € R™ y radio 1, que no es la envolvente
convexa de un nimero finito de puntos. Es decir, los puntos P, ..., Pyy1 del Teorema anterior
depeden de P y no hay condicién de finitud global ni siquiera en el caso compacto.
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A.3. Espacios Topolégicos Polacos

A.3.1. Terminologia.

DEFINICION 35. Un espacio topoldgico (X, T) se dice polaco si es homeomorfo a un espacio
métrico completo que posee un subconjunto denso numerable.

OBSERVACION A.3.1. En un espacio topolégico polaco hay una base de abiertos numerable.
Supongamos que (X,.7) es un espacio con métrica d y sea D C X el subconjunto denso
numerable. Se tiene que el siguiente conjunto numerable es una base de abiertos de X:

1
{Bx(ﬂc,n): x €D, nEN\{l}}.
A.3.2. Resultados.

COROLARIO A.3.2. Si (X,.7) es un espacio topoldgico polaco, entonces la o-dlgebra de sus
conjuntos de Borel, 2, posee un sistema generador </ que es contable, es dlgebra y genera AB.
Es decir, existe o/ C B tal que:

i) es dlgebra de conjuntos,
i1) es numerable,

ii1) genera la o-dlgebra B (i.e. o(A) = B).

DEMOSTRACION. Consideramos la base numerable de abiertos de (X, .7), existe por ser
(X, 7) polaco. Denotemos por % esa base y sea o/ = (F) el dlgebra de conjuntos generado
por .%. Claramente &/ es un conjunto numerable. Finalmente, es ficilmente verificable que

& =o(d),

es obvio que o(&) C A, porque todos los elementos de &7 son conjuntos de medibles de Borel.
Recordemos que por la forma en la que se construye <7, es decir por uniones e intersecciones
finitas, as{ como la complementariedad, de elementos abiertos de la topologia 7 (concretamente
bolas). De otro lado, sea & una o-dlgebra cualquiera que contenga a /. Sea A C X un abierto
cualquiera. Como .Z es una base de abiertos de (X, .7), entonces existe algiin subconjunto
F1 C Z tal que

A= |J B

Be %
Se tiene que, al ser .% numerable, .%; es numerable. Como B € & para cada B € .%, tenemos
escrito A como unién numerable de elementos de /. Como ¥ es o-algebra tal que & C G,
entoneces A € 4. Por lo tanto se ha probado que cualquier abierto de (X, .7) estd en 4 (i.e.
g C ¥) para cualquier o-dlgebra 4 que contenga 7. Luego # = 0(7) C ¥ para cualquier ¢4
o-dlgebra que contenga a <7, por lo que & C o().
O

A continuacién se mostraran algunos resultados de [Sri, 91] que serdn de utilidad. Al no ser
el interés de este trabajo, inicamente se enunciaran sin demostracion.

TEOREMA A.3.3 (cf. [Sri, 91], p. 101). Sea & una dlgebra de subconjuntos de un conjunto
X ysea p: o — [0,1] una medida sobre of. Sea B = o() la o-dlgebra definida por o .
Entonces, existe una inica medida v : 8 — [0,1] tal que

V| = .

LEMA A.3.4 (cf. [Sri, 91], p. 102). Sea (X,.7) un espacio topoldgico, B C P (X) el conjunto
de los medibles de Borel de (X, 7). Sea &/ C 2 un dlgebra de subconjuntos tal que o (/) = A.
Sea p: & — R U {oo} una medida sobre o. Y sean v1,v2 : BB — R U {o0} dos medidas
sobre B tales que:

Vil = 1, Vol = .

FEntonces v1 = vy,

Y continuamos con dos resultados sobre espacios topoldgicos polacos.
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LEMA A.3.5 ([Sri, 91], p.104). Sea (X,.7) un espacio topoldgico polaco B C P(X) la o-
dlgebra de sus medibles de Borel de (X,.7). Entonces, toda medida p sobre X es regular, es
decir, para cada B € B se tiene:

w(B) =sup{u(F): F C B, F cerrado} = inf{u(A): B C A, A abierto}.
TEOREMA A.3.6 ([Sri, 91], p.105). Sea (X,7) un espacio topoldgico polaco, B C P(X) el

conjunto de sus medibles de Borel y u una medida. Para cada € > 0 y para cada B € A, existe
un compacto K. C B tal que u(B\ K¢) < e.
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B.1. Introduccién

En este Apéndice, en las Secciones B.2 y B.3, se expondran algunos de los procedimientos
clésicos, expuestos en [UE, 10], para resolver el Problema 2, atendiendo a las definiciones de
satisfaccién expuestas en la Definicién 1. Para facilidad del lector recordaremos aqui tanto el
Problema como las Definiciones.

PROBLEMA (MODELIZACION (GENERICA) DEL PROBLEMA DE REPARTO DE TARTAS). Dado
un espacio topoldgico (X, ), con conjunto de medibles de Borel B := B(X,T), definir un
procedimiento que resuelva el problema siguiente:

Dada una lista de agentes (o jugadores) {1,...,n}, cada uno de los cuales tiene asignada una
probabilidad sobre los subconjuntos medibles de Borel p; : B — [0,1], hallar una particion de
X enn conjuntos mediles Borel

(le- 7Xn) (S e%m',

de tal modo que las percepciones de los jugadores sobre los distintos pedazos, en forma de matriz
con coordenadas reales;

(ﬂi(Xj))lgi’an S //ZWL(R)v

satisfaga las propiedades siguientes:

i) REPARTO DE TARTAS JUSTO (O PROPORCIONAL): Cuando cada participante estima
que su porcion es, al menos, la parte “proporcional”:

i1) REPARTO DE TARTAS LIBRE DE ENVIDIA: Cuando cada participante estima que su
porcion es, al menos, tan valiosa como la que le ha tocado a los demads:

i) REPARTO DE TARTAS POR DIVISION EXACTA: Cuando todos los participantes estdn
de acuerdo en el valor de cada una de las porciones repartidas:

59
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iv) REPARTO DE TARTAS EQUITATIVO: Cuando todos los participantes muestran el mismo
grado de satisfaccion en términos del valor que asignan a la porcion obtenida:

Vi, j,1<i,5<n, p(X;)=pj(X;).

Para poder resolver el problema se dividira el capitulo en dos partes. Una primera parte en
la que se expondran Algoritmos y Pseudo-Algoritmos que resuelvan el Problema atendiendo
a la definicion de Proporcionalidad. Una segunda parte en la que se resolverd el Problema
atendiendo a la definicién de Libre de Envidia.

B.2. Repartos Proporcionales

Expondremos algunas de las formas de repartir una tarta que cumplan la definicién de Propor-
cionalidad expuesta en la Definicién anterior.

B.2.1. Cut-and-Choose. Comenzamos con el caso sencillo en la que tenemos dos ju-
gadores, n = 2. El cual se divide en dos sencillos pasos:
i) El jugador 1 corta la tarta en dos partes que considere de igual valor.
ii) El jugador 2 escoge la que considere mejor, y el jugador 1 se queda con la otra parte.
Analicemos el reparto. En el primer paso, el jugador 1 construye X, X5, disjuntos, tales que
pr(X2) = (%) = 5.

En el segundo paso, el jugador 2, al escoger la que considere mejor, supongamos X, esta claro
que

p2(Xz) >

Por lo tanto es obvio que el reparto es proporcional.

DN | =

B.2.2. Reparto de Steinhaus. Esta forma de repartir la tarta es véalida cuando divi-
damos la tarta entre tres jugadores, n = 3. Y se divide en cuatro pasos.

i) El jugador 1 corta la tarta en tres partes de igual valor.
ii) El jugador 2 pasa si evalua al menos dos de esas partes mejor que %, si no marca dos
como malas.
Si el jugador 2 pasa, los jugadores escogeran en el siguiente orden 3, 2, 1.
iii) El jugador 3 pasa si evalua al menos dos de esas partes mejor que %, si no marca dos
como malas.
Si el jugador 3 pasa, los jugadores escogeran en el siguiente orden 2, 3, 1.
iv) Si ni 2 ni 3 pasaran, entonces el jugador 1 tomard una de las marcadas como malas
por ambos. La tarta restante se la repartirdn 2 y 3 mediante Cut-and-Choose.

Analicemos el reparto. En el primer paso, el jugador 1 construye Xi, Xo, X3 disjuntos tales que

pr(X1) = i (Xa) = (Xs) = 5.

Supongamos ahora que en el segundo paso se da

Wl =

1
pa(X1) > 3 p2(Xa) >

Se tiene entonces que el jugador 2 pasa y los jugadores escogeran en el orden 3, 2, 1. Evi-
dentemente el jugador 3 escogerda X, tal que ps(X;,) > L El jugador 2 escogeréd entre X; y
Xa, por lo que es obvio que us(X;,) > % Y el jugador 1 escogerd lo restante que se tiene que
p1(X;,) = 3. Por lo tanto el reparto es proporcional.

En el caso en que el jugador 2 no pase y el jugador 3 si pase, se tiene obviamente, por un
argumento andlogo, que el reparto también serd proporcional.

Ahora en el caso de que no pasen ninguno de los dos jugadores, entonces el jugador 1 tomara
una de las rechazadas (X;,) y obviamente se tiene 4 (X;,) = 4. Tras esta seleccién del jugador
1, los jugadores 2 y 3 se reparten el resto (X \ X;,) mediante Cut-and-Choose. Obviamente
se tendrad que

Wl =

1
IU'Q(Xiz) > gv ,L"3(Xi3) >

Y se concluye que el reparto es proporcional.
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B.2.3. Reparto de Banach-Knaster. Esta forma de repartir la tarta es vélida para
cualquier nimero de jugadores, también es conocido como Last-Diminisher, iltimo en disminuir.
El reparto es el siguiente

Algoritmo: Last-Diminisher.
Input: Una lista de jugadores J = {1,...,n}, una Tarta X.
Output: {X;,...,X,} particién de X.

Initialize: ¢=1.
while #(J) > 1 do
El jugador ¢ corta un trozo de X, T, tal que p;(T) = %
Sea k =max{j € J: p;(T) > 1}
ifk=ido
Asigna X =1T.
Actualizar i al siguiente elemento de J.
else
Al jugador k se le asigna un trozo de T', X, tal que up(Xg) = %
end if
J = J\ {k}.
X =X\ Ty.
end while
Output: {X;,...,X,}

Es claro que es un reparto proporcional. Todos los jugadores, salvo el dltimo, obtendran un
trozo de tarta que valoran por % El dltimo jugador se quedara con el trozo restante de tarta.
Este trozo, al haber pasado este jugador los trozos anteriores, claramente lo valorard por mas

de %, ya que al pasar los otros trozos estos seran valorados por él por menos de %

B.2.4. Reparto de Dubins-Spanier. Al igual que el reparto anterior, este también
es valido para cualquier nimero de jugadores. También es conocido como moving-knife. Al
contrario que en repartos anteriores, este reparto necesita la ayuda de un agente externo, un
arbitro. El reparto es el siguiente

i) El drbitro mueve lentamente un cuchillo a lo largo de la tarta, de izquierda a derecha.
Cualquier jugador puede pedir que pare en cualquier momento. Cuando un jugador
pide que pare se queda con el trozo a la izquierda del cuchillo.

ii) Cuando se corte un trozo se sigue con el trozo de la derecha del cuchillo y el resto
de jugadores. Cuando solo quede un jugador, este se queda con el trozo de tarta que
haya.

Esta claro que el reparto es proporcional. Salvo con el ultimo jugador, el resto pedird que pare
cuando observe que se llega a un porcién de valor % En el caso del dltimo, al no haber pedido
que pare en ningin momento, es que todos los trozos anteriores a €l son de valor menos que %
Por lo tanto el dltimo trozo lo vera de valor mayor que %

Es importante destacar que la accién del cuchillo, moviéndose a lo largo de la tarta, hace que
este reparto tenga un procedimiento continuo. Por ello es dificil, incluso ante las nociones mas
“relajadas”, que este procedimiento de mowving-knife sea aceptado como algoritmo entre los
especialistas del tema. Sin embargo, es cierto que se puede “discretizar” este procedimiento
evitando asi la necesidad de un arbitro moviendo un cuchillo. Desconocemos si se han hecho
estudios precisos sobre como discretizar este proceso de manera eficiente.

B.2.5. Reparto de Even-Paz. Se trata de un reparto vélido para cualquier nimero de
jugadores. A este procedimiento también se le conoce como Divide y vencerds. El reparto es el
siguiente

Algoritmo: Even-Paz.
Input: Una lista de jugadores J, una Tarta X.
Output: {X;,...,X,} particién de X.

Initialize: a,b tal que X = [a,b], n = #J.
if n=1do
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Asignar X, = X con k € J.
return.

end if

for each i € J do

Sea b; € X tal que p;([a, b;]) = 2]

n

|3

end for
Ordenar {b; : i € J}, se obtiene 4y, ...,1i, los indices ordenados.
Sea B :=1b; , el elemento |3 ]-ésimo de la lista anterior.

2

Xi:=la,B], J1 :={b;, - 1<j < |%]}, Even-Paz(Jy, X1).
Xy = [B,b], Jo:={b;, : | 5] <j <n}, Bven-Paz(Jo, X3).
Output: {Ci,...,C,}

Es claro que, en cada paso del proceso, a cada grupo J de jugadores se le asigna un trozo de

ok

tarta el cudl valoran por, como poco, , con n el nimero de jugadores. El proceso continua
recursivamente hasta que |5z | = 1, por lo tanto es obvio que en la tltima llamada recursiva
1

cada jugador valorard el trozo que se le asigna por, como poco, .

B.3. Repartos Libres de Envidia

Expondremos algunas de las formas de repartir una tarta que cumplan la definicién de Libre
de Envidia de la Definicion del inicio de este Capitulo. Comenzamos, siguiendo una estructura
similar a la anterior, con un reparto para 2 jugadores.

B.3.1. Cut-and-Choose. Se tiene que este reparto para dos jugadores también cumple
la condicién de reparto sin envidia. Esto se debe a que, para el caso n = 2 las Definiciones de
Proporcionalidad y Libre de Envidia expuestas al inicio del Capitulo son equivalentes.

AFIRMACION. Si el Problema de Reparto de Tartas expuesto al inicio del Capitulo trata de
repartir la Tarta entre dos jugadores, un reparto satisface la Definicion de Proporcionalidad si
y solo si satisface la Definicion de Libre de Envidia.

DEMOSTRACION. Tenemos un reparto entre dos jugadores X, X,, y supongamos que X
se le asigna al jugador 1 y X5 al jugador 2. Supongamos que el reparto es Proporcional, se
tiene entonces que

1
/’I”L(X’L) > 57 para i€ {172}7
Como X7, X5 es una particién de C' = [0, 1]. Por lo que se tiene que

pa(X1) + pa(X2) = pa(C) =1,

y como p1(Xy1) > %, se tiene que up(X3) < % De la misma forma ocurre con el segundo
jugador, luego el reparto es Libre de Envidia. Supongamos ahora el reparto Libre de Envida,

por lo que se tiene que p1(X1) > p1(Xz). Por ser un reparto se tiene que
1= p(X1) + m(Xz) < 2 (Xq),

por lo tanto u(X7) > % De igual manera se observa lo mismo para el jugador 2 y se concluye
que el reparto es Proporcional. O

B.3.2. Reparto de Selfridge-Conway. Se trata de un reparto libre de envidia para tres
jugadores. El reparto es el siguiente

i) El jugador 1 corta el pastel en tres trozos que el considere iguales.

ii) El jugador 2 pasa si valora al menos dos trozos por el maximo, o, si s6lo hay uno,
recorta otro para conseguir esos dos trozos. Si pasa, los jugadores deberan elegir trozos
en el siguiente orden, 3, 2, 1.

iii) Si el jugador 2 recorté un trozo, los jugadores deberdn elegir en el siguiente orden, 3,
2, 1, obligando al jugador 2 a escoger el trozo recortado (a no ser que lo escogiera 3).
Lo recortado lo asignaremos en el siguiente paso.

iv) Ahora el reparto de lo recortado. Quien, entre el jugador 2 y 3, no haya escogido el
trozo recortado sera el cortador, al otro jugador lo llamaremos no cortador. Cortara
la tarta en tres trozos iguales. Se escogerd en el siguiente orden: no cortador, jugador
1, cortador.
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Antes de comenzar el andlisis del proceso conviene mencionar que el el tltimo paso esta bien
definido. Es decir, el jugador 1 nunca tendrd la posibilidad de ser cortador o no cortador. Esto
se debe a que en el paso iii), puede ocurrir que 3 escoja el trozo recortado y entonces 2 serfa
cortador. O por otro lado 3 no escoja el trozo recortado y entonces 2 se ve obligado a cogerlo y
entonces 3 es el cortador. Pasemo ahora al analisis del reparto. El jugador 1 recorta tres trozos
disjuntos X1, X5, X3, tales que

p1(X1) = pa(X2) = pi(Xs) = L

Supongamos que en el segundo paso, el jugador 2 pasa. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que se tiene

w

p2(X1) = pa(X2) > p2(Xs).
Se tiene entonces que el jugador 3 escoge. Si el jugador 3 escogiera X3, el jugador dos escogeria
una entre X7 y Xo y el jugador 1 el otro trozo. Claramente el reparto es libre de envidia.
El jugador 1 piensa que ha recibido un trozo igual al de los demads, luego no siente envidia.
El jugador 3 escoge el trozo que considera més grande de entre los tres, luego tampoco tiene
envidia de los otros dos. Y el jugador 2, como X3 es el trozo que menos valora, tampoco sentira
envida. Luego el reparto es libre de envidia.
Supongamos ahora que el jugador 3 escogiera X» (reps. X;). Entonces el jugador 2 escogerd
X1 (resp. X2), y el jugador 1 escogerd Xs.
Por un argumento similar al anterior, ninguno de los jugadores sentira envidia.
Supongamos ahora que el jugador 2 no pasa. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

p2(X2) > p2(X1) = po(Xs).
Se tiene que el jugador 2 recortard Xy en dos trozos disjuntos Xz 1, X2 2, y se tiene que
p2(X1) = p2(X2,1) = p2(Xs).

Por un argumento similar al anterior se concluye que el reparto, sin considerar Xs o, es libre de
envidia. Nétese que se tiene que p;(X2,1) < p;(X2), para cada i € {1,2,3}. Se trata ahora de
repartir Xy o. Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que el reparto es el siguiente

X1 — 1
X271 — 2
X3 — 3

Por lo tanto 3 serd el cortador, por lo que tendremos X3 o = Y1UY,UYs, tales que

(1) = ia(¥5) = pa(¥s) = 31i5(X22).

Y supongamos, sin pérdida de generalidad, que este tltimo reparto es

Yo — 2
Y1 - 1
Ys; — 3

Por lo que se trata de ver que el reparto siguiente es libre de envidia.

X1 UYl — 1
X211 UY2 — 2
X3UY3 - 3

Veamos que el jugador 1 no tiene envidia. Se tiene que, obviamente u1(X; U Y1) > uq(X1).
Como el fue quien inicialmente corté los trozos, y como Xs; U Y3 es un subconjunto propio
e Xo, p1(X1) > p1(Xz1 UYa), por lo que no siente envidia del jugador 2. Por otro lado, el
jugador 1 valora X; y X3 por igual, y en el reparto del recorte, al elegir antes que 3 se tiene
que p1(Y7) > p1(Y3). por lo tanto pi (X1 UY7) > (X3 UYs). Por lo tanto tampoco sentird
envidia del jugador 3.

Veamos que el jugador 2 no tiene envidia. Al ser el primero en escoger en el reparto del recorte,
se tiene que ua(Y2) > p2(Y;) para ¢ € {1,3}. Por lo tanto, al no sentir envidia en el reparto
parcial, tampoco lo hara en este.

Veamos que el jugador 3 no tiene envidia. Como él es el que divide el recorte, piensa que Y7,
Y5, Y3 son iguales, por lo tanto al no sentir envidia en el reparto parcial, tampoco lo sentird en



64 B. ALGORITMOS Y PSEUDO-ALGORITMOS DE REPARTO DE TARTAS

este. Por lo que concluimos que ningtin jugador siente envidia de los otros dos y el reparto es
libre de envidia.

B.3.3. Reparto de Stromquist. Al igual que el anterior, se trata de un reparto libre de
envidia para tres jugadores. Sin embargo este es un procedimiento en el que actua un arbitro
moviendo un cuchillo. El reparto es el siguiente

i) El drbitro mueve un cuchillo a lo largo de la tarta de izquierda a derecha.

ii) Al mismo tiempo cada jugador mueve su propio cuchillo, de tal manera que corten el
trozo de la derecha del cuchillo del arbitro a la mitad.

iii) En el momento en el que, desde el punto de vista de uno de los jugadores, 7, el drbitro
deje a la izquierda un trozo de valor %, este jugador pedira que se pare. Cuando esto
suceda ese jugador recibe el trozo a la izquierda del cuchillo del arbitro.

iv) El trozo de la derecha del arbitro es cortado por el cuchillo que esté en medio de los
tres. Si el cuchillo del medio pertenece al jugador 4, los otros dos jugadores reciben
el trozo de tarta en el que esté su cuchillo. Si no, llamemos j al jugador que sea el
poseedor del cuchillo del medio. Entonces el jugador que no sea ni ¢ ni j recibe el
trozo en el que esté situado su cuchillo y j recibe el tltimo trozo.

Analicemos el reparto. Supongamos, sin pérdida de la generalidad, que el jugador 1 es quién
pide al drbitro que pare. Por lo tanto recibird un trozo X; tal que p1(X;) = % Ademés, al ser
el primero en pedir que pare, se tiene que u;(X;7) < % para i € {2,3}, es decir, los otros dos
jugadores no tienen envidia de 1.

Supongamos en primer lugar, que en el iltimo paso del reparto, el jugador 1 es quien sostiene el
cuchillo que estd en el medio. Se obtienen asi dos trozos, X5 y X3 tales que p1(Xs2) = p1(X3) =
%. Por lo tanto el jugador 1 no tendra envidia de ninguno de los otros dos. Para concluir falta
ver que los otros dos jugadores no tienen envidia entre si.

Supongamos, sin pérdida de la generalidad, que el jugador 2 tiene su cuchillo sobre X5 y el
jugador 3 sobre X3. Es decir, el jugador 2 recibe X5 y el judador 3 recibe X3. Comencemos con
el jugador 2, como su cuchillo esta sobre X5 significa que la parte de X que esta a la izquierda
del cuchillo desde su punto de vista ya es la mitad de C'\ X;. Por lo tanto, desde su punto de
vista, valor Xy por al menos la mitad de C'\ X7, lo que significa que us(Xs3) > p2(Xs), por lo
que no tiene envidia del jugador 3.

Por un argumento similar se sigue que el jugador 3 no tiene envidia del jugador 2, y se concluye
que el reparto, en este caso, es libre de envidia.

Supongamos en segundo lugar que, en el ultimo paso del reparto, 1 no sostiene el cuchillo del
medio, supongamos que es 2. Por un argumento similar al anterior, 3 no tendréd envidia de lo
que reciba 2. Y como 2 es quien sostiene el cuchillo, el valora los dos trozos de C'\ X por igual,
por lo que no tendra envidia de lo que reciba 3. Por lo tanto en este tltimo caso el reparto
también es libre de envidia.

B.4. Protocolo de Robertson-Webb

En 1997, J.M. Robertson y W.A. Webb introdujeros un algoritmo para obtener particiones que
son aproximadamente libres de envidia (cf. [RW,97]). Posteriormente, en su libro [RW,98]
introdujeron un procedimiento conocido como Protocolo de Robertson-Webb, que calcula par-
ticiones de tartas libres de envidia; aunque los pedazos no son necesariamente convexos. Pero,
al menos, el protocolo de Robertson-Webb termina sus repartos en un nimero finito de pasos.
Lo que sigue es una descripcion resumida de dicho “protocolo”, que no pretende ser ni completa
ni precisa, una tal descripcion seria muy extensa y nos llevaria a un exceso de paginas en este
Trabajo de Fin de Grado, de por si bastante extenso ya.

Para comenzar, dado un espacio topoldgico (X, .7) y un vector de probabilidades = (p1, . .., fin)
definido sobre los medibles de Borel 8 = #(X,.7). Sea € > 0 un ndmero real positivo. Una
divisién e-casi exacta de X es una particiéon P = (X1,...,X,) € P (X, B) tal que existen
unas razones wi, ..., w, € R verificindose

|/,L1(X]) —wj\ < €, \V/Z,j S {1,,71}

Es decir, una divisén e-casi exacta es cualquier particiéon sobre la cual todos los jugadores
mantienen un consenso, salvo € > 0, sobre su valor. Por ejemplo, la reparticiéon del corte
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convexo descrita en la Subseccion 2.6.3 muestra como hallar una divisién e-casi exacta de razon
Lo, % para cualquier € > 0.

PR

En [RW,97], Robertson-Webb exponen cémo obtener una divisién e-casi exacta con razones

dadas wy,...,w, con un numero finito de operaciones de Cut&Choose descritas en la Seccion
2.6.1. A partir de ello, procederemos como sigue:
Input:

e Un trozo de tarta X,

e Una tolerancia € > 0,
e n jugadores, Ji,...,Jy,
e m < n jugadores que llamaremos “jugadores activos”, Ji,...,JJ,(los otros n —m
jugadores los llamaremos “observadores”),
e n probabilidades u1, ..., u, asociadas a los jugadores,
e un conjunto de m razones positivas wq, ..., Wy,.
Output:
Una particién de X a lo largo de los jugadres activos X, ..., X, tal que

e La particién es libre de envidia respecto de los pesos y los jugadores activos. (i.e. para

cuales quiera dos jugadores J;, Jj, M > Wiy,
., > 77 pi(J;) wj
e La particién es e-casi exacta respecto de las razones dadas wy, ..., ws,.
Procedimiento:
Usar un procedimiento e-casi exacto sobre X y obtener una particién para los n jugadores e-casi
exacta respecto de los pesos wy, ..., w,,. Por ejemplo, se puede usar el procedimiento Crumb
and Pack.

Uno de los jugadors (por ejemplo Jq) corta las piezas de tal manera que la pariticién es exacta
para él (i.e. para cada j, 1 < j < mn, p1(X;)/u1(X) = w;). Si el resto de jugadores esta de
acuerdo con el corte, entonces asignar el trozo X; al jugador activo J;. Esta particién es libre
de envidia para los jugadores activos, luego hemos terminado.

Si alguno de los jugadores no estuviese de acuerdo, entonces hay un trozo P C X en el que hay
un desacuerdo respecto a los jugadores activos. Cortando, si fuera necesario, P en trozos mas
pequenos, podremos acotar el desacuerdo de tal manera que p;(P)/u;(X) < €, para cada uno
de los jugadores activos (i.e 1 <i < m).

Dividir los jugadores activos en dos grupos: los “optimistas”, que piensan que P posee mas
valor, y los “pesismistas”, que piensan que P posee menor valor. Sea ¢ tal que, para cualquier
jugador optimista ¢ y pesimista j:

Dividir el resto de la tarta, X \ P, en dos piezas Q y R, tal que la divisién es casi exacta para
cada uno de los n jugadores. Asignar P|JQ a los optimistas. Como piensan que P tiene mayor
valor, necesariamente pensardn que P |J(@Q posee suficiente valor. Asignar R a los pessimitas.
Como piensan que P tiene poco valor, necesariamente pensaras que R posee suficiente valor.
En este punto se han dividido los jugadores activos en dos grupos, cada grupo tiene asignado
un trozo de la tarta disjunto del trozo del otro grupo. Ademas, el trozo asignado a su grupo
tiene valor suficiente para cada uno de los jugadores del grupo. Queda, entonces, dividir cada
uno de los dos trozos a lo largo de los jugadores de cada grupo. Lo haremos recursivamente del
siguiente modo:

e Recursivamente dividir P @ a lo largo de los jugadores optimistas (i.e. los optimistas
serdn jugadores activos y el resto serdn observadores).

e Recursivamente dividir R a lo largo de los pesimistas (i.e. los pesimistas serdn ju-
gadores activos y el resto observadores).

En cada una de llamadas recursivas, la divisién resultante serd, como mucho, J-casi exacta.
Como la particion serd d-casi exacta, la particién de los optimistas no causard envidia respecto
de los pesimistas y vice versa. Por lo tanto, la particién total de X a lo largo de todos los
jugadres serd libre de envidia y e-casi exacta.
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B.5. Reparto Inducido por Borsuk-Ulam

En esta Seccién vamos a revisar los resultados del trabajo de G. Cheze en [Ch, 17]. En él se
usa un clsico Teorema de Punto Fijo (el Teorema de Borsuk-Ulam, cf. Teorema B.5.1 més
abajo) para probar lo siguiente:

Dadas p1, ..., tty, probabilidades sobre el intervalo [0, 1], dadas por funciones de densidad con-
tinuas, existe una particién de [0, 1] en n intervalos . = (Iy,...,1I,) € Z,([0,1) de tal manera
que la matriz estocédstica de reparto asociado tiene la forma siguiente:

n
M =

1

n
es decir, los elementos de la diagonal principal son de la forma %; aunque se desconocen las
coordenadas fuera de la diagonal principal.
Para ello, [Ch, 17] usa el Teorema de Borsuk-Ulam que enunciamos a continuacién. Para cada
entero m positivo, Denotaremos por S™~! C R™ a la esfera de radio 1, centrada en el origen
de R™. El Teorema citado es el siguiente:

TEOREMA B.5.1 (Teorema de Borsuk-Ulam). Sea k un niimero entero y f : S* — RF una
funcion continua y antipodal (f(—z) = —f(x)), entonces existe vo € S* tal que f(xg) =0

Demostraremos que para un entero n € N y cualquier permutacién o € .%;,, dadas funciones de

densidad f1,..., fn: [0,1] — [0, 1], el sistema de ecuaciones
1 T2 1
/0 foqy(z) dpp(z) = / fo)(@) dpp(z) == / fo(n) (@) dpp(z),
T Tn—1
posee solucién en puntos x1, ..., x,_1 satisfaciendo:

0<z; < <ap1 <L
Finalmente, se trata de probar el enunciado siguiente:
TEOREMA B.5.2. Sean fi,...,fn : [0,1] — Rx>q funciones medibles con imagen acotada

(contenidas en un compacto) y o € &, una permutacién. Se tiene entonces que el sistema
anterior tiene solucion.

DEMOSTRACION. Para cadai € {1,...,n—1}, sea F; : S"~! — R la funcién tal que para
cada e = (e1,...,e,) € S"7! toma el valor siguiente:

it tel el

Fi(e) := sng(ezurl)/ fo(i+n) (@) dpp(z) — sng(er) /061 foqy (@) dpr(z),

e%—i—---—‘,—e%
donde sgn(x) denota la funcién signo de z. Consideremos la funcién f definida mediante
f . Sn—l N Rn—l
e —  (Fi(€)),..., Fno1(e)).

AFIRMACION. Con las anteriores notaciones, la funcion f es continua y antipodal.

DEMOSTRACION. Veamos que es continua, para ello bastaria ver que cada F;, 1 <i < n es
continua. Sea ¢ : [0,1] — R la funcién definida mediante
g: [0,1] — R

x — [y h(t) duc(t),

con h: [0,1] — R>¢ una funcién medible y acotada. Sea zo € [0,1] y = € [0, 1], supongamos
x > x9, entonces

l9(z) — g(0)| =

/ ’ h(t) duL(t)‘ < sup |h(t)]

te[0,1]

/ duL(t)‘ — |z — o] sup [h(2)].
Zo

te[0,1]

La desigualdad es igualmente vélida si xg > x. Luego para todo € > 0 existe
€

B max{1, sup,cpo,1)|h(t)[}

>0,
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tal que si | — xg| < ¢ entonces

lg(z) — g(xo)| <€
con la que se satisface la continuidad de g. Antes de ver la continuidad de F; necesitamos una
funcién auxiliar

Jg: [-1,1] — R
x —  sgn(z fo t) dur(t),
con h: [0,1] — R>¢ una funcién medible y acotada. Si xo € [-1,1]\ {0} la continuidad ¢’ se

deduce de la continuidad de g. Sea ahora :co =0,yze[-1 }

19/(@) — ¢ (20)| = |g' ()] = |sgn(z) / ) dyuz ()] = | / ) duz ()] < |z sup |h(2)]-
0 te[0,1]
Luego para todo € > 0 existe

€
= > 0,
max{1, SUP¢el0,1] |h(t)[}

tal que si | — xg| < ¢ entonces
9'() — g'(z0)| <,
con la que se satisface la continuidad de g’. Ahora tendiendo en cuenta que

ejt+-te;tei g e+ tef
Fi(e) = sng(eirn) / Fotorny(@) dug () — sng(eis) / Fotoan () dpg ()~

—sng(ey) /Oel foy (@) dpr(z),

se sigue la continuidad de F;.
Veamos que es antipodal. Para ello, sea e = (e1,...,e,) € S"1, se tiene que
elttei el

Fi(—e) = sng(—ein) / Foteny (@) dug () — sng(—e1) / o (@) dyup (x) =

2 2
eyt tej

ei+---te +el+1 ey
= _snglei) / Fotorny (@) dpz () + sng(er) / Foiy (@) dpuz () = —Fi(e).

ef++e?
Por lo tanto, para todo i € {1,...,n} se tiene que F;(—e) = —F;(e), de lo que se sigue que
f(=e)=—f(e). O
Por el Teorema de Borsuk-Ulam, existe é = (€1,...,6,) € S"! tal que f(é) = 0. Por lo que

escribiendo z1 = €3,y z; = x;_1+é7, se obtiene el conjunto de puntos {z; : 1 <i <n—1} C[0,1]
creciente (i.e. ;1 < x; para 1 <7 <n — 1) tal que es solucién del sistema mencionado.

Esto es debido a que para cada i € {1,...,n} se tiene que F;(€) =0, por lo tanto
ef+---+ez+eg+1 e?
0=snglecrs) [ fuen @) dua(o) = sngler) [ fon) (@) dian )
ey+-+ef 0

Lo que implica que se tiene la siguiente igualdad

eyt teitei ef
3”9(€i+1)/ Jottny(x) dup(x) = Sng(el)/o foy (@) dur(z).

ef+---+e?
Como la igualdad es cierta para cada uno de los i € {1,...,n,}, se tiene entonces que
T T2 1
sgnler) [ oy @din(a) = sgnlea) [ fooy@dun() = = sgnlen) [ faoy@)dus(a).
0 x1 Tp—1

Ahora bien, como f es antipodal, se tiene que f(€) = f(—¢€) = 0, por lo tanto se tiene que

1
/ foy(x) dur(z / Jo2)(2) dpp(z) = / Jom) (@) dpr(z),

n—1

y hemos encontrado solucién al sistema anterior. O






APENDICE C

Un par de imagenes del articulo original de Lyapunov

En las pédginas siguientes de este Apéndice nos limitamos a exhibir la primera y tltima paginas
del trabajo original de Lyapunov.

N3BECTUA AKAJEMHWHN HAYRK CCCP
BULLETIN DE L'ACADEMIE DES SCIENCES DE L'URSS

Cepusi MaTeMaTUdYeckas 4 (1940), 465478 Série mathématique

IHocesrwgaemes namamuw
B. H. I'usenro

A. A. JJANIYHOB
0 BIOOJHE AJJITUTHBHBIX BEKTOP-OYHEUUAX

(I1 pedcmasaeno arademurom A. H. KoaMoropossim)

Vsyuaercss MHOKECTBO 3HAYEHUIi BIOJIHE ANAUTHBHON QyHKLUMM, NPAHU-
Mawoomieil 3HAYEHNUA U3 n-MEPHOro BEKTOPHOro mpoctpaHcTBa. JlokasaHo, 4TO
DTO MHOMKECTBO BaMKHYTO, a B Clyyae, Korja (yHKIUA JMLIeHA CKAYKOB,
TO OHO BHIIYKJI0. Hpome TOro B 5TOM IOCJeqHEM cJiydae M3Yy4eHO IIOBesie-
Hue @QYHKINW, KOTJA ee 3HAUCHWA T[PUHANJIEKAT TpaHnle YKa3aHHOTO
MHOKECTBA.

WNaBecTHO, 4TO BIOJIHE ANAUTUBHAA (YHKIMA MHOKECTB, OIpeJejleRHad
A BCeX B-MHOMECTB OTpe3Ka W INPNHIMAIWEAA [eHcTBUTEJIbHEE 3HAYCHNSA,
yMeeT B KadecTBe MHOKeCTBA 3HAYEGHMIT 3aMKHYTOe MHO’KEeCTBO, a B Ciydae,
KOr[]da OHA JNIIeHA CKAYKOB, —3aMKHYTHII cermedT. Kpome Toro orHocm-
TEJBHO TAKOW (YHKIUU ecTeCTBEHHHIM 00pasoM ompejesseTcA IIOHATHAE
MeTPpUYEeCKOr0 THIAa MHOReCTBA; OKA3BIBAeTCHA, 4TO B cjaydae QYHKIHM,
JINIIEHHOII CKAYKOB, B KOHI[H CeTMEHTa O0TOOpaskaeTcA B TOYHOCTH II0 OJHOMY
Merpudeckomy Tumy. O4eBHIHO, HAKOHEI[, 9TO BCAKHI 3aMKHYTHII CerMeHT,
COMlepsKAIIMIT HAYAJNO0 KOOPAWHAT, ABJIAETCA MHOMKECTBOM 3HAYEHWII HEKOTO-
poif BIIOJIHE 3JAUTUBHOI Pysruun.

Hacrosamasa pabGora mocBsmeHa BBISICHEHHIO BOIPOCA O TOM, B KAKOM
CMEICJIE BTH CBOCTBA COXPAHAITCA [JsA BIOJHe ANAATHBHEIX (PYHKIWMIL,
3HAUEHMA KOTOPHIX CYTh BEKTODH N-MEPHOI'0 JIMHEWHOro IIPOCTPAHCTBA.

ITonesyrock ciryuaem BbpasuTh Taybokywo Gaaromapuocts A. H. Koamo-
TOpOBY, AABIIeMYy MHEe IIPH pPeAAKTHPOBAHHUM 9TOil paboTel pall 4pesBHYANHO
IeHHBIX YKa3aHWil, KOTOPHIMI f BOCIOJbH30BAJNCA, OCODEHHO TIpu JOKa3a-
TeJabcTBe Teopembl 1.

an

1

Mer Gygem paccMaTpUBaTh HEKOTOPYIO CUCTEMY HOgMHOecTB {E) Hewo-
TOPOro abeTPaKTHOTO MHOMeCTBAa X, MHBAPHAHTHYIO OTHOCUTEJLHO CJIOHKe-
HO ¢ KOHEYHBIM HJIW CUETHHIM YIICJOM CJAraeMEIX U B3ATHA MONOJHEHWIA,
a Tayke n-MepHOe DBKIMIOBO IpoctpaHcTBo R". Bo Beem panbheiimem
oyksamu E, &, H, B ¢ pasiudublMu nHjeKcaMu 0603HAYAIOTCA MHOMSECTBA
cuctembl {[}; OyKBOil Z ¢ PasINYHLIMHU MHAEKCAMU—DJIEMEHTH MHOMecTBa X
(Mpr OyneM Ha3HBaTh HX TOYKAMH MHO:kecTsa X), a Oywksamum a, b, ¢ —
BEeKTODBI (WJIM TOYKM) IIpocTpancTsa R".

1

HNssectusi AH, Cepua MareMatnueckas, Ne 6
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C. UN PAR DE IMAGENES DEL ARTICULO ORIGINAL DE LYAPUNOV

|

478 . A. A. LIAPOUNOFF

Unnako . '
{'?(Ul : U2+E):u+(P(E)7
U, - U,+[(U,=U,)—El)=u+¢((U,~U,) —E)=u—q¢(E).
Taxum obpasom rourn u+¢(E) m u—¢(E) Bxogar B E, HO u ecTh cepe-
IUHA OTPe3Ka, MX COeJHHAMNIErC, T. €. ¥ eCTh TOYKA OOHIKHOBEHHAS.
2) o(U,—U,)+0. Torna
(‘P(U1+ [Uz—Ull)z(P(Ux)"i'(F(Uz“Ul) :u'}‘(P(Ua__U:)’

¢ (U,—[U,— Uz]):?(Ul)'_cp(Ux'_ Uz):u_(?(Ul_Uz):u—(?(Uz_‘Ul)~

Caenosarensuo rtoukn u—¢(U,—U,) u u+¢(U,—U,) Bxomar B E.
OnHaro u ecTh CepefiuHA OTPESKA, NX COCAUHAWEr0, T. €. U €CTh OOBIKHO-
BenHas Touka. CiefoBaTembHO, ecau u ecTh TOYKA HEOOHIKHOBEHHAs, TO
B Hee MozkeT oTo0pakaThcA He 0osplue, YeM OfuH Merpmueckuit Tum E°.
OpHaro B CHJIy 8aMKHYTOCTH MHOKECTBA B IO KpaiiHeil Mepe OjuH MeTpu-
YecKuil Tunm B Hee 0ToOpasKaeTcsA, T. €. U €cTh TOUKA eJMHCTBEHHOCTH.

Maremaruuecknit uncruryT umM. B. A. Crekiosa Tlocrynuano
Axagemuu Hayx CCCP 8. I11. 1940

A. LIAPOUNOFF. SUR LES FONCTIONS-VECTEURS COMPLETEMENT
ADDITIVES

RESUME .

Nous étudions les fonctions-vecteurs ¢ (E) définies sur des systémes {E}
d’ensembles abstraits, invariants par rapport aux opérations boreliennes
(X, C) dont les valeurs appartiennent & ’espace euclidient & n-dimensions.

* Une fonction-vecteur ¢ (E) est dite complétement additive si quel que
soit le systéme d’ensembles disjoints E,, E,, ... , E,, ... appartenant &
{E}, les longueurs des vecteurs ¢(E,) forment une série convergente et

¢ (2 En) =2 9 (En).
¢ (E) subit un saut sur E, si quel que soit l’ensemble E’'( E apparte-
nant & {E} on a ¢(E')=0 ou bien ¢(E')=¢(E)=+0. On dit que ¢(E)
est identiquement nulle ¢(E£')=0 sur E’ si ¢(E’- E”)=0 quel que soit
I’ensemble E” appartenant a {E}.

Le type métrique de E, relativement & ¢(E) est la réunion de tous
les ensembles E, tels que ¢(E,—E,)=¢(E,—E,)=0. Nous désignons
le type métrique de E par E" et nous considérons la fonction ¢ (E7) = ¢ (E).

Nous démontrons les théorémes suivants.

THEOREME 1. Lensemble des valeurs d’une fonction-vecteur compleé-
tement additive et dépourvue de sauts, est toujours convere.

THEOREME I1. L’ensemble des valeurs de toute fonction-vecteur com-
plétement additive est toujours fermé.

THEOREME 111. Soit ¢ (E) une fonction-vecteur complétement additive
et dépourvue de sauts et a—un vecteur fize appartenant d l'ensemble B
des valeurs de ¢ (E). Alors Uéquation ¢ (E")=a admet un ensemble ayant
la puissance du continu de solutions diverses dans le cas ot a est intérieur
& un segment rectiligne contenu dans E. Elle admet une solution unique
dans le cas contraire.
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