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1. RESUMEN

La finalidad de este trabajo fin de grado es la de combinar los conceptos aprendidos
durante el Grado en Economia, en asignaturas como Estadistica | y Il, Métodos
Estadisticos en Economia y Empresa, Analisis Multivariante de Datos y otras de caracter
cuantitativo, con otros conceptos que acerquen al autor al estudio de las ciencias
actuariales y financieras.

En este trabajo, vamos a recurrir a todos estos conocimientos para ajustar, comparar y
seleccionar la mejor de tres distribuciones de tipo continuo y con grandes asimetrias de
cola derecha, las cuales son utilizadas como modelizadoras del coste por siniestro en
una base de datos del sector automovilistico. Por otra parte, también trataremos de
ajustar un modelo lineal generalizado con la misma variable dependiente (coste del
siniestro), a la que afadiremos otras variables explicativas como son el coste del
vehiculo, el género y el area desde el que se ha reportado el siniestro, entre otras,
aportadas por nuestra base de datos, para de esta forma tratar de aportar ciertas
conclusiones précticas al estudio.

Palabras clave: Gamma, Log-normal, Pareto, AIC, BIC, VaR, TVaR, MLG, R.

2. ABSTRACT

This dissertation aims to combine all the concepts learnt in the Bacherlor's Degree in
Economics, during subjects like Statistics | and Il, Statistical Methods in Economics and
Business, Multivariate Data Analysis and other subjects on quantitative matters, with the
concepts that would familiarize the author with the study of the actuarial and financial
sciences.

During this working paper, we will make use of this knowledge to fit, to compare and to
choose the best out of the three continuous right skewed distributions used in the
modelling process of the claim size to a car insurance database. Furthermore, we are
also going to fit a generalized linear model based on the same dependent variable (claim
size), against many explanatory variables such as those about the vehicle value, the
gender and the area of the claim, among others, all of them included in our database.
We will fit the model to provide conclusive evidence based on a practical application.

Keywords: Gamma, Log-normal, Pareto, AIC, BIC, VaR, TVaR, GLM, R.
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3. INTRODUCCION

Ajustar una distribucién a unos datos determinados puede parecer una tarea sencilla,
no obstante, muchas son las consecuencias que acarrearia el utilizar modelos erréneos,
desde malos calculos que nos llevarian a tomar malas decisiones, desencadenando en
resultados negativos como pérdidas sustanciales de tiempo y dinero, pudiendo llegar
en algunas areas incluso hasta la quiebra. Es por esto que durante este trabajo vamos
a centrarnos en analizar esta poderosa herramienta, el ajuste de distribuciones, para
tratar de controlar y cuantificar los riesgos financieros en el sector seguros. Ademas,
este trabajo fin de grado surge debido al interés del autor por profundizar en la ciencia
actuarial. Es por esto que hemos consultado varios trabajos fin de Master de esta rama,
en los que se tratan muchos de los conceptos analizados en el presente texto. Estos
trabajos nos han servido de guia a la hora de estructurar este TFG y nos han aportado
ideas sobre la realizacion de alguno de los apartados (Cachan 2016; Martin 2016; Plaza
2016).

La estructura de este estudio constard de cuatro partes, comenzando por esta
introduccion, tras la que daremos paso a la metodologia, el analisis de resultados y
finalmente las conclusiones.

En la metodologia vamos a empezar definiendo tres distribuciones modelizadoras de la
severidad siniestral, la gamma, log-normal y Pareto, y detallaremos como estimar sus
parametros por maxima verosimilitud. Tras esto, marcaremos una serie de pautas a
seguir para seleccionar la que mejor se ajuste a unos datos, mediante comparacion
grafica de QQ ploty PP plot, de los criterios de bondad de ajuste de Akaike y bayesiano,
y de los estadisticos de bondad de ajuste Kolmogorov-Smirnov, Anderson Darlin y
Cramér-von Mises. Ademas, propondremos la utilizaciéon de las medidas de riesgo VaR
y TVaR como otro medio més de comparacion de distribuciones.

Tras esta primera parte, pasaremos a definir la base de los modelos lineales
generalizados, sus componentes y criterios de bondad de ajuste.

En la tercera parte, vamos a utilizar una base de datos de pdlizas de seguro en la que
encontraremos la variable dependiente coste siniestral y una serie de variables
explicativas. Tras una exploracion previa de los datos, pasaremos a utilizar los métodos
estadisticos enumerados anteriormente para ajustar y seleccionar la mejor de las tres
distribuciones. Analizaremos los graficos y los valores de los estadisticos generados
mediante el programa R.

Esta base de datos proviene de Jong y Heller (2008). En su libro Generalized Linear
Models for Insurance Data, detallan las innumerables herramientas de uso actuarial para
el andlisis de bases de datos sobre seguros. En este libro hemos contrastado la mayor
parte de la teoria que aqui utilizaremos sobre las distintas distribuciones modelizadoras
de la severidad siniestral, y de los modelos lineales generalizados de posteriores
apartados. Ademas, Jong y Heller dedican los ultimos capitulos del libro a la realizacion
de ejercicios practicos. Entre ellos, proponen modelizar un GLM mediante la distribucion
gamma con link log-normal sobre unos datos de una aseguradora. En este trabajo
tomaremos como base ese modelo, trataremos de darle forma, lo analizaremos y
aportaremos una solucion al mal ajuste que presenta.

Otros trabajos (Sarabia et al. 2016; Heller et at. 2007) proponen modelos combinados
de severidad y frecuencia siniestral para la modelizacién de estos mismos datos, Pareto-
Poisson en el primer caso e Inversa Gaussiana-Binomial Negativa en el ultimo. Estos
modelos mixtos avanzados se salen del objetivo de este trabajo y solo seran analizados
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modelos de tipo continuo. El documento de Sarabia et al. ha servido también como
precedente en la realizacion de este trabajo, a partir del cual ha sido propuesto el estudio
de las medidas de riesgo que alli se utilizan y el caso practico sobre la misma base de

datos.
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4. METODOLOGIA

En este capitulo vamos a presentar la metodologia que sera utilizada a lo largo del
estudio. Asi pues, lo dividiremos en dos partes, donde se explicara en detalle el ajuste
de las distribuciones modelizadoras de la severidad siniestral y las bases del modelo
lineal generalizado (GLM).

4.1. DISTRIBUCIONES MODELIZADORAS DE LA SEVERIDAD
SINIESTRAL

En este apartado desarrollamos la metodologia que seré utilizada para la modelizacién
de las distribuciones de severidad siniestral. De este modo, la estructura se basara en
desarrollar cada uno de los pasos que se daran en el posterior estudio. Selecciéon de la
distribucion, estimacion de los parametros por maxima verosimilitud y eleccién de la
distribucion a ajustar en base a criterios graficos, de bondad de ajuste y medidas de
riesgo.

4.1.1 Selecciéon de la distribucion

Como paso previo en el analisis de este apartado, vamos a comenzar por la seleccion
de la distribucion a ajustar. Debido a que no tenemos identificado el modelo acorde a
nuestros datos, vamos a proponer el estudio de tres de las distribuciones mas utilizadas
para modelizar la severidad siniestral, que tiene como particularidad una gran asimetria
de cola derecha. Es por tanto importante recalcar, que aunque la eleccién de estas tres
distribuciones pueda parecerle subjetiva y aleatoria al lector, nos hemos basado en dos
aspectos fundamentales para dicha eleccion. Por un lado, que puedan ser ajustadas por
el programa informatico del que disponemos para este trabajo (R). Por otro lado, hemos
guerido seleccionar tres distribuciones con caracteristicas distintas para que cada una
de ellas pueda aportar un punto de vista en la region critica de nuestro analisis, esto es,
que la longitud y peso de sus colas nos aporten diferentes informaciones dependiendo
del coste del siniestro. La distribucién gamma que es la de colas mas cortas, seguida
por la log-normal y finalmente la distribucién de Pareto que es la mas frecuentemente
utilizada para modelizar datos con valores catastréficos.

4.1.1.1 Distribucion gamma

La distribucion gamma es en la estadistica actuarial una de las mas importantes cuando
se trata de ajustar un conjunto de datos positivos, unimodales y con asimetria positiva
(Sarabia, Gomez y Vazquez 2007). Entre las tres distribuciones seleccionadas, es la de
colas mas cortas por lo que seréd interesante utilizarla en casos de ajustar datos con
valores no extremos.

Una variable aleatoria X sigue una distribucibn gamma con parametros a y o, y sera
representada por X ~ G (a, g), si su funcion de densidad viene dada por:

L X
x% te o

£ ot
0 Ssix<O0.

six=> 0,
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Siendo sus momentos:

I'(r+a)a”
s =20
De donde su media y varianza:
E(X) =ao;
Var(X) = ao?.

4.1.1.2 Distribucién log-normal

La distribucion log-normal por su parte, modelizara mejor aquellos datos con colas mas
largas, por lo que es una buena candidata de cara a complementar las carencias de la
anterior. Asi pues, en este caso una variable aleatoria X seguird una distribucién log-
normal con parametros xy o2, y sera representada por X~LN(x, ¢), si su funcién de

densidad viene dada por:
1 1 logx—,u)z}
xX) = expy——=|———— , x>0.
Fo) = —— p{ (£

Siendo sus momentos:

k2 2
E(X*) = exp <ku+ 20 ) k=1,2,..

De donde su media y varianza:
0.2
E(X) = eXP(M"'?) ;

Var(X) = exp(2u + 02) (exp(c?) — 1).

4.1.1.3 Distribucion de Pareto

Finalmente, la tercera distribucion seleccionada es la de Pareto, que es util en el caso
de querer ajustar costes siniestrales muy elevados, ya que converge a cero de una
forma mucho mas lenta que las anteriores.

Una variable dependiente X sigue una distribucion de Pareto de tipo Il con parametros
oy a,y sera representada por X~Pa(o, a), si su funcion de densidad es la siguiente:
ajo

f(x)=m-

Siendo sus momentos:

[(a—7r)I'(r+1o"

EQ") = =)

a>r.

Pagina 6 de 30



DAVID VILLARINO GONZALEZ

De donde su media y varianza:

g
E(X)=a_1,a>1;
ac?

(@ —1?*(a -

Var(X) = 2),a>2.

4.1.2. Estimacién de parametros por maxima verosimilitud

La estimacion por momentos es la mas sencilla para un caso general en el que
quisiéramos ajustar, como ejemplo, una distribucion normal, ya que solo necesitariamos
la media y varianza muestrales para estimar las poblaciones. Sin embargo, esta
simplificacién nos hace perder una parte importante de la informacion necesaria en el
andlisis actuarial', esto es, las colas pesadas de los datos. Debido a la importancia de
tener en cuenta estos valores extremos, necesitamos utilizar un método de estimacion
gque haga maxima la probabilidad de la muestra observada (Sarabia, Gomez y Vazquez
2007).

El método de méaxima verosimilitud cumple ademas, que genera estimadores
insesgados y consistentes, cumpliendo la cota de Cramer-Rao (Cramer 1946), y estos
son asintéticamente normales e invariantes (Klugman et al. 2012).

Definimos la funcion de verosimilitud a partir de unos datos con n variables aleatorias e
independientes entre si, que van desde Xi...Xn, que forman parte de una misma
distribucion y que dependen de un mismo vector de parametros 6. Su forma viene dada
por:

L©) = | [fealo.
=1

J

A partir de aqui, encontraremos el estimador de maxima verosimilitud # donde se
maximice esta funcion?, esto es:

1(6) = ) log fxil6) .

Y que para ser maximo cumplira:

IO
90,

0,i=1,...k.

1 Otro problema muy comun es la existencia de varios deducibles para grupos de individuos, lo
gue nos daria problemas a la hora de estimar sus medias. Klugman (Klugman et al. 2012)
propone la estimacion de los momentos a través del estimador Kaplan-Meier para solventarlo.

2 En nuestro caso, la estimacién de los parametros de las tres distribuciones seleccionadas fue
llevada a cabo a través del paquete fitdistrplus de R no siendo necesaria la computacién manual,
no obstante, nos ha parecido importante detallar la base teérica.
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4.1.3. Eleccion de la distribucién a ajustar

Como tercer paso, partiremos de la afirmacion del estadistico George Box, quien decia
gue todos los modelos son erréneos de partida, ya que son aproximaciones de la
realidad, pero algunos de ellos podran ayudarnos a inferir resultados, por o que nuestro
objetivo serd encontrar el modelo que mejor ajuste nuestros datos.

“...essentially, all models are wrong, but some are useful.” (Box y Draper 1987, p. 424)

Tras haber estimado los parametros por maxima verosimilitud, ajustaremos las tres
distribuciones y seleccionaremos aquella que se comporte mejor de acuerdo a la
comparacion grafica por un lado, y la comparacion de estadisticos y de criterios de
bondad de ajuste por el otro, tal y como explicaremos a continuacion.

4.1.3.1. Comparacion gréafica QQ-plot

El QQ plot o quantile-quantile plot es una herramienta gréafica que nos ayuda a sefialar
de una forma muy intuitiva si nuestros datos se pueden ajustar mediante cada una de
nuestras distribuciones. El grafico cuanti-cuantil representa los cuantiles te6ricos contra
los empiricos. En el caso de que nuestros datos se ajustasen perfectamente a la
distribucion seleccionada, veriamos una linea recta de 45°, en todos los demas casos,
podremos ver asimetrias en la distribucion de la muestra, si las colas son mas o menos
pesadas, e incluso valores atipicos.

Esta herramienta no sera capaz de confirmar qué distribucién siguen nuestros datos,
pero si nos dara pistas sobre cual de las tres se aproxima més a la forma de estos.
Puede parecer por tanto una herramienta subjetiva, pero su uso es muy facil e intuitivo,
motivo por el cual lo introducimos como primera aproximacion en nuestro analisis.

4.1.3.2. Comparacion grafica PP-plot

A diferencia de la herramienta grafica del caso anterior, el gréafico probabilidad-
probabilidad compara las distribuciones empiricas y tedéricas. Una ventaja de utilizar esta
técnica al lado del QQ plot es que genera mejores interpretaciones en la zona donde se
dan mayores densidades de probabilidad, ya que en es en estas zonas donde se pueden
apreciar mayores variaciones de probabilidad en comparacién con las colas donde la
densidad es menor (Gnanadesikan 1997).

4.1.3.3 Criterios de informacion de Akaike y bayesiano

Debido a la necesidad de generar un criterio estadistico al que acudir para contrastar
gué modelo se ajusta mas a unos datos concretos, primero Akaike y después Schwarz
propusieron los criterios de informacion de Akaike (Akaike 1973) y bayesiano (Schwarz
1978) respectivamente, cuyas expresiones son las siguientes:

AIC=-2In(6)+2K ; BIC=-2In(6)+K In(n).

Donde K es el nimero de parametros del modelo y 8 es de nuevo el estimador de
maxima verosimilitud.

Menores estadisticos determinardn un mejor modelo y podemos apreciar como en
ambos casos se introduce el numero de parametros del modelo como penalizacion. Esta
penalizacion es superior en el caso del criterio bayesiano, por lo que seria interesante
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en una comparacion de modelos con heterogeneidad en el nimero de pardmetros, sin
embargo, en nuestro caso las interpretaciones van a ser las mismas para los dos
estadisticos al tener las tres distribuciones el mismo ndmero. Estos criterios seran
también estudiados en la implementacibn del modelo lineal generalizado que
detallaremos en préximos apartados.

4.1.3.4. Estadisticos de bondad de ajuste

Siguiendo con la toénica de este apartado, en este caso vamos a presentar los tres
estadisticos de bondad de ajuste mas utilizados: Kolmogorov-Smirnov (Massey 1951),
Cramér-Von Mises (Cramér 1928) y Anderson-Darlin (Anderson y Darlin 1952).

En los tres casos, su uso habitual se daria contrastando el par de hipétesis tradicional,
llevandonos su rechazo a la alternativa, esto es, que los datos no sigan la distribucion
de estudio, y la hip6tesis nula nos llevaria a la aceptacién de la distribucion como una
candidata al ajuste de estos. Sin embargo, en este trabajo, como ya hemos comentado
anteriormente, partimos de que las tres distribuciones seleccionadas son candidatas a
ajustar nuestros datos y utilizaremos estos estadisticos a modo de comparacion, por lo
que nos basaremos en el criterio de que, a menor estadistico, mejor ajustara la
distribucion, como se pasara a explicar a continuacion.

Sefalar que la principal critica a KS y CVM es que no consiguen seleccionar
correctamente la mejor distribucién para tamafios muestrales pequefios en cuyo caso la
mejor alternativa es el test AD. Pero para muestras grandes, como es nuestro caso, si
tienen una buena actuacion (Flowers-Cano, Flowers y Rivera-Tejo 2014). Una vez
aceptada la validez de los tres criterios, veremos que cada uno de ellos tiene un mayor
poder estadistico para diferentes situaciones.

4.1.3.4.1. Kolmogorov-Smirnov y modificacién de Lilliefors

El estadistico KS esta basado en la comparacion de las distancias verticales maximas
entre la distribucién teérica (F*(x)) y empirica (F,(x)). Es por esto, que podemos prever
gue este test sea de mayor utilidad sobre la zona central de la distribucién, que sobre
las colas, ya que las diferencias seran mayores en esta primera region.

La definicién general de este estadistico es la siguiente?:
T = supy|F*(x) — F(x)] .
Donde “sup” (supremum) significa mayor.

Dieciséis afios después de la publicacion de este estadistico, Lilliefors (1969)
presentaria su modificacién como alternativa a KS en los casos en que no se conozca
la verdadera distribuciéon (exponencial®) que sigue la muestra de datos a estudiar. En
este caso, los parametros seran estimados directamente a través de esta. Ademas,
Lilliefors aportaria una tabla de valores criticos distinta a la de KS, por lo que mismos
valores arrojados por los dos estadisticos nos aportarian conclusiones distintas. Sin
embargo, este test serd utilizado como una herramienta de comparacion entre datos
(como se ha comentado anteriormente), por lo que en este trabajo hablar de KS y de LF

3 En la literatura encontramos multitud de definiciones para este estadistico. En nuestro caso
vamos a utilizar la definicion de Conover (1999), a través de Razali y Wah (2011).

4 En 1967 Lilliefors publicaria su modificacién al test de normalidad de KS (Lilliefors 1967). Dos
afilos mas tarde extenderia esta modificacion para también contrastar los casos exponenciales.
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serd equivalente al calcularse de la misma manera, como se puede ver en la siguiente
definicion del estadistico Lilliefors:

D = max, |F*(x) — S,(x)| .

Donde ahora S,(x) hace referencia a la distribucion empirica, estimada con los
parametros de la muestra.

4.1.3.4.2. Anderson-Darlin

El test estadistico AD computa los cuadrados de las diferencias para cada uno de los
puntos, a diferencia de KS que solo computaba la diferencia méxima. Es por esto que
se dice que AD da un mayor peso a las colas de la distribucién que el test KS. Ademas,
pondera por un pardmetro ¥ que definimos a continuacion
* * -1
Y=[F1-F®) .

De este modo, el estadistico es definido como:

w2 =nn [ I () = B GOTRIF 1R G

4.1.3.4.3. Cramér-von Mises

Este estadistico esta recogido como un caso especial del anterior cuando y =1 .

CVM = n f_ TP G0 - EOPIFGO]F ().

O equivalentemente:

l.

1 +zn [F( ,_2i-1
12n " Lus |10 T o

4.1.3.5. Medidas de riesgo

Hemos decidido incluir este apartado como una herramienta mas de decisién, ya que
una de las bases del analisis actuarial es la evaluacion de riesgos, por lo que es de
suma importancia tener en cuenta el comportamiento de las distribuciones en la zona
que define los mayores riesgos, sus colas.

Utilizaremos por un lado el valor en riesgo o VaR, y dado que esta no es una medida de
riesgo “coherente” (cuyo significado explicaremos en detalle en este apartado),
utilizaremos también el valor de la cola en riesgo o TVaR.

4.1.3.5.1. Valor en Riesgo (VaR)

También llamado value at risk, el VaR es como toda medida de riesgo, una herramienta
de determinacién de la exposicién al riesgo, siniestral en nuestro caso, pero también de
un gran uso en el caso financiero. Es asi pues, un cuantil que denota la pérdida maxima
gue una empresa aseguradora podria soportar a un cierto nivel de confianza dado.
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Sea X una variable aleatoria independiente, el VaR de X a un nivel p%, que podemos
definir como Var,(X) om,, y representa el p cuantil de la distribucion de X (Klugman,

Panjer y Willmot 2012). Donde m,, para una variable continua satisface:
PriX>m)=1-p.
El VaR es definido como:

Var(X) = inf{x € R, F(x) = p}.

Sin embargo, como avanzabamos en la introduccion de este apartado, el VaR no es una
medida de riesgo coherente (Artzner et al. 1999) debido a que falla en el cumplimiento
de la propiedad de subaditividad. Desarrollamos a continuacién los cuatro supuestos
gue toda medida de riesgo coherente ha de cumplir.

e Mondtona: Si X <Y entonces, p(X) < p(Y), donde p(X) y p(Y) es como
denotaremos a la medida de riesgo obijetivo.

e Positiva homogénea: Para cualquier constante positiva ¢, p(Xc) = cp(X)

e Invariante alatraslacion: Para cualquier ¢ positiva, p(X + ¢) = ¢ + p(X)

e Subaditividad: p(X +Y) < p(X) + p(Y)

El supuesto de subaditividad nos sefiala que la diversificacibn ayudaria a reducir el
riesgo. Sin embargo, esta Ultima condicién no se da para el VaR en la mayoria de los
casos®, por lo que utilizaremos el TVaR que si es coherente como explicaremos a
continuacion.

4.1.3.5.2. Valor de la cola en riesgo (TVaR)

El valor de la cola en riesgo, es la pérdida esperada dado que esta supere el cuantil del
valor en riesgo, que habiamos definido como la pérdida maxima soportada a un nivel de
confianza dado. Esto no es otra cosa que la esperanza matematica en la cola, lo cual
ya nos esta dando informacion sobre una regién completa de riesgo, mas que el VaR
gue solo hace referencia a un punto. Ademas, como hemos adelantado, el TVaR si es
una medida de riesgo coherente, al cumplir también la subaditividad (Wirch 1999).

Matematicamente el TVaR del cuantil p es definido como:
TVaR,(X) = E,[X|X = VaR,].

Como podemos comprobar en la formula, el TVaR siempre serd mayor al VaR al
computar la media de los riesgos superiores para ese percentil. La diferencia entre
ambas medidas puede ser contemplada en el siguiente grafico (figura 4.1) donde se
aprecia de una forma mas intuitiva lo que representa cada una de ellas. El nivel de
confianza 1 — B hace referencia a la probabilidad de que X sea mayor que el VaR (1-p).

5 Wirch (1999) muestra como el VaR no es una medida coherente para distribuciones que no
sean la normal (como es nuestro caso) mediante un ejemplo en el que tras combinar dos activos
financieros en uno nuevo, el riesgo del nuevo portafolio es superior al de la suma de los dos
anteriores. Para solucionar este problema, propone el uso del TVaR.
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b xanum
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1= s
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Portfolio loss

Figura4.1: VaRy TVaR.

Fuente: Szeg6 2002.

4.2. MODELO LINEAL GENERALIZADO

El modelo lineal generalizado, también MLG o GLM (Nelder y Wedderburn 1972), es
como su propio nombre indica, una generalizacién del modelo lineal simple. Es por esto,
que conviene dedicar unas lineas a este Ultimo para entender el porqué del uso de los
MLG.

El modelo de regresion simple, se basa en los siguientes tres supuestos fundamentales:
e Linealidad en los parametros. Su forma es la siguiente:
Vi =PBo+ P1Xyi + o BrXui + & -
e Término de error distribuido de forma normal.
g§~N(0,0%) ; El[g]=0 ; Var[g]=o02.

e Estoimplica que la varianza del error es homocedastica.

El principal problema del modelo de regresién simple es que, a pesar de su amplio uso
en la literatura, estos supuestos son a menudo infringidos. Por ejemplo, en el caso de la
varianza, esta suele aumentar con la media ya que esperamos que aquellas pélizas con
costes siniestrales mas altos, tengan también mayores varianzas en el nimero de
siniestros (Goldburd, Khare y Tevet 2016). El no cumplimiento de todos estos supuestos
se puede solucionar mediante una transformacion logaritmica de los datos, pero en
muchos casos puede no ser suficiente.

Es aqui donde aparece el modelo lineal generalizado a partir de la necesidad de aportar
un modelo que solucione la no linealidad en los parametros y la no normalidad y
heterocedasticidad del error. EI MLG tratara de modelizar la relacion entre la variable
respuesta y el resto de variables explicativas, al igual que hacia el modelo anterior.
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4.2.1. Componentes del MLG

La prediccion de la variable respuesta en un MLG se dara gracias a la influencia de una
componente sistematica y una componente aleatoria. La componente sistemética hace
referencia a la influencia de las variables del modelo sobre la variable dependiente y la
componente aleatoria hace referencia a todo aquello que nuestras variables no explican.

4.2.1.1. Componente aleatoria
En el modelo lineal generalizado, la variable respuesta es una serie de datos
independientes que siguen una distribucion de la familia exponencial (gamma, log-
normal, Pareto...). Esta trata de modelizar de una forma no-normal la distribucién del
término de error de nuestro modelo.

Se expresa:
yi~Familia exponencial(u;, @) .

Donde « es la media de la distribucién y ¢ el parametro de dispersion que esta
relacionado con la varianza, y a su vez esta esta relacionada con la media, tal que:

Var(y) = oV(u) .

En el siguiente gréafico (figura 4.2) podemos ver como ahora la varianza ya no es
constante para todo X y depende de la media determinada por la distribucion
seleccionada.

Distribucién V(w) oV ()
Normal 1 0]
Poisson U Ou
Gamma u? Pu?
Inversa gaussiana ul Pus

Figura 4.2: Funcion de la varianza para distribuciones exponenciales.

Fuente: Goldburd, Khare y Tevet 2016.

4.2.1.2. Componente sistematica
La componente sistematica de un MLG es una combinacién lineal de las variables
explicativas, tal que:

Bo + B1X1i + -+ BiXyi -

También llamado predictor lineal y expresado de la siguiente manera:
n = z Bjxij -
J

Donde x;; es el valor j-ésimo predictor en el i-ésimo individuo, e i = 1, ..., N. Los valores
de los predictores seran generados mediante el programa R.
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4.2.1.3. Funcién Link
La funcion link es la transformacion de n; representada como g(u;), donde:

wi=EX); 0, =g = Z/gjxij'
j

En la siguiente tabla (figura 4.3) podemos ver las diferentes funciones link, donde por
ejemplo la identidad daria paso a la regresion lineal simple.

Funcion Link m=9W) w=9"m)
Identidad Ui i
Log logeﬂi e
Inversa T n;t
1
Inversa cuadrado pi? n,?
. i 1
Logit log, ll_‘—ﬂl —=n
Probit ¢ (1) éni

Figura 4.3: Funciones link més comunes.
Fuente: Elaboracion propia.

Como podemos ver, tras aplicar una funcion link a nuestros datos, nos quedaria el valor
de g(u;), el cual carece de interés. Si nos interesaria por el contrario calcular la inversa
de la transformacion para obtener la prediccién. A continuacién, vemos el ejemplo del
caso de un link logaritmico:

Inu=Bo+ P1X1; + -+ BreXii -

El valor del Inu no es de interés como comentdbamos anteriormente, pero si realizamos
su inversa al predictor lineal, obtendremos:

i = exp(Bo + BiXy; + -+ BiXpi) = ePoefrkXui  ePiXi,

Donde tenemos la prediccion para cada valor. Ademas, esta forma de u; es muy
interesante dentro de los MLG ya que tiene forma de modelo multiplicativo, muy utilizada
en modelos de insurance pricing o primas de seguros, aunque no haremos mayor
referencia a estos modelos en el presente documento.

4.2.2. Criterios de bondad de ajuste

Ademas de los criterios AIC y BIC anteriormente comentados, en la comparacion de
modelos GLM vamos a utilizar la “deviance”. La deviance se basa en la comparacion
del modelo Al igual que los criterios de AIC y BIC, cuando el modelo mejora, el valor
arrojado sera mas pequefo, tal y como podemos extraer de su forma:

D=-=-2 [ln (p(ylé 0)) —In (p(ylés))].

Este estadistico compara el modelo “nulo” con solo el intercepto, con el saturado, es
decir, el modelo con variables explicativas.
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4.2.3. PROCESAMIENTO DE LOS DATOS

En siguientes apartados, mas concretamente en el que analizamos la base de datos y
las variables que se incluyen en él y utilizaremos para el estudio préactico, veremos que
el nimero de variables del que disponemos es muy reducido. Si bien esto plantea cierta
dificultad debido a que nuestros modelos no tendran una buena capacidad predictiva, si
que nos facilita el ejercicio de la seleccién de variables. Al no haber muchas
combinaciones posibles, hemos podido contrastar de forma manual si nuestro modelo
mejoraba o empeoraba, incluyendo o excluyendo aquellas variables que por no ser
significativas o por no disminuir los AIC y deviance, no aportaban ninguna informacion.

No obstante, si queremos mencionar algunos de los métodos mas utilizados para la
seleccién de variables, que podréan ser utilizados en futuros trabajos con mayores bases
de datos y mayores numeros de variables explicativas.

La regresion stepwise es una de las técnicas mas utilizadas en la literatura®. Esta basada
en un algoritmo en el que se van afadiendo (stepwise forward) o quitando (backward
elimination) variables una a una hasta que finalmente se encuentra el mejor modelo. Sin
embargo, esta es una técnica que esta perdiendo valor en los ultimos afios ya que es
una técnica ad hoc y nos puede llevar a distintos resultados (Jong y Heller 2008).

Otras de las técnicas mas usuales son ridge regression, lasso y la generalizacion de
ambas, las eslastic nets. Todas ellas son utilizadas para seleccionar variables cuando
el nimero de estas es muy elevado y la introduccion de todas ellas puede causar
sobredispersién. Precisamente, el escaso nimero de variables en nuestro caso ha sido
determinante para no utilizar ninguna de estas técnicas.

5. ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

Nuestro objetivo en este apartado es aplicar todos los conceptos comentados
anteriormente, sobre un caso practico para el coste agregado por siniestros reclamados
a una compaiiia de seguros del automévil australiana. Para ello disponemos de una
base de datos (Jong y Heller 2008) con 67.856 pdlizas de seguros para el afio 2004-
2005, donde encontramos nuestra variable dependiente (coste del siniestro), sobre la
gue basaremos la primera parte de este capitulo, y el resto de variables explicativas que
utilizaremos a la hora de modelizar el GLM.

5.1. BASE DE DATOS Y DEFINICION DE VARIABLES

En un analisis exploratorio previo, podemos ver (figura 5.1) la forma que toma nuestra
base de datos. Explicamos a continuacioén el significado de cada una de las variables:

- Veh_value: Valor del vehiculo en miles de délares australianos.

- Exposure: Exposicion al riesgo de la pdliza durante el afio. Este valor se
encuentra acotado entre 0 y 1, donde el valor minimo (0.00274) corresponderia
a una podliza que ha permanecido dada de alta un dia y 1 haria referencia a una
exposicion del afio completo.

- Clm: Variable binaria, que nos dice si la péliza ha reclamado (1) o no (0) un
siniestro.

- Numclaims: Namero de claims entre O y 4.

6 Como ejemplo, en este paper (véase Whittingham et al. 2006) contrastan que estas técnicas
fueron utilizadas en el 57% de los papers publicados en los que se utilizaba una regresién
multiple.
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- Claimcst0: Coste total de la pdliza por siniestros (délares australianos).

- Veh_body: Los doce tipos de vehiculo son: descapotable, deportivo, vehiculo
de 3 y 5 puertas, carroceria descapotable, caravana, minibas, furgoneta,
deportivos de dos plazas, turismos, familiares, camion y coche de servicios.

- Veh_age: Antiguedad del vehiculo siendo 1 el valor para el mas nuevo.

- Gender: Género del propietario de la poliza.

- Area: Seis &reas en las que se divide Australia (A-F), formada por New South
Wales, Queensland, South Australia, Tasmania, Victoria y Western Australia. No
hay informaci a qué estado corresponde cada una de las letras.

- Agecat: Seis categorias de edad del propietario (donde 1 es el grupo mas joven).
No conocemos el rango de edad al que corresponde cada categoria.

(4 % ) )

§ g & &S 8¢ 5

s & & & FS g5 &8

A\ & () S 3 S K o T v

1. 1080 03039 0 0 0000 HBACK 3 female C 2
2. 1.030 06489 O 0 0.000 HBACK 2 female A 4
3. 3260 05694 0 O 0000 UTE 2 female E 2
4, 4140 0.3175 O 0 0.000 STNWG 2 female E 2
5. 0720 06488 0 0 0000 HBACK 4 female C 2
6. 2010 08542 0 O 0000 HDTOP 3 mae C 4
7. 1.600 0.8542 0 0 0.000 OANVN 3 male A 4
8. 1470 05557 0 0 0000 HBACK 2 male B 6
9. 0.520 0.3613 O 0 0.000 HBACK 4 female A 3
10. 0.380 0.5202 0 0 0.000 HBACK 4 female B 4
11. 1.380 0.8542 0 0 0.000 HBACK 2 male A 2
12. 1.220 0.8542 0 0 0.000 HBACK 3 male C 4
13. 1.000 04928 0 0 0000 HBACK 2 female C 4
14. 1660 04845 O 0 0.000 STNWG 1 male A 5
15. 1.660 0.4845 1 1 669.51 SEDAN 3 male B 6

Figura 5.1: Primeras 15 poélizas de la base de datos.

Fuente: Jong y Heller 2008.

5.1.2. Seleccién de la frecuencia siniestral

Las bases de datos de pdélizas de aseguradoras pueden estar organizadas de multiples
formas. La mas habitual es la que sigue un afio natural completo, en cuyo caso hay que
ser conscientes de que la exposicion juega un papel importante ya que no es lo mismo
gue la péliza esté expuesta al riesgo durante medio afio (exposicion de 0.5), que durante
el aflo completo (exposicion de 1). Ademas, en nuestro caso, la agregacion de los costes
por siniestro de cada uno de los clientes se da en una misma péliza, de este modo un
coste agregado de 1.890%$ (primer registro con dos siniestros de nuestra base de datos)
podria hacer referencia a dos siniestros de 945$ para ese cliente, a uno de 630$ y otro
de 1.260$, o cualquier otra de las infinitas combinaciones posibles.
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El lector podra observar que dependiendo de la combinacion seleccionada nuestros
resultados variardn sobremanera, ademas de que esta se daria sin criterio alguno, de
forma aleatoria y subjetiva. Debido a cédmo esta recopilada nuestra base de datos,
aguellas polizas con mas de un siniestro declarado restan validez a nuestros resultados
al no poder ser descompuestas en siniestros individuales con caracteristicas
individuales. Por esto seran descartadas las pélizas con mas de un siniestro declarado.

Por otro lado, las tres distribuciones seleccionadas requieren de valores positivos en sus
funciones de distribucién acumuladas, por lo que implicitamente nos hard descartar
aguellas frecuencias siniestrales iguales a cero.

No hemos de olvidar que el objetivo de este trabajo es el de centrarse en la modelizacién
de la severidad siniestral, dejando para futuros estudios la modelizacién de la frecuencia
mediante la cual podriamos resolver estos problemas comentados. Esto se daria en
modelos en los que se combine severidad y frecuencia’, o se modelicen conjuntamente
en un modelo premium.

Podemos ver a continuacion (figura 5.2), como a pesar de descartar los valores de
siniestros mayores y menores que uno, seguimos conservando el mayor numero de
pélizas que han generado pérdidas para la empresa. Ademas, es para el caso de un
solo siniestro donde podemos apreciar las mayores pérdidas, por lo que nuestro modelo
no perderd esta importante informacién sobre la zona de las colas que es la que mas
nos interesa contrastar.

* <
g é‘g & g
= & o S
* & A Qfe
s g i 0. 63232  93.18%
s g . 1, 4.333 6.38%
g 3 :
o0 t 2. 271 0.39%
g 1 | s 18 0.03%
o i | 4 2 0.00%

MNimero de siniestros

Figura 5.2: Namero de siniestros y sus estadisticos.

Fuente: Elaboracion propia mediante R.

7 En la introduccién menciondbamos dos trabajos (Sarabia et al. 2016) y (Heller et al. 2007) sobre
la base de datos utilizada en el presente documento. En el primer caso se utilizaba un modelo
colectivo de Pareto-Poisson. En el segundo caso se proponia Poisson, Poisson inflada de ceros
y la distribucién negativa binomial para la frecuencia, junto con la distribucion gamma para la
severidad. Por otro lado, este Ultimo proponia la distribucién Tweedie para el modelo premium.
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5.1.3. MODELIZACION DE LA DISTRIBUCION COSTE TOTAL

Tras un primer filtro de los datos a utilizar, vamos a ver los principales estadisticos de
nuestra muestra y su histograma, tras lo que procederemos a la estimacion de
parametros por maxima verosimilitud y finalmente compararemos las distintas
distribuciones.

5.1.3.1. Principales estadisticos e histograma

Tal y como se puede apreciar (figuras 5.3 y 5.4) nuestros datos tienen una alta asimetria
de cola derecha, por lo que se justifica que comparemos nuestros datos con las tres
distribuciones seleccionadas.

N Media Mediana Min. Max. Desv. tip. Asimetria Curtosis

4.333 1.946,74 695,96 200 55.922,13 3547,02 5.23 45.77

Figura 5.3: Principales estadisticos para las pélizas con un solo siniestro.
Fuente: Elaboracion propia mediante R.

El histograma por su parte ha sido truncado a un siniestro maximo de 15.000$AU para
una mejor visualizacién. Podemos observar que hay un gran ndmero de siniestros
cercanos a cero, gue hacen referencia a las distintas franquicias que podemos observar
en los datos, siendo la de 200$AU la més habitual con un total del 16% para las polizas
con un solo siniestro reclamado.

600
]

Frecuencia
400
|

200
\

T T 1 T
0 5000 10000 15000

Coste siniestral

Figura 5.4: Histograma del coste siniestral truncado a 15.000$AU.

Fuente: Elaboracion propia mediante R.
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5.1.3.2. Parametros estimados por maxima verosimilitud

Como adelantdbamos en la metodologia, los parametros han sido estimados por
maxima verosimilitud utilizando el paquete fitdistrplus de R, mediante el comando fitdist
para cada una de las distribuciones. En el caso de Pareto, es necesario definir la funcion
de distribucion acumulada y sus momentos, que hemos conseguido mediante el paquete
actuar. Las estimaciones por maxima verosimilitud y sus intervalos de confianza al 95%
para cada uno de los parametros (obtenidos por simulacién) se encuentran
representados a continuacion (figura 5.6).

Max.ver. Forma I.C. Forma Escala I.C. Escala
Gamma -36.999 = 0.7359 | 0.7079 - 0.7649 2646 2502 - 2773
Log-normal -36.181 6.8574 | 6.8214 - 6.8895 | 1.887 1.863-1.912
Pareto -36.488 1.9583 | 1.8052 - 2.1607 1964 1742 - 2246

Figura 5.6: Estimaciones de maxima verosimilitud e intervalos de confianza al 95%.

Fuente: Valores estimados mediante R.

De estos resultados podemos extraer que el valor maximo de verosimilitud viene dado
por la log-normal (-36.181) entre las tres distribuciones ajustadas. Esto nos dice que es
la distribucién que mejor ha ajustado los datos ya que lo que buscamos es maximizar la
funcion de verosimilitud, por lo que mayores valores denotan un mejor ajuste.

5.1.3.3. Comparacion y eleccion de la distribucion

Comenzaremos este apartado por la comparacion gréfica de las distribuciones y
continuaremos analizando la evidencia que arrojan los diferentes estadisticos que
hemos adelantado en la metodologia. La idea de este apartado es seleccionar aquella
distribucidon que mejor ajuste nuestros datos, y que después nos ayude a sacar
conclusiones sobre nuestros datos.

5.1.3.3.1. Comparacion grafica
En los siguientes cuatro graficos (figura 5.7) tenemos el histograma, la funcién de
distribucion acumulada, el QQ plot y el PP plot de las tres distribuciones, que hemos
incluido en el mismo gréfico para facilitar la interpretacion de los resultados.

A priori, los dos primeros graficos (histograma y FDA) no arrojan ninguna conclusion a
tener en cuenta. Ninguna de las tres distribuciones parece tener un ajuste perfecto. Sin
embargo, si podemos observar el truncamiento en cero y las largas colas derechas
esperadas. Si acudimos a los coeficientes de asimetria podriamos ver que Pareto
(19.10) ajusta una cola mucho mas larga que la log-normal (9.09) y esta a su vez mayor
que la gamma (2.32).8

8 Coeficientes de asimetria generados para las tres distribuciones mediante simulacién en R.
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Figura 5.7: Comparacion gréfica de las distribuciones.
Fuente: Elaboracion propia mediante R.

En cuanto a los graficos QQ y PP, vemos como en ninguno de los casos el ajuste de la
gamma hace un buen trabajo, ya que el PP plot por una parte dibuja un mal ajuste en la
zona central de la distribucién y el QQ plot nos dice que los datos tienen una cola mayor
de lo que deduce la gamma.

Si que nos pueden generar ciertas dudas las dos distribuciones restantes. Pareto parece
tener el mejor ajuste segun el PP plot ya que se ve como en su zona central las
probabilidades tedricas y empiricas se comportan de una manera mas similar que en el
caso de la log-normal. Sin embargo, si hacemos referencia al QQ plot, vemos que los
cuantiles tedricos de Pareto se alejan mucho de los empiricos, lo que nos hace pensar
gue nuestros datos no tienen una cola tan larga como deduce esta distribucion. La log-
normal, que como comentabamos en el capitulo de la metodologia tiene una cola a
media distancia entre la gammay Pareto, es sin duda la que mejor ajusta nuestros datos.
La cola de nuestros datos es la zona mas importante a tener en cuenta en nuestro
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estudio, por lo que en esta primera comparacion grafica, nos decantariamos por la
eleccion de la distribucion log-normal.

5.1.3.3.2. Comparacion de estadisticos
Hemos visto que mediante la comparacion grafica no podemos seleccionar una
distribucion con total seguridad, sin bien la log-normal es la que mejor parece actuar. En
el siguiente cuadro (figura 5.8) vemos los principales estadisticos discutidos en la
metodologia, donde detallamos el calculo de cada uno de ellos.

Distribucion AIC BIC KS AD CVM

Gamma 74.002,46 74.015,21 0,1581 201,204 36,4253
Pareto 72.980,86 72.993,61 0,1730 94,7386 12,1437
Log-normal 72.366,96 72.379,71 0,1097 80,4486 12,1623

Figura 5.8: Criterios y estadisticos de bondad de ajuste.

Fuente: Valores estimados mediante R.

Comparando los criterios de Akaike y bayesiano, vemos como el valor mas pequefio se
da para la distribucion lognormal. En la metodologia adelantdbamos que el BIC
penalizaba el nUmero de parametros en mayor medida que el AIC, y vemos que
efectivamente su valor es un poco superior para las tres distribuciones. Sin embargo,
también comentabamos que al tener todas ellas el mismo niumero de pardmetros, las
conclusiones iban a ser las mismas para ambos criterios. La log-normal ajusta mejor
nuestros datos segln estos estadisticos.

Por otro lado, vemos los estadisticos de bondad de ajuste. Dijimos que Kolmogorov-
Smirnov tenia un mayor poder estadistico sobre la zona central y en nuestro caso
particular nos dice que Pareto seria la peor ajustando esta zona y log-normal la que
mejor ajustaria.

Continuando por el estadistico Anderson-Darlin, que es el que mayor peso da a las
colas, vemos como de nuevo la distribucién log-normal es la que mejor se comporta. En
este caso ahora es la gamma la que peores resultados ha obtenido, como ya vimos en
la comparacion gréfica de las colas.

Finalmente, Cramer-von Mises nos sorprende ya que por su computacion
esperabamos una conclusién a medio camino entre los otros dos estadisticos, pero
vemos que en este caso la distribucion de Pareto es la que mejores resultados ha
obtenido. Ahora bien, si el 6ptimo hubiera sido que todos nuestros estadisticos
estuvieran conformes en cuanto a la distribucion a ajustar, parecen discernir en los
resultados para solo el CMV, que como ya dijimos se ve relegado a un segundo plano
en la mayoria de los andlisis que hemos contrastado en la literatura.

Es por todo esto que parece justificable la eleccion de la distribucién log-normal para el
andlisis de nuestros datos, tras ver que se comporta mejor que el resto de distribuciones
segun la maxima verosimilitud, la comparacién grafica, la comparacion de criterios de
bondad de ajuste, y finalmente, segin dos de los tres estadisticos de bondad de ajuste.
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5.1.3.3.3. Medidas de riesgo

Vamos ahora a presentar los resultados para el célculo del valor en riesgo y valor de la
cola en riesgo de cada distribucion. Estos han sido estimados mediante una simulacion
para cada uno de los tres casos, utilizando los pardmetros estimados por maxima
verosimilitud y generando muestras de tamafio 10.000. Tras la simulacién de las
muestras, hemos calculado el VaR (figura 5.9) para los siguientes niveles; p=0.95, 0.97,
0.99, 0.995 y 0.999 con la intencion de visualizar cdmo se comporta la cola de cada
distribucion y de este modo también utilizar este estadistico como una herramienta de
comparacion de distribuciones.

Distribucién 95% 97.5% 99% 99.5% 99.9%
Gamma 6.532 8.266 10.535 12.483 15.818
Log-normal 6.157 9.169 13.273 16.807 30.329
Pareto 7.231 11.398 19.131 29.566 62.743
Datos 7.805 11.648 18.079 22.361 35.546

Figura 5.9: VaR en délares australianos para las tres distribuciones y los datos
reales al p%.

Fuente: Elaboracion propia mediante R.

Si comenzamos por el nivel maximo seleccionado (99.9%), podemos observar como la
distribucion de Pareto predice el mayor valor en riesgo siendo 3.96 veces superior al de
la gammay 2.06 veces superior al de la log-normal. Esto justifica que en la definicion de
las distribuciones dijéramos que Pareto tiene las colas mas largas ya que para la
simulacidn a partir de parametros estimados por unos mismos datos, esta siendo mucho
mas pesimista que sus contrincantes. Esto lo podemos ver desde el primer nivel
seleccionado (95%) que ya marcaba una diferencia respecto a las otras dos
distribuciones, diferencia que va creciendo a la vez que incrementamos el cuantil de
estudio.

Comparando por separado la gamma y log-normal, vemos que sucede lo mismo en este
caso. Parten de niveles muy similares y la log-normal llegara a casi doblar la prediccion
de la gamma para el nivel del 99.9%, esto de nuevo da pie a justificar que la log-normal
tiene unas colas mas largas. Como curiosidad, se puede apreciar ademas, que la log-
normal no solo tiene colas mas largas que la gamma, sino también mas pesadas, ya
que como vemos, en el nivel del 95% su VaR esta por debajo, ya que converge mas
rapido hacia cero que la gamma®.

Hemos querido también comparar los resultados de las tres distribuciones con los VaR
reales de nuestros datos y nos sorprende ver que van a la par de la distribucion Pareto
hasta el percentil 99, donde comienzan a divergir y ya en el dltimo tramo el VaR de la
Pareto llega a casi doblar el VaR 99.9% real. Esto nos deja ver que las colas reales son
menos cortas que las de Pareto, y que comienzan a converger a la de la log-normal en
este ultimo tramo.

9 Esta sentencia queda contrastada matematicamente en varios trabajos (Halliwell 2013).

Pagina 22 de 30



DAVID VILLARINO GONZALEZ

En cuanto al TVaR (figura 5.10), vemos como en este caso la diferencia de la Pareto
con los datos reales es mucho mayor, ya que ahora cada valor toma en cuenta toda la
cola por delante del percentil seleccionado, por lo que las diferencias en las longitudes
de las colas quedan mucho mas claras. Ademas, ahora vemos que la log-normal actla
mucho mejor, llegando a converger en los niveles del 99.9% y también vemos como la
gamma definitivamente no es apropiada para sacar conclusiones sobre nuestros datos.

Distribucion 95% 97.5% 99% 99.5% 99.9%
Gamma 9.042 10.786 12.947 14.464 18.565
Log-normal 11.095 14.779 20.591 26.384 45,923
Pareto 16.729 24.521 39.486 55.708 109.640
Datos 13.996 18.593 25.475 31.201 46.647

Figura 5.10: TVaR en délares australianos para las tres distribuciones y los
datos reales al p%.

Fuente: Elaboracion propia mediante R.

Por esto, podemos concluir que en caso de querer realizar un analisis de probabilidad
de quiebra utilizando una medida de riesgo coherente, deberiamos de seleccionar la
distribucion log-normal ya que la gamma produce estimaciones demasiado
conservadoras y la Pareto se sitla en el lado contrario, arrojando valores demasiado
optimistas.

5.1.4. MODELO LINEAL GENERALIZADO

En este apartado trataremos de aplicar un modelo lineal generalizado a los datos
expuestos anteriormente. Para ello partiremos del modelo propuesto por Jong y Heller
(2008) mediante la distribucion gamma y funcion link logaritmica. Veremos que tal y
como hemos contrastado en la comparacion de distribuciones previa, la distribucion
logaritmica nos dara un mejor ajuste para este mismo modelo. Finalmente, trataremos
de mejorar las predicciones del modelo de Jong y Heller introduciendo aquellas variables
explicativas que no han tenido en cuenta.

5.1.4.1. Modelo propuesto por Jong y Heller

Jong y Heller (2008) proponen la modelizacion del coste siniestral mediante la
distribucion gamma con funcion link logaritmica. Las variables explicativas
seleccionadas son: la edad de los conductores con base en el tercer grupo, el género
con base en el género masculino, el area donde esta dada de alta la pdliza con base en
el area C, el tipo de vehiculo siendo su base el tipo sedan (turismo) y finalmente también
aflade una interaccion entre la edad y el género. En la siguiente tabla (5.12), podemos
ver en la columna de la izquierda los valores que arroja este modelo, y en la columna
de la derecha el modelo ajustado mediante log-normal.

Podemos ver como el modelo ajustado mediante la funcibn gamma arroja un alto
namero de coeficientes no significativos para la mayoria de variables. Apoyamos estos
resultados mediante un test de significatividad del modelo con cada una de las variables
y de comparacion de AIC y deviance mediante el comando dropl de R (figura 5.11).
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En la tabla (figura 5.11) vemos como solo es significativa la inclusion de la variable area
en el modelo. Ademas, se pueden ver los distintos AIC y deviances que se obtendrian

Distribucién Gamma Distribucién Log-normal
Estimacion P-valor Estimacion P-valor
Intercepto 7.5046 <0.01 6.6910 <0.01
Grupos de edad
1 0.4898 <0.01 0.3714 <0.01
2 0.2252 0.07 0.0653 0.45
4 0.1392 0.25 0.0870 0.29
5 -0.1085 0.42 -0.0027 0.98
6 0.1516 0.34 0.0327 0.76
Area
A -0.0884 0.23 -0.0492 0.32
B -0.0980 0.19 -0.0336 0.51
D -0.1106 0.24 0.0075 0.91
E 0.0847 0.42 0.1326 0.06
F 0.3412 0.06 0.2599 <0.01
Género
Mujer -0.0420 0.11 0.0056 0.94
Tipo de vehiculo
Descapotable -0.4223 0.49 -0.0913 0.82
Deportivo 0.3936 0.70 0.1991 0.77
3y 5 puertas 0.2882 0.21 0.2557 0.10
Carroceria 0.1167 0.09 0.0660 0.16
Descapotable 0.0489 0.77 -0.0295 0.79
Caravana -1.0709 0.03 -0.4935 0.14
Minibas 0.4419 0.11 0.4081 0.03
Furgoneta 0.2289 0.33 0.0997 0.53
Deportivos -1.9999 0.25 -1.3564 0.25
Familiares -0.0233 0.75 0.0125 0.80
Camiones 0.1699 0.33 0.1139 0.34
Servicios 0.0342 0.78 0.0419 0.62
Género:Edad
1 -0.3942 0.05 -0.3022 0.02
2 -0.1802 0.27 -0.0946 0.39
4 -0.1673 0.28 -0.0622 0.62
5 0.0722 0.19 -0.0127 0.93
6
AIC 74.001 13.798
Deviance residual 6.869 (4.304 a.l.) 6.043 (4.304 q.1.)

Figura 5.12: Estimaciones y p-valores para GLM gammay log-normal

Fuente: Elaboracion propia mediante R
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tras eliminar del modelo la variable seleccionada. Por ejemplo, vemos en el caso de
eliminar la variable area como el AIC resultante seria 74.008, el mayor de todos ya que
estariamos eliminando una variable significativa. Como contraste, en caso de eliminar
la variable del tipo de vehiculo nos quedariamos con el mejor valor de AIC. Esto nos
llevara a eliminar tanto la interaccién de género y edad, como la variable del tipo de
vehiculo de nuestro modelo, ya que no son significativas estadisticamente y empeoran

nuestro modelo.

Deviance
Area 6921
Tipo veh. 6913
Género:Edad 6890

AIC Pr(>Chi)
74.008
73.992 0.275065
73.998 0.234927

Figura 5.12: Chi cuadrado y comparacion de AIC

Fuente: Elaboracion propia mediante R
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Figura 5.13: Comparacién gréfica de la normalidad de los residuos

Fuente: Elaboracion propia mediante R

Ahora bien, nuestro objetivo era mejorar las predicciones del modelo de Jong y Heller.
Esto lo hacemos mediante la distribucién log-normal ya que hemos visto que ajusta
mejor nuestros datos que la gamma. Para comparar los resultados de ambos GLMs
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vamos a utilizar el criterio de normalidad de los residuos (McCullagh y Nelder 1989), que
nos dira qué distribucién se ha comportado mejor (figura 5.13).

Vemos para la gamma que tanto el QQ plot como el histograma distan de distribuirse
como una normal. A pesar de que por la zona central se da un buen ajuste, seguimos
viendo asimetria hacia las colas, lo que nos da pistas de que el ajuste del GLM mediante
gamma no es de buena calidad.

En cuanto a la log-normal, vemos que el ajuste es definitivamente mucho mejor y se
acerca mas a la normalidad de los residuos. El histograma se parece mas al de una
normal aunque parece haber cierta tendencia hacia la cola izquierda, quizas por la
abundancia de datos con costes siniestrales muy bajos. El QQ plot nos dice lo mismo,
en general podemos aceptar la normalidad, salvo esa cola izquierda en la que los
cuantiles empiricos estan por encima de los teoricos. En cualquier caso, podemos
concluir que el modelo GLM mediante log-normal se comparta mejor.

5.1.4.2. Extension del modelo GLM log-normal

A partir de los datos anteriores y teniendo en cuenta el escaso numero de variables que
aparecen en nuestro modelo, vamos a excluir las que no aportan nada a nivel
interpretativo y a afiadir aquellas otras que si lo hacen.

El modelo resultante tiene como variables explicativas el valor del vehiculo tanto en su
forma lineal como cuadratica como proponen Heller et al. (2007), el género, la edad del
conductor, el &rea, la antigliedad del vehiculo y finalmente la variable de exposicion al
riesgo introducida en dos tramos (0,0.698,1) para recoger las dos pendientes que dibuja.
Esta es una variable con mayor uso en modelos de frecuencia, ya que esperamos ver
que a mayor exposicién se dé un mayor numero de siniestros, pero con la cuantia del
siniestro también parece tener cierta relacion tal y como veremos a continuacion. No
hemos introducido ninguna interaccion al no ser estas significativas.

En la tabla (figura 5.14) tenemos los coeficientes arrojados por este modelo. Vemos asi
pues, que todas las variables introducidas son significativas y que el modelo ha
mejorado en AIC y deviance.

El valor exponencial del intercepto exp(8,) = exp(6.84) = 934.49$AU nos da el coste
medio de una pdéliza que declare un siniestro, para un hombre, del grupo de edad 3, que
vive en el area C, que tiene un coche nuevo (categoria 1), y que ha estado asegurado
con esta poliza menos de 255 dias (70% de un afo).

A partir de esa pdliza, veriamos que una mujer promedio generaria un coste menor, de
solo el 91.53% del de un hombre. También veriamos como aquellos clientes mas
jovenes (categoria 1) provocarian un coste un 22% mayor que los de la categoria 3, no
siendo significativa la diferencia con el resto de grupos. Los conductores del area F
generarian un coste 1.31 veces superior a los del area base. Vemos ademas como a
partir del tercer grupo de antigliedad, el coste promedio también aumenta, siendo un
13% en el caso del grupo 3 y llegando hasta un 17% para los coches mas antiguos

(grupo 4).
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Estimacion P-valor
Intercepto 6.8410 <0.01
Valor veh.
Lineal -0.0811 0.05
Cuadratico 0.0123 0.04
Edad
Grupo 1 0.2013 <0.01
Género
Mujer -0.0884 0.01
Area
F 0.2693 <0.01
Exposicién
>0.698 -0.1647 <0.01
Antig. veh.
Grupo 3 0.1235 0.03
Grupo 4 0.1593 0.02
AIC 13.755
Deviance 6.014 (4.315¢.l.)

Figura 5.14: Extensién del GLM log-normal

Fuente: Elaboracion propia mediante R.
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6. CONCLUSIONES

Durante la realizacibn de este trabajo hemos estudiado las diferentes técnicas
estadisticas para el ajuste de distribuciones de la familia exponencial: gamma, log-
normal y Pareto. Hemos propuesto varios medios de comparacion de distribuciones con
el objetivo de seleccionar aquella que mejor se ajuste a unos datos. Hemos concluido
gue la mejor distribucion que mejor se ha comportado respecto a nuestros datos ha sido
la log-normal, ya que ha arrojado los mejores valores de maxima verosimilitud, AIC, BIC,
Kolmogorov-Smirnov y Anderson-Darlin. También ha sido la que més se ha aproximado
en su ajuste a los cuantiles teéricos de nuestros datos. Finalmente, en esta primera
parte hemos comparado los valores enriesgo (VaR) y de la cola en riesgo (TVaR) viendo
que la log-normal es de nuevo la que mejor predice el riesgo de quiebra, muy importante
en nuestro andlisis.

En la dltima parte de este trabajo, tras ver que la log-normal ajustaba mejor los datos,
hemos estimado el GLM gamma con link logaritmica propuesto por Jong y Heller (2008)
y lo hemos comparado con un GLM log-normal mediante dos gréficos de diagnosis de
normalidad de los residuos. Hemos llegado a la conclusién de que efectivamente la
prediccion es mas valida si consideramos que los errores siguen una distribucion log-
normal. Tras esto, hemos mejorado el nuevo modelo mediante la eliminacién de la
variable del tipo de vehiculo y de la interaccién entre género y edad, y del mismo modo
hemos afadido la variable del valor del vehiculo en forma lineal y cuadratica, el grupo
de edad, el género, el area, la exposicion al riesgo y la antigliedad del vehiculo, las
cuales son estadisticamente significativas y del mismo modo han mejorado el AIC y
deviance, resultando en un modelo mejor. Finalmente, hemos podido generar
interpretaciones para una poliza tipo, hombre, del grupo de edad 3, que vive en el area
C, que tiene un coche nuevo (categoria 1), y que ha estado asegurado con esta poliza
menos de 255 dias (70% de un afo).
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