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Resumen

Las ondas estacionarias juegan un papel importante en la descripcion de fenémenos relaciona-
dos con sistemas vibratorios y propagacion de ondas. En este trabajo se hace una recopilaciéon
de algunas ondas estacionarias que se calculan explicitamente. Dichos calculos permiten en
ocasiones localizar ciertas vibraciones en problemas dependientes de pequenos parametros.
Esto se pone de manifiesto en un problema ”stiff”.

PALABRAS CLAVE:

problema espectral de Dirichlet, ondas estacionarias, vibraciones, problemas ”stiff”.

Abstract

Stationary waves play an important role in the description of phenomena related to vibratory
systems and propagation of waves. In this report we compile some stationary waves that
are calculated explicitly. These calculations sometimes allow to locate certain vibrations in
problems dependent on small parameters. This is evidenced in a ”stiff” problem.

KEY WORDS:

Dirichlet spectral problem, stationary waves, vibrations, stiff problems.



Introducciéon

Consideramos vibraciones en un problema stiff. Entenderemos por problema stiff un problema
de ecuaciones en derivadas parciales donde los coeficientes de las ecuaciones son "muy grandes”
o "muy pequenos” en distintas regiones del dominio en que se plantee el problema. Es decir,
los coeficientes dependen de un pequeno parametro €, ¢ — 0, y son de distintos 6rdenes
de magnitud en las distintas regiones del dominio. La terminologia de problema stiff fue
introducida por J.L. Lions en los anos 70: ver referencias precisas en [5] y [10] por ejemplo.

En el primer capitulo de este trabajo se expondran varios resultados tedricos, que proporcionan
un marco abstracto para los problemas de evolucién de segundo orden asociados al operador
de Laplace.

En el segundo capitulo se trataran varios ejemplos de ondas estacionarias que se pueden
calcular explicitamente en dominios acotados. De manera general, una solucién u(x,t) de la
ecuacién de ondas es una onda estacionaria si se puede escribir u(x,t) = U(x)7T(t), donde
Q un dominio de RY, y U : Q@ — Ry T : [0,00) — R funciones no nulas. Las ondas
estacionarias juegan un papel importante en la descripcién de fenémenos relacionados con
sistemas vibratorios y propagacién de ondas, y nos seran de utilidad en el estudio de problemas
stiff para localizar ciertos tipos de vibraciones.

En el tercer capitulo, abordaremos un problema stiff planteado en un dominio Q C RY. Para
determinados dominios, donde se pueden separar variables, se obtendran los valores propios
como soluciones de ecuaciones no lineales. También férmulas explicitas para las funciones
propias. Por simplicidad, nos centraremos en los casos en que €2 es un intervalo o un rectangulo.
Estos resultados en dimensién mayor que uno suponen una extensién de los resultados en [5]
para N = 1. Considerando el problema de evolucién para dominios mas generales, y para
determinadas condiciones iniciales, se dard una aproximacién de la solucién cuando € — 0.

Para ilustrar esta aproximacion asintética, expondremos varias graficas donde se simulan las
vibraciones de una cuerda o una membrana en funcién del tiempo, el pequeno pardmetro e
y las condiciones iniciales escogidas. Para la elaboracion de estas gréaficas se han utilizado
calculos simbdlicos y numéricos.



Capitulo 1: Preliminares. Marco abstracto para la ecua-
cién de ondas

En este capitulo se dan los resultados tedricos necesarios para el estudio de problemas mixtos,
con condiciéon de contorno Dirichlet, asociados al operador de Laplace. Entre las referencias
bibliograficas seguidas en el mismo citaremos [1], [2] y [10].

En lo que sigue, nos referiremos a V' y H como espacios de Hilbert separables que satisfacen
las siguientes propiedades:

e I/ es un subsespacio denso en H.

e El operador de inclusion ¢ : V' — H es compacto.

Definimos a : V' x V' — R una forma bilineal y simétrica verificando las hipétesis siguientes:

e a es continua, es decir, existe una constante C' € R tal que |a(u,v)| < Cl|ul|v||v|]v, para
todo u, v € V;

e a es coerciva, esto es, existe a > 0 tal que a(u,u) > of|ul|?, Yu € V.

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.1: Bajo las hipdtesis anteriores, existe una sucesion creciente de numeros reales
tendiendo hacia +o0:
D<A <A< <A\, <---, (1.1)

y una base hilbertiana de H, {u;}32, C 'V, tal que, para cada j € N:
a(uj,v) = Aj(uj,v)g  YveV. (1.2)

Ademas, {u;/\/N;j}32, es una base hilbertiana de V' relativa al producto escalar inducido por
la forma bilineal a.

Se plantea el siguiente problema: encontrar u € C([0,T*]; V)N CY([0,T*]; H), T* > 0, tal que

para todov € V
2

) () =0 0<r<T
Ao (1.3)
Ccll—?(()) = Uy,

donde up € V, y u; € H.
El problema ([1.3]) tiene solucién unica (ver por ejemplo el Teorema 15.2 de [2]).

Esto nos permite escribir la formulacién débil del siguiente problema de vibraciones para el
operador de Laplace:



uy(x,t) — AAu(x,t) =0 xeQ, 0<t<TH

u(x, 0) = up(x) x €, (1.4)
w(x,0) = 1 (x) xe Q. '
u(x,t) =0 0<t<T* x €0,

donde © C RY hace referencia a un dominio acotado de frontera regular, o 2 es un ortoedro
N—dimensional o Q = (L, Ly) x ©Q donde Q C R¥~! dominio de frontera regular, L, L, € R.

Una vez descrito el dominio 2, definimos los espacios de funciones f : 2 — R que nos
permitan demostrar la existencia y unicidad de soluciones en problemas mixtos con condicién
de contorno Dirichlet. Se define el espacio H'(2) como:

T

HY(Q) := {ueLZ(Q) : %EL%Q) Vie{l,--- ,N}}, (1.5)
dotado del siguiente producto escalar:

(u, ) g1(0) :/Qu(x)v(x)der/QVu(X)-Vv(x)dx.

Definimos el espacio H}(€2) como la clausura de D(€2) como subsespacio de H'(f). Los
elementos de este espacio se anulan en la frontera de €2, es decir,

Hy(Q):={uec H(Q): u=0 endQ}. (1.6)

Si tomamos V = H}(Q)) y H = L?*(Q), entonces estos espacios satisfacen las condiciones del
Teorema 1.1. Ademas, si tomamos

a(u,v) = (Vu, Vv)r2@)  u,v € H)(Q),
utilizando la desigualdad de Poincaré:
[ullr2(0) < Col[Vullr2(), (1.7)

donde Cq es una constante que depende del dominio €2 con el que se trabaja, deducimos que
a es continua y coerciva en H}(€2).

La formulacién débil del problema (1.4)) es la siguiente: encontrar u € C([0,T*]; H3(Q)) N
CH([0,T*]; L*(Q2)), T* > 0, tal que para todo v € HJ(f):

2 \a"
u(-,O) = Ug,
ut('vo) = Ui,

1[0
( (-,t),v) + (Vxu(-, 1), Viv) o) =0 0 <t < T,
12(@)



donde ug € H}(Q), y u; € L*(Q).

Aplicando el Teorema 1.1 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.2: Eriste una base hilbertiana {Uy,}n,>1 de L*(Q) y una sucesidn creciente de
valores propios { A\, tn>1,

O< A <A< <A < s —— 00,

n—0o0

tales que:

{ U, € H}(2)  (aqui se incluye la condicién Dirichlet), (1.9)

—AU,, = M\, U, en Q.
La multiplicidad de cada valor propio es finita y se supone que en la sucesion se repite tantas
veces como su multiplicidad.

Mediante separacion de variables aplicada al problema ([1.4]), buscamos soluciones de la forma
u(x,t) = U(x)T(t), donde U : Q@ — R y T : [0,00) — R no nulas. Este planteamiento nos
lleva al siguiente problema de valores propios:

—“AUX)=NU(x) x€Q,

Ux)=0 x € 0Q.
Por el Teorema 1.2, existe un conjunto numerable de autovalores {\,},>1. Por otra parte, el

espacio vectorial generado por las correspondientes autofunciones U, (x) es denso en H} ().
Es decir, para cada U € H}(Q) existen {a,}°°, tales que:

U= i&nUn(x). (1.10)

Para cada uno de los valores propios \,, consideramos la funcién T, (t), que satisface la
ecuacion diferencial:
T'(t) = =N T, ().

Entonces, tenemos como soluciones para 7,,():

T, (t) = acos(v/ Anet) + Bsin(y/ Anct),
donde o € R depende de la condicién inicial ug(x) y 8 € R, de la condicién inicial u(x).
Teniendo en cuenta que:

up(x) = Z anUn(x),  wi(x) = Z BrUn(x),

entonces la solucién al problema mixto (|1.4)) es:

o

u(x,t) = Z <an cos(v/Anct) + C\B/Z\_ sin(\/)\_nct)) Un(x). (1.11)

En particular, si ug(x) = aU,(x) y u1(x) = BU,(x), con o, 5 € Ry n € N fijos, entonces se
obtiene como solucién:

n=1

u(x, t) = (a cos(v/Anct) + %Sin(\/)\_nct)) U, (x), (1.12)

es decir, obtenemos una onda estacionaria.



Capitulo 2: Ejemplos de ondas estacionarias

En este capitulo, se abordardn ejemplos concretos de ondas estacionarias para el problema
mixto correspondiente a la ecuaciéon de ondas con condicién de contorno Dirichlet en distintos
dominios acotados 2 C R, mas concretamente:

uy(x,t) — AAu(x,t) =0 xeQ, t>0,

u(x,0) = up(x) x €, 2.1)
w(x,0) = 1 () xe Q. '
u(x,t) =0 t >0, x € 0N.

Para resolver estos problemas, llevaremos a cabo separacién de variables, es decir, buscaremos

funciones de la forma u(x,t) = U(x)7'(t). De este modo, llegaremos a un problema de valores

propios, donde buscamos A € R, y U(x) una funcién no nula que satisfaga el problema de
valores propios siguiente:

{ —“AUX)=NU(x) x€Q, (2.2)

U(x)=0 x € S '

Entre las referencias bibliograficas seguidas en este capitulo citaremos [4], [6] y [11].

2.1. Ecuacion de ondas unidimensional en un intervalo acotado. En este caso,
consideramos el problema donde Q = (0, L) con L > 0, x = x € R. Tenemos entonces el
problema mixto:
Wi(,1) = Pua(a,t) =0 @ € (0,L), > 0,
u(z,0) = up(z) z e (0,L),
w(z,0) = uy(2) z e (0,L),
u(0,t) =u(L,t)=0 t>0.

(2.3)

Mediante separacién de variables, buscando soluciones de la forma u(z,t) = X(z)T'(t) no
nulas, obtenemos:
L7T"(t)  X"(x)
2Tt  X(z)
Por tanto, incluyendo las condiciones de contorno, el problema de valores propios consiste en
buscar A € R y X funcién no nula tales que:

= -\

Xl/ (x>

=-A X(0)=X(L)=0. 2.4

ol - X0 =X (2.4
2,2
De esta ecuacién, se obtienen los valores propios A\, = T2 con k € N, siendo las funciones
propias:
k
X,(z) = sin (i'”> . (2.5)
L

Sustituyendo los A obtenidos en la ecuacién para T (T”(t) = —c*\;T(t)), obtenemos para

cada valor de A dos funciones linealmente independientes:
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ckm . [ ckm
Tox(t) = cos (Tt> ; Tyx(t) =sin (Tt> :

Por tanto, las ondas estacionarias son de la forma:

on(,) = Xp(@)Tou(t)  sin (“%””) cos (Cl%ﬂt) keN: (2.6)
We(,1) = Xp(£)Tis(t) = sin (’”Tg”) sin (C’“T”t) keN. (2.7)

En particular, imponiendo en (2.3) uo(z) = aXy(z) = sin(22), v wi(z) = BXy(z) =

sin (kLL”"), con o, f € R, de (1.12) tenemos:

u(x,t) = app(x,t) + %ngk(x, t).

2.2. Ecuacion de ondas en un rectangulo. En este caso, consideramos el problema
(2.1) donde ©Q = (0,L) x (0, M) con L,M > 0, x = (z,y) € R?. Mediante separacién de
variables aplicada a ([2.1)), buscamos soluciones no nulas de la forma u(x,t) = X ()Y (y)T(t),

obteniendo:
LT"(t) _ X"(@)Y(y) + X(@)Y"(y) _

A T(t) X(@)Y(y)
Anadiendo las condiciones de contorno, el problema de valores propios a resolver es: encontrar
X, Y funciones no nulas y A € R tales que

-2 eR.

X"(2)Y (y) + X(z)Y"(y)
X(2)Y (y)

— -\, X(0)=X(L)=Y(0) =Y (M) =0. (2.8)

22 22
. e 1 Y s k*m
En este caso, se tiene una familia biparamétrica de autovalores \;; = jL_Q + SVE3 con
J, k€ {1,2,3,---}, siendo las correspondientes funciones propias:

eanlo) = X0l = sin (5 ) sin (551 29)

y resolviendo la ecuacién para T' (T"(t) = —c*\; T (t)), obtenemos las siguientes ondas esta-
cionarias:

) irz\ . [(km 2 k2
wik(T,y,t) = X;(x)Yi(y)Tojk(t) = sin (‘%) sin (ﬁ) cos ( % + Wcmf) ; (2.10)

. mx\ . [ km . 2 k?
Yie(x,y,t) = X;(2)Ye(y)T1x(t) = sin <‘7T> sin <Wy) sin ( % + Wcmf) . (2.11)
Si imponemos como condiciones iniciales en ({2.1)):

Uo(% y) = C“Xj(x)yk(y)a ul(xv y) = ﬁXj(x)Yk(y)a
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con a, f € R, entonces la solucién al problema mixto es la onda estacionaria:

p
b Aj7k b

C

2.3. Ecuacién de ondas en un ortoedro multidimensional. En este caso, consi-
deraremos el problema donde Q = (0, L) x (0, Ly) x -+ x (0, Ly) C RY con L > 0 para
todo k, x = (z1,--- ,zn) € RV,
Aplicando separacién de variables en la ecuacion buscamos soluciones de la forma
u(x,t) = Xq(x1) - Xy(zn)T'(t) no nulas, y obtenemos:

() _ X{(x1) - Xn(ay) + -+ Xa(z1) - XR(2n)

AT(t) Xi(z1) - Xn(zn) =N

El problema de valores propios que se obtiene es: hallar A € R y Xj funciones no nulas, con
ke{l,2,---,N}, tales que:

X{/(.Tl) s -XN<.’L'N) + - ‘|‘X1($1) . X]/\/[(.’L'N)

= )\,
Xi(x1) - Xn(zn)

X1(0)=---=Xn(0) = X1(Ly) =--- = Xy(Ln) =0. (2.12)
Tras resolver el problema de valores propios, se obtiene una familia de autovalores multi-

22 2 2
paramétrica, Aj, .. jy = ]}g 4o jg; (donde ji € N para todo k). Las correspondientes

funciones propias son:
Dy gy (X) = sin ST gy (NN ) (2.13)
o Ly Ly

Y resolviendo la ecuacién para T (T"(t) = —c®Aj, ... jxT(t)), obtenemos las siguientes ondas

estacionarias:

i (5, 1) = X1y (21) Xojo (22) -+ - Xivjiy (28) To g o iy (F) =

. . . .2 .2
= sin (]1211‘1) sin (‘7222xz> -+ sin (‘]Nng> cos ( 2—1% +- 4 %cwt) ; (2.14)
Vi (3%, 8) = Xy (21) Xo gy (22) -+ Xivji (@8) Ty e i (8) =
. . . .2 .2
= sin <]IZE1> sin (]2252) -+ -sin (‘]Nng) sin <\/2—1% +- %cwt) . (2.15)
Si imponemos uy(x) = aXyj (z1) - Xnjy(zn) v wi(x) = BX1j (z1) - Xnjy(zn) como
condiciones iniciales, con «a, 3 € R, entonces la soluciéon al problema mixto es la onda esta-

clonaria:
B

1, JN

U(X, t) = (IQDJ'17...7]‘N(X, t) + ¢j17"'7jN(X7 t)

e/ A
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j2772 j27T2 j2ﬂ.2
Mas concretamente, en el caso tridimensional N = 3 tenemos: Aj, j, i, = 1[/2 + 2LQ + :22 ;
1 2 3

donde j1, j2,J3 € N, siendo las funciones propias:

Oiv.iaia(X) = siD J1TTy sin JaTTo sin JamT3
J1,J2,73 Ll L2 L3 .

Y las ondas estacionarias:

Pi1.52.55 (X> t) - X17j1 ($1)X2,j2 ($2)X3J3 (x3)T07j1,j27j3 (t) =

. . . 2 2 .2
. T\ . J2TZ2\ . J3TI3 J1 J2 J3 .
= sin <L—1) sin ( I > sin (L—?,) COos ( L_% + L—% + L_§C7Tt> ;
¢j17j27j3 (X7 t) = X17j1 (xl)szjQ (xQ)X&js (x3)T17j1»]'27j3 (t> -
_famxy . (Jemae . (J3mx3) . jii 73, Js ;
= sin I sin L—2 sin L—3 Sin L_% + L—% + L_§C7T .

2.4. Ecuacién de ondas en un circulo. En este ejemplo consideramos el problema ([2.1])
donde Q = B(0,L) con L >0, x = (z,y) € R

El cambio a coordenadas polares, x = rcos(f), y = rsin(f), donde r € [0,L), y 6 € [0, 27],
nos lleva al siguiente problema:

Z—;utt—TQU.,«r—TuT—UQQIO re[0,L),0 €0,2rx],t >0,

u(r, 0,0) = u(r,0) rel0,L),0 € 0,2, (2.16)
w(r,0,0) = uy(r,0) rel0,L),0 € |0,2n], '
u(r,0,t) =0, r=1~L,0¢€|0,2n],t>0.

Mediante separacion de variables buscamos soluciones de la forma u(r,0,t) = R(r)Z(0)T(t)
y obtenemos:

() _ R(rZ(0) + LR ()Z(0) + 5RVZ'O)
2T (1) R(r)Z(0) ’

con A € R a determinar. El problema de valores propios a resolver es:

R'(r)Z(0) + LR'(r)Z(0) + 5 R(r)Z"(6)
R(r)Z(0)
R(L) = 0; R, R' acotadas en un entorno de 0; ©(0) = ©(27); ©'(0) = ©'(2m). (2.17)

Separando las variables r y  (multiplicando por r?) obtenemos:

PR'(r) +rR(r) ., Z'(0)
Ry N Tz

donde p € R es un valor a determinar.
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Aplicamos las condiciones de periodicidad en 6 (es decir, Z(0) = Z(2x) y Z'(0) = Z'(27)),
y obtenemos p = k2~, con k € {0,1,2,---}, siendo las funciones propias asociadas Zy(6) = 1,
Z1(0) = cos(k0), y Z(0) = sin(k), con k € N.

La funcién R(r) verifica entonces la ecuacién diferencial:
r?R'(r) +rR(r) + (\r® = k*)R(r) = 0, (2.18)

donde k € NU{0}. Haciendo el cambio de variable s = V/Ar, obtenemos la siguiente ecuacién,

donde R(s) = R(r):

PR dR -
2 2 2
55— +s—+(s"—k)R=0 2.19
dS2 dS ( ) Y ( )
es decir, la ecuacion de Bessel de orden k. Las soluciones de esta ecuacion que presentan
un comportamiento regular en 0 son las funciones de Bessel de primera especie, con lo que

tenemos:

R(s) = Ji(s) = R(r) = Ju(VXr).

Una de las propiedades de las funciones de Bessel de primera especie es que, para cada k fijo,
tiene un conjunto numerable de ceros que tiende hacia co.

Notacién: Denotaremos por 7; al cero j-ésimo estrictamente positivo de la funcién de Bessel
Jy (es decir, 0 < my g < Mo < ---).

Imponiendo la condicién R(L) = 0, tenemos, para cada valor de k, una familia numerable
de autovalores {\;;};>1 que verifican R(L) = J(LVA) = 0. Estos autovalores satisfacen la
propiedad:

L\/m =Nk , es decir, \p; = %, (2.20)
donde 7;, es el cero j-ésimo de la funcién de Bessel Jj.
Esto nos da como funciones propias:
©r;(r,0) = cos(kO) J(\/ Ar,;r) k€ {0,1,2,---},j €N; (2.21)
Prj(r,0) = sin(k0) Jx(v/ Aeyr) ke {1,2,3,---},j €N (2.22)

De aqui deducimos el valor de las funciones T'(t) , ya que T"(t) = —c* . ;T (2).
Por tanto, tenemos las siguientes ondas estacionarias:

i (1, 0,t) = cos(kO) J(\/ Ak jr) cos(e/Apit) ke {0,1,2,---},j€N; (2.23)
P, (1,0,t) = sin(kO) Jp(\/ Ar,jr) cos(cy/Aeit) ke {l1,2,3,---},j€N; (2.24)
Y i(r,0,t) = cos(kl) J,(\/ A7) sin(e/ A ;t) k€ {0,1,2,---},5 € N; (2.25)
Dri(r,0,1) = sin(k0) Ju(n/ Aeyr) sin(e/Apjt) ke {1,2,3,---},j€N. (2.26)

2.5. Ecuacién de ondas en un cilindro. En este ejemplo consideramos el problema ({2.1])
donde 2 = B(0,L) x (0, H) con L, H > 0, x = (x,y, z) € R3.
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Mediante el cambio a coordenadas cilindricas, z = r cos(6), y = rsin() (r € [0, L), 6 € [0, 27],
€ (0, H)), obtenemos el siguiente problema:

’;—iutt —r’u,, —ru, —ugy —r*u,, =0 ref0,L),0 €[0,2r],z € (0,H),t > 0,
u(r,0,2,0) = ug(r,0) rel0,L),0 €0,2n],z € (0,H),
w(r,0,2,0) = uy(r,0) rel0,L),0 €0,2n],z € (0,H),
u(r,0,2z,t) =0 r=L6ze{0,H}, t>0,0¢€]|0,2n].

(2.27)

Mediante separacién de variables, buscamos soluciones de la forma R(r)©(0)Z(z)T(t), obte-
niendo:

T'(t)  R'(r)O(0)Z(z) + R (r)0(0)Z(2) + £ R(r)0"(0) Z(z) + R(r)©(0) 2" (2)

AT() R(r)0(0)Z(z) =N
con A € R a determinar. Por tanto, el problema de valores propios a resolver es:
R'(r)©(0)Z(z) + LR (r)©(0)Z(z) + 5 R(r)0"(0)Z(z) + R(r)0(0) 2" (z) _
R(r)©(0)Z(z) ’
Z(0)=Z(H)= R(L) =0; R, R acotadas en un entorno de 0;
©(0) = 6(27); ©'(0) = O'(27). (2.28)

Separado la variable z obtenemos:

Z'(z) _ —AR(1)O(0) — R"(r)O(6) — LR (1)(0) — LR(r)©"(6) _ .
Z(z) R(r)©(0) ’

con u € R a determinar. Y de aqui, separando las variables r y 6:

—r?R'(r) = rR(r) = (A= wR(r) _©"(6)
R a(6) Ps

con p € R a determinar.

Imponiendo las condlclones Z(0)=Z(H) =0,y las de perlodlcldad para O, obtenemos por
una parte p = H2 , luego Z(z) = sin(22) con I € {1,2,3,---}; y por otra parte, p = k* con
ke {0,1,2,---}, con lo que tenemos O4(8) = cos(kf) y ©x(#) = sin(kf). De aqui deducimos
la ecuacién que satisface la funcién R(r):

r*R"(r) +rR (r) + ( (A — l;—;) — k;2) R(r) = 0. (2.29)

Haciendo un razonamiento andlogo al aplicado a (2.18)), es decir, haciendo el cambio s =

12 2
\[ A — }; r, llegamos a la ecuacién de Bessel de orden k. Las soluciones regulares en 0 son:

B(s) = Jul(s) = R(r) = J (\/A - ller) |
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Imponiendo la condiciéon R(L) = 0, obtenemos, para cada par de valores k,[, una familia
numerable de autovalores A, ;, con m € N. Evidentemente, estos autovalores satisfacen la

propiedad:
/ 1*7? : Mo | 10
Amjel — FL Nk, €s decir, A g1 = _Lék + 2R (2.30)

Las funciones propias que se obtienen son (k € NU {0}, I, m € N):

I I>m?

Or1m (1,0, 2) = cos(kf) sin T? Ji Akl — =" (2.31)
Im 2

Bran(r.0,2) = sin(k0)sin (=) I (/s — | (2.32)

Teniendo en cuenta la ecuacion para T'(t), obtenemos entonces una familia triparamétrica de

ondas estacionarias, con k € {0,1,2,3,---} en (2.33) y (2.35), k € {1,2,3,---} en (2.34) y
(2.36); I,m € N:
l2 2
Z) Iy Akl —

Amjeit); (2.33)

Sy

l22

) cos t
Jk ( mkl — —T COS mklt) (234)
> s1n t

Z) Jk( Aol —
l2 2

I 7r )
'l,bklm(r 0, z,t) = sin(kf) sin <H ) Ji ( D Fr) sin(ey/ A at)- (2.36)

z

Prim(r, 0, z,t) = cos(kf) sm(

S

Grim(r, 0, z,t) = sin(k0) sin

(2.35)

mk:l

Ss{Ey

Vi (r, 0, 2,t) = cos(kf) sin (

2.6. Ecuacion de ondas en una esfera. En este ejemplo, consideramos el problema ({2.1])
donde 2 = B(0,L) C R3 con L > 0, x = (z,y,2) € R3 Hacemos el cambio a coordenadas

esféricas

= rsin(0) cos(¢),

= rsin(f)sin(¢), (2.37)
= rcos(f),

IS

donde r € [0, L), 6 € [0, 7], ¢ € [0,27]; y se obtiene la siguiente ecuacién transformada:

18 au _|_—1 2 inea_u _|_—1 82_11_182_11
2or\" or) Tr2smeaa \M 00 ) T 2sin0 002 2 o

O equivalentemente:

2 1 cot (6 1 1
U, + —u, + —21199 + g ) = S Uy. (238)
T T r C
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Mediante separacion de variables, buscamos u(r, 0, ¢,t) = R(r)Z(0)Y (¢)T(t), obteniendo:

R+ 2R(r) | 52"(0) + <52 20) | e "9) _ 1)

72

Ry 20 Y(e)  T()

=),

con A € R. En consecuencia, el problema de valores propios a resolver es:

R”(T’) + %R/(T) T%Z//(e) + cotge) Z’(@) - Sirll2(€) Y//((b)

s

R(R) Z(0) Y(9)

Z,7Z" acotadas en 0 y m; Y(0) = Y(27); Y'(0) = Y’ (27); (2.39)
R(L) = 0; R, R acotadas en 0.

Separando la variable r obtenemos:

T‘ZR”(T) +2rR(r) + )\TQR(T) —Z"(0)Y (¢) — cot(0)Z'(0)Y (¢) — ﬁZ(H)Y”(gb)

R(r) - Z(0)Y(9) -

con i € R. Separando finalmente las variables 6 y ¢, tenemos:

psin?(0)Z(0) + sin*(0) 2" () + sin(0) cos(0) Z'(0) _ —Y"(9)
Z(0) Y(9)

=p, peR

Entonces, por las condiciones de periodicidad, p = j2, Yj(¢) = cos(j¢) e Yj(¢) = sin(jo),
donde j € {0,1,2,---}.
La ecuacién respecto de 6 es:

sin?(0) 2" (0) + sin(0) cos(0)Z'(0) + (usin®(9) — 7*)Z () = 0.

Haciendo el cambio de variable w = cos(f) obtenemos la siguiente ecuacién transformada,

donde Z(w) = Z(6):

>z dz 52 -
(1—w2)7—2w—w+ (u— 1_w2>Z:O, (240)

la ecuacion de Legendre (o ecuacién asociada a la de Legendre). Esta ecuacion tiene solu-
ciones regulares en el intervalo [—1,1] sélo si p =1l +1),1 € {0,1,2,3,---}, y 0 < j <L
Distinguimos 2 casos:

e Caso 1: j =0.
d*Z az
1 —w?)— —2w— +pZ = 0. 2.41
(=) = 2w+ p (2.41)
En este caso, las tnicas soluciones que presentan un comportamiento regular en +1 se
tienen cuando p = [(l + 1), donde [ € {0,1,2,3,---}, y son los polinomios de Legendre

P(w).
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e Caso 2: j # 0. En este caso, para [ > j, definimos:

- a’

Pi(w) = (1= )2 B(w), (242
donde Py(w) es el polinomio de Legendre de grado [ (P/(w) = 0'si j > [). Estas funciones
modificadas son las tinicas funciones regulares en [—1, 1] de la ecuacién:

27z dz 72 -
1—w?)— — 2w— — Z=0 2.43
- -2 (u- ) 2 =0, (2.43

cuando g = I(I 4 1). En consecuencia, tenemos Z;;(w) = P/ (w) para | =j,j + 1, -

Faltan por resolver las ecuaciones para R(r) y para T'(t).
La ecuacién para R(r) es

r?R"(r) + 2rR' (r) + (\* — (I + 1))R(r) = 0,

con las condiciones R(L) =0y R acotada en 0.
Esta ecuacion se puede reducir a la ecuacion de Bessel esférica mediante el cambio de variable
s =V

d2R dR
donde R(s) = R(r). Las soluciones a esta ecuacién regulares en 0 son las funciones de Bessel
esféricas de primera especie ji(s), que se pueden relacionar con las funciones de Bessel de

primera especie haciendo el siguiente cambio:

Ji(s) = \/%Jm/z(s)? (2.45)

es decir, R(r) = ,|—= 5 \/_ ——Ji41/2(VAr). Imponiendo R(L) = 0, obtenemos una sucesién de

autovalores y autofunciones dependientes de [, A,,;, donde m € N, que verifican la propiedad:

2
Thn,
AmiL = Nmit1/2, s decir, Ay, = ’;1/2 meN, [ e NU{0}.

Las funciones propias que se obtienen son (j € {0,1,2,---,l} en el primer caso y j €
{1,2,---,1} en el segundo caso; m € N; [ € NU{0}):

SDm,z,j(Ta 0,¢) = sz (cos(0)) COSU¢)1 / 27;—17;]1“/2(\/ A iT); (2.46)

By (r,0,8) = P} (cos(8)) sin(j) #HJM(\/AW). (2.47)

Las ondas estacionarias son entonces:

Pmij(r,0,0,1) = Pf(cos(@)) cos(jo) Ji1/2(\/ Amyr) cos(cy/Amit); (2.48)

T
2\ / )\m’l’f’
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Pruts(1.0.6:1) = B (cos0)) sin(j6), |5 ol Rar) cosley/Bst)s - (249)

Vi j(r,0,0,t) = P! (cos(0)) cos(jo) Jig172(n/ Amar) sin(ey/ Apt); (2.50)

™
2 /\mJT’

Do (1,0, 6,) = Pl (cos(0)) sin(jo) /ﬁ(}m/g(\&mﬂ)gn(e Amit)- (2.51)

Nétese que las funciones Z;;(0)Y;(¢) (dependientes inicamente de los dngulos), donde j <,
son los denominados armdénicos esféricos (salvo constante multiplicativa):

Y2(0,0) = Bfcos(6));

Yi(0.0) = P (cos(0)) cos(jo) (252
Vi(6.6) = Pi(cos(s)s
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Capitulo 3: Vibraciones en un problema ”stiff”

En los capitulos anteriores se ha abordado el problema de la ecuaciéon de ondas en un medio
homogéneo. Pero, jqué ocurre cuando planteamos un problema en un medio heterogéneo
compuesto por dos materiales con propiedades fisicas diferentes? Por ejemplo, podriamos
considerar las vibraciones de una membrana o una cuerda compuesta por dos materiales con
distinta "rigidez”.

Consideramos = int(Qo U Q) C RY, con ¥ = 92y N 9N # O variedad de dimensién N — 1,
v Q0,0 C RY abiertos disjuntos, verificdindose ademds que 92N # ) (véase por ejemplo la
Figura 1). Planteamos el siguiente problema de evolucién mixto:

( uj, — Ayu® = 0 en {y, t >0,
uj, —eAut = 0 en Qq, t >0,
u(x,0) = wup(x) x € (),
) ui(x,0) = w(x) x €14, (3.1)
u‘(x,t) = 0 x e, t>0,
u®(x,t)|ogne = u(x,%)|sa,ns t > 0 (igualdad de trazas),
\ 881711 (x,t)|o0ns = eaain(x, t)]oouns > 0 (transmision de la derivada).

En este caso, €y estd ocupado por el medio "mas rigido” y €y por el medio "menos rigido”,
€ es un pequeno parametro positivo, es decir, 0 < ¢ < 1, y n es el vector normal unitario
exterior a (g en 2.

oS

Figura 1: Una posible representacién grafica del conjunto €.

En esta seccién, € > 0 es un parametro fijo. Multiplicando por una funcién test v(x), v € D(Q2)
e integrando respecto de x tenemos, fijado ¢t > 0:

/Q o (x, 1) (x)dx = /Q A e ¢ /Q A o) =

= /ag Vxu®(x,t) - nov(x)do(x) + ¢ ., Vxu®(x,t) - nyv(x)do(x)—
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- / Vxu®(x,t)Vxv(x)dx —e [ Vyiu®(x,t)Vyo(x)dx =
Qo

Q1

= —/ Vu*Vyv dx—e/ Viu*Vyv dx.
Qo o

La ultima igualdad es cierta por la condicién Dirichlet homogénea en 0f) y por la condicién
de transmisién en 0, teniendo en cuenta que ny|gn,ns = —Noloa,ns , No ¥ Ny son las normales
unitarias exteriores a 0§y y 0€); respectivamente.

Asi, la formulacion débil del problema (3.1) se escribe como:

d2 €
(d—;,u)H taf(u0) =0 YveV, (3.2)
du®
u®(x,0) = uy, E(X, 0) = uy,

donde V = HY(Q), H = L*(Q),

a®(u,v) = ap(u,v) +cay(u,v) Vu,v €V, (3.3)
a;(u,v) :/ Vyu-Vyv dx 1=0,1,
Q;

(u,v)H:/uv dx,
0

y los datos iniciales uy € V, uy € H. Aplicando el Teorema 15.2 de [2], el problema tiene
solucién tinica C([0, T*]; H3(Q)) N CY([0, T*]; L*(Q2)), T* > 0.

Mediante separacion de variables, llegamos al problema espectral ”stiff”:

— AL uf = s en {2,

—eAyju® = Nuf en (1,

uw =0 en 052, (3.4)
out ou’

u®|agyns = U)o, s, %bﬂomz =c o lo0i s,

donde buscamos A* € R y funciones v : {2 — R no nulas.
La formulacién variacional de este problema se expresa como:
Encontrar A*, u® € V', u® # 0 tales que:

Viu® - Vyv dx = )\a/ uv dx  YveV. (3.5)
0

/ Viu® - Viv dx + ¢
Qo

951
Fijado € > 0, la forma bilineal a® es:
e (Continua. En efecto, si u,v € V, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
0, )] < |Vt 2o | Vot 2y + IVl 2 IV 2y <

< 2Vl a [ Vavllm < 2lullv[vflv-
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e Coerciva. Si u € Hj(f2), entonces, por la desigualdad de Poincaré (ver (1.7)) tenemos

€
g > Vx 2 > - 2 .
a®(u,u) > €| UHL?(Q) = Co+t 1H“HHl(Q)

Como este problema es un problema de valores propios asociado a una forma bilineal, simétrica,
continua y coerciva a® sobre V', entonces por el Teorema 1.1 el conjunto de autovalores del

problema (3.4) {\z}22, verifica

D<A < <A < 25 o, (3.6)

Sean entonces, {U:},>1 las funciones propias asociadas normalizadas en H = L*(Q), que
también son ortogonales en V = H}(Q):

/ UZ Usdx = 6.

0

Calculado A°, T¢ verifica T¢"(t) = —A\*T*(t) y por tanto las ondas estacionarias son
Ui (x) <a cos(y/Ast) + B sin( Ait)) , k=1,2,3..

En particular, si tomamos ug(x) = aUf(x), y u1(x) = BUL(x), donde «, 5 € R, entonces, la
solucién de (3.1) es la onda estacionaria:

¢ =U; H isin €
u®(x,t) = Ug (x) (acos( Xit) + e ( )\kt)> : (3.7)

3.1 Calculo explicito de ondas estacionarias

En esta seccién consideramos el calculo de valores propios, funciones propias y ondas esta-
cionarias en dominios ”sencillos” donde pueden ser calculados ”explicitamente”. Por simpli-
cidad de notacién, tomaremos A = A°, y lo propio con las funciones U = U, T'=T*, etc. No
obstante, debe tenerse presente en todo momento la dependencia de €.

Consideramos el parametro € fijo, y dimensiones N =1y N = 2, es decir, vibraciones de una
cuerda y una membrana rectangular. También consideramos posibles formas de extender los
resultados a dimensiones superiores.

3.1.1 Problema en dimensién 1: Se considera el siguiente problema de valor inicial, con

QO = (_17())7 Ql = <07 1)7 Q= <_1, 1), x=z € R.

uy —u,, = 0 en (2,1t > 0,

uy —€cuy,, = 0 en 21,1 >0,
u(z,0) = wug(x) ze€(-1,1), (3.8)

w(z,0) = w(x) ze(—1,1),

u(—1,t) =u(l,t) = 0 t >0,
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con las siguientes condiciones de transmision en x = 0:

u(0t,t) = u(07,¢t) t>0,
ew, (0%,¢) = u,(07,¢) t>0.

El estudio de este problema se ha hecho en las referencias [5] y [7] de la bibliograffa. Dada
la complejidad en dimensién 2 se incluye aqui el caso unidimensional para ilustrar la técnica
que emplearemos en las secciones 3.1.2 y 3.1.3 para dimension superior. Véase también la
referencia (3| para otros problemas de perturbaciones singulares, de "masas concentradas”, en
dimensién 1.

Buscamos soluciones de (3.8) mediante separacién de variables, es decir, u(z,t) = X (x)7T(t).

Entonces:
T//(t> B X/l(I,)

= 1
TN A ee(=10),
T"(t) X"(x)
0~ X(@) ey
El problema de valores propios a resolver es:
( X//(x)
X(f? ==\ xr € (—1,0),
X// $)
= — 1 .
€ X () A xz € (0,1), (3.9)
X(-1)=X(1)=0,
[ X(07) = X(07), X'(07) =eX'(07).

Entonces se tiene que A > 0, y las funciones X (z) son de la forma:

Ag cos(v/Az) + Bysin(vAz) x € (—1,0),

X(w) = Aj cos <\/§x> + By sin <\/§x> z € (0,1). (3.10)

Aplicando la condicién de continuidad en 0, obtenemos A; = Ay; si aplicamos la condicién de
transmision de la derivada en 0, entonces tenemos By = By/+/e. Esto nos permite reescribir

(3.10) como:
Ag cos(v/Ax) + Bysin(v/Az) z € (—1,0),

X(z) = Ay cos <\/;3> + Bo% sin <\@x) z € (0,1).

Imponemos las condiciones Dirichlet en z = +1, y obtenemos:

Ag cos(v/A) — Bysin(v/A) = 0,

Ap cos <\/§> + Bo% sin ( g) —0. (3.11)

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema (3.11)) es:

COS(\/X)\) —SiIl(\/X> _ % COS(\/X) sin ( g) + cos ( g) Sin(\/X). (3.12)

cos(\/;) \/Lgsin(\/g)
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Suponiendo que cos(vA) # 0y que cos(\/g) # 0, obtenemos que los autovalores \ satisfacen:

Ve tan(vA) + tan (\/é) =0. (3.13)

Para cada ¢ fijo, esta ecuacién tiene una sucesién creciente de autovalores { A}, (ver (3.6)).

En la Figura 2 tenemos un par de graficas donde se muestra el comportamiento de la funcion
definida en el lado izquierdo de la ecuacién (3.13) para distintos valores de . Los valores A
donde la grafica corta el eje de abscisas son justamente los ceros de (3.13)).

lambdas en el cazo unidimensional. eps =01 lambdas en el caso unidirmensional. eps = 0.001

1 1 L L L L L
0 0s 1 15 2 258 3 356 4 45 i 0 0.05 0.1 015 02 025 03
X X

I I T~ T I T
L S e = S R 2t B '

Figura 2: A la izquierda, autovalores A obtenidos cuando € = 0.1 en el intervalo (0,5). A la derecha, cuando
A = 0.001 en el intervalo (0,0.3).

Si se tiene (3.13]), obtenemos:

0= AO - BO tan(\/X) = A() + BO tan <\/§) .

De ahi deducimos que Ay = By tan(\/X). Se obtienen entonces las funciones propias del
problema ((3.9):

tan(v/Ax) cos(v/Axz) + sin(v/Arz) r € (—1,0),
Xi(z) = ﬁx 1 sin ﬁx x (3.14)
tan(y/Ay) cos ( . ) + 7 <\/j ) € (0,1).

En las Figuras 3 y 4 se muestran las graficas de diversas funciones propias para distintos
valores de €. Si A\ es pequeno, se ve que estas funciones aproximan a funciones propias del
problema de Dirichlet en €2; extendidas por 0 en y (sefialadas en rojo) para ¢ — 0. Esto
ilustra el resultado tedrico del Lema 3.1.
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Representacidn de U, UD; ep=0.1; lambda =0.77139

0ar

06|

04t

02p

Representacidn de U, UD; ep = 0.01; lambda = 0.096533

0ar

06|

04r

02f

08 04 02 ] 02 04 0B 0B

Figura 3: Gréfica de la primera funcién propia X;(z) que satisface (3.9)) para distintos valores de
primer caso, e = 0.1 y A\; = 0.771394.

Representacion de U, U0, ep =0.01; lambda = 0.86336

€. En el
En el segundo caso, € = 0.01, y A1 ~ 0.0966878.

Representacion de U, U0; ep = 0.01; lambda = 18,104

0sr

05k

Figura 4: Distintas funciones propias que satisfacen (3.9)) para diferentes valores de A cuando e = 0.01. En el

primer caso, Az ~ 0.863359 (tercer autovalor). En el segundo caso, A15 ~ 19.10398 (decimoquinto autovalor).

Las funciones T'(t) asociadas son obviamente Tp(t) = cos(v/Agt), Thx(t) = sin(v/Axt). Por
tanto, las ondas estacionarias que se obtienen son:

ug(z,t) = Xp(x)cos(v/Art);
w (z,t) = X];(J:)sin(\/)\_:t), (3.15)

0?

. Qué ocurre si cos(vA) =0 o Cos(\/g)
3.12

Si cos(v/A) = 0, teniendo en cuenta = 0.

, necesariamente se llega a que COS(\/z )
3

Argumentando de forma andloga, se demuestra que si cos(\/g) — 0, entonces cos(v/\) = 0.

De esta manera tenemos:

A

£

cos(VA) = cos =0,

con lo que \/_:w,y\/ézw,dondej,keNU{O}.
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Estas dos condiciones no tienen lugar simultdneamente para cualquier valor de . Los valores
de € para los que esto ocurre forman un conjunto numerable:

24 1Y jona ke (01,2, <k (3.16)
Eip = onde . .
7.k 2k'+ 1 T s Ly 4y y J
En este tipo de casos, tenemos que ij = W, con j €{0,1,2,---}. La autofuncién Xj(x)
obtenida es: 01
) Ccos %x x € (—1,0),
2 1
cos (2j+ L z e (0,1).

SN

=0, k=7, eps = 0.0044444 i= 1, k=5, eps = 0.07436

1

[IE:13

0B

04F

0.2

of

02t

04l

NEF

nak

R I L I L L L
-1 08 08 04 D2 ] 0z 04

L L L 1 L L L L L L
06 08 1 -1 08 06 04 02 0 0z 04 0B 08 1

Figura 5: Distintas funciones X j(x) que se pueden expresar mediante la férmula 1) A la izquierda, con
£ =1/225, \; = 72/4 (j =0, k = 7). A la derecha, con e = 9/121, \; = 972/4 (j = 1, k = 5).

Las funciones Tp ;(t), T1;() obtenidas son:

To;(t) = cos (Mt) , Ty ;(t) = sin (@t) .

Por tanto, las ondas estacionarias U ;(t), @y ;(t) son:

(25 + 1>7Tt) i

5 (2, 1) = X;(x) sin (

tig;(z,t) = X;(x) cos ( Mt) :

2

Un aspecto a tener en cuenta de estas funciones es que la amplitud de las vibraciones es igual
en ambos lados de la cuerda.

3.1.2 Problema en dimension 2: Se considera el siguiente problema de valor inicial definido
a trozos, con Qy = (—=1,0) x (0,1), Q; = (0,1) x (0,1), 2 = (=1,1) x (0,1), x = (x,y) € R*:

uy; —Ayu = 0 en (g, t >0,
uy —cAyu = 0 en Q,t >0,
u(x,0) = wup(x) x €, (3.18)
w(x,0) = wu(x) x €,

u(x,t) = 0 x € 00t > 0,
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con las siguientes condiciones de transmision cuando x = 0:

{ u(0t,y,t) = u(07,y,t)

(0,1),t >0,
eu, (01, y,t) = u,(07,y,1) 0,1

ye
y € (0,1),t > 0.

Mediante separacién de variables, buscamos soluciones de la forma u(x,t) = U(x)T(t) y se
llega al problema (3.4). Entonces, separando variables en z y eny, U(x)T'(t) = X (2)Y (y)T(t),
obtenemos:

T//(t) B X//(I)Y(y) +X($)Y//(y)

T Xavly O XEW
T XV XY
T(t) X (@)Y (y) "
El problema de valores propios a resolver es:
([ X"(@)Y(y) + X(@)Y"(y) N
X@ry <t
XY+ XY
X(2)Y(y) a b (3.19)
X(-1)=X(1)=0, Y(0)=Y(1) =0,
X(07)Y (y) = X(01)Y (y) y € (0,1),
[ X'(07)Y (y) =eX"(0")Y (y) y € (0,1).
Asi, tenemos
X'"x) \_ —Y'(y) _
)?((x))+i\\— Yy(() =u x€Q,
" Ve y
X e T v et

con p y fi constantes a determinar. En un principio, pueden tener lugar 2 casos:

e Caso 1: u = ji.

Imponiendo las condiciones Y (0) = Y (1) = 0, tenemos entonces una sucesién numerable
de autovalores p; = j*7?, donde j € N. Evidentemente,

Yj(y) =sin(jmy) y € (0,1). (3.20)

e Caso 2: u # [i.
La autofucién X (x)Y (y) seria:

. X(z)sin(y/py)  si(x,y) € Qo,
X (@)Y () —{ X(2)sin(Viiy) s (z.y) € Q.

Imponemos X (07)sin(y/py) = X (07)sin(v/Ay), al aplicar la condicién de igualdad de
trazas en X, para todo y € (0,1). Por tanto, X(0) = 0, con lo que nos encontrariamos
con un problema Dirichlet en €2y y otro en €2;. Al ser un problema de valores propios,



27

tenemos que X (z) = Apsin(prz) si ¢ € (—1,0), y X(x) = A;sin(prx) si x € (0,1),
donde p, p son numeros naturales. Derivando respecto de =, obtenemos:

'y _ X'(x)sin(\/my) si (z,y) € Qo,
X(@)Y(y) { X'(z)sin(v/fiy)  si (z,y) € Q.

Aplicando la condicién de transmisién en 0 para las derivadas, deducimos que debe
verificarse, para cada y € (0,1), que X'(07)sin(/ny) = £X'(0")sin(v/Aiy). Entonces,
X'(0) =0, con lo que llegamos a X = 0.

En consecuencia, con la separacién de variables, no encontramos funciones propias
cuando p # [i.

Descartado el caso 2, la ecuacién para X (z) queda entonces como:
(1 — N X (2) = (7°7° = V)X (2) z € (—1,0),

X'(z) = (Mj - g) X(z) = (j27r2 - g) X(z) x€(0,1). (3.21)

Teniendo en cuenta que ¢ fijo, 0 < £ < 1, distinguimos varios casos:

e Caso I: que 0 < )\ < €5272, con lo que las soluciones son de la forma:
Ay cosh (x/j%rz - )\x) + Bysinh («/j27r2 - Ax) z € (~1,0),

X(z) = 3.22
(@) A; cosh (\ [ j2m? — §x> + By sinh (\ [ 7?72 — §x> z € (0,1). (3:22)

Imponiendo la condiciéon X(07) = X(07) deducimos que Ay = A;. Por otra parte, si im-
ponemos la condicién de transmisién X'(07) = eX'(07), tenemos:

j2ﬂ_2 -\

By= L2
! £252m2 — e

B() = /Y;BO

La funcién X (x) puede reescribirse como:
A cosh (x/j27r2 - /\x> + By sinh (\/j27r2 — /\x> z € (—1,0),

X(z) = , A . , A
Agcosh [ 4/ 7272 — - + 5 Bysinh | 4/ 272 — 2 z € (0,1).

Imponiendo las condiciones Dirichlet en x = —1 y x = 1 tenemos:
Ag cosh (\/j27r2 — )\) — By sinh <\/j27r2 — )\> =0,

Ag cosh (\ [j2m? — g) + 75 Bo sinh ( j2m? — g) =0.
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El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

cosh <\/327r27—/\> —sinh 22 — A)

/ A )\ =
cosh < 22— —) 75 sinh j2m? — —)
€ €
A A
= cosh (/j?m* = A )y sinh | /7?7 — — | +sinh (/7?7 — A ) cosh | /5?7 — — | > 0.
j - -

(3.23)
La tunica solucion es, Ay = By = 0, con lo que no encontramos funciones propias de la forma
X(2)Y (y) si A < gj*m?

e Caso II: que A = 5272, con lo que las soluciones son de la forma:

X(z) = { A cosh (Wz) + By sinh (Ww) xr € (—1,0), (3.24)

A1+ Biz z € (0,1).

Imponiendo la condiciéon X(07) = X(07) deducimos que Ay = A;. Por otra parte, si im-
ponemos la condicién de transmisiéon X'(07) = eX’(0") entonces:

22—\
B =Y T "p
9

La funcién X (x) puede reescribirse como:

Ag cosh (\/j27r2 — Aa‘;) + By sinh <\/j27r2 — Mz) =0 z€(-10),
/7272 _ \
VI 7 2B =0 z € (0,1).

3

Ao+

Imponiendo las condiciones Dirichlet en x = —1 y # = 1 tenemos:

Agcosh (/7277 = X) = Bysinh (/7772 = 1) =0,
—VjZWQ_)‘BO — 0.
£

Ao+

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

cosh <m) — sinh (W)
. V22 — A =

5
= cosh <\/]27r27—)\> # + sinh <\/1727T27—)\> > 0. (3.25)

Por tanto, Ay = By = 0, con lo que no encontramos funciones propias de la forma X (2)Y (y)
si A= ej?m.
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e Caso III: que 5272 < X < 5272, con lo que las soluciones son de la forma:

Ag cosh (Wx) + By sinh (\/]271'27—)@/’) z € (—1,0),

X(z) = A\ A 3.26
(@) Aj cos (UE —j27r?x> + Bjsin ( - —j27r21:> x € (0,1). (3.26)

Imponiendo la condicién X (07) = X (0%) deducimos que Ay = A;. Por otra parte, aplicando
la condicién de transmisién en z = 0, X'(07) = eX’(0"), tenemos:

[ -2 2

Jeme = A

B, = | ———=B,.
! eX — g25272 0

La funcién X (x) puede reescribirse como:

Ag cosh <\/j27r27—)\x> + By sinh (Wﬂ:) x € (—1,0),

X(z) = /X 202 — ) B
Ag cos — —j?nx | + M—_Bo sin — — 22 z € (0,1).
€ eN — 25272 €

Ahora, aplicando las condiciones Dirichlet en x =1y z = —1 tenemos:

Agcosh (/7777 = X) = Bysinh (/7777 = 1) =0,

A 2r? — )\ A
Agcos [\ = —j2m2 | + ”—,Bo sin — —j*n2 ] =0.
3 eN — e2y2m? 3

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

cosh <\/j27r2 — )\) — sinh (\/j27r2 — )\>
o JOC o =
( c W) oAz ( - W)
[ j2m2 — A I\ B
= m COSh(\/j27T2 - )\) sin ( g — j27T2> + cos ( g - j27T2> Sinh(\/j27r2 — )\)
- (e

Dividiendo por cosh(y/j272 — \), comprobamos que para ser autovalor A debe verificar:
A 2r2 — A A
tanh (\/j27r2 - )\) cos < - j27r2> + ﬂw sin ( - j27r2> =0. (3.27)

Esta ecuacién es una ecuacion no lineal para . Fijados j € N, y € > 0, obtenemos un conjunto
finito de ceros, y por tanto de autovalores,

{)\Lk}j ﬁonE,k:D
donde M (j,¢) es el numero total de autovalores obtenidos.

En las Figuras 6 y 7 se muestra el comportamiento de la funcién definida por el lado izquierdo
de la ecuacién (3.27) para distintos valores de j y €. Los valores A donde la grafica corta el
eje de abscisas son justamente los \; ;. Se ve que M(j,¢) aumenta al disminuir el €.
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Figura 6. Autovalores X obtenidos con j = 1 para distintos valores de . A la izquierda, con € = 0.01; a la
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derecha, con € = 0.001.

Caso lll eps”ﬁ*p\2<lamhda<]2*p|2 j=2;eps=001

Caszao lll: eps’]2*p|2<\amhda<12*p\2 j=4;eps =001
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Figura 7. Autovalores X obtenidos con € = 0.01 para distintos valores de j. A la izquierda, con j = 2; a la

Si A = \j verifica la ecuacién

derecha, con j = 4.

3.27

, entonces Ay = Bgytanh <\/j27r2 — A), con lo que

deducimos la expresién de las funciones X ;(z). Estas funciones X ;(x) estan definidas a
trozos como:

z e (0,1).

(3.28)

En las siguientes gréficas (Figuras 8, 9 y 10) mostramos el comportamiento de algunas de las
autofunciones X ;(z)Y;(y) obtenidas mediante este procedimiento. La primera grafica de la
Figura 8 hace referencia a la funcién X, »(x) asf como a la aproximacién X3 (x) = sin(27z)
en (0,1) extendida por 0 a la izquierda (en rojo). En la figura de la derecha, mostramos la
funcién propia )N(LQ(x)Yl(y), cuyo perfil es el de la gréfica izquierda.
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En la Figura 9 se observa que, fijados j v k, la amplitud de las funciones en el lado izquierdo
tiende hacia 0 cuando ¢ tiende hacia 0.

Representacidn de U, UD; ep =0.01; lambda = 0.45093
1.5 T T T T T T T T T

epe=001; =1, k=2

05

nak

Figura 8: A la izquierda, representacién de la funcién X o(z) cuando € = 0.01 (negro), comparada con
sin(27x) en (0,1) extendida a la izquierda por 0 (rojo). (A12 = 0.490926). A la derecha, representacién de
X1 2(x)Y1(y) = X1 2(z) sin(my).

eps =005 =1, k=4 eps=0.001; =1, k=4

i i i
Wi

] ,'l
N
“I.',?t, | '{.&. B
s e
i i liphi

Figura 9: Representacién de la funcién X 4(z)Y;(y) = X1 4(x)sin(ry) para distintos valores de e. A la
izquierda, cuando £ = 0.05 (;\1,4 ~ 7.931848). A la derecha, cuando ¢ = 0.001 (5\174 ~ 0.167682).

eps =001, F 4, k=2

eps =001 j=1; k=8

"\‘\\“\\\‘\‘iw - i f i
i \m\‘@g,,.\‘\\% %ﬁlllllllllllllllllmm ol gl

k Il L
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e .
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'0.“‘ \\\\\\\\ i AR H
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Figura 10: Para ¢ = 0.01: a la izquierda, representacién de la funcién Xy o(z)Ya(y) = X4 o(x) sin(47y)
(As2 ~ 1.973289). A la derecha, representacién de X g(z)Yi(y) = X1 g(x)sin(ry) (Mg ~ 6.351804).
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e Caso IV: que A = 5272, con lo que las soluciones son de la forma:

_ 2,2 2 o
X(]:) - Al COS ( J ;T _ j27r2x> + ‘B1 SiIl ( J ;T _ j27.‘.2x> T c (07 1) (329)

Imponiendo la condicién X (07) = X (0%) deducimos que Ay = A;. Afiadiendo ademés la
condicién de transmisién en 0, X’(07) = eX'(0F), tenemos By = /ej272 — 25272 B;.
Las soluciones X (x) son entonces de la forma:

Ao+ /ej?n? — e2j2m2 By x z € (—1,0),
X (1) = 22 22
=1 Aycos ( it j> + Busin ( P jora) ae(0.1).
€ €
Imponiendo las condiciones Dirichlet en x = —1 y 2 = 1 tenemos:

Ag — \/ej2m? — 25212 By = 0,

) )
Ap cos ( I —j2772> + Bjsin ( ST j27r2) =0.
€ 5

Si igualamos a 0 el determinante de la matriz de coeficientes del sistema, obtenemos:

1 _\/€j2ﬂ2 — 25272
) ) _
COS( ST —j27r2> sin( J T —j27r2> N
€ €
22 22
sin ( ‘77” - j27r2> + cos ( J ;T - j27r2> Vejin? — 222 = 0, (3.30)

La ecuacion (3.30) da los ceros de una funcién no lineal de la variable €. Dicha ecuacién
solamente se satisface para una infinidad numerable de ¢ € (0, 1).

Casa Iv: lambda=/2"pi. j=1

05

0

05

-1

15F

-2

L I ! ! ! I I I I
0 0.1 0z 03 04 05 06 07 0B 08 1

Figura 11: Valores de € € (0, 1) que satisfacen (3.30) para j = 1.
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Si € no satisface la ecuacién (3.30), entonces j*m* no serd un valor propio de (3.19). Si por

el contrario, € satisface esta ecuacién no lineal, entonces j272 serd un valor propio de (3.19)),
obtenemos que Ay = \/ej2r2 — £2j212By, y las funciones X (), tomando B; = 1, vendran
dadas por:

\Vejem? — e2j2m2 4+ \/ej2n? — e2j2n2xy x € (—1,0),
X; = '
J:O<x> \/€j27-(2 _ 52]'27'(2 CcOSs € (0, 1)
(3.31)

En la Figura 12 hacemos una representacién grafica de las autofunciones Xjo(z)Y;(y) con
j =1, es decir, A = 72, para distintos valores de . En la primera gréfica, ¢ ~ 0. 1169 en la
segunda, € ~ 0.01009364.

eps =0.1169;j= 1 eps =0.010094; j= 1

il
llllu n'
‘" l
illl';'/uu"'/

i

it

an,,’,&',ylln.”,",f,f

Figura 12: Funciones propias X o(2)Y1(y), donde X1 o(z) viene dada por (3.31).

e Caso V: que \ > j272, con lo que las soluciones son de la forma:

Agcos(y/A — j?rn2x) + Bysin(y/ A — j2m2x) z € (—1,0),

€ (0,1).

X(z) = (3.32)

A
A cos — — j?m%x | + B;sin
€

Aplicando la condicién X (07) = X (0%) tenemos que Ay = A;. Aplicando la condicién de
transmision X'(07) = eX’(07"), deducimos:

La expresion (3.32)) se reescribe entonces como:

Ap cos(\/ A — j?m2x) + Bysin(\/ A — j?n2x) x € (—1,0),
A

+ z € (0,1).
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Imponiendo las condiciones de contorno Dirichlet homogéneas en x = —1 y x = 1 tenemos:
Apcos(y/ A — j2m?) — Bysin(y/ A — j2m?) =0,

A A — j2m? ) A
A cos (\/g —j27r2> + ﬁszWBO sin <@/g —j27T2> =0.

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

cos(y/A — j27?) —sin(y/A — j272?)

cos < B 12”2) et ( = W)
Amgin cos(v/ A — j2m?) sin A 7272 | + cos A j?m? | sin(y/A — j?72).
A — e2jin? Ve Ve

(3.33)

[A
Suponiendo entonces que cos(/A — j2m2) # 0 y que cos ( - —j27r2> # 0, A\ satisface la

siguiente ecuacion:

A
ed — 25212 tan(\/ A — 5272) + /XA — j272tan 4/ - j2m? =0. (3.34)

Para cada j y ¢ fijos, esta ecuacién nos da una familia numerable de autovalores {);;}, con
Aj g — 00.
7 k—oo

En las Figuras 13 y 14 se muestra la gréafica de la funcién definida por el lado izquierdo (|3.34))
para distintos valores de € y j. Los autovalores A;; son los puntos de corte con el eje de
abscisas.

Caso V! \amhda>f*p\2 j=1;eps=01 Caso V' Iamhda>j2‘*pi2 j=1,eps=0.01

T S R e - S S S 7 BT .}
T T T T T T T 3
I - T I T

Figura 13: Distribucién de los primeros valores propios A > j?72, donde j = 1, para distintos valores de e. A

la izquierda, con € = 0.1; a la derecha, con ¢ = 0.01.
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Caso V: lambda=/pi® . =2 ; eps = 0.01 . Caso ¥ lambdax®*pi® . j= 5 ; eps = 0.01

4k
3l
oL
1
i

s s

2+ 2+

S Ik

4 4t

40 50 60 70 a0 90 100 250 255 260 265 270 275 280 285 290 295 300

X X

Figura 14: Distribucién de los primeros valores propios A > j?72, donde € = 0.1, para distintos valores de j.

A la izquierda, con j = 2; a la derecha, con j = 5.

Si \ verifica 1} tenemos que Ay = By tan(1/\ — j272), con lo que obtenemos las siguientes

funciones X () si tomamos By = 1:

[ tan(y/\jx — 5272) cos(y/ Ak — 52m2x) + sin(y/\jx — j2m2x) x € (—1,0),

tan(y/Ajr — j2m?) cos +
Xjn(x) =
Nigw — 727
\ + WSIH WS (O, 1)
(3.35)

En las siguientes figuras se muestran distintos ejemplos de autofunciones X ,(z)Y;(y) del caso
V. Observamos que no todas estas funciones oscilan fuertemente en el lado izquierdo de la
membrana.

Representacian de U, UD y UD+elU1; ep = 0.01; lambda = 11.5357

eps=001;j=1

""""mmm

Figura 15: A la izquierda, gréfica de la funcién Xi x(z) definida por (3.35)), donde e = 1/100, y
Ak &~ 11.535693. A la derecha, grafica de la funcién propia X () sin(my).
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eps=0.01; =2 eps =001 =1

e

il ﬂl!ﬂ""%l?l’l’% |

””!; "“mmllll
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Jﬂllﬁ';’,’,?,’lf ' um,, ,,,1

Figura 16: Funciones X ;(2)Y;(y) definidas para e = 0.01. A la izquierda, gréfica de la funcién
Xo k(x)sin(27my), con Aj, ~ 48.223916. A la derecha, grafica de X 1 (z) sin(ry), donde A;x ~ 16.8473753.

eps=0002 j= 1 eps=0002 j= 1

Figura 17: Funciones X1 () sin(my) definidas para e = 0.002 con distintos valores de k. A la izquierda, para
A1k /= 12.078789. A la derecha, para Aj, =~ 20.230744.

;Qué ocurre si cos(y/A — j272) =0 0 cos(y/2 — j?72%) = 07

En virtud de (3.33)), si cos(y/A — j272) = 0, se comprueba que cos(y/2 — j272) = 0.
Reciprocamente, si cos(y/2 — j272) = 0, entonces cos(y/A — j272) = 0.
Necesariamente, debe cumplirse que:

2k + 1)%7? A 21 + 1)%72
A—j2ﬂ2:ﬂ, ——jQFQZQ,COHk‘,ZGNU{O}.
4 € 4
Esta dos condiciones no tienen lugar simultaneamente para cualquier valor de €. Los valores
de ¢ para los que esto ocurre son:

45% + (2k + 1)?
£ — .
Jik,l 4j2 4 <2l i 1)2 )

k1€{0,1,2,---},j€{1,2,3,---}, k<L (3.36)

En este caso, los autovalores A que se obtienen de esta forma son

(2k + 1)*x?

2
+ 1 ;

yzz
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y por tanto, la expresién de la funcién X k() es:

2k+1
) cos %x x € (—1,0),
Cos # — j’rx z e (0,1).

En las Figuras 18 y 19 mostramos algunas de estas funciones X]k(x)Y](y), para distintos
valores de j, k y [. En la Figura 19, se ve que las funciones propias pueden también ser
fuertemente oscilantes en €y .

eps = 0.054705; lambda= 61,685, j= 2 eps = 0.0079491; lambda= 1237, j= 1

AT
/ ?/%mmu N\l
s

NN i T

: 'Wm I
Ll

l]”l ";"!.[“ |
o

ﬂl ”’, m ’ ’ Sl ,J” i
” ,\' "’ : il
sy N\

U h ||[ 15 i
| "m, i

\“u".’ al“\l‘\\“.

Figura 18: Distintas funciones ):(]k(x) sin(jmy), donde ):(jk(x) satisface 1-) La primera con j =2, k=1,
1 =10 (\jx = 61.685, ¢ ~ 0.054705). La segunda con j =1, k =0y [ =12 (\;, ~ 12.337, £ ~ 0.0079491).

eps = 0.091439; lambda= 387.382; =3

Figura 19: Grafica de f{ k(2)Y;(y), con j =3, k=5y =20 (¢ = 0.091439, )\J k= 387.382);

Una vez estudiados los distintos casos, obtenemos una familia biparamétrica de ondas esta-
cionarias u;(z,y,t) = X;,(2)Y;(¥)T0,k(t), ¥ Qjk(z,y,t) = X;k(2)Y;(y)T1 jx(t), donde X
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vienen dadas por (3.28)), (3.31)), (3.35)) o (3.37), Y;(y) = sin(jny), y donde Tp ;x(t) v T1;%(t)

se definen como:
To,jk(t) = cos(y/Ajxt) t>0;
Tl,j,k<t> = sin( )\j,kt) t > 0.

Este problema se puede generalizar a dimensién N arbitraria.

3.1.3 Problema en dimensién N:

Se considera el problema de vibraciones , con Q= (—=1,0) xQ, O = (0,1) x Q, Q =
(—=1,1) x © donde Q ¢ RN, por ejemplo, un producto de intervalos. x = (z,y) con z € R e
y = (w9, ,xn) € RV7L

u;, —Axyu = 0 en (g, t >0,
uy —cAyu = 0 en {q,t >0,
u(x,0) = wup(x) x €, (3.38)
w(x,0) = w(x) x €,

u(x,t) = 0 x € 00, t >0,
con las siguientes condiciones de transmision cuando x = 0:

u(0t,y,t) = u(07,y,t) yE€ &jl,t > 0,
eu, (0T, y,t) = w,(07,y,t) yeQ,t>0.

Mediante separacién de variables; buscamos soluciones de la forma u(x,
llega al problema (3.4). Entonces, separando las variables x,y, U(x)T'(t
obtenemos:

t) =U(x)T(t) y se
) = X(@)Y(y)T(®),

(1) _ X"(@)Y(y) + X(@)AyY(y)

IO DY) T e
') _ X' @YO) T X@AYE) g,
50 X(@)Y(y) |
El problema de valores propios a resolver es:
( X'@Y W)+ X@AY()
X"( )Y)(((ﬂy)((y( ALY ( )_ s
r)r\y )2yt \Y) X 1
© X(2)Y(y) T xe (3.39)
X (1) = X(1) = 0. |
Y(y) =0 y €08
X(07)Y (y) = X(0M)Y(y) y €4,
[ X(0)Y(y) = X0V (y) yeo
Asi tenemos: X" (x) AGY (y)
T TRy y _ x
X *i‘ N "
(x)—i-——_ y(y):,& x €

En un principio, pueden tener lugar 2 casos:
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e Caso 1: = ji, y ademads, la funcién Y (y) es igual en () y en €.

Tenemos entonces una familia numerable de autovalores, {u}2, tales que 0 < p3 <
po <o < g < kst k—> 00. También obtenemos una familia numerable de autofun-
ﬁ.

ciones Y;(y), donde k£ € N.

e Caso 2: La funcién Y (y) no coincide en  y en ;.

Este supuesto incluye todos los casos p # fi. La autofucién X (z)Y (y) quedaria entonces
como:

X(2)Y;(y) si(z,y) e Qo,
X(@)Y(y) = { (x)Yk(:};) si (x,z) €y,

donde j # k.

Imponemos X (07)Y;(y) = X(0)Y%(y), al aplicar la condicién de igualdad de trazas en
5, para todo y € Q. Necesariamente, X (0) = 0, con lo que nos encontrarfamos con
un problema Dirichlet en €y y en €2;. Al ser un problema de valores propios, tenemos
que X (z) = Agsin(prz) si z € (—1,0), y que X(z) = Ay sin(prz) si z € (0,1), donde
p, p € N. Derivando respecto de x, obtenemos:

/ X'(2)Y;(y) si(z,y) € Qo,
X'(2)Y(y) = { X/(x)Yk<};‘) si (x,z) € 0.

Aplicando la condicién de transmisién en 0 para las derivadas, tenemos X'(07)Yy(y)
= e X'(0M)Y1(y) Yy € Q. Entonces, deducimos que X'(0) = 0, con lo que X = 0.

En consecuencia, ;1 = fi y las funciones propias Y;(y) e Yj(y) deben ser iguales.

Descartando el caso 2, podemos plantear un tinico problema de valores propios para la variable
y con condicién Dirichlet que no depende de ¢, y es:

—AyY(y) = pY (y) €,
{ Y(y) oY yye 0. (3.40)

Por el Teorema 1.2, aplicado a €, existe una sucesién {5 }52, de autovalores tal que 0 < p; <
pa < - —— o0 y autofunciones {Y;(y)}52, de (3.40).

j—o0
La ecuaciéon para X (x) es:

(1 =) X(x)  we(=1,0)

X(z) = (,uj - g) X(zx) z€(0,1). (3:41)

La expresion (3.41)) es idéntica a ([3.21]), salvo por que en este caso y1; no es necesariamente j272.
Por tanto, las diferentes expresiones de la funcién X (x) obtenidas en el caso bidimiensional
son validas en este caso general sin mds que sustituir j27% por u;, teniendo en cuenta los
correspondientes casos (casos I-V).
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3.2 Comportamientos asintoticos. Problema en un dominio arbi-
trario

En esta seccion, plantearemos el problema en un dominio Q arbitrario de RY. En
el apartado anterior se han calculado distintas ondas estacionarias cuando se trabajaba en
dominios donde se podia separar variables. Aun asi, los valores propios se han determinado
como raices de ecuaciones no lineales, encontrandose aproximaciones a las mismas.

Sin embargo, aplicando ciertos resultados tedricos, se pueden demostrar algunas propiedades
asintdticas (cuando e — 0) que satisfacen los autovalores {\}>° ; y autofunciones {Uf(x)}22
del problema (3.4)), que nos permitiran obtener determinadas aproximaciones de las soluciones

del problema ({3.1).

Estas propiedades de los autovalores y autofunciones del problema (3.4)) se han estudiado en
las referencias [5], [7], [10] de la bibliograffa. A continuacién enunciaremos algunas de ellas,
que utilizaremos para obtener las aproximaciones.

Por una parte, existen resultados que nos permiten dar una cota inferior y superior de los
autovalores A cuando ¢ — 0:
Ce <X < Che, (3.42)

donde C' es una constante que no depende de € ni n; C, es otra constante, que no depende

de ¢ y tal que C,, —— o0. Para cada n fijo, deducimos la existencia de autovalores de orden
n—oo

O(e) , que denominaremos bajas frecuencias.

Se tiene de hecho el siguiente resultado:

Lema 3.1: Para cada k € N, los valores \;, /e convergen cuando € — 0 hacia \j,, donde \} es
el k-éstmo valor propio del siguiente problema Dirichlet:

—AU =AU en Qq,
{ U=0 en 0€);. (3.43)
Las correspondientes autofunciones Uy, tomadas de modo que |Ug||r2() = 1, convergen en

L*(Q2) a U}, donde U} es una funcidn propia asociada a \; del problema extendida por
0 en €.

Utilizando estos resultados, se tienen aproximaciones de ondas estacionarias para las bajas
frecuencias via los valores propios y funciones propias del problema de Dirichlet en €
extendidas por 0 en €y. Ademds, basdndonos en las técnicas utilizadas en [8] para altas y
bajas frecuencias para otros problemas de perturbaciones espectrales singulares, postulamos
que si tomamos en el problema las siguientes condiciones iniciales:

up(x) = Ug(x),  w(x) =0,
entonces la solucién u®(x,t) obtenida se aproxima por
u®(x,t) = Up(x) cos(/ Ajet) (3.44)

para tiempos t < t., donde t.; depende del radio de convergencia de los valores propios
(es decir, |A;, — Aie]) v de e, y fijado k, t. — 0 De hecho, ambas funciones u®(x,t) y
e—

Ui (x) cos(y/Ajet) son aproximaciones de una onda estacionaria.
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Andlogamente, si tomamos en el problema ({3.1)) las siguientes condiciones iniciales:
up(x) =0,  w(x)=Ug(x),
la solucién u®(x,t) obtenida se aproxima por
1

VArE

u®(x,t) ~ Ui (x) sin(y/ Ajet) (3.45)
para tiempos ¢ < t. .

Esto nos permite localizar vibraciones que afectan, por ejemplo, solamente a una parte del
dominio. En particular, podemos utilizar las ondas estacionarias del capitulo 2 para apro-
ximar vibraciones de cuerdas, membranas u otros objetos con una parte muy rigida. Esto lo
ilustramos con unas graficas obtenidas con métodos numéricos basados en diferencias finitas
para el problema de la cuerda y de la membrana. En todos los casos, las funciones ug y
seran funciones nulas o funciones propias del problema de Dirichlet en €2; extendidas por 0 en

Q.

Graficas obtenidas para el problema de la cuerda

En las siguientes graficas se muestra el comportamiento de u®(z,t) para distintos valores de
t, en funcién de € y de las condiciones iniciales ug y u;.

e Graficas obtenidas con vy = sin(nz), u; = 0 para distintos valores de ¢ y t:

t=3; eps=01,9=1 t=48 eps=001, =1

1 L L L L L L L L R L L L L L L L L L
-1 08 0B 04 02 0 02 04 0 08 1 -1 08 OB 04 D2 0 02 04 0B 08 1

t=170; eps=0.01;9=1 t=170; eps=0.001; 9=1

fa—

Figura 20: Soluciones obtenidas para distintos valores de ¢ y € cuando k = 1. Se observa que los

desplazamientos en el lado izquierdo tienden a desaparecer al reducirse e.
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En la primera grafica, tomamos £k = 1, ¢ = 0.1 y t = 3. En la segunda y tercera graficas,
tomamos también k = 1, pero ¢ = 0.01 (¢ = 48 en la segunda grafica, y t = 170 en la tercera).
En la cuarta grafica se ha tomado t = 170 y € = 0.001.

e Graficas obtenidas con uy = sin(knx), u; = 0 para distintos valores de k, ¢ y t:

t=15; eps=0.01,9=2 t=15; eps=0.01,9=45

15 k! 15 k!
2 L L I I L L I I L 2 L L I I L L I I L
-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
t=45; eps=0003 =2 t=45; eps=0003 =5
2 T T T T T 2 T T T T T
15 k! 15 k!

05r q

ast i

] 08 06 04 02 1} 02 04 06 08 1 ] 08 06 04 02 1} 02 04 06 08 1

t=45; eps=0001, g=2 t=45 eps=0001;q=5

ast i

Figura 21: Efecto de los valores de k y ¢ en el comportamiento de las soluciones. Al reducir ¢ se reducen los

desplazamientos en el lado izquierdo.

En las gréaficas de la Figura 21 se tiene el mismo efecto que en la Figura 20 dependiendo del
parametro k. Tomamos en las graficas de la izquierda k£ = 2 y las graficas de la derecha,
k = 5. En las gréaficas superiores se toma € = 0.01 y t = 15. En las graficas centrales, se toma
e =0.003 y t =45, y las graficas inferiores, ¢ = 0.001 y t = 45.

Notese que los valores pequenos de €, que nos dan mejores aproximaciones, dependen de k.
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e Graficas obtenidas con uy = 0, u; = sin(k7x) para distintos valores de k y &:
En estas graficas se muestra el efecto de aplicar una condicién inicial no nula para la derivada.

t=12; eps=0.01,9=2 t=12; eps=0.003; g=2

“ 08 06 D4 02 1} 02 04 06 08 1

t=12; eps=0.003; g=4 t=12; eps=0.001; g=4

“ 08 06 D4 02 1} 02 04 06 0B 1 “ 08 06 D4 02 1} 02 04 06 0B 1

Figura 22: Distintas gréficas obtenidas cuando u = 0, u; = sin(k7z).

Las 2 graficas superiores son para k = 2, toméandose la izquierda con € = 0.01 y la derecha
con € = 0.003. En las 2 graficas inferiores, tomamos k = 4, siendo € = 0.003 y ¢ = 0.001. La
amplitud en el lado derecho aumenta al reducir e (ver férmula (3.45))). En todos los casos se
ha tomado t = 12.

e Graficas obtenidas con uy = asin(27z), u; = fsin(27rz) y € = 0.01:

En el primer caso, a« = —0.5, § = 0.6; en el segundo caso a = 1.2, § = —0.1. En ambos casos,
se ha tomado ¢t = 30.

t=30; eps=001;,9=2 t=30; eps=001;,9=2

-1 08 06 D

4 02 1} 0z 04 06

08

0B

0.4

02 1} 02 04 06 08

Figura 23: Distintas gréficas obtenidas cuando uy = asin(knx), uy = Bsin(knz).
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En lo que respecta a los datos iniciales para la funcién y la derivada (up = asin(kmx),
uy = Bsin(kwz)), el valor de los pardmetros vy /5 afecta a la amplitud de las soluciones, sobre
todo si B # 0 (ver (3.45)). Por simplicidad, en el caso de la membrana tomaremos o« = 1y

g =0.
Graficas obtenidas para el problema de la membrana

En lo que sigue ¢; y ¢ son dos niimeros naturales.

e Graficas obtenidas para la membrana para distintos valores de t y ¢; = ¢o:

En las siguientes graficas mostramos el comportamiento de las soluciones numéricas u(x, y, t)

cuando ug = sin(g;mx) sin(gemy), u; = 0, para distintos valores de ¢, ¢z y t cuando € = 0.1.

En la Figura 24, las dos graficas superiores muestran el comportamiento aproximado de la

solucion cuando ¢; = ¢ = 1, la grafica de la izquierda para t = 4, y la de la derecha para
= 25. Las dos graficas inferiores muestran lo propio cuando ¢; = ¢» = 2, para los tiempos

t =4yt =25, respectivamente.

t=4; eps=01ql =1;g2=1 t=25 eps=01; g1 =1, q2=1

T
LR
S
: “\\\\\\\\\\\\\&“\\3\\:‘}‘&0’\' Ll
L
S

t=4; eps=01, g1 =2, g2=2

o
‘\\\‘\\\\\k‘i: i

i
S
L

Figura 24: Distintas gréficas de u(x,y,t) cuando t =4 y ¢ = 25 con condicién inicial vy = sin(mwz) sin(7y) o
ug = sin(27z) sin(27y). Aunque el tiempo aumente, no se observan desplazamientos significativos en el lado
izquierdo.

e Graficas obtenidas para la membrana con distintos ¢ y ¢, ¢ =2, t = 15:

En la Figura 25 se ha tomado € = 0.1, con ¢; = 2, ¢o = 1 (gréfica izquierda), y ¢1 = 2, go = 6
(gréfica derecha). En la Figura 26 se toman ¢; = 2y g2 = 1, pero se reduce el valor de ¢ a 0.02
(izquierda) o a 0.005 (derecha). Se observa que al reducir € la amplitud de las vibraciones en
el lado izquierdo de la membrana tiende a desaparecer cuando € — 0.
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t=15; eps=0.1, g1 =2, g2=1 t=15; eps=0.1,91=2;,42=6

Figura 25: Gréficas de u(z,y,t) obtenidas cuando ¢; = 2, t = 15, y ¢ = 0.01, comparando g2 = 1 (izquierda)
y q2 = 6 (derecha).

t=15; eps =002 g1 =2, g2 =1 t=15; eps=0005 g1 =2, g2=1

Figura 26: Gréficas de u(z,y,t) obtenidas cuando ¢; =2, ¢o = 1y ¢t = 15, para € = 0.02 (izquierda) y
€ =0.005 (derecha).

e Otras graficas obtenidas para la membrana con distintos valores de ¢, ¢ y t:

t=9; eps=001; gl =5, 42=1

1=75 eps=001 1= 11 62=4

AN,
T N N
AR AN
il e, S NP
il | '%!’lly%,,’,,ﬁ%m% ;;::‘:, ,,,,:;!!',,#";M,,of%;' M

) ,\°'l|],"b‘k\\ s

i

Figura 27: Distintas gréaficas de u(x,y,t) para distintos valores de q1, g2 y t.

En la gréafica izquierda de la Figura 27 se han tomado ¢t =9, ¢ =5, ¢ =1y e =0.01. En la
grafica derecha, t = 7.5, ¢ = 11, go = 4 y € = 0.01. En la figura 28, se ha tomado ¢; = 11
y g2 = 1 en ambos casos; en la grafica izquierda, t = 7.5 y ¢ = 0.01, mientras en la derecha,
t =15y e =0.001. Se comprueba nuevamente que la amplitud de las vibraciones en el lado
izquierdo tienden a desaparecer cuando ¢ tiende a 0, para todos los valores de ¢ elegidos.
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t=75 eps=001 g1 =11 62=1 =15 eps=0001; g1 = 11 62 =1

A
& uuumlmmmu ,,,,“.;,;,;zu 0 .." .,,5,, ,,,,
i ""I,:,:",,l:"’

il A,
il ”’Il Iy !"ll:':"'llm','ll,,'"'l]‘?," ‘!"”"I]’h

'l ,'l," ';'\;' ,,") f , - """mmmm,m

Figura 28: Distintas graficas de u(z,y,t) para distintos valores de q1, ¢2 y t.

Aproximacién numérica versus aproximacion simbdlica, para tiem-
pos grandes, en dimensién 1

En las graficas superiores se ha tomado £ =1 y ¢ = 0.01, con ¢t = 48 en la gréfica izquierda
y t = 144 en la derecha. En las graficas centrales se reduce € a 0.001 y 0.0002, tomando
en ambos casos t = 200. En las 2 graficas inferiores se muestra el efecto de incrementar k
(k = 4 en la gréfica izquierda y & = 10 en la derecha, ¢t = 200, ¢ = 0.001). En todos los casos
ug = sin(kmz) y u; = 0. La grafica roja es la aproximacién simbélica obtenida en ((3.44))

t=48; eps=001;g=1 t=144; eps =001, q=1
2 T T T T T T 2 T T T T T T T
15 k! 15 k!
1 B 1h B
0sr k! 0sr k!
0 0
05F B 05F B
1 k! -1 k!
1.5 B -15 B
2 L L I . n L I . L 2 L L I . n L I . L
-1 08 06 04 02 il 02 04 06 08 1 -1 08 06 04 02 il 02 04 06 08 1
t=200; eps=0.001; g=1 t=200; eps=0.0002; g=1
2 T T T T T T T 2 T T T T T T T
15 B 15 B
1 k! 1+ k!
0sr B 0sr B
0 0
05F B 05F B
1 k! -1 k!
1.5 B -15 B
) L L I I L L I I L ) L L I I L L I I L

“ 08 06 D4 02 1} 02 04 06 0B 1 “ 08 06 D4 02 1} 02 04 06 0B 1
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t=200; eps=0.001; g=4
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t=200; eps=0.001, g=10

Figura 29: Compracién entre las soluciones obtenidas mediante diferencias finitas (negro) y la funcién
aproximante definida en (3.44)).

Se observa que el valor del tiempo t y (1/A5 — \/€A;) juegan un papel importante en la
aproximacién, y que ademas esta depende del ntimero del valor propio k.

Observacion 1: Las graficas se han realizado con un método numérico explicito basado en
diferencias finitas. En dimensién 1, un programa con elementos finitos para el calculo de
valores propios y funciones propias de se encuentra en el capitulo 10 de la referencia [9]
de la bibliografia.

Observaciéon 2: Una forma de mejorar las aproximaciones consideradas en este capitulo
es usar desarrollos asintoticos de los autovalores y autofunciones obtenidas como solucién
de (3.4). Por ejemplo, ver seccién VIL6 de la referencia [10] de la bibliograffa. Para mas
informacién sobre el efecto que tienen las altas frecuencias en €, ver referencia [5] de la
bibliografia.
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