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Resumen

La férmula de la coarea fue inicialmente introducida por Federer [5]. En este trabajo
discutiremos su demostracion y algunas de sus aplicaciones en el contexto de la geome-
tria riemanniana.

Seaf : M — N es una funcién diferenciable sobreyectiva sobre entre variedades rie-
mannianas. La férmula de la codrea permite relacionar la integral de una funcién en M
con una integral doble en N y en las fibras de f. Dicha férmula generaliza la férmula
de cambio de variable y el teorema de Fubini, y permite calcular facilmente diversas
integrales.

Este trabajo esta dividido en tres secciones. En la primera, exponemos la teoria de
integracion en variedades diferenciables. Esto nos requerird enunciar los resultados y
definiciones basicos de geometria diferencial y teoria de la medida.

La segunda seccién estd dedicada al enunciado y demostracion de la férmula de la
codrea.

En la dltima seccién, calcularemos diversas integrales valiéndonos de dicha férmula.

Aunque trabajaremos con variedades riemannianas abstractas, la férmula de la codrea
originalmente se enuncié para subconjuntos de R". El trabajo cuenta con un apéndice
en el que se discute la férmula en este contexto.

Palabras clave: geometria diferencial, variedades riemannianas, integracion en variedades,
formula de la codrea.

Abstract

The coarea formula was initially introduced by Federer [5]. In this dissertation we
discuss su its proof and some of its applications in the context of Riemannian geometry.

Letf : M — N be a surjective map between Riemannian manifolds. The coarea for-
mula relates the intergral of a real function in M with a double integral in N y and in
the fibres of f. This formula generalices the change of variables formula and Fubini’s
theorem, allowing us to easily compute several integrals.

This dissertation is divided in three sections. In the first one, we explain the theory of
integration on differentiable manifolds. This will require us to state some basic results
and definitions in measure theory and differential geometry.

The second section is committed to the statement and proof of the coarea formula.

In the last section, we will compute some integrals using the aforementioned formula.

Although we work in abstract Riemannian manifolds, the coarea formula was ori-
ginally stated for subsets of R". In the first appendix, we explain the formula in that
context.

Keywords: differential geometry, Riemannian manifolds, integration on manifolds, coarea
formula.






1. Preliminares

Introduciremos los conceptos basicos sobre geometria diferencial y teoria de la me-
dida que necesitaremos a lo largo de este trabajo. Asumiremos los conceptos y resul-
tados basicos de topologia (espacios compactos, recubrimientos por abiertos), anélisis
real (regla de la cadena, diferenciabilidad en R", etc.), y dlgebra lineal (propiedades de
aplicaciones lineales, formas bilineales, determinante, valores singulares).

En este capitulo, especialmente en las dos primeras secciones, tratamos en su mayoria
de conceptos estudiados durante el curso. Por ello, omitiremos ejemplos y demostracio-
nes, aportando las referencias bibliograficas pertinentes.

Denotaremos por ¥ (R", R™) el conjunto de aplicaciones f : R" — R" diferenciables
p veces con continuidad.

1.1. Geometria diferencial

Repasaremos los conceptos y resultados basicos de geometria diferencial. Utilizare-
mos principalmente el capitulo 0 de [3] y el libro [10].

Definicién 1.1 (Variedad diferenciable de dimensién n). Sea M un espacio topolégico
Hausdorff cuya topologia tiene una base numerable. Sean € Ny p € N\ {0}.

Una carta es un par (U, ¢), donde U es un abiertode My ¢ : U - V C R" es un
homeomorfismo, donde V es un abierto. Decimos que dos cartas (U, ¢), (V,¢) son €7
compatibles si, las funciones de transicion ¥ o ¢~ : (U N V) — (U N V) son €7 (co-
mo funciones de variable real). Notamos que si U N V = { las cartas son trivialmente
compatibles.

Unatlas de clase p, o = {(U;, ¢;) };c1 €s un conjunto de cartas (U;, ¢;) compatibles dos a
dos de modo que {U;};c; es un recubrimiento por abiertos de M. Dos atlas se denominan
compatibles si su unién es un atlas, es decir, si sus cartas son compatibles dos a dos. Como
consecuencia de la regla de la cadena, es facil ver (y puede consultarse en los libros antes
citados) que «ser compatibles» es una relacién de equivalencia.

Una estructura diferenciable es una clase de equivalencia de atlas sobre M con la relacién
«ser compatibles».

El espacio M junto a una estructura diferenciable se denomina variedad diferenciable de
dimensién 1 y clase p.

Nota. Es posible tomar definiciones mds generales de variedades, como eliminar la hi-
potesis de que M tenga una base numerable y sea Hausdorff. Sin embargo, para la teoria
de integracion serd imprescindible, ya que dichas hipétesis son necesarias la existencia
de particiones de la unidad (teorema 1.5). De hecho, una variedad en un sentido més
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general (sin imponer restricciones a la topologia de M) tiene particiones de la unidad
diferenciables si y sélo si cada una de sus componentes conexas es una variedad en
nuestro sentido (ver [1, Cap. 3]).

También notamos que, bajo estas hipétesis, M es o-compacto (unién numerable de com-
pactos). Esto se debe a que M es unién numerable de abiertos homeomorfos a R", cada
uno de los cuales puede cubrirse con una cantidad numerable de compactos. Ademas,
al ser localmente homeomorfo a R", es localmente compacto (todo punto tiene un entorno
abierto contenido en un compacto).

Extenderemos a continuacién varios conceptos de célculo diferencial en R" a varie-
dades.

Definicién 1.2 (Aplicaciones diferenciables). Sean M, N variedades ¥ de dimensién m
y 1, respectivamente. Sea x € M. Una aplicacién f : M — N continua dice que es de clase
penx(f € ‘gf(M,N)), donde p < k si existen cartas (U, ¢) de My (V, ) de N tal que
x €U, f(x) € Vdemodoque pofop! €B”(R" R").

Diremos que f es una aplicacion de clase p (f € €¥ (M, N)) si es una aplicacién de clase
p en todos sus puntos.

Si f tiene una aplicacién inversa diferenciable, diremos que es un difeomorfismo.

Llamaremos %f (M,N) C €7 (M, N) alas funciones de clase p con soporte compacto
(suppf := CI(f~1({0})) es compacto, donde Cl es la clausura topoldgica). Si K C M,
denotaremos ‘EIIZ(M,N ) a las aplicaciones con soporte en K. En el caso de que N = R,
escribiremos €/ (M), omitiendo «R».

Denotamos DIF(M) al grupo de difeomorfismos de M.

En adelante, asumiremos que todas las variedades diferenciables son € a no ser que
se indique lo contrario.

Definicién 1.3 (Espacio tangente). Sea M una variedad diferenciable de dimensién n.
Sea € > 0. Una curva en un entorno de p € M es una aplicacion diferenciable « :
(—€,6) - M. Sea x = «(0) € M. Decimos que el vector tangente a la curva a en x es
la aplicacién lineal
3yt B (M) — R
fe (f oa)(0).

El espacio tangente de M en x (que denotaremos T, M) es el conjunto de vectores tan-
gentes. Como puede verse en [3, pags. 14-15], este conjunto tiene estructura de espacio
vectorial de dimensién #.

Dada una carta (U, ¢) con x = 4)‘1 (y) existe una base natural {ai}?:1 asociada a las
curvas a;(t) = gb_l Y1, Yi1, Vi + £ ..., Y,), que llamamos base coordenada. Estos vec-
tores verifican:

(1.1)

of = 9;(fogp™), (1.2)

donde, en el lado derecho dela igualdad, 0; es la i-ésima derivada parcial para funciones
de variable real.
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Definicién 1.4 (Fibrado tangente y campos de vectores). El fibrado tangente de una varie-
dad diferenciable M de dimensién 7 es la unién disjunta de todos los espacios tangentes:

T™™M:=[[ TM= | x}xT,M. (1.3)
xeM xeM

Dotamos a TM se de una estructura diferenciable natural, que hace que la proyeccién
m: TM — M tal que 7 (x,v) = v sea diferenciable. Para ello tomamos las cartas (U, ¢)
de M, y definimos cartas (=L, $) tal que ¢(x,v) = (p(x),d,p(v)). Con estas cartas,
TM es una variedad de dimensién 2n ([10, Lem. 4.2]).

Un campo vectorial diferenciable es una seccién de TM, es decir, una aplicacién 67, X :
M — TMtal que moX = Id,,. Denotamos como I'(M) el conjunto de campos vectoriales.
Considerando la suma y la multiplicacién punto a punto, I'(M) es un €? (M)-mé6dulo
(es cerrado ante la suma de campos vectoriales y el producto por funciones €~ (M).)

Podemos generalizar esta construccion si en lugar de T,M colocamos un espacio vec-
torial en cada punto, obteniendo un (caso particular de) fibrado vectorial (ver [10]).

Definicién 1.5 (Diferencial de una aplicacién). Seaf € %f (M,N),dondex e Myp >1.
Definimos el diferencial de f en x:

d.’Cf . T.XM il Tf(x)N

e (1.4)
Como puede comprobarse facilmente (ver [3, Prop. 2.7, Cap. 0]), dicha aplicacién es
lineal y esta bien definida (no depende de la curva @ que se haya usado para definir el
vector tangente).

Si el diferencial de la aplicacion es inyectivo, dicha aplicaciéon se denomina inmersion.
Una inmersién que sea ademds un homeomorfismo entre su dominio y su imagen se
llama embebimiento.

Por su importancia en la teoria de integracion, definiremos lo que es una orientaciéon
y una variedad orientable.

Definicién 1.6 (Variedad orientable). Sea V un espacio vectorial. Decimos que dos bases
tienen la misma orientacion si el determinante de la matriz de cambio de base es positivo.
Una orientacion [eq, ...,e,] es una clase de equivalencia de bases de V con la relacién
«tener la misma orientacién». Decimos que una aplicacién lineal preserva la orientacién
si su determinante es positivo y que revierte la orientacién en caso contrario.

Sea M una variedad. Decimos que un atlas de M esté orientado si el diferencial de las
funciones de transicién preserva la orientacién en todos los puntos. Si M admite un atlas
orientado, diremos que M es orientable. Decimos que dos atlas orientables son compati-
bles con orientacién si su unién es un atlas orientado. Una variedad orientable se dice que
estd orientada si se ha elegido una clase de equivalencia de atlas compatibles con orienta-
cién. Puede verse que hay dos orientaciones posibles para variedades conexas [3, cap. 0,
def. 4.4]. Elegir una orientacién en una variedad equivale a elegir una orientacién en los
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espacios tangentes de modo que las bases {9;};_, asociadas a las cartas estén orientadas
positivamente.

A continuacién presentaremos algunos teoremas sobre subvariedades, que son nece-
sarios para dar sentido a la férmula de la coarea y nos seran ttiles para las aplicaciones.

Definicién 1.7 (Subvariedad). Sea M una variedad diferenciable. M’ C M es una sub-
variedad de dimensién k < n si para todo x € M’ existe una carta (U, ¢) tal que
pM' N U) = R* x {0}". Esto nos permite construir un atlas para M’, ddndole una es-
tructura de variedad de dimension k.

Equivalentemente, M’ es una subvariedad si y sélo si la inclusién ¢ : M - M es un
embebimiento (ver [10, Tma. 8.2]).

Podemos identificar T,M" con el subespacio d,«(T,M") C T, M.

No encontramos una demostracién de la siguiente proposicién en los libros que uti-
lizamos en esta seccion, por lo que la incluimos nosotros.

Proposicion 1.1. Todo abierto no vacio U C M, donde M es una variedad, es una subvariedad
de dimension dim M. Ademds, si M es orientable, entonces U también lo es.

Demostracion. Simplemente se restringen las cartas de M a U. Es decir, si (V, ¢) es una
cartade M, (UNV, ¢l 1) es una carta, de U. De este modo construimos un atlas de U.

Es claro que si tomamos un atlas orientado de M, también obtendremos un atlas orien-
tado de U después de restringir las cartas. O

Los siguientes teoremas generalizan los teoremas de la funcién inversa e implicita al
caso de variedades. Puede consultarse una demostraciéon en [10, Tmas. 7.11, 7.13 y 8.8].

Teorema 1.2 (Funcién inversa). Sea f € &M, N) una aplicacion entre variedades, y sea
x € M tal que d.f : T,M — Ty, M es un isomorfismo de espacios vectoriales. Entonces existe
un entorno U 3 x tal que f : U — f(U) es un difeomorfismo.

Teorema 1.3 (Rango constante). Sean M, N variedades de dimension myn,yseaf € &1 (M, N)
cuya diferencial tiene rango k en un entorno de x € M. Entonces existen cartas (U, ) de M y
(V, ) de N tal que ¢p(x) =0, p(f (x)) = 0y hacen que el siguiente diagrama conmute:

u%v

y ilp , (1.5)

R x R™7F Ty RE x R

donde 7t (u,v) = (u,0).

Ademis, en el caso de que el rango sea constante en un entorno de un conjunto de nivel f =1 (y),
dichos conjuntos son subvariedades de dimension m — k, donde y € N. En esta situacion, iden-
tificaremos su espacio tangente con el niicleo de df.
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Es facil ver que sid, f tiene rango k, entonces su rango serd mayor o igual en un entorno
de x. La matriz de d,f en algunas bases coordenadas tendria un menor no nulo de orden
k, que, por continuidad, sera no nulo en un entorno. Por ello, si el rango es maximo,
como en el caso de que la diferencial sea sobreyectiva, serd suficiente comprobar que el
rango es constante en el conjunto de nivel f~!(y), en lugar de en un entorno de ésta.

Incluimos un corolario de este teorema junto a su demostraciéon, que, de nuevo, no
hemos encontrado en los libros que hemos usado en esta seccién.

Corolario 1.4. Sea f € €1 (M,N) tal que su diferencial es sobreyectiva. Entonces, f es una
aplicacion abierta (si U es un abierto de M, f (U) es un abierto de N).

Demostracion. Sea y € f(U). Como la diferencial es sobreyectiva, su rango es n. Por
tanto, la aplicacién 77 : R” x R™™™ — R" del teorema anterior seria una proyeccion,
en un entorno V, que podemos tomar tal que esté contenido en U. Recordamos que
las proyecciones son abiertas [12, cap. 2.15]. Dado que las cartas son homeomorfismos,
f (V) 3 y también sera abierto. O

El siguiente teorema es imprescindible para la teoria de integraciéon en variedades, ya
que nos permite descomponer una funcién diferenciable en suma de funciones diferen-
ciables con soporte compacto contenido en una carta, de modo que podremos recurrir
a la medida de Lebesgue en R" para definir la integral. Puede encontrarse una demos-
tracion en [10, Tma. 2.25].

Teorema 1.5 (Particiones de la unidad diferenciables.). Sea M una variedad y % = {LI]- }je 7
un recubrimiento por abiertos. Entonces existen funciones p; € €:° (M, R) con indices i € 1y
a: 1 — Jtal que:

= 0<¢.

El soporte de cada funcion estd contenido en un abierto: Vi € I, supp(¢;) C U, ;-

Zie[ ¢; =1

La suma anterior es localmente finita, es decir, Vx € M existe un entorno abierto V 3 x
tal que ¢,1y, = 0 para todo i € I salvo un niimero finito.

1.1.1. Métricas riemannianas y formas diferenciales

Necesitamos algunos conceptos de algebra multilineal para definir los objetos que
vamos a integrar. Se pretende dar solamente las definiciones necesarias para poder con-
tinuar con la teoria. Nos basaremos en los capitulos 11 y 12 de [10], a donde remitimos al
lector para consultar las demostraciones que faltan, que, si bien son elementales, tienden
a ser bastante pesadas y requieren trabajar con indices.

Los tensores son los objetos de estudio del dlgebra multilineal, que generalizan los esca-
lares, vectores, matrices y formas bilineales. En nuetro caso, s6lo estaremos interesados
dos clases de tensores covariantes: los 2-tensores simétricos (formas bilineales), que nos
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servirdn para introducir las métricas riemannianas en variedades, y los tensores alter-
nados, que nos permitiran introducir las formas diferenciales. Primero describiremos
la teoria de tensores en espacios vectoriales y posteriormente definiremos campos de
tensores sobre variedades.

Tensores en espacios vectoriales
Durante esta seccién, V es un R-espacio vectorial de dimensién n.

Definicién 1.8 (Tensor covariante). Un tensor k-covariante o k-tensor T es una aplicacién
multilineal (lineal en cada una de las k entradas) T : Vk - R, donde V¥ es el producto
cartesiano de k espacios vectoriales.

El espacio de los k-tensores sobre V se denota T (V).

El espacio T°(V) es igual a R por convencién.

El espacio THV) = V*esel espacio dual. Dado una base {e;};_,, llamamos base dual a
los 1-tensores {¢'}’", que cumplen

e'(e) = {1’ = (1.6)
0, i#j.

La base dual es una base del espacio dual. Recordamos que no existe correspondencia
natural entre V y V*, a no ser que haya una estructura adicional, como un producto
escalar.

Los 2-tensores son las formas bilineales. Las formas bilineales definidas positivas, son
los productos escalares.

Aunque no vayamos a trabajar con ellos, ya que esto nos obligaria a tomar una defini-
cién maés abstracta del producto tensorial, que no necesitamos para nuestros prop6sitos
(definir el producto exterior de formas diferenciales), un (k, I)-tensor T es una aplicacién

lineal
T:VEx (V9! 5 R. (1.7)
Un vector es un (0, 1)-tensor y una matriz es un (1, 1)-tensor. Los (0, [)-tensores se de-

nominan tensores /-contravariantes. Remitimos al lector a [10] para un tratamiento mas
completo.

Nota (Indices arriba y abajo). Habitualmente seguiremos la convencién de escribir abajo
los indices de las componentes de tensores covariantes y arriba las de tensores contrava-
riantes. Llamariamos v’ a las componentes de un vector v y m; ala componente en la fila
i columna j de la matriz M. Haremos alguna excepcién en los casos en los que puedan
confundirse los indices con potencias.

Definicién 1.9 (Producto tensorial). El producto tensorial es la una operacién binaria ® :
TH(V) x T/(V) - TF(V), tal que

T®S: VEx VISR

(1.8)
(u,v) - T(u)S(v).

10



1.1. Geometria diferencial

Este producto es bilineal y asociativo. Denotaremos con ) los productos de sucesiones
finitas de elementos, de forma andloga a como hacemos con +y .

Proposicién 1.6 (Base de Tk(V)). Sea B = {eyq,...,e,} una base de V y sea B* = el ..., e"
la base dual. Entonces el siguiente conjunto es una base de T*(V') como R-espacio vectorial (con
la definicion estandar de suma y producto de aplicaciones):

{@ élle {1,...,n}k}. (1.9)

iel

Es decir, los productos tensoriales de k vectores de la base dual son base de T*(V). Por tanto la

dimension de T* (V) es n*.

Definicién 1.10 (Tensores alternados y simétricos). Sea Sy el grupo de permutaciones
sobre un conjunto de k elementos. Decimos que un T &€ T*(V) es simétricosi T oo = T
y alternado si T o ¢ = sgn (o) T para toda permutacion ¢, donde entendemos que ¢ acttia
en V¥ permutando las posiciones de los k vectores, y sgn es el signo de la permutacion.
Denotamos AX(V) al conjunto de los k-tensores alternados, que forma un subespacio
vectorial de T*(V).

Definimos también la parte alternada Alt de un k-tensor como el promedio de todas
las permutaciones ajustadas con el signo:

1
AIY(T) = — Y sgn(e)Too. (1.10)
U'esk
Es facil ver que Alt : Tk (V) - A¥(V) es una proyeccion.

Definicién 1.11 (Producto exterior). El producto exterior A entre dos formas alternadas
se define de la siguiente manera:

. (k+ D!

A ARV x ALV) = A (w, 1) i

Alt(w ® 17). (1.11)
Este producto es asociativo, bilineal y cumple w A 7 = (=1)*'y A w.
También utilizaremos el simbolo /\ para indicar productos de sucesiones finitas de
elementos.

El coeficiente que aparece en la definicion simplifica alguna de las férmulas con for-
mas diferenciales. De nuevo, recomendamos mirar [10] para més detalles.

Proposicién 1.7 (Base de Ak(V)). Sea {ei}?zl, una base de V. El siguiente conjunto es una
base de A¥(V).

k
{/\ e | (a;); € {1, ...,n}k es una sucesion estrictamente Creciente}. (1.12)
i=1
Por tanto,
!
dimAf(v)y = (") = — . 113
m AT (k) K (=) (1.13)

11
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Los n-tensores alternados son los que tendran utilidad para el calculo de volimenes.
Forman un espacio vectorial de dimensién 1, por tanto son proporcionales al determi-
nante. Nos serd de utilidad el teorema siguiente.

Proposicion 1.8 (Determinantes y n-formas alternadas). [10, prop. 14.9] Sea w € A" (V).
Supongamos que T : V — V es una aplicacion lineal y vy, ...,v,, € V. Entonces,

w(Tvyq,...,Ty,) = det(T)w(vy, ..., v,). (1.14)

Campos tensoriales en variedades

Definiremos varios fibrados y secciones, de modo anélogo al caso del espacio tangente
(definicién 1.4).

Definicién 1.12 (Campos tensoriales y formas diferenciales). Sea M una variedad.
Denotamos TF"M = [ | eM T],;M al fibrado de k-tensores sobre M.

kDenotamos Tk (M) al €7 (M)-mé6dulo de campos de k-tensores sobre M (secciones de
T*M).

Analogamente pueden definirse fibrados y campos de k-tensores simétricos y alter-
nados. Llamaremos k-formas diferenciales a los campos de k-tensores alternados, y las
denotamos Qf(M).

En el caso de que {E)i}?=1 sea la base del espacio tangente asociada a una carta (defini-
cién 1.3), denotamos por {dxi}?:1 a la base dual.

Todas las operaciones que hemos definido anteriormente entre tensores, vectores y
formas diferenciales (producto tensorial, producto exterior, aplicar un tensor a un vector,
etc.) se definen para campos haciendo la operacién punto a punto.

Estamos ahora en condiciones de introducir el concepto de variedad riemanniana,
que son los objetos matematicos sobre los que trata la férmula de la codrea. Estas varie-
dades diferenciables estdn equipadas con un producto escalar en cada espacio tangente
que varfa de forma diferenciable, lo que nos permitirad definir distancias, &ngulos y vo-
ltmenes.

Definicién 1.13 (Variedad riemanniana). Una variedad riemanniana (M, g) es una va-
riedad diferenciable M equipada con un campo de 2-tensores simétricos ¢ € 7 2(M) de
clase 2, tal que en cada punto x € M, g, es un producto escalar. Denominamos a g la
métrica de la variedad.

Si tenemos una base del espacio tangente {d;}__; se definen los coeficientes de la mé-
trica g;; = g(9;, 9;). La métrica esta caracterizada por sus coeficientes en cualquier base.

Definicién 1.14 (Isometria). Seaf : M — N un difeomorfismo entre variedades rieman-
nianas. Diremos que f es una isometria si es biyectiva y dF es una isometria lineal para
todo x € M. Denotaremos ISO(M) al grupo de isometrias de M en si mismo.

A continuacién definiremos el pullback de un campo tensorial a través de una apli-
cacion diferenciable f : M — N. Esto permite definir un campo tensorial en M a partir
de uno en en N. Esto nos permitird enunciar la férmula de cambio de variable, y definir
métricas para subvariedades de variedades riemannianas.
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1.2. Teoria de la medida e integracion

Definicién 1.15 (Pullback de campos de tensores). Sean M, N variedades diferenciables,
seaf € € (M,N)yseaT € TK(N). El pullback de T por f es la aplicacion f* : TKN) -
T*M) tal que:

(F*TY(Xy, .o X,p) = TWEF(Xy), .., df (X)), (1.15)

Enunciaremos algunas de las propiedades basicas de los pullbacks ([10, Props. 11.8,
11.9 y 12.16]).

Proposicién 1.9 (Propiedades del pullback). Sean M, N, P variedades diferenciables, f &
€°(M,N),g € €°(M,N),h € €M), T € TX(N),S € T'(N), we Q*N)yn €
Q'(N).

1. f*: TKN) - TK(M) es R-lineal.

2. f* conmuta con los productos tensoriales y, por tanto, con los exteriores: f*(T ® S) =
FTef'Syfwnm =fwnf.

3. % 57"(N) - gk(M) es un funtor contravariante:
» (Idp)* = Idgsy-
 (gof)* =f*og".

4. f*(hw) = (ho f)f*w.

Definicién 1.16 (Tensores y métricas en subvariedades). Sea M’ C M es una subvarie-
dad diferenciable de una variedad M.Si T € *(M), podemos definir el campo tensorial
T e TKM'y en M’, donde 1 : M’ — M es la inclusion.

En el caso de que M sea una variedad riemanniana, podemos dotar de una métrica
a sus subvariedades mediante este proceso. Cuando M’ esté equipada con la métrica
g, diremos que es una subvariedad riemanniana. Normalmente nos referiremos a ellas
simplemente como subvariedades, en caso de que no haya posibilidad de confusién.

1.2. Teoria de la medida e integracion

En esta seccién recordaremos los resultados relevantes de la teoria de la medida que
utilizaremos para definir integrales en variedades y los teoremas clasicos de la integral
de Lebesgue. En numerosos libros introductorios se utiliza la integral de Riemann, no
obstante, sus desventajas son bien conocidas: tiene peores propiedades de paso al limite
y no es posible definir la integral en conjuntos relativamente simples, como abiertos de
R" [10, apéndice C].

Utilizaremos las referencias [9, cap. 5 y 9] y [15, cap. 1, 2, y 5]. Esta tltima referencia
considera funciones medibles mds generales que las nuestras, con valores en espacios
de Banach y llama medidas positivas a lo que nosotros llamamos simplemente medidas.

Definicién 1.17 (Medidas). Un espacio medible es una tupla (X, #), y un espacio de medida
es una terna (X, #, ), donde:

13



1. Preliminares

= X es un conjunto.

= / es una o-dlgebra, es decir, una familia de conjuntos que contiene el conjunto
vacio y es cerrada bajo complementos, y uniones e intersecciones numerables. Si
A € UM, diremos que A es p-medible (o simplemente medible, si no hay lugar a
confusion).

» y: M — [0, 0] es una medida, es decir, una funcion tal que (@) = 0y es numera-
blemente aditiva: si (A,,),y €s una sucesiéon de conjuntos medibles disjuntos:

Zf’( g An> =) A, (1.16)

neN neN

Diremos que una funcién f : X — R es p-medible (o medible) si f ~ (—oo,a) es medible
Va € R.

Un conjunto es de medida nula si estd contenido en un conjunto medible con medi-
da 0. Diremos que algo ocurre en (u)-casi todo punto si ocurre en el complemento de un
conjunto de medida nula.

Para nuestros propoésitos, siempre supondremos que X es un espacio topolégico lo-
calmente compacto, Hausdorff y o-compacto (cosa que ocurre si X es una variedad).

Diremos que una medida es de Borel si los abiertos (y, por tanto, todos los conjuntos de
Borel) son medibles. Diremos que es de Radon si ademas los compactos tienen medida
finita y cumple la siguiente condicién de regularidad. Sea B un conjunto de Borel de
medida finita, entonces:

u(B) = inf u(B) = igﬂ(K), (1.17)

donde los U son abiertos y los K, compactos.

Por dltimo, una medida es completa si todo subconjunto de un conjunto de medida
nula es medible.

La medida de Lebesque en R" es la medida que asocia a los rectdngulos (productos
cartesianos de n intervalos) el producto de las longitudes de los intervalos. Usado el
teorema de Hahn-Kolmogorov puede verse que existe una tinica medida completa que
cumpla estas caracteristicas [9, Cap. 6.9]. Esta medida es de Radon.

Nota. Habitualmente, (como en R"), una medida que esté definida solamente en los con-
juntos de Borel no es completa. Sin embargo, puede extenderse a una medida completa
definiendo p(A) := u(B) si AAB estd contenido en un conjunto de medida nula, donde
A C X, BesdeBorel, y AAB := (A\ B) U (B\ A) es la diferencia simétrica [9, pag. 174].

Durante el resto de la seccién (X, #, i) es un espacio de medida localmente compacto,
o-compacto y Hausdorff, y ;1 es de Radon y completa.

A partir de una medida puede construirse una integral. La construccién clasica de la
integral sigue los siguientes pasos [15, Cap. 2]:

1. Definicién de la integral para funciones caracteristicas de conjuntos medibles de
medida finita [ x4dp := p(A) y extension por linealidad a las funciones simples
(combinaciones lineales con coeficientes positivos de funciones caracteristicas).
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1.2. Teoria de la medida e integracion

2. Extension a funciones medibles no negativas:
ffdy = sup jgdy, (1.18)
8

donde g < f, y g es acotada y simple.

3. Por dltimo, extender a funciones absolutamente integrables (cuyo valor absoluto
tiene integral finita):

[fap= [ frau—[fan, (1.19)
donde f* (x) := max{f (x),0} y f~ (x) := max{—f (x),0}.

Definicién 1.18 (Integral). Llamamos integral respecto a la medida y al resultado de la
anterior construccién. Llamaremos a dicha integral integral de Lebesgue si p es la medida
de Lebesgue. Denotaremos dicha integral por los simbolos

ff/ J.Af’ ffdﬂ fxeAf(x)dx 6 fxeAf(x>' (1.20)

o combinaciones de los anteriores, dependiendo si puede haber confusién respecto a la
medida, el conjunto o la variable que se esta integrando.
Diremos que una funcién es integrable si su valor absoluto tiene integral finita.
Denominamos Z¥ (1) (o £* (X)) al conjunto de funciones tales que |f|F es integrable.
Denotamos:

ler puy = (prdy)%. (1.21)

Proposicién 1.10 (Propiedades de la integral). Enunciamos algunas propiedades bdsicas de
la integral [15, Prop. 1.6]:

1. Sif = g€ ZY(w) en casi todo punto, entonces [f = [ g.

2. f :Zl(y) :— R es lineal.

W

. [+ ZY(p) :> Rees creciente: sif < g, entonces [f < [ g.

H

. Sige ZYu) yIfl < g, entonces f € L ().
5. Silfllgr(,y = 0, entonces f = 0 en casi todo punto.

Nota (Espacios #*). Normalmente se considera que que los elementos de Z* son clases
de equivalencia de funciones iguales en casi todo punto, de este modo (& 1 (1), -l o1 (m)
seria un espacio de Banach. No obstante, este detalle no serd de gran importancia para
nosotros.

Presentamos ahora una caracterizacién de la definicién de integral. Tenemos una co-
rrespondencia entre medidas de Borel y regulares y €°-funcionales positivos, lo cual
nos da una via alternativa (y a menudo maés sencilla) para definir medidas e integrales.
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Definicién 1.19 (€°-funcional). Un € -funcional es una aplicacién lineal L : €2 (X) — R
de modo que L|?€C° (k) €s continua para todo K compacto con la norma del supremo:

Iflleo := suplf (x)I. (1.22)

xeX

Recordamos que una aplicacién lineal entre espacios de Banach (como en este caso)
es continua si y sélo si es acotada.

Se dice que L € €°(X) es positivo si L(f) > 0 cuando f > 0.

Teorema 1.11 (de representacion de Riesz). [16, Tma. 1.10.11] Sea (X, #) un espacio me-
dible localmente compacto, o-compacto y Hausdorff. Entonces existe una correspondencia entre
medidas de Radon y y €°-funcionales lineales positivos L, tal que:

L) = [ fdp. (1.23)

A continuacién presentaremos los teoremas clasicos de convergencia de la integral de
Lebesgue [15, pag. 275], y el teorema de Fubini.

Teorema 1.12 (Convergencia monétona). Sea f,, : X — [0, o0] una sucesion creciente de
funciones medibles. Sea f el limite punto a punto:

f@) = lim £, (x). (1.24)

Entonces f es medible y
[fi=[F (1.25)

donde la integral se interpreta en el sentido de una integral de funciones positivas y puede valer
SoN

Teorema 1.13 (Convergencia dominada). Sea f,, una sucesién de funciones integrables tales
quelf,| < gparatodonyalging € ' (u). Sea fel limite punto a punto. Entonces fes integrable

y
£~ [ (1.26)

Definicién 1.20 (Medida producto). [9, Tma. 8.2]. Sean (X, 4, u), (Y, #', v) espacios de
medida (con las hipétesis habituales de regularidad) y supondremos que las medidas
son Radon. Hay una tnica medida de Radon y completa  x v en X x Y tal que:

(uxv)(AxB)=u(A)v(B), (1.27)
donde A € # y B € #'. Llamamos medida producto a dicha medida.

El producto de medidas de Lebesgue da la medida de Lebesgue de la dimensién co-
rrespondiente.
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1.3. Integracion en variedades

Teorema 1.14 (Fubini). [9, Tma. 8.4] Seaf € & L U x v), en las condiciones de la definicién
anterior. Entonces, la aplicacion x — fer f(x,y)dv estd en L (u) para casi todo x € X.

Ademds, tenemos:
IXnyd(y XV) = fxEX fyeyf(x,y)dvdy. (1.28)

Por altimo recordamos el teorema de cambio de variable en R":

Teorema 1.15 (Cambio de variable). [9, Cap. 21, Tma. 2.6] Sea U C R" un abiertos, sea
f:U - fl) CR"undifeomorfismoyseah € gl(f(ll)). Entonces, (hof)|detdf| € A1)
Y

ff(u)h = (o fldetdfl, (1.29)

donde ambas integrales son respecto a la medida de Lebesgue.

1.3. Integracion en variedades

En esta seccién estudiaremos como extender la integral de Lebesgue al caso de varie-
dades. Para ello, necesitaremos utilizar las cartas de la variedad para pasar el problema
a R" mediante un «cambio de variable». Usaremos las referencias [10, cap. 16] para la
definicién de densidades y [9, cap. 23] para la definicién de integrales en variedades.

Para definir una integral en una variedad diferenciable necesitamos alguna estructura
adicional. Una posibilidad es utilizar n-formas alternadas, que cumplen las propiedades
que podemos esperar de voliimenes orientados de paralepipedos en espacios vectoriales.
Esta nocién coincide con la de volumen salvo por el signo, que se debe a la orientacién
de la base. Por la proposicién 1.8, cumple las familiares propiedades:

1. ww +w,...,v,) =w(y,..,90,) +ww,..,0,).
2. w(avy,...,v,) = aw(vq,...,0,).

3. w(v1.05,...,0,) = —wW(Vy,0q, ..., V).

Definicién 1.21 (Forma de Volumen). Sea M una variedad de dimensién n. Una forma de
volumen w es una n-forma diferencial. Debido a que segtn el proposicién 1.7 el espacio
de dichas formas tiene dimensién 1, dada una carta (U, ¢) de M puede escribirse:

(0w = adx! A ... AdX", (1.30)

cona € € (p(U)).

Una forma de volumen que no se anule en ningtin punto nos da una orientacién en
la variedad. Decimos que una base estd orientada positivamente si w(el,...,e™) >0.La
proposicién 1.8 nos asegura que esto define una orientacién.

Como corolario de este hecho, las formas de volumen que no se anulan en ningtin
punto existen tnicamente en variedades orientables. Si queremos que nuestra teoria
sea valida para el caso no orientable, tenemos que considerar unos objetos ligeramente
distintos. Observamos que en el caso de espacios vectoriales, el valor absoluto del vo-
lumen orientado tiene las propiedades que esperariamos de un volumen. Introduciremos
ahora el concepto de forma de densidad.
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1.3.1. Integracion de formas de densidad en variedades

Definicién 1.22 (Forma de densidad). Sea V un espacio vectorial de dimensién n. De-
cimos que una aplicacién 7 : V" — R es una densidad si cumple n(Tey,...,Te,) =
|det T|5(ey, ..., €,,) para toda aplicacién lineal T : V' — V. Llamamos |A"|(V) al conjunto
de densidades sobre V. Puede verse facilmente ([10, Prop. 16.35]) que |A"|(V) es un es-
pacio vectorial de dimensién 1. Por la definicion es evidente que una forma de densidad
es siempre positiva, siempre negativa o nula evaluada en cualquier conjunto de vectores
independientes (basta con considerar la aplicacién T de cambio de base). Diremos que
1 es una densidad positiva en el primer caso.

Por la proposicién 1.8, si w es un n-tensor alternado, entonces su valor absoluto |w]| es
una forma de densidad. Dado que |A"|(V) tiene dimensién 1, siempre podemos escribir
7 = |wl oy = —|w| para algin w € A" (V).

Sea M una variedad de dimensién #n. Llamamos [A"|(M) = [ [,.cp A" (T M) al fibra-
do de densidades. Una forma de densidad es una seccién de |A"|(M) y llamamos |Q)"|(M)
al € (M)-médulo de formas de volumen. Decimos que una forma de densidad 7 es
positiva si las densidades correspondientes son positivas en todos los puntos.

El pullback de una forma de densidad se define de la misma forma que en el caso
de tensores. Algunas de sus propiedades pueden obtenerse trivialmente a partir de la
correspondiente de las formas diferenciales tomando el valor absoluto.

Nota. Segun [10, Lem. 14.28], toda variedad admite una forma de densidad positiva, al
contrario que el caso de formas de volumen.

A continuacién definiremos la integral de formas en R".
Definicion 1.23 (Integral de formas en R"). Sea w una forma de densidad positiva en

U C R". Entonces podemos escribir w = aldxt A A dx" para cierta funcién positiva
«. Definimos

1 n .
fuledx Ao Adx" = fuzwly, (1.31)
donde y es la medida de Lebesgue.

Proposicién 1.16 (Cambio de variable para formas en R"). Sean U,V C R" abiertos, sea
n= aldx! A ... AdXT e QI(f(U)) yseaf : U — f(U) un difeomorfismo. Entonces:

[ =100 (132)

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema de cambio de variable para
funciones.

o« = ju(a o f)ldet(df)| = fuf*q (1.33)
0

f ran = Jra
Ya tenemos todas las herramientas necesarias para definir la integral en variedades.
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Definicién 1.24 (Integral de una funcién respecto a una forma de densidad). Sea M una
variedad diferenciable de dimensién 7 (no necesariamente orientable) equipada con una
forma de densidad positiva . Sea h € “gco (M) tal que supph C U, donde (U, ¢) es una
carta. Sea ( 47'1)*17 = aldx! A ... Adx"|. Entonces existe un tinico %C(M )-funcional positivo
(por el teorema de representacién de Riesz, una tnica integral respecto a una medida
de Radon) tal que:

_ —1\* _ o -1
thq_f¢(u) (¢~ (h;y)_fq)(u)(h ¢~ Dady, (1.34)

para cada carta (U, ¢) de un atlas de la variedad, donde y es la medida de Lebesgue en
R".

Esta integral puede definirse para densidades no positivas, pero en tal caso no obtene-
mos una medida positiva. Esto no es relevante para el caso de variedades riemannianas,
que es el que nos interesa.

Nota. Es habitual definir ahora la integral de funciones cualquiera utilizando particio-
nes de unidad (ver, por ejemplo [10]). Para ello, tendriamos que probar que el resultado
no depende de la particion de la unidad elegida. Entonces tendriamos que comprobar
que se verifican uno a uno los teoremas clasicos de la integral de Lebesgue. En lugar de
eso, siguiendo a [9], probaremos que existe un tnico 6. -funcional lineal positivo que
satisface la definicién anterior. Con ello, definiremos una integral mediante el teorema
de representacién de Riesz. Esto nos asegura que nuestra integral es realmente una inte-
gral en el sentido de la teoria de la medida, y obtendriamos automaticamente todos los
teoremas relacionados. La férmula con las particiones de la unidad sera para nosotros
un corolario del teorema de la convergencia dominada.

Utilizaremos el siguiente lema para garantizar que la integral estd bien definida. En [9,
Cap. 6, Tma. 5.1] viene la demostracion para un caso mas general del que estamos tratan-
do (espacios localmente compactos y Hausdorff). Este resultado nos serd ttil también
en la demostracion de la férmula de la codrea y hace uso de las particiones de la unidad.
Incluimos la demostracién a continuacion.

Lema 1.17. Sea M una variedad. Sea % = {U,;};c; un recubrimiento por abiertos de M y sea L;
un ‘gf(uj)—funcional para todo j € | tal que L; coincida con L; en Bo(U; N U;) para todas las
parejas de indices. Entonces existe un tinico €° (M)-funcional tal que L'%?(LI]-) =L,

Ademas, si los L]- son positivos, entonces L también lo es.

Demostracion. Primero probamos la existencia. Sea L = ) ;; #;L,;, donde (¢;),; es
una particion de la unidad subordinada a %. Es claro que esto es una aplicacién lineal
y que si los L; son positivos, entonces L es positivo. Gracias a la condicién de compati-
bilidad en las intersecciones de los abiertos, podemos ver facilmente que Llcgco(uj) = L]-.

Demostremos ahora que es un %f (M)-funcional.

Sea K C M un compacto. Tenemos que probar que L esta acotado en K con la norma
del supremo. Sea € €°(K). Veamos que existe I’ C I finito tal que ¢;lx = Osii & I'.
Para cada x € K existe un entorno en el que un niimero finito tal de ¥; no nulos. Dado
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que K es compacto existe un recubrimiento 7"de K por finitos abiertos de ese tipo, por
lotanto I' = {i | AV € 7, ;l; # 0} es finito. De este modo,

Lk = < Y Il < Nilhl, (1.35)

iel’

> Loy @)

iel’

Z La(i)(¢ih)‘ =
i€l
donde N = #(I'").

Nos falta probar la unicidad. En la demostracién citada anteriormente se demuestra
que L es independiente de la particién de la unidad elegida, pero esto no es necesario.
Primero consideramos el caso L; = 0 para todo i. Sean L un 2 (M)-funcional lineal que
extiende los L;. Sea h € %CO (M). Entonces,

Lh=L) yh; Yy Liyh) =0. (1.36)

iel iel

En el caso general, consideramos L, K ‘ECO (M)-funcionales lineales que extienden los L;.
Entonces L — Kes 0 en cada U € %. Por lo tanto, L — K =0, luego L = K. O

Corolario 1.18. Sean L, K : €2(M) — R tales que dado un recubrimiento % por abiertos de
M, Ligo 1y = Klgo 1y son &2 (U)-funcionales lineales para todo U € %. Entonces L = K.

Proposicién 1.19. La integral de una funcién en una variedad equipada con una forma de vo-
lumen positiva 1 (definicion 1.24) estd bien definida y es una integral con respecto a una medida
de Radon que denotaremos ,,.

Demostracion. Por el teorema de representacién de Riesz, es equivalente demostrar que
la integral define un tnico €°-funcional positivo.

Utilizaremos el lema anterior. Sea {(U;, ¢;)} un atlas de M y definimos las siguientes
aplicaciones:

L :e%U) - R
N (1.37)
h— f “H*(hw
oi(lL) (¢; ) (hwl)

A continuacién vemos que los L; son € -funcionales positivos. Es evidente que L; son
lineales y positivos. Nos falta ver que son continuos (acotados) en compactos con la
norma del supremo. Sea K C U; un compacto y sea h € €2 (K):

o -1 ,

L[, e orte;
< u(p;(K)llh o ¢yl (1.38)
< V(¢i<K))||h||oo||lxi|¢l.([<)||oo = Cllh|l,

1

donde ((p_l)* = ocildxl A...Adx"|, a; estd acotada en ¢;(K) por el teorema de Weirestrass,
y 1(¢;(K)) es finito por ser ¢;(K) compacto, por lo que C € R, L; es acotado y, por tanto,
es continuo.
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Comprobaremos que se cumple la condicién de compatibilidad del lema anterior.
Sean (U, ¢), (V,) dos cartasy h € 'K, conKcWwWcUunV compacto. Utiliza-
mos el teorema de cambio de variable.

I _ —1\*
f¢<W> (@7 () = f<¢°¢-1>(¢<W>> (¢ ()

) gt e, (1.39)
= [y @ @D A = [ ™ .

O]

Corolario 1.20. Sea M una variedad equipada con una forma de volumen positiva 5, h &
LYM) y {4;} 1 una particion de la unidad subordinada a abiertos {U;} ;) Entonces

fM = ZI | L iy (1.40)

a(i)

Demostracién. Aplicar el teorema de la convergencia dominada a las sumas parciales de

2ier il
N N
D il < ilhl < Jh. (1.41)
i=1 i=1

O]

1.3.2. Integracion de formas de volumen en variedades orientadas

En el caso de variedades orientadas puede definirse la integral de formas diferencia-
les. Es probablemente la forma mas comtin de definir integrales en variedades y tienen
un gran interés (ver, por ejemplo, el teorema de Stokes). Mencionamos brevemente como
se definen y su relacién con las integrales de formas de densidad.

Definicién 1.25 (Integral de formas de volumen wn ). Sea M una variedad diferenciable
orientada de dimensién 1 equipada con una forma de volumen w. Sea h € €2 (M) tal
que supph C U, donde (U, ¢) es una carta. Sea (¢_1)*w = aldx! A ... A dx"|. Entonces
existe un tnico %CO (M)-funcional positivo (por el teorema de representacién de Riesz,
una Unica integral respecto a una medida de Radon) tal que:

_ —1\* _ o -1
thw_j¢(u) (¢~ 1 (hw)—f¢(u)(h ¢~ Dady, (1.42)

para cada carta (U, ¢) de un atlas orientado de la variedad, donde u es la medida de
Lebesgue en R".

Demostracion. Es similar al caso anterior. La condicién de que la variedad sea orientable
es necesaria para que los determinantes jacobianos de las funciones de transicién sean
positivos y, por tanto, iguales a su valor absoluto, pudiendo aplicar entonces la férmula
de cambio de variable. Puede verse una demostracién completa en [9, Cap. 23, Tma. 3.2].

O
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El siguiente teorema explica la relacién entre integrales de formas de volumen y for-
mas de densidad en variedades diferenciables.

Proposicién 1.21 (Integrales de formas de densidad y formas de volumen). Sea M una
variedad orientada, existe una biyeccién que asocia a cada forma de densidad n una forma de
volumen w, de modo que:

f e = fM hy, (1.43)
para todo h € LT(M)

Demostracion. La demostracion puede verse en [9, Cap. 23]. Tomando una carta (U, ¢)
tal que (¢p~1)"n = aldx; A ... A dx,,|, podemos definir localmente:

(™ w = adx! A ... AdX". (1.44)

Esta definicién funciona bien porque las funciones de transicién tienen determinante

positivo.
Que ambas integrales son iguales es evidente a partir de la definiciéon de la integral.
O

Esta proposicion justifica la eleccién de las formas de densidad como los objetos fun-
damentales de la teoria de integracién en variedades. Al elegir una orientaciéon en la
variedad, hay una correspondencia natural entre formas de volumen y de densidad, lo
que permite integrar las primeras.

Incluimos la férmula de cambio de variable para variedades. La demostracion es tri-
vial a partir de la proposicién 1.16 y puede consultarse en [10, Cap. 14].

Teorema 1.22 (Cambio de variables para formas en variedades). Sean M y N variedades
diferenciables y f : M — N un difeomorfismo. Sea nj una forma de densidad en N. Entonces,

Jon=1 fn (145)

Supongamos que M y N orientables, y sea w una forma de volumen en N. Entonces,

J~N _ { Juffw  fconservala orientacion. (1.46)

— [yf w  frevierte la orientacion.

El signo «—» en el caso de aplicaciones que revierten la orientacion se debe a que
aparece a que en la definicion del pullback aparece un determinante mientras que en la
férmula de cambio de variable aparece su valor absoluto.

1.3.3. Integracion en variedades riemannianas

Por ultimo definiremos la integrales para variedades riemannianas, que obtenemos
al tomar una forma de densidad compatible con la métrica.
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1.3. Integracion en variedades

Definicién 1.26 (Integral de Lebesgue en variedades riemannianas). Sea (M, g) una va-
riedad riemanniana de dimensién n.Existe una tinica forma de densidad #,; de modo
que 1ps(eq, ...,€,) = 1 cuando los e; son ortonormales (respecto al producto escalar g),
que denominaremos forma de densidad riemanniana. Es claro que esta condicién no de-
pende de la base que se tome por proposiciéon 1.8. En coordenadas, dicha forma viene
dada por:

My = yIdetgglldxt A .. A dx"). (1.47)

Llamamos integral de Lebesgue a la integral con respecto a la densidad riemanniana.
Denotamos j,, a la medida correspondiente.
Enel cason = 0, jip; = # es el cardinal del conjunto.
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2. La formula de la coarea

En este capitulo enunciaremos y demostraremos la férmula de la codrea. Antes de
comenzar, tenemos que introducir algunos conceptos y resultados mas. Para dar sentido
a la integral sobre la fibra para ello usaremos el siguiente teorema [10, tma. 6.10].

Definicién 2.1 (Puntos y valores singulares y regulares). Sean M y N variedades dife-
renciables y f : M — N diferenciable.

Se dice que x € M es un punto regular de f si d f es sobreyectiva.

y € N es un valor reqular si para todo x € f~1(y), x es regular.

En caso contrario, se dice que x € M es un punto singular e y € N, un valor singular.
Evidentemente, si f -1 (y) = @, y es un valor regular.

Teorema 2.1 (Morse-Sard). Sea f € €~ (M, N) tal que dim(M) > dim(N). Entonces, el
conjunto de los valores singulares tiene medida O (en N).

Este teorema, junto con el teorema de rango constante, implica que f -1 (y),cony € N
es una variedad de dimensién dim M —dim N, o bien f ! () = @ salvo para un conjunto
de medida nula.

Definicién 2.2 (Espacio horizontal). Sean M y N variedades diferenciables, f : M — N
diferenciable, y sea x € M tal que d,f es sobreyectiva. Entonces el espacio horizontal en x
se define como

H, = ker(d,f)" . (2.1)

De este modo, dim H, = dim N.

Definicién 2.3 (Jacobiano normal). Sean M y N variedades diferenciablesy f : M - N
diferenciable con dimM > dim N, y sea x € M un punto regular. Sea 7, la forma de
densidad de N. Definimos el jacobiano normal de f en x:

NJ.f = fyn(er, .. e,) = Idet(dyfly I, (2.2)

donde {ey, ..., ¢,,} es una base ortonormal de H,.. Por la definicién de forma de densidad,
no importa la base elegida.
Si x es un punto singular, entonces NJ, f := 0.

Presentamos a continuacion la férmula de la coérea.

Teorema 2.2 (Férmula de la coarea). Sean M, N variedades riemannianas, con dimensiones
m y n, respectivamente de forma que m > n. Seaf € €~ (M,N) yh : M — R una funcion
medible positiva. Entonces:

fxth(x) Nl fd iy = fyez\i fxef*(y) Od oy d piy (2.3)
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2. La férmula de la codrea

Antes de proceder con la demostracién haremos algunos comentarios sobre la férmu-
la.

Primero sefialamos que la integral de la derecha tiene sentido porque f~!(y) es una
variedad para casi todo y € N.

La férmula puede escribirse alternativamente de la siguiente manera:

[ @y = fyeN J.. PNCCOTN N LITRIRYITN (2.4)

tomando fi(x) = h(x)/ NJ. f.

La férmula también es valida si & es integrable, de modo que todas las integrales que
aparecen sean finitas. Puede verse facilmente usando h = h*™ + h™.

La férmula de la codrea generaliza dos resultados basicos del cdlculo integral: el teo-
rema de Fubini y la férmula de cambio de variable. En el caso de que f : M x N - N
sea la proyeccién f (x,y) =y, siidentificamos T, ,, (M xN) =~ T M & T, N, tenemos que

d(x,ylf(u,v) =u,luego H, = TyN, NJ.f=1 yf_l(y) = M x {y}. Por tanto se tiene:

J.(x,y)eMxNh(x)d’u]\’IXI\f = fyeN jxth(x'y)d.uMdﬂNf (2.5)

que es el teorema de Fubini,.
En el caso de que m = n, y f sea un difeomorfismo se tiene que NJ,f = |detd, f], ya
que H, = T,M. Ademés f~!(y) es sélo un punto, por lo que

fxeM h(x)|detd fld p,, = fyeN -[xef—l(y) h(x)d Fr1y) dpy = fyeN(h °f_1) AL A7IN
(2.6)
que es el teorema de cambio de variable.

Segtn el enunciado f € €% (M, N). Podriamos preguntarnos si el teorema sigue sien-
do valido para f € €7 (M, N) para algtin p € N. El principal problema que nos encon-
tramos para extender esta demostracion es el teorema de Morse-Sard [14]. El teorema
es cierto para funciones ¢* con p > max(1l,dim(M) — dim(N) + 1), pero no puede
extenderse a funciones menos regulares. Esto nos impide extender el teorema con esta
formulacién, ya que no hemos definido la integral en f ~! (y) si dicho conjunto no es una
variedad. Esto puede arreglarse utilizando la medida de Hausdorff, y puede probarse
que el teorema es cierto cuando f es Lipschitz (en particular, p = 1), como explicaremos
en el apéndice.

Comenzamos la demostracion de la férmula de la codrea. Primero probaremos la afir-
macién en un caso sencillo y luego lo extenderemos al caso general. La demostracién es-
t4 basada en el apéndice del articulo [8], completando varios detalles técnicos que deja
como ejercicio para el lector.

Lema 2.3. Sean My N variedades, h € B2 (M) positiva, y f € € sobreyectiva, tal que existen
cartas ¢ y 1 que hacen que el siquiente diagrama conmute:

M%N

\l/q; i¢ , (2.7)

R™™" x R" — R”
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siendo 1t la proyeccién. Entonces la formula de la codrea es cierta.

Demostracién. En las condiciones del enunciado, es claro que M, N y f~(y) para todo
Yy € M son orientables (estas tltimas son homeomorfas a hiperplanos), y f no tiene
puntos singulares.

En una variedad orientable, la integral anterior es equivalente a la integral de las for-
mas de volumen asociadas:

| L HEONT fay = f ven | 1 MO (2.8)

Elegimos una base ortonormal orientada ey, ..., e,, de T, M tal que los n tltimos vecto-
res sean una base de H,, para cada x € M que varie de forma diferenciable (puede obte-
nerse utilizando Gram-Schmidt con la base coordenada). De este modo d, fe,,_, .1, ...,d.fe,,
es una base orientada de TyN, donde y = f (x). Elegimos la orientacién a la subvariedad

f~'(y) de modo que ey, ...¢,,_,, .1 sea una base orientada del espacio tangente.

Sean e, ..., ¢" las 1-formas duales a ey, ..., ,. Definimos las siguientes formas dife-
renciales:

a=e A AT 29)
B=e"TIA L AeM '

Tenemos que & A B = wp y &lp-1(,) = Wr-1()-

Ademas tenemos que

*wn(€, i1, r€,) = NJ
f N\*m—-n+1 m xf (210)

fron(e, . e; ) = wnldyfe ..., dfe; ) =0, sialginiy >m—n+1,

donde la primera igualdad se debe a la definicién del jacobiano normal. Esto implica
f*wyr = (NJ F)B. Tenemos, por tanto, la siguiente igualdad:

Wiy Affwy = a A (NJ,F)B = NI, Fawy,. (2.11)

De este modo, la férmula de la codrea se reduce a probar la siguiente igualdad:

jxth(x)(oc Af N, = jyeN fxef_l(y) h(x)“"(wN)y‘ (212)

Este tltimo paso se conoce como «Lemma on fiber integration», segtn el articulo [8],
pero su demostracién no se detalla. Utilizando las cartas, veremos que esto es conse-
cuencia del teorema de Fubini. Para reducir la complejidad de la notacién llamaremos
B := wy. Hacemos cambios de variable por ¥y~ y ¢!, obteniendo:

fyeN fxef—] W) h(X)ax'By -

1\ * _
jyew Le(f_lclp_l)(y)h(x)ax(lp ) By =

h(x)a, (p~"B,

f JeR? f xe@-lomr-1) ) (2.13)

J‘]/ER" fXEn—l(y) (h o ¢_1>(¢—1)*“x(¢_1)*‘8y
J i a0 97D @™ 0 @7y
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2. La férmula de la codrea

En el dltimo paso se ha usado que 77 1(y) = {y} x R™". Por el teorema de Fubini,
tenemos que la integral es igual a

(ho ™)™ ay p(P™)'B, =

o b1 —14* —1\* —
[ URY ol A o1
(ho ™) (@~ a0 (p~1)'B. =

(ho ™) (™) a (™) o f*B,,

f(y,x)eR”x[Rm

.[zeR” xR

donde la dltima igualdad se debe a que 77 o (1,0_1)* = (1/7_1 o) = (f o qb_l)* = (qb_l)*o
f*. La dltima expresion es la que se obtiene al realizar un cambio de variables en la
integral original mediante ¢~ O

Por dltimo demostraremos la férmula de la codrea en el caso general. Veremos que
podemos ir eliminando todas las hipétesis adicionales. Muchos de los argumentos no
vienen detallados en [8], como es el caso de ver que es suficiente tomar i € %CO (M)
(«the general case follows by a standard approximation argument») y que las variedades
pueden ser orientables sin pérdida de generalidad («by use of a partition of unity, the
problem is local and we can asume that both M and N are oriented»). Detallaremos
dichos argumentos.

Demostracion de la formula de la codrea. Denotamos de la siguiente forma a las aplicacio-
nes lineales que aparecen en la férmula:

I:hw— fxth(x) NI, fdus,,
J:ihw jyeN J'xeffl(wh(x)d My A -

Escribiremos I, y ] ny cuando queramos especificar las variedades en las que esta-
mos integrando.

Primero veamos que podemos eliminar los puntos singulares de f. Sea M* el conjunto
de los puntos regulares de M. Dado que NJ,. f = 0 si x es singular:

(2.15)

J o MONLfdpy = [ B NI fd iy, (2.16)

y por el teorema de Morse-Sard (teorema 2.1), tenemos que:

h(x)d -1y dyy h(x)d -1y d py, (2.17)

f yeN f xef~1(y)nM - f yeN f xef~l(y)nM*

ya que por definicién y es un valor regular de fsiy sélo si f~1(y) = f~1(y) N M*. Asi

pues, cambiando M por M*, podemos simplemente considerar que f no tiene puntos
singulares.
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Es claro que es suficiente demostrar el caso de que f sea sobreyectiva. Se tiene que
JmN = Im o) dado quelaintegral interior vale Osiy & f (M) y f (M) es una subvariedad
abierta de N por la corolario 1.4. De modo que podemos cambiar N por f (N) y suponer
que f es sobreyectiva.

Nos queda ver que podemos tomar h € 2 (M) y que M, N pueden tomarse de modo
que el siguiente diagrama conmuta:

M%N

L Il (2.18)

R™™" x R" —% R”

Probaremos ambas cosas a la vez utilizando el corolario 1.18 con un recubrimien-
to adecuado. Sea % un recubrimiento por abiertos de M tal que para cada abierto U
existan cartas (U, ¢) y (f(U), ) que hagan que el diagrama anterior conmute (existe
por el teorema 1.3). Aplicando el corolario 1.18, sélo es necesario demostrar la igual-
dad Ilgo ;) = Jlgo ) para todo U € %. Para poder hacerlo, necesitamos demostrar que
Jlgowy Y Jlgouy son 2 (U)-funcionales.

Comprobaremos que I y ] son €°(U)-funcionales lineales. Sea K = supph C U. Es

facil ver que I es acotado:
IIh] < INJ Al gy 1Pl (2.19)

donde |IN], fll 21k < INJ, flloo,Ky(K ) estd acotado por el teorema de Weirestrass y por-
que u,,(supp(h)) es finito por ser y,, de Radon.

Por el lema anterior (tomando M = U, N = f(U)), ] |%}9(U) =] |%c° s concluyendo la
demostracion de la féormula de la coéarea. O

29






3. Aplicaciones

En esta seccion se calculardn diversas integrales en variedades a través de la férmula
dela codrea. Antes de comenzar, enunciaremos algunos resultados que nos ayudaran en
nuestros calculos, principalmente para calcular NJ f, que es para lo que habitualmente
hemos tenido més problemas en la practica. Las primeros dos proposiciones provienen
de [2,lem. 1.1.10, y prop. 1.1.11]. Son, esencialmente, resultados de algebra lineal.

Proposicion 3.1. Seaf : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades de dimensién m
y n, respectivamente, con m > n. Sea x € M Entonces:

NJ, f = ydet(d fod.fT). (3.1)

Podemos escribir la ultima ecuacion con coordenadas, sea d; = d,fe; y sea g; = (9;,9;),
donde.eq, ..., e, es una base ortonormal de T..M. Entonces:

NJ,f = \detg,. (3.2)

Demostracion. Se desprende del siguiente resultado de élgebra lineal, que es evidente a
partir de la descomposicion en valores singulares. Sea A : V' — W una aplicacién lineal
entre espacios vectoriales con producto escalar y sea H = ker(A)*, entonces:

|det(A)| = ydet(AAT). (3.3)

Notamos ademds que el jacobiano normal no es més que el producto de los valores
singulares de la diferencial. O

Proposicién 3.2 (Regla de la cadena para el jacobiano normal.). Sean My, M,, M5 varie-
dades diferenciables con dimensiones my > m, > mgz, seaf : My - M,, g : My, - M3y
x € M. Supongamos ademds que se da uno de los siguientes casos:

1. fes una isometria en x.

2. mz == M3.

Entonces se cumple la siguiente «regla de la cadena»:

NJ. (g °f> = N]f(x)gN]xf' (3.4)
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3. Aplicaciones

Demostracion. Llamamos D, a la matriz de d.fy D, a la de d(,,g en alguna base. Utili-
zando la regla de la cadena para la diferencial, tenemos que la matriz de d, (g of) en las
mismas bases es D,D;. Por la proposicién anterior,

NJ. f = (detD;D;")'/?
NJf ) & = det(D,D,")? (35)
N]x(f o g) = det(Dle (Dle)T>1/2.
Por tanto, tenemos que ver cuando es cierta la siguiente afirmacién,
det(DlDlT) det(DzDzT) == det(DleDlTDzT). (3.6)

En el caso de que f sea una isometria, D; también lo es, luego D;D;" es la identidad.
En el caso de que m, = m3, D, es cuadrada, y entonces

det(DleDlTD2T) = det(Dz) det(DlDlT) det(DZT) = det(DlDlT) det(DzDzT). (3.7)
O

Nota. Laregla de la cadena para el jacobiano normal no es cierta en general. Por ejemplo,

si tomamos
f:R? - R?

(x,y) = (x,0)
g:RZ5R

(x,y) = x,

(3.8)

Podemos ver que NJ,f = 0 porque su diferencial no es sobreyectivo, pero la funcién
compuesta es la proyeccién en la primera componente y NJ,f o g = 1.

En las aplicaciones trataremos con problemas que presentan varios tipos de simetria.
Hemos desarrollado los siguientes resultados que permiten simplificar los calculos en
muchas situaciones. Utilizaremos el lenguaje de las acciones de grupo. Introducimos la
siguiente terminologia:

Definicién 3.1. Sean M, N variedades diferenciables, f : M — N, ¢ : M — R. Sea
G C DIF(M), I C DIF(M) x DIF(N) subgrupos.
Decimos que f es [-invariante si para todo (g, h) € I, el siguiente diagrama conmuta:

M—sN
& lh (3.9)
f
M — N
Decimos que ¢ es G-invariante si ¢ o § = ¢ para todo g € G.

En el caso de producto de grupos, denotaremos 7; a la proyeccién en la componente
i-ésima.
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La érbita de x € M por G es el conjunto {g(x) | § € G}. Puede verse facilmente que
«estar en la misma Orbita» es una relacion transitiva y el conjunto de 6rbitas, que se
denota M/G forma una particién de G (las érbitas son la clase de equivalencia por dicha
relacién). Si todos los puntos de M estan en la misma 6rbita, diremos que la accién de
G en M es transitiva.

Lema 3.3 (Jacobiano normal e isometrias). Sean M y N variedades riemannianas. Sea I C
ISO(M) x ISO(N) un subgrupo. Sea f : M — N una funcion diferenciable e I-invariante.
Entonces NJ,. f = NJ.. fsi x estd en la érbita de x" por 1t1(I)

Demostracién. Si x esta en la 6rbita de x’ por 711 (I), entonces existe (g,h) € I tal que

X' =gx)yf =h'ofog Dado quegyh ! son isometrias, por la regla de la cade-
na (proposicién 3.2), tenemos

N]xf = N]x(h_l of og) = N]f(g(x)) h_l N]g(x)fN]xg = N]x’f‘ (310)
]

Lema 3.4 (Integral en las fibras de variedades simétricas). Sean M y N variedades rieman-
nianas. Sean I C ISO(M) x ISO(N) un grupo de isometrias diferenciables. Sea f : M — N una
funcién diferenciable I-invariante y sea ¢ € L (M) una funcion t, (I)-invariante.

Entonces, para cualesquiera, y,y' € N que estén el la misma 6rbita por v, (I):

f JET f g (3.11)

Demostracion. Sea (g,h) € Ital que h(y) =
Tenemos quef‘l(y') = f"l(h(y)) = g(f‘l(y)). Dado que g es una isometria, como
consecuencia de la formula de cambio de variable:

= = 0g = ) 3.12
jf‘l(y') ¢ S ¢ ff—1(y) 9o8 jf‘l(y) ¢ ( )
O

Corolario 3.5 (Volumen de variedades simétricas). Sean M y N variedades riemannianas.
Sean I C ISO(M) xISO(N) un grupo de isometrias diferenciables. Sea f : M — N una funcién
diferenciable I-invariante y sea ¢ € & L(M) una funcién 7ty (I)-invariante. Si ademds la accion
de las dos proyecciones de I son transitivas, entonces, para cualquier, (x',y") € M x N:

Nfof ¢ =pu(N )f (3.13)

1(3/)

Demostracion. Inmediato al aplicar la férmula de la codrea a f y utilizar los dos lemas
anteriores. Por el primero,

fxeM P NI fd ppg = N f fM ¢, (3.14)

y por el segundo,
fyeN J‘xeffl(y) PO pya ) d g = p(N >j i ® (3.15)
]
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3. Aplicaciones

Lema 3.6 (Subvariedades simétricas). Sean M y N variedades diferenciables y a € N. Sea
I C DIF(M) x DIF(N) un grupo de difeomorfismos. Sea f : M — N una funcion diferenciable
e I-invariante.

Si d_f tiene rango maximo y 7t, (I) restringido a f =1 (a) es transitivo (para todo x, x' € f~1(a),
existe g € 1y (I) tal que g(x) = x'). Entonces f~*(a) es una variedad diferenciable.

Demostracion. Haremos un razonamiento similar al lema anterior, aplicando la regla de
la cadena. Sean x, x’ ef‘1 (a), sea (g,h) € I. Entonces:

df =do (W of o) = dsnh™ odyf odyg (3.16)

Dado que g y / son difeomorfismos, sus diferenciales son isomorfismos lineales y, por
tanto, d.f y d.f tienen el mismo rango. Por el teorema del rango constante (teorema 1.3),
f ~1(a) es una variedad. O

3.1. Integrales en S

Utilizaremos la férmula de la codrea para calcular ciertas integrales en S”. Numera-
remos las coordenadas de los vectores de R"*! con indices entre 0 y 7.

Lema 3.7 (Integrales en la esfera). Sea h € £ (S") una funcién diferenciable que solo de-
penda de la 1iltima coordenada, es decir, tal que h(xy, xy, ..., x,) = h(x,,). Entonces:

1 n/9—1~
fgnh =0, 4 f_l (1 — 22" i(x)dx, (3.17)

donde o, := u(S") es el volumen de la esfera como subvariedad de R*+1,

Demostracion. Sea f : S" — R la proyeccién en la componente n-ésima. Usaremos la
férmula de la co-drea con esta funcion. Para ello, tenemos que calcular su jacobiano
normal.

Para simplificar los cédlculos usaremos el lema 3.3. Sea G =~ SO(n) el subgrupo de
SO(n + 1) que fija el eje x,,. Tomamos I = G x {Idg}. Claramente, f es I-invariante y h es
G-invariante.

Podemos ver que S"/G = {[z] : z € [0,1]}, donde [z] = S" N {x,, = z}, ya que G fija
[z] y es transitivo en [z] (es el grupo de rotaciones de [z]).

Por el lema 3.3, necesitamos calcular el jacobiano normal solamente en los puntos

p, = V1 —z2¢y + ze,, con z € (—1,1). Podemos despreciar los polos porque son sélo 2
puntos y tienen medida 0.

Calcularemos ahora el jacobiano normal. Sea v = (v, ...,v,) € sz = (pz)l C R"*1,
Entonces

dpzf(v) =7,. (3.18)

Ahora obtenemos espacio horizontal H, en p,. Segn hemos calculado, ker(d, f) =
{v | v, = 0}. Intentaremos encontrar el complemento ortonormal. El nticleo de f tiene
dimensién n — 1, por lo que su complemento tiene dimensién 1. Los vectores {ei}?z_ll C
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3.1. Integrales en la esfera

T,s" = (p,)* forman una base del nicleo. Sea q, = —ze, + V1 — z2¢,,. Tenemos que
(qz,p2) = 0 (de modo que g, € T, R"), y g, es ortogonal a todos los vectores de la base
del ntcleo, luego H, = (g,).

Finalmente, calculamos el jacobiano normal.

NJ,_f = Idet(N],_flg )l = INJ,_f(g.)l = V1 —z2. (3.19)

Por la f6rmula de la coérea:

_ 1 _ 7 N |
[ (fxef_l(z) Nfoh(x)>—Le(_m)h(z)(1 2)72u (" (2). (3.20)

A continuacioén, estudiaremos las fibras de f. Sea z € N. Vemos que
ffla=s"n{x, =zt = {x ER" | |]x)? =1 - 2%} = V1 — 228", (3.21)

es decir, las fibras son las (1 — 1)-esferas de radio v1 — z2. Haciendo el cambio de varia-
ble por la homotecia de razén V1 — z2, vemos que y(f‘1 (z)) = (1 - zz)m_l)/2 y(S“‘l).
Introduciendo esto en la ecuacién anterior, obtenemos la férmula buscada. ]

Teorema 3.8 (Volumen de la esfera). Sea o, := u(S") el volumen de la esfera unidad. En-
tonces:

o, = (3.22)

Demostracion. Aplicamos lema 3.7 a la funcién constante 1.

o _ 1 n/2—1 _ 1 _ _ _ 1 n _ ﬁr(ﬂ)
0,:1 _2f0 (1—x2)"? gy = fo $1/2-1(1 — pyn/2 1dt_B<§,§> = @ (3.23)

donde se ha usado el cambio de variable x = /, B es la funcién beta y la integral esta
tabulada en [4, Ec. 5.12.1]:

T (a)T (b)

m . (3.24)

B (a,b) = jol =11 — Hb-1gt =

Demostramos el teorema por induccién. El caso n = 1, la longitud de la circunferencia
unidad es o; = 271. Suponemos que la férmula es cierta para o,,_;.

VAT (5)  oxi VAT (5)  2n%

= = = . 3.25
T TR () D .

O

Hemos representado esta funcién en figura 3.1.
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30| A
20| 2
b:
10 |- .
| | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16
n

Figura 3.1.: Volumen de la esfera n-dimensional. Representamos la continuacién anali-
tica de la funcién. Como vemos, esta funcién tiene un maximoenn =7y
luego tiende a 0 como e~ 108(M+O(),

Teorema 3.9 (Valor esperado de potencias del producto escalar en S").

idexd )

(B

[1{x, P = (3.26)

E§”

B (5
B (3

\/I\)

n
2

Demostracion. Vamos a calcular ahora el valor esperado de las potencias del producto
escalar entre dos vectores unitarios. Usando la simetria de la esfera y el teorema de
Fubini, podemos simplificar la integral.

1
E,, [t yl'] = sy =25 [, (], col@Pax)dy 327)

1 j
2 (x,y)ES"*S"

Nos fijamos en la integral interior. Sea R € SO(n) una rotacién tal que Ry = e,,. Haciendo
el cambio de variable z = Rx:

Pdx = T Pdx = Pdx = p
[ lwprdc= [ (RzyPdc=[ Kz RyPdc= [ __[ze)Pdx  (328)

De modo que ]Ex’yegn [, IP] = ]Ex’ye§n [|x,,[P]. Utilizamos el lema 3.7 y el cambio x =
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3.1. Integrales en la esfera

T T ‘ :
— =05
----0.25
37 1 h
% - 4
=
£ 2 N
% USRS
0] -
m\ -
| 1 |
g IR o
| | | ‘ |
n

Figura 3.2.: Promedio del producto escalar de dos vectores en S" elevado a una potencia
p. Se aprecia el comportamiento asintético de la funcién ]Ex,ye§n [1¢x, IPT ~

n~P/2 cuando n — o. El valor promedio del producto escalar entre dos vec-
tores tiende a 0 en dimensiones grandes. Intuitivamente, dos vectores esco-
gidos aleatoriamente de forma uniforme en una esfera de gran dimension
serdn casi ortogonales.

Vi para la siguiente cadena de igualdades,

1
Pl = Pl = — pd =
x,yIESH[Kx,y)I ] x,yIES”Hx”' ] o, fxesr'lx”| *

In-1 (Y _p,q _ 2yn/2-1 _

2= J -t =
Un-1 J‘lt%(l _t)n/z—ldt — (3.29)
o, Jo

o 2’2

an_lB(pH g> B(%3)
() s — A
]

Esta integral converge si Re(p) > —1. Estd representada para varios valores de p en
figura 3.2.

Teorema 3.10 (Potencial promedio).

B (L2, 1)
E_[lx—ylP]=2rt""1—2 22 (3.30)
e B(53)
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15| T
. - V2
N
B 1+ .
[
é
o
U% 051 |
=
[£a]

ol N

! ! | ‘ :

Figura 3.3.: Raiz p-ésima del promedio de las distancias de dos vectores en S" elevado
a una potencia p, representada para varios valores de p. Esta funcién tiende
a Y2 cuando n — oo con p constante. La interpretacién es igual que en el
caso anterior: los vectores son aproximadamente ortogonales y su distancia
tiende a \/E

Demostracion. De modo analogo al caso anterior, es posible argumentar usando la sime-
tria de la esfera que la distancia media entre dos vectores unitarios es igual a la distancia
media de un vector a otro dado, como e,,. Aplicamos el lema 3.7, teniendo en cuenta que

e = el = I + lle,|” = 2¢x, e,) = 2 = 2x,, (331)
tenemos:
x,y]gsn[”x —yIFl= xéESH[Hx —e,l’] = 2;7:12 fxeS" (1—x,)P?dx =
2ol f_ll (1—x)P21 —x*)"* ldx =
n
o 1 ptn
2’9/2;—;1 j_l (1—x)2 1A +x)"?ldx = (3.32)
ppn=1Tn=1 fl FT - gy =
Un
B
B(33)
donde se ha hecho el cambio 1 — x = 2¢. O

La integral converge si Re(p) > —n. La funcién esta representada en figura 3.3.
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3.2. Variedades de Stiefel

3.2. Variedades de Stiefel

La variedad de Stiefel V;.(R") (conk < n enteros) es el conjunto de k-tuplas de vectores
unitarios ortonormales en R”, con la estructura de subvariedad de Rk, Equivalente-
mente, podemos considerar que es el subconjunto de matrices reales M € ., (k) (R) tal
que M'M = [, donde [, € 4 (R) es la matriz identidad.

Sean M,N € , (k)(R). Denotaremos M| y (M, N) al producto y norma de Frobe-
nius, esto es el producto y la norma estdndar al considerar las matrices como vectores en
R". El conjunto de matrices simétricas y antisimétricas tendran la siguiente notacién:

Sym(R) := {M € M (R) | M" = M},

(3.33)
Asym, (R) := {M € M(R) | M" = —My}.

Proposicion 3.11 (Variedades de Stiefel). V;(R") es una variedad diferenciable. Ademds
TiVi(R") = Asym, (R) & M ,,_; x(R), y, por tanto, tiene dimension k(k — 1) /2 + (n — k)k.

Demostracion. Primero demostraremos que V. (R") es una variedad usando el lema 3.6.
Consideramos la aplicacién ¢ : #,,  (R) — SymR tal que M —» M'M, de modo que
Vi(R™) = ¢~ 1(Ip).

Veamos que si tomamos G = {gy; : M - UM | U € O(m)}, y I = G x {ldsypm, v},
estamos en las condiciones del lema.

Se comprueba inmediatamente que g;; es un difeomorfismo. Ademads, es isometria
(conserva la norma de Frobenius de las matrices por conservar la norma de cada co-
lumna). También se cumple que

(¢ 0 gu) (M) = (UM)™UM = M™ = ¢p(M), (3.34)

de modo que ¢ es I-invariante.

Ademds G = mr; (I) es transitivoen V. (R"), yaquesi O € V(R"), tomamos O" € O(n)
completando las columnas de O para formar una base ortonormal de R" y tenemos que
O = go (I,,4)- Por ultimo veremos que la diferencial es sobreyectiva (de este modo
podremos aplicar el lema) y calcularemos el espacio tangente.

Por el teorema del rango constante, ToV; (R") = kerdy¢. Calcularemos la deriva-
das direccionales de ¢ en [, € Vi (R"), que es la matriz identidad de dimensién k
completada con ceros.

SeaM € M, ;(R). Denotaremos M = M’ & M", entendiendo que M € ./ (R) es la
submatriz formada por las primeras k filas y M" € /4 n—kk(R), las filas restantes.

f(l]nxk + hM) _f(l]nxk)
h
_ lim (L + M) (1, p + BM) — T (3.35)
h—0 h
= l]kng + (l]kng)T = M, + M,T

Es claro que el diferencial es sobreyectivo (basta con tomar las imagenes de las
k(k + 1)/2 matrices que tienen un 1 en el tridngulo superior). También tenemos que

d"nxk¢(M) = }11118
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M € kerd, ¢(M) siy sélosi M’ es antisimétrica. El espacio de matrices antisimé-

tricas M’ tiene dimensién k(k — 1)/2, mientras no hay restriccion para la submatriz

M" € #M,_i(k), por lo que la dimension del espacio tangente es k(k — 1)/2 + (n — k)k.
O

Teorema 3.12 (Volumen de V. (R")). Denotando por on el volumen de la n-esfera unidad,
tenemnos:

k n
i-1 k(k=1)
u(Vi(R™) = H(Z 20, ) =2 1 Han_i (3.36)

Demostracion. Usaremos la siguiente aplicacion. Sea

f . Vk(Rn) bl Vk_l(Rn)

(3.37)
O~ Ounxk—l 7

es decir, f (O) es la submatriz que contiene todas las columnas salvo la tltima. En lugar
de aplicar directamente la férmula de la coarea, usaremos el corolario 3.5. Con ello,
obtendremos que:

HVR®RDN, f = p (Vi (R™) B (). (3.38)
Consideramos de nuevo los grupos de isometrias

G={gy: M- UM|UeOm)} CISOV,(R™)),

(3.39)
H={hy: M- UM |U e Om)} CISO(V,_;(R™)).

Utilizaremos el grupo I = {(gy, hyp) | U € O(n)} C ISO(V(R™)).

Las proyecciones de I son G y H, que en la demostracion de la proposicién anterior
comprobamos que son transitivas. Se comprueba inmediatamente f es I-invariante. Sea
O eV (R,

o—L s o1,

Igu l’““ (3.40)

uo s uor,,_,.
Por tanto cumplimos las hipétesis del corolario 3.5.
Calcularemos el jacobiano normal en [,,,,. Notamos que
d f:T Vi@R") - T"nx(k—l)Vk_l(Rn) (3.41)
M - Ml (3.42)

es la aplicacién que elimina la tltima columna de M. Consideramos la base ortonormal
AB de Tumka(R”) ~ Asym, (R) & ,(R) formada por dos clases de matrices B =

. . 1 . i . .
B URB". B = {6';}i<]‘gk con e’]l. = E(e]’. —e)y B = {¢}}j<k<i<n, donde ¢; es la base
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3.2. Variedades de Stiefel

canénica de ./, ;(R) formada por matrices con un 1 en la posicién (i,j) y 0 en el resto.
Graficamente:

1 i )i k
1 0 0 0
i o 0 1 0
yiol o j 0w =1 w0 w0
o2 :
v o 0 0 0
k+1 |0 0 0 0
. \0 0 0 0 (3.43)
1 i k
1 0 0
v o 0 0
i k1|0 0 0
] : :
i o 1 0
. \0 0 0

Llamamos f].i, f '; a los elementos de la base de T, Vi_1(R") correspondiente: & =

nxk—1
€' UE" . Procederemos a calcular la matriz de la diferencial en dichas bases ortonormales

(respecto al producto de Frobenius).
» En %', coni < j <k, distinguimos dos casos:
.. riN _ gri /
. S1]<k,dunxkf(e].) —fje%”.

* Sij=kd, f(e})= —% ¥ Recordamos que f* € €.
» Enel caso de ", conj < k < i, tenemos que
* Sij=kd; f(e)=0.

*Sij>kdy fle)=f €@
Por ello, tenemos que ker(dﬂnx ;f ) = ({e]i} k<i<n) (el resto de elementos tienen imagenes
linealmente independientes). Sea H = ker(dfldk)l = (By), con By = B\ {e]i(}k<i§n.
Observamos que la matriz D de la diferencial restringida al espacio horizontal H en

las bases %y; y € es diagonal, con —271/2 en las k — 1 entradas correspondientes a los
e';(, i < ky1en elresto. Con ello,

NJ, f=Idet(D)| =27 (3.44)
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El tnico ingrediente de la ecuacion (3.38) que falta es determinar las fibras de f. Ve-
mos que f 1 (I,_1) = S" ¥, son las matrices cuyas primeras k — 1 columnas son [,,,;_;
y la dltima columna u € R" es cualquier vector unitario ortogonal a las k — 1 colum-
nas anteriores, de modo que u!,...u*"! = 0. La proyeccién sobre las 1 — k + 1 tltimas
coordenadas nos da una isometria con S"*,

Tenemos ya la siguiente férmula inductiva:

u(Vi(R™)) = 25 (Vi1 (R™) 0 (3.45)

De esta formula, sigue la expresion del volumen de la variedad de Stiefl por induccién,
teniendo en cuenta que V; (R") = S"~!. La segunda expresién se obtiene a través de la
primera realizando la siguiente suma,

k
i—1 _ k(k—1)
,-; = (3.46)

d

3.3. Matrices de norma de Frobenius 1 y determinante 0.
Proposicién 3.13 (Matrices con norma de Frobienius 1y determinante 0). EI conjunto
L={Me My)R)|detM=0A M| =1} (3.47)

es una subvariedad de M ,(R) de dimension 2. Ademds, X es también el conjunto de matrices
con valores singulares 0 y 1.

Demostracion. Sea M € Y.y sean 0y < 0, sus valores singulares. Dado que det(M) = 0,
oq = 0. Como M| = 012 + (722 =1, entonces 0, = 1.

Veamos que es una variedad diferenciable utilizando el teorema del rango constante.
Consideramos la aplicacion

¢ My(R) — R?

) (3.48)
M - (IMllg*, det(M))
Entonces ¢~ 1(1,0) = . Veamos que d,;¢ es sobreyectivo para M € .
¢ (lz Z) = (@® + b% + ¢ + d?,ad — bo) (3.49)

Sea ¢; la base canénica con i € {1,2,3,4}, por filas (es decir, e, tiene 1 en la posi-
cién (1,2)). Comprobamos que el rango del diferencial del determinante es siempre 2.
Llamamos 9; = dp;¢(e;). Sea M € Z. Como det(M) = 0, podemos escribir

M= (g fg) (3.50)
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suponiendo que la primera columna sea no nula. No perdemos generalidad al no com-
probar este caso, ya que es equivalente al t = 0 cambiando el orden de las columnas (¢
es invariante ante esta transformacion, salvo por el signo).

Con esta notacién tenemos:

d, = (2u,tp),

0, = (2ta, —p),

03 = (28, —tu),

ds = (2tB, ),
det(dy,dy) = —2aB — 2t%ap,
det(d,, d5) = —2t%a® + 22,

(3.51)

El primer determinante tan solo se anulasi® = 0 6 B = 0. Sin pérdida de generalidad
suponemos &« = 0 (de nuevo, podriamos intercambiar el orden de las filas). Entonces
B # 0, para que M| = 1, por lo que el segundo determinante no se anula. Hemos
probado asi que el rango de d¢ es 2. ]

Teorema 3.14 (Volumen de X).
u(L) =272 (3.52)

Demostracion. Utilizando la descomposicién de valores singulares 3U, V € O(2) tal que
S = UJV"' con ] = diag(1,0), para cualquier S € X. Por ello, es natural considerar esta
aplicacion:

£:02)x02) » £

(U, vy — ujv~. (3:58)

Comprobemos que podemos aplicar el corolario 3.5. Sean U, V' € O(2) Consideramos
las siguientes isometrias:

Sy 1 02) x0(2) - O2) xO(2)

3.54
(X, Y) - (UX,YV), (359

h HO DY
e sy (3.55)

Consideramos el grupo I = {(g vy, iy vy) | (U, V) € O(2) x O(2)}. Veamos que se
cumplen las hipétesis del corolario 3.5.

= 771 (I) es transitivo. Para cualquier (U, V) € O(2) x O(2), (U, V) = gy, vy, D).

= 77,(I) es transitivo por el teorema de descomposicién en valores singulares que
explicamos anteriormente.
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= fes [-invariante como mostramos en el siguiente diagrama:

X,Y) —L XY

l&u,V) lh(u,v) (3.56)

ux,vy) IL> UxXjvy)y..

Aplicando el corolario 3.5, obtenemos:
u(Z) = NJ g f(O@))?/ u(f (). (3.57)

Comenzaremos con y (O(2)). Recordamos que O(2) = VZ([RZ). Como calculamos en

el teorema 3.12,
1
#(OQ2)) =2 x2 2w =2527, (3.58)
A continuacién, calcularemos p (f (). Sea (U, V) € u(f ~1(J)). Denotamos u;, v; a
las componentes de las matrices.
ul ol ulo? 10
U]VT:<]211 ) )z( ) (3.59)
ujv; Uy 0 0
Esto implica que los vectores columna u; = v; = (+1,0). Una vez elegido u; y v; hay 2
opciones para u, y 2 para v,: (0, +1), ya que tienen que ser unitarios y ortogonales a
uy,v;. Porello, u(f~1(J)) = #(f~1(J)) = 2° = 8.

Por ultimo, calcularemos el jacobiano normal. Para ello, hallaremos diferencial de f.
Sea Ty vy O(2) xO(2) = T;; O2) & Ty, O(2). Como demostramos en el apartado de las
variedades de Stiefel, el espacio tangente de la variedad de matrices ortogonales son las
matrices antisimétricas. Por tanto una base de T(U’V) O2)x0(2) es {(M,0), (0,M)}, con

MZ%(E (1))

Calculando la diferencial obtenemos:

0y =dyp¢pM,0) =M] = % (_01 8)
10 -1 (3.60)
dy =dpp(0,M) = M" = E (0 0 )
A partir de esto, podemos calcular la métrica:
o=
8ij = (9;, 9))p = {(2) Pt (3.61)

Por lo tanto,

w1
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Introduciendo todos los célculos en ecuacion (3.57), obtenemos:

u(L) = %(25/271)2/8 =272, (3.63)
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A. La formula de la coarea de Federer

En esta seccién presentamos la férmula de la codrea en el contexto original del articulo
de Federer [5]. En dicha férmula, no se integra sobre variedades diferenciables, si no
sobre subconjuntos de R". El teorema del embebimiento de Nash [13] nos garantiza que
para toda variedad riemanniana M de dimensién 7 existe un embebimiento isométrico
1 : M - RN con N suficientemente grande (segtn el articulo original, es suficiente
N > n(n + 1)(3n + 11) /2), por tanto trabajar en subconjuntos de R" es mds general, en
este sentido, que trabajar con variedades riemannianas. En esta discusién utilizaremos
el libro [6] y el mds elemental [11].

Para nuestros propoésitos, la medida de Lebesgue en R" (que denotaremos u" en este
capitulo) no es suficiente, ya que solo permite trabajar con con objetos n-dimensionales,
lo cual excluye muchos de los conjuntos més elementales. Necesitamos una medida que
permita asignar un volumen a objetos k-dimensionales, con 0 < k < n. Esto es posible
hacerlo incluso en el caso en que k no sea un entero. Una posibilidad es usar la medida de
Hausdorff #* que definimos a continuacién. Para obtener més informacién y encontrar
demostraciones de los resultados que enunciaremos a continuacién, puede leerse [11,
cap. 2].

Debido a que conceptualmente es més sencillo, supondremos que n = 3y A C R% es
una superficie. Para aproximar la superficie de A, podriamos cubrir A eficientemente con
conjuntos S;. Si dichos conjuntos son bolas suficientemente pequefias, podriamos apro-
ximar la superficie de ANS; por (xzrl.z, donde «; = es el volumen de la bola n-dimensional
de radio 1y r; es el radio de S;. Generalizando este razonamiento, consideraremos con-
juntos S; C R" y recordamos que el didmetro de un conjunto se define de la siguiente
manera:

diam(A) := sup [x —yll. (A1)
x,yeA
Entonces, d
iam(S;) \™
k T . ]
7*(4) = lim Aéﬁfs, Z"‘m(—z ) . (A2)
diam5j<§ J

Esta férmula es vélida también cuando k no es entero (aunque no serd necesario para
nosotros) utilizando la continuacién analitica de «;:

7.[k/2

T2+ 1)

Dichos factores no son imprescindibles (son sélo un factor constante), pero se utilizan
para coincidir con las medidas habituales. Si k € N, # k coincide con la medida de
Lebesgue de las subvariedades riemannianas k-dimensionales, y sik = n, " = Z".

Xy (A3)
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Esta medida nos permite definir la dimensién de un conjunto de la siguiente manera,

dim(A) = sup{k | Z*(A)). (A.4)
k>0

Diremos que A es un fractal si dim(A) & N.

Trabajando en este contexto, también podemos permitirnos trabajar con funciones
mas generales que las funciones diferenciables. Para que la férmula de la coédrea tenga
sentido, no necesitamos que la diferencial de la funcién esté definida en todo punto ya
que podemos despreciar un conjunto de medida 0.

Recordamos que una funcién f : R™ — R es Lipschitz si existe C > 0 tal que para
todo x,y € R", |[f(x) — f()ll < Clix — yll. Su uso en la férmula de la codrea queda
justificado por el siguiente teorema [6, tma. 3.1.6]

Teorema A.1 (Rademacher). Sif : R™ — R" es Lipscitz, entonces f es diferenciable en u™-
casi todo punto.

Finalmente estamos en disposicién de enunciar la férmula de la codrea original (ver [6,
tma. 3.2.12] 6 [5, tma. 3.1]),

Teorema A.2 (Férmula de la codrea). Sea f : R™ — R Lipschitz y sea h € L1 (R™).
Entonces,

jxeRm h(x) NJ, fd u™ h(x)de™"d " . (A5)

N fye[R” fxef’l(y)

Donde las integrales anteriores estdn bien definidas (salvo la integral interior, que puede no estarlo
en un conjunto de medida nula).
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B. Notacion

Sean X e Y espacios topolégicos, V un espacio vectorial de dimensiénm, f : X - Yy
sean M y N variedades de dimensién m y n, respectivamente. Sea x € M.

A continuacién presentamos una lista no exhaustiva de la notacién que se utiliza ha-
bitualmente en el trabajo:

C Contenido de conjuntos.
C Contenido estricto de conjuntos.
#(X) Cardinal de un conjunto.
Cl(A) Clausura topolégica del conjunto A C X.
suppf := CI(f~1({0})). Soporte de f : X — Y.
Idyx Aplicacién identidad en X.
%P (M,N) Funciones de M en N que son p veces diferenciables con continuidad (definicién 1.2).

‘gf (M,N) Funciones de M en N que son p veces diferenciables con continuidad en un entorno
de x (definicién 1.2).

@/ (M,N) Funciones p veces diferenciables con continuidad y con soporte compacto (defini-
cién 1.2).

&P (K, M)N Funciones p veces diferenciables con continuidad y con soporte en K C M. (defi-
nicion 1.2).

EE M) = EFM,R).
DIF(M) Grupo de difeomorfismos de M.
ISO(M) Grupo de funciones € (M, M) que son isometrias de M (definicién 1.14).
d,f Diferencial de f en x (definicién 1.5).
f* Pullback por f de un campo de tensores (def inicin 1.15).
AX¥(V) k-tensores alternadas sobre V (definicién 1.10).
OF(M) k-formas diferenciales sobre M (definicién 1.12).

IA™|(V) densidades alternadas sobre V (definicion 1.22).
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1™ (M)
LHM)
&?-funcional
On

M 1,1 (R)
M, (R)
D
nxk
Sym,, (R)
Asym_(R)
V, (R")
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formas densidad sobre V (definicién 1.22).

Funciones medibles ¢ : M — (—co, o) tal que [,,[¢pl < oo, (definicién 1.18).
Definicién 1.19.

:= u(S;}) Volumen de la esfera.

Matrices n x k sobre el anillo R.

= My 4 (R).

Matriz identidad de dimension k.

Matriz identidad completada con ceros de dimensién n x k.
Matrices simétricas de dimensién n.

Matrices antisimétricas de dimensién n.

Variedad de Stiefel.

Matrices de norma de Frobenius 1 y determinante 0.
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