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2 INDICE GENERAL

Resumen:

El objetivo de este trabajo es enunciar y demostrar un Teorema que fue
inicialmente probado por Richard Dedekind. Este Teorema determina la des-
composicion de cualquier primo racional en un cuerpo de numeros cuyo anillo
de enteros sea una extensién simple de Z. Para la elaboracion y comprension de
su demostracién ha sido necesario realizar un amplio estudio de la estructura y
de las propiedades de los anillos de enteros algebraicos y de sus ideales.

Palabras clave: Dedekind, Entero, Algebraico, Factorizacién

Abstract:

In this work, we proof a theorem that was initially proven by Richard Dede-
kind. This theorem shows the decomposition of any rational prime in a number
field whose ring of integers is a simple extension of Z. To proof and unders-
tand this Dedekind’s Theorem, it has been necessary to study the structure and
properties of the rings of algebraic integers as well as those of their ideals.

Key words: Dedekind, Integer, Algebraic, Factorization



Introduccion

El objetivo de este trabajo es demostrar el Teorema 4.1.1. Se trata de un
resultado probado por Richard Dedekind que determina la descomposicion de
cualquier primo racional en un cuerpo de numeros cuyo anillo de enteros sea
una extensién simple de Z.

Precediendo a la demostraciéon del teorema anterior, se incluyen todos los
conceptos y resultados que son necesarios para su comprensién. Estos concep-
tos y resultados han sido obtenidos de distintas fuentes, siendo las principales:
Stewart [1] y Marcus [3]. Ademds, se han incluido referencias a los “Vorlesun-
gen lber Zahlentheorie” originales de Dedekind y Dirichlet, en los cuales se
desarroll6 la teorfa de ideales por primera vez [5] [6] [7].

En el Capitulo 1 se realiza una introduccién historica a la Teoria de Ideales,
indicando su motivacion y sus autores.

En el Capitulo 2 se introduce el concepto de anillo de enteros y otros concep-
tos relacionados con éste como la norma, la traza o el discriminante. Ademas, se
estudia la estructura aditiva de estos anillos y se da un algoritmo que permitira
el calculo de las bases enteras. Al final de este capitulo, se calculan y obtienen
las bases enteras de los cuerpos cuadraticos y ciclotémicos para probar que sus
anillos de enteros son extensiones simples de Z, por lo que podremos aplicarles
el Teorema 4.1.1.

En el Capitulo 3 se realiza un estudio sobre la factorizacion en los anillos de
enteros. En primer lugar, se comprueba que la unicidad de la factorizacién en
irreducibles de los elementos del anillo no se da siempre. Sin embargo, veremos
en el Teorema 3.2.4 que los ideales de los anillos de enteros factorizan de forma
unica como producto de ideales primos. Ademas, probaremos en el Teorema 3.3.4
que cada ideal puede ser generado a lo sumo por dos elementos. En el Teorema
3.3.5, obtendremos que las condiciones de DIP y DFU son equivalentes en los
anillos de enteros.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 se probard el Teorema 4.1.1 acompanado de
algunos ejemplos.






Capitulo 1

Historia

1.1. La teoria de ideales

Se llama ideal a de un anillo conmutativo R a un subconjunto de R tal que
(a,+) es subgrupo de (R,+) y ra € a, Va € a, Vr € R.

Este concepto fue introducido por el matemético aleman Ernst Kummer en
1844 mientras intentaba demostrar el tltimo Teorema de Fermat. Observé que
para los elementos de los anillos de enteros falla la propiedad de factorizacion
lnica en irreducibles. En concreto, Kummer comprobé que la propiedad anterior
fallaba en el anillo de enteros Z[w] del vigésimo tercer cuerpo ciclotémico Q(w).
Para solucionar el problema de la factorizacion tnica en irreducibles, Kummer
introdujo lo que llamoé nimeros ideales, que eran factores que se introducian en
un anillo R cuando un elemento r € R no cumplia la propiedad de la factoriza-
cién tnica. De esta forma, se obtenfa un anillo ' 2 R de modo que el elemento
r podia factorizarse de forma tnica en irreducibles en el anillo R’. Su trabajo
fue fundamental para el desarrollo de las matemaéticas durante muchos anos y
su concepto de ideal fue la base para toda la teoria de anillos e ideales tal y
como se conoce hoy.

Usando las ideas de Kummer y lo aprendido de Dirichlet, Dedekind elaboré
la teoria de ideales. Richard Dedekind era estudiante de Carl Friedrich Gauss
en la Universidad de Gotinga; cuando este dltimo murié a principios de 1855,
su puesto fue ocupado por Peter Gustav Lejeune Dirichlet que venia de la Uni-
versidad de Berlin, el cual impartié una serie de cursos de Teoria de Niimeros a
los que asisti6 Dedekind.

Dedekind edit6 las lecciones de Dirichlet sobre Teoria de Numeros y las
publicé en 1863 con el titulo “Vorlesungen tiber Zahlentheorie”[5]. Dedekind
elaboré 3 entregas més de “Vorlesungen iiber Zahlentheorie”, las cuales fueron
publicadas en los afnos 1871 (2% edicién con los suplementos del I al X, [6], [10]),
1879 (3 edicién con el suplemento XI) y 1894 (4* edicién [7] ) respectivamente.
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1.1. LA TEORIA DE IDEALES )

En las dos ultimas fue donde aparece la Teoria de Ideales préacticamente
como hoy la conocemos; sin embargo, en estos textos no aparecia el término
de anillo, ya que éste fue introducido posteriormente por el matematico David
Hilbert como generalizacién tanto de los dominios de Dedekind como de los
anillos de polinomios.



Capitulo 2

Anillos de Enteros
Algebraicos

Se llama cuerpo de nimeros a cualquier cuerpo K que sea extension finita
de Q. El bien conocido Teorema del Elemento Primitivo afirma que cualquier
cuerpo de numeros es una extensién simple de Q.

2.1. Enteros Algebraicos

Definicién 2.1.1 Un ndmero complejo a es entero algebraico si y solo si existe
un polinomio ménico f(z) con coeficientes enteros tal que f(a) = 0.

Por ejemplo, tenemos que a = /5 es un entero algebraico, ya que a® — 5 = 0;
y que 0 = %(1 ++/5) es también un entero algebraico, ya que #2 — 6 — 1 = 0.

Cabe destacar, que en la definicién de entero algebraico, no se requiere que
el polinomio f(z) sea irreducible en Q[z]. Sin embargo, es cierto que cada en-
tero algebraico es raiz de algin polinomio monico con coeficientes enteros e
irreducible en Q|x].

Normalmente, para distinguir a los enteros algebraicos de los elementos de
7, estos tultimos se suelen llamar enteros racionales.

Corolario 2.1.1 Los enteros algebraicos de Q son los numeros enteros.

Dem: Sea a € Q un entero algebraico. Podemos escribir a = ™ donde m,n
son enteros racionales coprimos, con n > 0. Entonces existe un polinomio ménico

f(x):xk—l—ak,l-xk_l—i—...—i—ao

con ag,...,ar_1 € Z tal que
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m m. .
fla)=(=)4ar1 - (=) 14+, .. +a=0
n n
Multiplicando la ecuacién anterior por n*, tenemos

mkz—ak_l -mk_1~n—...—a0-nk
lo que implica que n|mk. Pero, como m y n son coprimos, se tiene que n = 1,
y por lo tanto o = m € Z.

Teorema 2.1.1 Sea a un entero algebraico y f(x) un polinomio mdnico en Z[x|
de grado minimo teniendo a o como raiz. Entonces f(x) es irreducible en Qx|
y es, por tanto, el polinomio minimo de o sobre Q.

Dem: Supongamos que f(x) no es irreducible en Q[z], esto es, Jg(z), h(x) €
Q[z] con grado(g(z)), grado(h(x)) > 0, tal que f(z) = g(z)h(z). Sea n el menor
entero positivo tal que n - g(xz) € Zlz] y m el menor entero positivo tal que
m - h(z) € Z[z]. La minimalidad de n y m nos aseguran que n - g(z) y m - h(z)
son primitivos.

Si nm > 1y p es cualquier primo divisor de nm, al reducir coeficientes
moédulo p en la ecuacién nm - f(z) = (n - g(x))(m - h(x)), tenemos que 0 =
(n-g(x)) (m- h(z)) en Z,[x]. Como Zy[z] es un dominio de integridad, debe ser
n-g(x) =00 m-h(z) = 0. Por ello, p divide a todos los coeficientes de n - g(x)
0 a todos los coeficientes de m - h(z), pero esto es imposible ya que n - g(x) y

m - h(x) son primitivos.

Por lo tanto, ha de ser n = m = 1y g(z), h(z) € Zlz]. Como « es raiz de
alguno de los dos polinomios anteriores y ambos tienen grado menor que f(x),
se llega a una contradiccion.

Teorema 2.1.2 Sea K un cuerpo de niumeros.

1. Para cada o € K existe b € 7 tal que ba es un entero algebraico. En
particular, K = Q(«) para algin entero algebraico a € K.

2. Para cada base {aq,...,a,} de K/Q existen enteros ci,...,c, de forma
que {ciay, ..., cpan} es una base de K/Q formada por enteros algebraicos.

Dem:

1. Seaa € Ky f(xr)=2"+ap_1-2¥ 1 4+... 4+ a1 -2+ ag el polinomio minimo
de a sobre Q. Escribimos cada uno de los coeficientes a; € Q de la forma

a; = % con b;,b € Z y obtenemos

bkil.a .
b ) b

of +
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Multiplicando por b, llegamos a que

b-af+bp_-a" . +batby=0

Tenemos que fi(z) =b-a% +bp_1-2¥ 14+ ... 4+ by -2+ by € Z[z] se anula
en «, por lo que

g(x) = bF 1 fi (@) = bPakpbF gy L b b a6 by € Z[a]
y g(a) = 0. Por lo tanto, ba es raiz del polinomio ménico
glx)y=af $bp_ a2 b bR g

y ba es un entero algebraico.

Para probar la segunda afirmacién, basta aplicar este resultado a un ele-
mento primitivo « de la extensién K/Q.

2. Si{ai,...,a,} es base de K/Q, es obvio que {ci1a1,...,cpa,} es también
base para cualquier colecciéon de enteros no nulos cy,...,c,. Por el apar-
tado previo, tenemos que los enteros cy,...,c, pueden elegirse de forma
que {ciaq,...,chan} sean enteros algebraicos.

El conjunto de enteros algebraicos de cualquier cuerpo de ntimeros tiene
estructura de anillo. Para probarlo, seran necesarias nuevas caracterizaciones de
los enteros algebraicos.

Teorema 2.1.3 Si a € C, son equivalentes
1. « es entero algebraico.
2. El grupo aditivo Z[a] = (a'/i = 0,1,2,...) es finitamente generado.

3. a pertenece a algun subanillo de C cuyo grupo aditivo es finitamente ge-
nerado.

4. A C A para algiun subgrupo aditivo finitamente generado y no nulo de C.

Dem: (1) = (2): Si « es un entero algebraico, entonces para algin n tenemos
que
A"+ a1 . 4ag=0

con a; € Z. Por lo tanto,

A" =—ap_1-a" = —aeG=(1,a,...,a" ")

Sim>nyam™eG, cona™=b,_1-a" "4 ...4+ by a+ by, entonces

™ =b, 1 ca" .. b i+ by a=
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:bn,l-(—an,l-a"_l—...—a0)+...+b1~a2+b0-a€G

Por lo tanto, o™ € (1, a,a?,...,a" 1), Vm > 0y Z[a] = (1, o, a2, ..., a""1).

(2) = (3) = (4) : Trivial.

(4) = (1) : Sea A un subgrupo aditivo no nulo de C generado por vy, ..., v,
tal que @A C A. Si expresamos cada «-v; (i = 1,...,n) como combinacién lineal
de vq,...,v, con coeficientes en Z, se tiene

n
Q- v = E bij-vj con bijEZ
Jj=1

La expresion anterior, nos lleva a un sistema homogéneo de ecuaciones con
incégnitas v; de la forma:
(b11—a)-vl—i-blg-vg—i—...—i-bln-vn:O
b21~v1+(b22—a)-v2—|—...+b1n~vn:0

bnl‘U1+bn2'U2+---+(bnn*a)'vn:O

Como existe una solucién no trivial vy, ..., v, € C, se tiene que el determi-
nante
bin—a  bio bin
b21 b22 — b2n
bnl bn2 bnn -«

es cero. Al expandir el determinante, podemos ver que « es raiz de un poli-
nomio ménico de grado n con coeficientes en Z.

Teorema 2.1.4 El conjunto de enteros algebraicos de cualquier cuerpo de niume-
ros es un anillo.

Dem: Supongamos que 'y 3 son dos enteros algebraicos, tenemos que probar
que —a, o+ By « - son también enteros algebraicos.

Como « y (8 son enteros algebraicos, por el segundo apartado del Teorema
2.1.3, tenemos que los grupos aditivos Z[«|, Z[§] son finitamente generados.
Si i, ..., U, generan Zla] y vi,...,v, generan Z[A], entonces Z[a, 8] = (aF -
B/ k,l=0,1,...) estd generado por {u; -vj/i =1,...,m; j =1,...n}. Por lo
tanto, como todas las potencias de a+ 3, «- 8 estan en un subgrupo finitamente
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generado de C, usando el Teorema 2.1.3, podemos concluir que o+ 3y a- 3 son
enteros algebraicos.

Como —1 es entero algebraico, usando lo anterior, es obvio que —« serd un
entero algebraico.

Denotaremos por B = {& € C/« es entero algebraico} al anillo formado por
todos los enteros algebraicos.

Teorema 2.1.5 Sea « un numero complejo que es raiz de un polinomio monico
cuyos coeficientes son enteros algebraicos. Entonces, a es un entero algebraico.

Dem: Supongamos que
Q"+ a™ T by =0

con 1/}07 LR 1/}77,—1 € 5.

Vamos a probar que el subanillo ¥ de B generado por «, ¢y, ..., ¥y—1, ¥ =
Zla, Yo, - . ., Pn—1], es un subgrupo aditivo finitamente generado. Sabemos que
U estd generado como grupo por todos los elementos de la forma

k., ko, k K
R Rty

donde k, kg, ..., ky,—1 son enteros no negativos.

Para cada i = 1,...,n — 1, se tiene que ¥; € B y entonces por el se-
gundo apartado del Teorema 2.1.3, existe un entero n; > 0 tal que ¢! €
(1,¢;,...,90"), vt e N.

Por ser o = —,_1-a™ 1 —... =11 -a—1)g, se cumple que para cada entero

L Kne
t >0, o’ es combinacién lineal de elementos de la forma a”yfoyr .. it

con 7 < n. Por lo tanto, todo elemento de la forma ooyt ~--¢:Tll

k,kg,...,k,_1 enteros no negativos, es combinacion lineal de elementos

con

n—1
a" Pl

conr; <n;parat=0,...,nyr<n.
En conclusién, ¥ estd generado por

{a" 0 .3 i < mgyr < n}

Ahora, aplicando el tercer apartado del Teorema 2.1.3 obtenemos que « es
entero algebraico.
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2.2. Inclusiones en C

Sea K un cuerpo de ntimeros de grado n sobre Q. Es bien conocido que hay
exactamente n inclusiones de K en C, las cuales pueden ser descritas facilmente
teniendo en cuenta que K = Q(«) para algin elemento primitivo a de la ex-
tensién K/Q y observando que cada una de éstas aplica a en alguno de sus n
conjugados sobre Q.

Teorema 2.2.1 Sean K, L dos cuerpos de nimeros tales que K C L. Entonces,
cada inclusion de K en C se extiende a exactamente [L : K| inclusiones de L
en C.

Dem: Como K y L son cuerpos de nimeros, usando el Teorema del Elemento
Primitivo podemos escribir K = Q(«a) y L = K(8), con g ¢ K.

Para cada uno de los conjugados «; de a sobre QQ existe un isomorfismo
0 Qo) = Q(y) tal que o;(cr) = ;. De igual forma, para cada conjugado 3;
de 8 sobre K, existe un isomorfismo 7; : K(8) — K(8;) tal que 7;(8) = 8; ¥
existen, por tanto, [L : K] inclusiones de L en C que dejan fijo cada elemento
de K.

Normalmente, se trabaja con los automorfismos de un cuerpo en lugar de
hacerlo con inclusiones en C, ya que los primeros se pueden componer. Un
truco habitual para reemplazar inclusiones de un cuerpo de nimeros K en C
por automorfismos es extender estas inclusiones a automorfismos de la clausura
normal L de K/Q; asi, cada inclusién de K en C se extiende a [L : K] inclusiones
de L, y como L/Q es normal, todas ellas serdn automorfismos de L.

2.3. Traza y Norma

Sea K un cuerpo de nimeros. Vamos a definir dos funciones, a las que
llamaremos T (traza) y N (norma) en K de la siguiente forma:

Sean o1, ...,0, las inclusiones de K en C, donde [K : Q] = n. Para cada
a € K, se tiene

T(a) = o(a)+...+0on(a)
N(a) = o1(@)...on()

Es claro que T(«) y N(«) dependen tanto de o como de K. Por ejemplo, si
K =Q(\3), L =Q(v/3) y a =+/3 se cample que Ng(a) = -3y Np(a) = 9.
Por ello, cuando trabajemos con més de un cuerpo, escribiremos Tk («), N ()
para evitar confusiones.
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A partir de la definicidn, es claro que T'(a+f) = T'(a)+T(8) vy que N(a-f5) =
N(a) - N(p) para cada par de elementos «, € K. Ademds, se tiene que para
cadar € Q, T(r) =n-r, N(r) =r". Por lo tanto, también se cumplird:

T(r-a)=r-T(a) N@-a)=r"-N(a) VreQ, Vae K

A continuacién, vamos a definir otras férmulas para la traza y la norma que
nos ayudardn a demostrar que estas funciones toman siempre valores racionales.

Teorema 2.3.1 Sea a € K con [K : Q] =n, [Q(a) : Q] =d y t(a),n(a), res-
pectivamente, la suma y el producto de los d conjugados de o sobre Q. Entonces,
T(a) = [K:Q()]-t(a)

N(@) = (n(a)<e)

Dem: Tenemos que t(a) = Ty (a) y n(a) = Ng(a) ().

Teniendo en cuenta que cada inclusién de Q(«) en C se extiende exactamente

a 2 =[K : Q(«a)] inclusiones de K en C resultan las férmulas del enunciado.

n
d

Corolario 2.3.1 T(a),N(«a) € Q.

Dem: Por el teorema anterior, basta ver que t(«) y n(«) son racionales. Esto

es claro ya que —t(a) es el coeficiente que acompaifia a x%~! en el polinomio

minimo de « sobre Q y £n(«) su término independiente.

Si a es entero algebraico, su polinomio minimo sobre Q tiene coeficientes
enteros, de lo que resulta que

Corolario 2.3.2 Si « es entero algebraico, T(a) y N(«) son nimeros enteros.

2.4. El discriminante de una n-tupla

Sea K un cuerpo de numeros tal que [K : Q] = n y sean oy,...,0, las
inclusiones de K en C. Para cada n-tupla de elementos aq, ..., «, se define su
discriminante por

disc(ay, ... an) = |(oi(a;))[?

donde (o;(c;)) representa la matriz cuyo elemento (4, j) es o;(¢;)

01(0&1) e Ul(Oén)
(0ia;)) = : :
on(a1) ... oplay)

Cabe descatar, que al estar el determinante elevado al cuadrado, es indepen-
diente de la ordenacién elegida para los o; y «;.
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En la seccién anterior, hemos probado que si o € B, su traza y su norma
son numeros enteros. El siguiente resultado prueba que sucede lo mismo con el
discriminante.

Teorema 2.4.1 disc(aq, ..., o) = |T(vay)]

Dem: Sea M = (0;(c;)).

o1(aq) ... onlay) oi(ar) ... o1(an)

o1(an) ... oplay) on(ar) ... oplay)

= (o1(iaj) + ... + on(aia))) = (T(uiay))

Como el determinante de una matriz y su traspuesta es el mismo, se tiene
2 .
que |M|? = |T(aqa5)| = disc(a, ..., an).

Corolario 2.4.1 disc(aq,...,a,) € Q. Sipara cadai =1,...,n, a; es entero
algebraico, disc(aq, ..., ap) € Z.

Ejemplo 2.4.1 Calcular disc(1,v/2,V/7,/14) en Q(v/2,V/7).

1 v2 V7T V4
| lr vE VR V| .
disc(1,V2,V7,V/14) = L VB VF il | 24 =501T6
1 -2 V7T V14
También, podriamos hacer
T(1) TK2)  TH7) T(V14) 40 0 0
T(V2) T2 T(WH) TEVD) | _|0 8 0 0|_ .
T(V7) T(V14) T(7) T(7-v/2)| |0 0 28 0]
T(V14) T2 -V7) T(7-V2) T(14) 00 0 56
El discriminante nos ayuda a determinar si aq, ..., a, son linealmente inde-
pendientes sobre Q.
Teorema 2.4.2 disc(aq,...,an) =0< ay,...,q, son linealmente dependien-

tes sobre Q.
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Dem: Los a,...,a, son linealmente dependientes sobre Q si y sélo si lo son
las columnas de la matriz M = (0;(c;)) ya que

o1(ay) o1(ay) 0
qgr-o1+...+tqn-an=05¢q - : +...FGn- : =
On (al) Un(an) 0
Notese que las aplicaciones o1, ..., 0, no modifican a los elementos del cuer-

po base Q.

A continuacién, daremos un resultado que relaciona los discriminantes de
dos bases distintas de un cuerpo de nimeros K.

Teorema 2.4.3 Sea K un cuerpo de nimeros, y sean {aq,...,an}t y{B1,-.-,Bn}
dos bases distintas de K/Q, se cumple que

disc(Bi, ..., Bn) = |APPdisc(ay, . .., o)

siendo A = (r;i;) la matriz de cambio de base B; = > 7| r'jk - Q.

Dem: Paracadai,j=1,...,n, se tiene
n O'i(()él)
ai(B;) = D k- oaar) = (rj1,- - i) -
k=1 i (o)
Por lo tanto, para cada j € {1,...,n} se tiene
o1(ar) ... op(aq)
(01(Bj)s -+, 0n(B)) = (11, -+ s Tjn) -
o1(an) .. oplay)
y entonces
0‘1(ﬂ1> O’n(ﬁl) 11 T1in 0'1(0[1) O'n(Oél)
01(Bn) .. on(Bn) Tnl -+ Tnn o1(an) ... op(ay)

Tomando determinantes y elevando al cuadrado se obtiene la expresién bus-
cada.

Cuando la base estd formada por potencias de un tnico elemento, podemos
obtener una expresion para el discriminante relativamente sencilla.
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Teorema 2.4.4 Si K =Q(«a) con [K : Q] =n yay,...,a, son los conjugados
de o sobre Q

disc(1,a,...,a" 1) = H (a5 — ap)® = £Ni(f' ()

1<r<s<n

siendo f(x) el polinomio minimo de a sobre Q.

Dem:
= Primera igualdad. Si @ = a4, ..., a, son los conjugados de «, se ordenan
los o1, ...,0, de forma que o;(«) = «; para i = 1,...,n. Entonces, para
la base {1,a,...,a" 1} se tiene

on(1) on(@) ... on(an ) 1 an ... an-!

que es una matriz de Vandermonde, cuyo determinante estd dado por
|M| = H (a5 — o)
1<r<s<n
Por lo tanto, disc(l,qa,...,a" 1) = |M|? = [[icrcocnlas — a)?.

= Segunda igualdad. En primer lugar, observar que

H(as —a) =+ H(as —a)

r<s r#S
donde el segundo producto se toma sobre los n - (n — 1) pares (r,s) con

r £ s.

Por otra parte, f(2) = (z—an)(T—as) ... (t—an) y £'(x) = Sy [T, pila
;). Entonces, para cada s = 1,...,nes f'(a,) = [[, 14 (s —ar).

Como Ni (f'(a)) = Tlizy os(f/(@)) = Ty f/(0s()) = TImy (F(es))

resulta que

NK(f/(a)) = H(f/(as)) = H H(as - ar) = H(as - ar)

s=1 s=1r#s r#s

Por lo tanto, [], . (s — ar)* = £Ng(f'(a)).
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2.5. Estructura aditiva de un anillo de enteros

Sea K un cuerpo de nimeros con [K : Q] = n. Denotaremos por ® = BN K
al anillo de enteros algebraicos de K. Usaremos el discriminante para determinar
la estructura de ® como grupo aditivo. En concreto, probaremos que © es un
grupo abeliano libre de rango n, esto es, existen elementos ay,...,a, € ® de
forma que cada elemento o € ® se puede expresar de forma unica en la forma
a=a -1+ ...+ a, o, con ay,...,a, € Z, lo que se resume diciendo que
ai,...,q, forman una Z-base de D.

Definicién 2.5.1 Se llama base entera de K a cualquier Z-base de ® = BNK.

Proposicién 2.5.1 Toda base entera de K es una base de K/Q, y tiene por
tanto n = [K : Q] elementos.

Dem: Sea ay,...,qa, una base entera de K y a € K. Por el Teorema 2.1.2,
para cada a € K existe c € Z tal que ¢-a € ©. Por tanto, c-a=ay a1 +...+
Ap*Qp CON AL, ..., 0p €ELYy =" a1 +...+ 2 qaycon %, ... % Q. Por
lo tanto, aq,...,a, generan K como Q-espacio vectorial.

Conviene destacar, que es imposible que exista una combinacién lineal g; -
a1+ ...+ Gn - a, = 0 con los ¢; € Q no todos nulos, ya que al quitar los
denominadores obtendriamos una combinacién lineal nula de los aq, ..., a, con
coeficientes enteros, lo que va en contra de las propiedades de una Z-base.

Sin embargo, no cualquier base de K/Q formada por enteros algebraicos

es una base entera. Por ejemplo, K = Q(v/13), {1,v/13} es una base de K/Q

formada por enteros algebraicos, pero no es una base entera ya que HT 13 ¢

@z‘BOK(esraizdexzf:ﬂf?))y%¢Z[m]:{a+b'\/ﬁ/a,b62}.

Lo anterior muestra la necesidad de demostrar la existencia de bases enteras
en cada cuerpo de nuimeros.

Teorema 2.5.1 Todo cuerpo de nimeros posee una base entera. Por lo tanto,
el anillo de enteros © de K es un grupo abeliano libre de rango n = [K : Q] y
cualquier subgrupo G de ® es abeliano libre con rango < n.

Dem: Sabemos que K puede expresarse como K = Q(a) con « entero alge-
braico. Sin =[K : Q], {1,«,...,a™} es una base de K/Q formada por enteros
algebraicos y cuyo discriminante es un nimero entero por el Corolario 2.4.1. Es-
cogemos ahora entre todas las bases de K/Q formadas por enteros algebraicos
una {f1,...,Bn} tal que |disc(f5,. .., Bn)| sea minimal.

{B1,..-,Pn} es base de K/Q y, si no es base entera, existe § € © = BN K
de forma que 8 = a1 -1+ ...+ an - Bn con a; € Q y no todos los a; € Z.
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Reordenando los f1, ..., 3, se puede suponer que a1 ¢ Z y escribir a; = a+ 7
cona€Zy0<r<l.

Sean ahoray; = f—a-081y v = B parai =2,...,n. Entonces {v1,..., 7}
es una base de K/Q formada por enteros algebraicos. El determinante de la
matriz de cambio de base es

a—a az ... Qp

0 1 ... 0
. =r<l1

0 0 1

y por el Teorema 2.4.3, sabemos que disc(V1, - .., Vn) = 72disc(B1, ..., Bn) <

disc(B1,...,Bn), lo que contradice la eleccién de B, ..., f,.
Por tanto {f31,...,8n} es una base entera y © es un grupo abeliano libre de
rango n.

Corolario 2.5.1 Dos bases enteras de K tienen el mismo discriminante.

Dem: Basta tener en cuenta que la matriz de cambio de base en un grupo
abeliano libre de rango r es una matriz de M,.(Z) que tiene inversa en M,.(Z).
Por lo tanto, su determinante ha de ser £1. Teniendo en cuenta lo anterior, el
resultado se deduce directamente del Teorema 2.4.3.

Definicién 2.5.2 Se define el discriminante de K como el de cualquiera de sus
bases enteras.

Teorema 2.5.2 Si {a1,...,a,} es una base de K/Q contenida en © y d =
disc(aq,...,ay), cada o € D se puede expresar en la forma M1t tmnon
conmy,...,my €7Z yd divisor de m? para cada j =1,...,n.

Dem: Si a € ©, podemos expresarlo en funcién de la base de K, esto es,
a=q - a1+ ...+ ¢q, apconqy,...,q, € Q. Sioy,...,op son las inclusiones
de K en C, aplicando cada uno de los o; a la ecuacién anterior obtenemos el
siguiente sistema

0'1(0() = Q1'Ul(a1)+---+Qn'Ul(an)

an'(a) = q -op(a1)+. + qnon - (ap)

Usando la Regla Cramer para resolver el sistema, resulta que g; = % donde
d = |(oi(a;))| v v, se obtiene de ¢ reemplazando la columna j por los o;(«). Es
obvio que 7; y & son enteros algebraicos y que ademds §% = d.



18 CAPITULO 2. ANILLOS DE ENTEROS ALGEBRAICOS

De 6q; = ; resulta que dg; = dv;. Por lo tanto, dg; € Q y es entero
algebraico, entonces dg; € Z por el Corolario 2.1.1. Por consiguiente, para cada
j,esqj:%conmjez.

miag+...+my
d

Entonces, o = 2 con m; € Z.

2
Queda por demostrar que d|m?. Dado que % € Q, para probar que es
entero, basta ver que es entero algebraico. Sustituyendo, llegamos al resultado
buscado

2 2,2
mj:dqj

d d

=dq; = (6q;)* =7}

2.6. Calculo de bases enteras

Los resultados que se presentan en esta seccién, nos permitiran calcular bases
enteras de un cuerpo de nimeros.

Teorema 2.6.1 Sea K un cuerpo de nimeros de grado n, {aq,...,a,} una
base de K/Q formada por enteros algebraicos y G = Zay & - - ® Lo, el subgrupo
de ® =B NK generado por aq,...,an,. Entonces, el grupo ©/G es finito y

disc(ay,...,an) = |D/G|*disc D
Dem: Denotamos Za; = {n-«a;/n € Z}.

Teniendo en cuenta que tanto G' como ® tienen rango n, el Teorema de las
Bases para subgrupos de un grupo abeliano libre (ver [9]), asegura que existe
una base {f1,...,0,} de D y enteros positivos dy,...,d, tales di|da]...|d, ¥
{d1B1,...,dnBn} es base de G.

Puesto que {a1,...,a,} y {d1f1,...,dnBn} son dos bases de G, la matriz
de cambio de base tiene determinante £1 y entonces, por el Teorema 2.4.3, se
cumple que

disc(aq, ..., ap) = disc(d1f1, ..., dnBn)
Por otro lado,
diSC(d]ﬁl, ce ,dnﬁn) = (dl PN dn)Qdisc(ﬁl, ce ,,Bn)
y como |D/G| =d; ...d, tenemos que

disc(aq, ..., an) = |D/G[*disc(B1, . . ., Bn)
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Corolario 2.6.1 Sea K un cuerpo de nimeros de grado n y sea {ai,...,a,}
una base de K/Q formada por enteros algebraicos y G el subgrupo de ® = BNK
generado por ..., 0. Sidisc(ay,...,a,) es libre de cuadrados, es G =D.

Teorema 2.6.2 Sea K un cuerpo de nimeros de grado n, G un subgrupo aditivo
de © de rango n y {ai1,...,a,} una base de G. Si G # D, existe un primo
racional p y un entero algebraico de la forma %(7"1 a1t an) conr €7,

0<r; <p-—1 tal que p* divide a disc(ay, ..., an).

Dem: SiG #9,es|D/G|> 1y existe un primo racional p tal que p||D/G| y
un elemento u+G € /G de orden p. Entonces, u € D\ Gy g = pu € G. Por el
Teorema 2.6.1, p? divide a disc(ay, ..., a,). Ademds, existen enteros ay,...,a,
de forma que pu =ay-a;+...+a, -, de donde u = %(al car e anay).

Si se representan por rq, ..., 7, los respectivos restos de la divisién de aq, . .., a,
por p y por qi,...,q, los respectivos cocientes, resulta que

1
u:ql'a1+...+qn~an+;(r1'al—i—...rn'an)

de donde u — (g1 - a1 + ... + qn - ) = %(r1~a1+...+rn~an) es entero
algebraicoy 0 <r; <p—1paracadai=1,...,n.

Proposicién 2.6.1 Si G es un subgrupo de ® con base {aq,...,an}t, p un
primo, ai,...,a, € 4L, 8= %(a1a1+...+ano¢n) €eD\GyG ={a,...,an,B)
se cumple que G < G' < D,p?|disc G y disc G' = di;%G.

Dem: Como € G'\Gypf € G, es claro que 3+G € G’ /G tiene orden p. Por
lo tanto, p divide a |G’/G| y a |D/G|. Entonces, como disc G = |D/G|*disc D,
tenemos que p? |disc G. Por otro lado, es obvio por definicién de Gy G’ que
G'/G = (84 G) es un grupo de orden p. Entonces por el Teorema 2.6.2, resulta
que

G|? disc G
disc G' = |D/G'|*disc ® = |§’//G||2 disc ® = z;cz

La Proposicién anterior puede usarse para determinar elementos en D\ G por
el método ensayo-error a partir de un subgrupo G conocido hasta obtener una
base entera de K. Destacar que el resultado asegura que sélo hay que ensayar
un nimero finito de posibilidades para %(Tl ca1+ ...+ 71, a,). El método serd
el siguiente:

1. Elegir una base de K/Q formada por enteros algebraicos {aq, ..., a,} que
serd base de un cierto subgrupo G de ®.

2. Calcular disc(ayq,...,a,) = disc G.
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3. Si disc G es libre de cuadrados, se ha encontrado una base entera por el
Corolario 2.6.1. En otro caso, para cada primo p cuyo cuadrado divide a
disc G, hay que buscar algin entero algebraico entre todos los niimeros
de la forma %(rl-a1+...+7‘n-o¢n) con 0 <7 <p-—1.

4. Si se obtienen nuevos enteros algebraicos, ampliar G con ellos hasta obte-
ner un nuevo subgrupo G’ y considerar disc G'.

5. Se repite el proceso hasta que no se obtengan nuevos enteros algebraicos.

Ejemplo 2.6.1 Determinar el anillo de enteros del cuerpo de nimeros K =

Q(V/5).

Si o= V/5, {1,a,a?} es una base de K/Q, a € ® y Z[a] C . Consideramos
G = (1,a,a?) y calculamos disc G = disc(1, a, a?).

Si denotamos € = €27/3 se tiene
1 a o | 111
1 ae a?2 | =% 1 € | =5%3e® —3¢)* =523%(? — ¢)?
1 ae? a’c 1 € ¢
Como €2 = —e—1 (rafz del polinomio ciclotémico 22 +z+1 = 0), (2 —¢)? =

(—2e — 1)2 = 4(e2 + €) + 1 = —3 y entonces disc(1, a,a?) = —3352.

Por el Teorema 2.6.2, solo hay dos posibles valores p = 3, 5.

1. p = 3 : Se trata de averiguar si existe 5 € D tal que 8 = %()\1+)\20¢+)\3a2)
con A\, Ao, A3 € Z y0< )\1,)\2,/\3 < 2.

En este caso, B = §(A\ + Aoa + A3a?) € D implica que T(B8) € Z y
N(B) € Z. Como T(B) = A\ € Z, la informacién debe obtenerse de N(J).

N(B) = %(/\1 + Ao+ A302) (A1 + Aaae + A3a2€?) (A1 + Aaae + Aza?e) =
= 5-(A3 — 151 A2A3 + 5A3 + 25A3)

Por lo tanto, debe ser 5- (A} — 15A1A2A3 + 5A% +25A3) € Z y
AP — 15X A2 A\3 + 5A3 + 25)3 = 0 (mod 27)

» A\ = 0= 5)\3 +25\3 =0 (mod 27). Entonces
A=0= X =0(mod27) = X3=0(mod3) = A3 =0.
Ay = 1= 5+25)\3 =0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
A2 =2 = —14 +25)3 = 0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
s A =1=1—15XA3+5A3 + 25)@ = 0. Entonces
A2 = 0= 1+ 25\3 =0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
Ay =1=6—15)3 + 25\3 = 0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
A2 =2 = 14 — 3X\3 + 253 = 0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
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= A\ =2=8—3X\A3+ 53 + 25\3 = 0 (mod 27). Entonces
Ay =0 = 8+ 25)\3 =0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.
Ay =1 =13 —3X3 + 25\3 = 0 (mod 27) y no existe A3 € {0, 1,2}.
Ay =2 = —6— 63 + 253 = 0 (mod 27) y no existe A3 € {0,1,2}.

2. p = 5 : Se busca ahora un 8 € D tal que 8 = %()\1 + Aoa + A3a?) con
Ay A2, A3 €Zy 0 < A, Ao, A3 < 4.

SiB=1t(A+Aa+A30?) €D,T(8) = % € Z; entonces A\ = 0 (mod 5)
y A1 = 0. Por tanto, 8 = (A2 + A3a?). Como N(B) € Z, se tiene que

1

= ﬁ(fmg +25A3) =

1 .. .
N(B) %()\3 +5A3) = A3 4+ 5A3 = 0 (mod 25)
Entonces A3 = 0 (mod 5) y Ay = 0, de donde 5A3 = 0 (mod 25), A3 =
0 (mod5) y A3 = 0.

Como no han aparecido nuevos enteros algebraicos, se concluye que G = 0
v que {1, a,a?} es una base entera de K.

2.7. Casos Particulares

En esta seccién se estudiaran los discriminantes y las bases enteras de dos
clases bien conocidas de cuerpos de nimeros, cuyos anillos de enteros son ex-
tensiones simples de Z y por tanto proporcionan dos colecciones infinitas de
ejemplos de cuerpos de nimeros en los que se puede aplicar el teorema objeto
de este trabajo: la clase formada por los cuerpos ciclotémicos Q(w) donde w es
cualquier raiz primitiva m-ésima de la unidad y la de los cuerpos cuadréticos,
es decir, los de la forma Q(y/m) con m € Z libre de cuadrados. Los cuerpos
cuadréticos correspondientes a los m > 0 se llaman cuerpos cuadréticos reales
y los correspondientes a los m < 0, se llaman cuerpos cuadraticos imaginarios.

2.7.1. Cuerpos cuadraticos

Definicién 2.7.1 Un cuerpo cuadrdtico es un cuerpo de numeros K tal que

[K:Q]=2.

Por lo tanto, serd K = Q(#) donde 6 es un entero algebraico que satisface
una ecuacion de la forma

22 +ax+b=0(abc7Z)
Resolviendo la ecuacién anterior, obtenemos

0 —a =+ +/(a® — 4b)
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Sea a? — 4b = r>m con r,m € Z y siendo m libre de cuadrados. Entonces
g_ ¢ +rym
B 2

y se tiene que Q(f) = Q(y/m). Con lo anterior, podemos caracterizar los
cuerpos cuadraticos de la siguiente forma:

Proposicién 2.7.1 Los cuerpos cuadrdticos son aquellos de la forma Q(v/m)
con m € Z libre de cuadrados.

A continuacion, se determinaré el anillo de enteros de cualquier cuerpo cuadrati-
co.

Teorema 2.7.1 Sea m € Z libre de cuadrados. Entonces, el anillo de enteros
algebraicos de Q(y/m) es:

1. Z[\/m] si m £ 1(mod 4)

2. Z[%] st m = 1(mod 4)

Dem: Seaa =r+sy/m € Q(y/m),conr,s € Q.Sis#0,a%—2ra=ms?—r?
y el polinomio minimo de « sobre Q es 22 — 2rz + 2 — ms?. Por lo tanto, o es
un entero algebraico si y sélo si 2r y 72 — ms? son ndmeros enteros.

Si @ € Q(y/m) es un entero algebraico, se deduce de lo anterior que 2r € Z
y 72 —ms? € Z. Entonces, 412 € Z y 4s5?m = (25)?>m € Z. Como m es libre de
cuadrados, resulta ahora que 2s € Z.

A continuacién, sustituyendo a = 2r, b = 2s, se tiene que 2 — ms? € Z =
4|(a? — mb?). Ahora, si m = 2,3 (mod 4), entonces

a® —mb® = a® 4 2b%, a® + b% (mod 4)

Para que la expresion anterior sea divisible por 4, es necesario que a, b sean
nimeros pares, lo que implica que r, s € Z. Por lo tanto, tenemos que el anillo
de enteros algebraicos para el caso m = 2,3 (mod 4) es Z[/m)].

Si m =1 (mod 4), entonces a? — mb? = a? — b? (mod 4), pero 4|(a®? —b?) siy
s6lo si a = b (mod 2), por lo que se obtiene el anillo de enteros algebraicos

p- {tm

5 :a7b€ZyaEb(m0d2)}

Podemos escribir cada elemento de D de la siguiente forma

1++ym
5 )

1 a—>b
la+bym) = ——+b(
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Como a y b tienen la misma paridad, se tiene que agb € Z y entonces D C

7 + %Z. Para ver el otro contenido, basta tener en cuenta que % eD.
Por lo tanto, D = Z [%}

Si K = Q(y/m), los monomorfismos de K — C son:

o1(r+svym) =7+ sym
oo(r +svm) =r —sym

A continuacion, calcularemos el valor del discriminante de K.

Teorema 2.7.2 Sea K = Q(y/m). Sim # 1 (mod4), {1,\/m} es base entera
de K y su discriminante es 4m. Sim = 1(mod 4), {1, %} es base entera de
K y su discriminante es m.

Dem: Las bases se deducen directamente del Teorema 2.7.1. Para los discri-
minantes, calculamos directamente su valor

2

‘1 Vi (Caym)? = dm,

1 —ym

H
5
9

= (~vm)? =m.

v
3

[

También, es bastante sencillo el calculo de la traza y la norma en los cuerpos
cuadraticos:

N(r + sy/m) = r? — ms?

T(r+ svm) = 2r

2.7.2. Cuerpos ciclotémicos

Definicién 2.7.2 Si m es un entero positivo y w una raiz primitiva m-ésima
de la unidad, se llama m-ésimo cuerpo ciclotdmico al cuerpo Q(w).

A continuacion, probaremos dos Lemas y una Proposicién que nos serviran
para calcular el anillo de enteros algebraicos de Q(w).

Lema 2.7.1 Sim >3, Z[1 —w] = Z[w] y disc(1l — w) = disc(w).
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Dem: En primer lugar, es obvio que Z[1 — w] = Z[w] ya que w = 1 — (1 — w).
Para probar la igualdad de los discriminantes, basta observar que cuando «;
recorre todos los conjugados de w, 1 — a; recorre todos los conjugados de 1 — w.
Por lo tanto, usando la primera igualdad del Teorema 2.4.4, tenemos que

disc(w) = H (r —ag)? = H (1 —a,) — (1 —ay))? = disc(l — w)

1<r<s<n 1<r<s<n

Como se puede comprobar en el Ejercicio 23 del Capitulo 2 de [3], cuando m
es un entero positivo cualquiera existe una expresién bastante complicada para
obtener el valor de disc(w). Sin embargo, es sencillo probar que disc(w) divide
a mem)

Proposicion 2.7.2 Siw es una raiz primitiva m-ésima de la unidad, entonces

disc(w) divide a m®(™),

Dem: Si f(z) es el polinomio minimo de w sobre Q, existe g(z) € Q[z] tal que
2™ — 1= f(z) - g(x). Haciendo la derivada y sustituyendo x por w, se obtiene

ma™ "t = fl(z)g(x) + flx)g' (@)  mw™ T = fw)glw)  m=wf(w)g(w)
Tomando normas y aplicando la segunda igualdad del Teorema 2.4.4 resulta que

m#") = N(f'(w))N (wg(w)) = +disc(w) N (wg(w))

con disc(w) € Z'y N(wg(w)) € Z ya que g(x) € Z[z]. Por lo tanto, disc(w)
divide a m®(™),

En lo que sigue se calcula el discriminante para el caso particular en el que
m es potencia de un primo p.

Lema 2.7.2 Sim = p"con p primo racional y K = Q(w), Ng(1 —w) = p.

Dem: El polinomio minimo de w sobre Q es

1

bpr = ———— =1 4a? 42 4 g

Pt —1

y sus raices en C son los w* donde k € {1,...,m — 1} y m.c.d.(k,m) = 1.
Por lo tanto, Ny (1 — w) = [[,(1 — w*) = ¢pr (1) = p.

Utilizando la Proposicién y los Lemas anteriores, podemos probar que cuan-
do m es potencia de primo, el anillo de enteros de Q(w) es Z[w].

Teorema 2.7.3 Sim = p", p primo y w wna raiz primitiva m-ésima de la
unidad, B N Q(w) = Z[w).
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Dem: Loselementos 1 —w,...,(1—w)™ con n = (p") son enteros algebraicos

y forman una base de Q(w). Por lo tanto, por el Teorema 2.5.2, cada o € © =

n—1
B N Q(w) puede expresarse de la forma o = matmeUzw)ttma (1)t )

d
n=p{p"),m,...,m, €Zyd=disc(l —w) = disc(w) por el Lema 2.7.1. En la
Proposicién 2.7.2, hemos visto que disc(w) divide a m#(™) por lo que, en este
caso d es potencia de p.

Probando que ® = Z[1—w], se deducird el resultado aplicando el Lema 2.7.1.
Si® # Z[1—w], existird algin o € © de forma que no todos los correspondientes
m; sean divisibles por d y por lo tanto, no estén en Z[1 — w|. Entonces, existe
B € D de la forma

mi-(l—w)i_l—&—mi_,_l-(1—w)i+...+mn-(1—w)"_1
p
para algin ¢ < n y enteros m;, m;y1, ..., m, tales que p no divide a m;.

8=

Dado que, para todo k, 1 — w* es divisible por (1 — w), del Lema 2.7.2 se
deduce que (1 —w)" es divisor de p en Z[w]. Por lo tanto, 7t € Z[w] y

p m; —1—i
- = ; (1 —w)” €D
ey T Pt ma(-w)
Suprimiendo ahora los sumandos que obviamente estdn en ©, resulta que
- € ®. Entonces Ng(,)(1 —w) divide a Ng(,)(m;) = mj en Z. Sin embargo,

esto imposible ya que por el Lema 2.7.2 sabemos que Ng(.)(1 —w) = p.

El resultado anterior, es valido para cualquier valor de m. Sin embargo, la
demostracion del resultado general, queda fuera del alcance de este trabajo.
Puede encontrarse la demostraciéon completa en [3] (Corolario 2 del Capitulo 2).



Capitulo 3

Factorizacion de Enteros
Algebraicos

3.1. El problema de factorizar en irreducibles

En esta seccién demostraremos que el anillo de enteros ® de un cuerpo de
nimeros K es noetheriano, lo que asegura que cada elemento no unidad de ©*
se puede expresar como producto de un niimero finito de elementos irreducibles.
Probaremos también, que esta expresiéon no es tinica en general.

Definicién 3.1.1 Se dice que un dominio de integridad D es moetheriano si
todos los ideales de D son finitamente generados.

Proposicion 3.1.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier
dominio de integridad D:

1. D es noetheriano.

2. D satisface la condicion de cadena ascendente, es decir, dada una cadena
ascendente de ideales

@wlCayyC...Ca, C...

eziste algun N tal que a, = ay para todon > N.
3. Todo conjunto no vacio de ideales de D tiene un elemento mazimal.
Dem: Supongamos que D es noetheriano. Consideramos la siguiente cadena

ascendente de ideales
@wlayyC...Ca, C...

Sea a = Up2 ;a,. Tenemos que a es un ideal y es finitamente generado, esto
es, @ = (21,...,%m,). Cada uno de los x; pertenece a algiin a,,;y. Si denotamos

26
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por N = maz; n(i), entonces tenemos que a = ay, de lo que se deduce que
a, = ay para todo n > N y queda probado que (1) implica (2).

Ahora, supongamos que se satisface la condicién de cadena ascendente, y sea
S un conjunto no vacio de ideales que no tiene elemento maximal. Sea ag € S,
como ag no es maximal, podemos escoger a; € S con ay & a;. Repitiendo el
proceso, obtendremos, para cada entero positivo n > 1 un ideal a,4+1 € S con
a, € ap4+1 lo que da lugar a una cadena ascendente no estacionaria que nos

=

lleva a una contradiccién. Por lo tanto, se tiene que (2) implica (3).

Por ultimo, supongamos que cada conjunto no vacio de ideales de D posee
un elemento maximal. Sea a cualquier ideal de D y sea S el conjunto de todos
los ideales finitamente generados contenidos en a. Puesto que {0} € S, S no es
vacio y tendrd un elemento maximal b. Si b # a, basta escoger x € a\b para
obtener un ideal finitamente generado (b, ) C a estrictamente mayor que b, lo
que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, a = b y es finitamente generado,
con lo que hemos probado que (3) implica (1).

Teorema 3.1.1 Si un dominio de integridad D es noetheriano, cada elemen-
to no unidad de D* se puede expresar como producto de un nimero finito de
1rreducibles de D.

Dem: Supongamos que D es noetheriano, y que existe un elemento x no uni-
dad en D* que no puede ser expresado como producto de un nimero finito de
elementos irreducibles.

Gracias a la condicién de maximalidad, podemos escoger x de forma que
(z) sea maximal bajo las condiciones anteriores. Por cémo se ha definido z,
éste no puede ser irreducible, por lo tanto, z = yz donde y y z no son unidades.
Entonces, tendremos que (y) 2 (). Si (z) = (y), entonces x e y serfan elementos
asociados, lo que implicaria que z serfa una unidad. Por lo tanto, (y) 2 (z), y
usando un razonamiento andlogo se deduce que (z) 2 (). Por la maximalidad
de (), ha de ser

= pr1...pr
Z = q-gs

donde cada uno de los p;, g; son elementos irreducibles. Multiplicando los ele-
mentos irreducibles anteriores, podemos expresar x como producto de un nime-
ro finito de elementos irreducibles, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo
tanto, la factorizacién en irreducibles es posible en D.

Teorema 3.1.2 El anillo de enteros algebraicos ® de un cuerpo de numeros K
es noetheriano.
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Dem: Vamos a probar que cada ideal a de ® es finitamente generado. Sabemos
por el Teorema 2.5.1 que (D, +) es un grupo abeliano libre de rango n = [K : Q).
Por lo tanto, (a,+) es abeliano libre de rango r < n. Basta observar ahora que
cualquier Z-base del grupo (a,+) genera a como ideal.

De los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2, se deduce el siguiente Corolario:

Corolario 3.1.1 Todo anillo de enteros posee la propiedad de factorizacion en
irreducibles.

La siguiente Proposicién nos ayudard a detectar unidades y elementos irre-
ducibles en ® mas facilmente.

Proposicién 3.1.2 Sea © el anillo de enteros algebraicos de un cuerpo de
numeros K, y sean x,y € ©. Entonces:

1. = es una unidad si y sélo si N(z) = +1.
2. Six ey son asociados, entonces N(x) = £N(y).

3. St N(z) = p con p primo racional, entonces x es irreducible en ©.

Dem:
1. Si zu = 1, entonces N(x)N(u) = 1. Por ser x,u enteros algebraicos,
sabemos por el Corolario 2.3.2 que N(z), N(u) € Z. Por lo tanto, ha de
ser N(z) = £1.

Para la otra implicacién, tenemos que si N(z) = £1, entonces

o1(x)oz(z)...on(x) = %1

donde o; son los monomorfismos de K en C. Sabemos que uno de los
monomorfismos deja invariante a x. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que o1(z) = x. Ademas, el resto de los o;(x) son enteros algebrai-
cos. Si escribimos

u=toy(x)...0n(x)

tenemos que zu = 1, por lo que u = 27! € K. Como u € K NB =D, se
deduce que x es una unidad.

2. Si z, y son asociados, entonces = uy para alguna unidad u. Por lo tanto,
por el apartado (1), tenemos que N(z) = N(yu) = N(y)N(u) = £N(y).

3. Sea N(xz) = p, con p primo racional. Si escribimos x = yz, tenemos que
N(y)N(z) = N(yz) = N(x) = p, por lo tanto, alguno de los N(y) y N(z)
es £p y el otro es 1. Por el apartado (1), tenemos que y o z es una
unidad, y por lo tanto, = es irreducible.
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Observar que el reciproco no es cierto, por ejemplo, 2 es irreducible en
Z[v/3] y tiene norma 4.

Es importante destacar que, aunque en los anillos de enteros la factorizacién
en irreducibles es posible, no tiene por qué ser Unica, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.1.1 La factorizacién en irreducibles no es inica en el anillo de
enteros algebraicos de Q(v/—13).

Se consideran las siguientes factorizaciones:

14=2-7=(1+V—-13)-(1-V—13)

Vamos a demostrar que 2,7,1 + /=13 y 1 — /=13 son irreducibles en el
anillo de enteros algebraicos © de Q(v/—13). Por el Teorema 2.7.1, sabemos
que ©® = Z[v/—13].

Como N(a+by/—17) = a? + 13b%, las normas de los factores 2,7,14+/—13
son 4,49,14 respectivamente. Si 2 = xy donde x,y € © no son unidades, en-
tonces como N(2) = 4, ha de ser N(z) = £2, N(y) = +2. De forma andloga,
si existen divisores no triviales de 7 han de tener norma +7. Los divisores no
triviales de 1 + +/—13 han de tener norma +2 o £7. Teniendo en cuenta todo
lo anterior, tenemos las ecuaciones

N(a+bv/—13) =a® + 130> = £2,47 con a,b € Z

Ahora bien, si [b] > 1, |a? + 13b%| > 13, por lo tanto, la tnica opcion es
que |b| = 0, por lo que nos queda que a®> = £2, £7, lo cual es imposible. Por
consiguiente, al no existir divisores propios, los cuatro factores son irreducibles.
Como N(2) =4, N(7) =49 y N(1 £+/—13) = 14, por la Proposicion 3.1.2,
tenemos que 2 y 7 no son asociados a 1 ++/—13, por lo que la factorizacion en
irreducibles no es unica.

En este contexto, mencionamos el siguiente resultado cuya demostracién
requiere técnicas no contempladas en este trabajo:

Proposicién 3.1.3 El anillo de enteros del cuerpo Q(y/m) con m < 0 tiene la
propiedad de factorizacion unica en irreducibles si y sélo si

m=-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—43, —67, —163
Cuando m > 0 la factorizacién unica se da en muchos mas casos, incluso es

posible que se cumpla para infinitos valores de m (ver [11], [12] Cap. I seccién
6)
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3.2. Propiedades de los ideales de ©

En esta seccién estudiaremos las propiedades de los ideales del anillo de
enteros ® de un cuerpo de nimeros K. A pesar de que la unicidad de la factori-
zacién de un elemento en irreducibles no se da en todos los anillos de enteros, la
factorizacién de ideales en ideales primos es tnica en todos los anillos de enteros.

Teorema 3.2.1 El anillo de enteros © de un cuerpo de numeros K tiene las
siguientes propiedades:

1. Es un dominio de integridad, cuyo cuerpo de cocientes es K.
2. FEs noetheriano.

3. D es integramente cerrado, es decir, si a € K satisface una ecuacion
polinomica con coeficientes en ®, entonces a € O.

4. Todo ideal primo no nulo de ® es mazimal.

Dem:

1. Ser dominio de integridad se deduce del hecho de que todo subanillo de un
cuerpo es dominio de integridad. Para ver que su cuerpo de cocientes es K,
basta aplicar el Teorema 2.1.2 que asegura que para cada a € K existe algin

entero b tal que ba € ® y reescribir « € K como o = %b.

2,3. Probadas en los Teoremas 3.1.2 y 2.1.5 respectivamente.

4. Sea p un ideal primo de ©. Sea 0 # « € p. Entonces

N=N@)=a1...ap €p

donde los a; son los conjugados de @ = «3. Por lo tanto, N® C p y, como
D/ND es finito, también lo es D /p ya que es un anillo cociente de ®/ND.

Resulta asi que ©/p es un dominio de integridad finito y entonces es cuerpo.
Por lo tanto, p es un ideal maximal.

Todas estas propiedades de ® fueron probadas por Dedekind, por ello, en
la actualidad, se llama dominio de Dedekind a cualquier dominio noetheriano e
integramente cerrado en el que cada ideal primo no nulo es maximal.

Para probar la existencia y la unicidad de la factorizacién de un ideal en
ideales primos, es necesario profundizar en el estudio de los ideales de ©. Para
ello, ampliaremos el concepto de ideal introduciendo el concepto de ideal frac-
cionario y probaremos que el conjunto de los ideales fraccionarios de un cuerpo
de ntmeros forma un grupo multiplicativo.

Definicién 3.2.1 Sea ® un anillo de enteros con cuerpo de cocientes K. Un
ideal fraccionario de ® es un ®-submaodulo no nulo a de K tal que ezxiste o € D
no nulo de forma que aa C 2.
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Se deduce de la definicién que, si a es un ideal fraccionario de ®, existe un
entero algebraico 0 # o € D tal que b = aa € D es un ideal de ® y a = a~'b.
Por otro lado, es claro que para cualquier o« € K* y para cualquier ideal no nulo
b de ©, a~'b es un ideal fraccionario. Esto permite definir un ideal fraccionario
como cualquier subconjunto de K de la forma a~'b con o« € K* y b ideal no
nulo de ©.

Es consecuencia inmediata de la definicién que todo ideal de ® es un ideal
fraccionario y que un ideal fraccionario a es un ideal si y s6lo si a C ©.

Ejemplo 3.2.1 Los ideales fraccionarios de Z son de la forma rZ con r € Q.

Definiendo ahora el producto de ideales fraccionarios a partir del producto
ordinario de ideales, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1 El producto de ideales fraccionarios es un ideal fracciona-
rio. Ademds, esta operacion es asociativa y conmutativa con ® actudndo como
elemento neutro.

Dem: Sean a,as ideales fraccionarios. Si a1 = aflbl, ay = a;lbg donde
b1, bo son ideales y aq, ais elementos no nulos de ), se define el producto a;as =
(o) ~tb1by que, obviamente, es un ideal fraccionario. Las propiedades de la
operacion se deducen de las correspondientes para el producto de ideales.

Definicién 3.2.2 Sia es un ideal no nulo de ®, llamaremos
al={rc K|lzaCD}

En primer lugar, es obvio que a~! es un ®-submédulo de K. Si a # 0, para
cualquier ¢ € a, ¢ # 0, tenemos que ca~! C D, por lo que a~! es un ideal
fraccionario de ®. Obviamente ® C a~!, luego a = a® C aa~'. Ahora, usando
la definicién de a~! se tiene que

aa l=ataC®

De lo anterior, se deduce que aa~! es un D-submdédulo contenido en D, o lo
que es lo mismo, un ideal de ®. En el Teorema 3.2.3 se probara que, en realidad,

el ideal aa~! coincide con .

A continuacién, probaremos que cualquier ideal contiene un producto de
ideales primos.

Lema 3.2.1 Sea a # 0 un ideal de ®. Entonces, existen ideales primos p,, . .., pe
tales que p, ...p, C a.
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Dem: Supongamos que no es cierto. Entonces, como ® es noetheriano, pode-
mos tomar un ideal a para el cual no existen primos en las condiciones pedidas
y que es maximal entre aquellos para los que esto ocurre.

En particular, a no es primo, por lo tanto, existen elementos b,c € © tales
que b-c€a,bga,c¢a. Sean

a; =a+ (b)
ay = a+ (C)
Entonces, a; 2 a, az 2 ay ajas C a. Por la maximalidad de a existen ideales
primos pi,...,Ps, Pst1,-- -, Pr tales que
p1...ps Cay,

Ps+1~--PrQﬂ2

Por lo tanto,

P1.. . PsPst1.--Ppr Capaz Ca

lo que contradice la eleccién del ideal a que habiamos realizado.

Usando el Lema anterior, podemos probar que dado un ideal a de ®, el ideal
fraccionario a~! es estrictamente mayor que D.

Corolario 3.2.1 Si a es un ideal propio, entonces a=! D D.

Dem: Si a es un ideal propio de ® y p un ideal maximal de ® tal que a C p,
tendremos que p~! C a~!. Por lo tanto, solamente serd necesario probar que
p~! D D para p maximal. Para ello, tenemos que encontrar un nimero que no
sea entero algebraico en p~!. Comenzaremos tomando cualquier a € p,a # 0.
Usando el Lema 3.2.1, escogeremos el menor r tal que

p1-..pr C(a)
con pi,...,p, ideales primos. Como (a) C p y p es primo, alguno de los
p; C p. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p; C p. Por lo tanto,
tendremos p; = p ya que los ideales primos en ® son maximales y entonces

po...pr & (a)
por minimalidad de r. Por consiguiente, existe b € pa,...,p,\(a). Pero, al
ser bp C (a), ba™'p CD y ba~! € p~L. Sin embargo, b ¢ a® y ba~! ¢ D, por lo
queba ! ep \Dyp DD

La siguiente Proposicién nos permitira demostrar que los ideales fracciona-
rios tienen estructura de grupo respecto al producto.

Proposicion 3.2.2 Sia es un ideal no nulo de ® y S es un subconjunto de K
tal que aS C a, entonces S C 9.
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Dem: Sea s € S. Tenemos que probar que si as C a, entonces s € ©. Como
es noetherianio, podemos escribir a = (ay,...,ay,) con ay, ..., a, €D no todos
nulos. Entonces, si as C a, tenemos que

a1-s = byrrar+...+bimam

Am S = bpi-a1+ ...+ bmm - am

con bij eD.

Al igual que en el Lema 2.1.3, se deduce que el sistema de ecuaciones

(b11—8)~x1+...+blm~xm: 0

b1 1+ .o+ (b — 8) - xm = 0

tiene solucién no nula x; = ay,..., %, = an,. Por lo tanto, el determinante es
nulo y se obtiene un polinomio ménico con coeficientes en ® que se anula en s,
de lo que se deduce que s € ® por el Teorema 2.1.5.

Lema 3.2.2 Sip es un ideal mazimal de ®, entonces pp~! = D.

Dem: Sabemos que pp~! es un ideal tal que p C pp~! C D. Al ser p maximal,
tenemos que pp ! es igual a p 0 a D. Pero si pp~! = p, entonces la Proposicién
3.2.2 implicarfa que p~! C D, contradiciendo al Corolario 3.2.1. Por lo tanto,
ha de ser pp~! = D.

En el siguiente Teorema, veremos que lo obtenido en el Lema 3.2.2 es valido
para cualquier ideal.

Teorema 3.2.2 Si a# 0 es un ideal, entonces aa~! = D.

Dem: Supongamos que no es cierto. Como ® es noetheriano, existe un ideal
a maximal entre los que cumplen que aa~! # D. Sabemos que, si p es un ideal
maximal que contiene a a, ® C p~! C a~!, por lo tanto

aCap ' Can ' C®

De lo anterior, se deduce que el ideal fraccionario ap~' C ® es un ideal. Por
otra parte, no puede ser que a = ap~ !, ya que la Proposicién 3.2.2 implicaria
que p~! C D, contradiciendo al Corolario 3.2.1. Por lo tanto, a C ap~! y la
condicién de maximalidad de a implica que el ideal ap~! cumple

ap~H(ap™) T =D

Por la definicién de a~!, lo anterior significa que
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p—l(ap—l)—l g a—l

Por lo tanto,

D=ap apH ' Caa ' CD

en contra de lo que habiamos supuesto.

Ahora, estamos en condiciones de probar que el conjunto de los ideales frac-
cionarios no nulos de ® forman un grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 3.2.3 Los ideales fraccionarios no nulos de ® forman un grupo abe-
liano multiplicativo.

Dem: En la Proposicién 3.2.1 se ha probado que el conjunto de ideales fraccio-
narios tiene estructura de monoide abeliano respecto al producto. Por lo tanto,
unicamente nos falta probar, que dado un ideal fraccionario a, existe otro ideal
fraccionario a’ tal que aa’ = ®, donde a’ serd el inverso buscado. Sabemos que
existe un ideal b de ® y un elemento o € ® de modo que a = a~'b. Por lo
tanto, podemos poner a’ = ab~! y se obtiene aa’ = D.

A continuacion, probaremos que todo ideal propio de © se expresa de for-
ma unica, salvo el orden, como producto de ideales primos. Este resultado fue
probado en 1871 por Richard Dedekind en un suplemento que anadié al texto
“Vorlesungen iiber Zahlentheorie” [6], redactado antes por él, en el que recogia
las notas del curso impartido por Peter Gustav Lejeune Dirichlet en Gotinga y
que habia sido publicado en 1863 [5].

Teorema 3.2.4 Todo ideal propio de ® es producto de ideales primos, de forma
unica salvo por el orden de los factores.

Dem: Supongamos que no es cierto. Como ® es noetheriano, existe un ideal
a maximal entre aquellos que no pueden expresarse como producto de ideales
primos. En particular, a no es un ideal primo. Sea p un ideal maximal, y por
tanto primo, tal que a C p. Al igual que en el Teorema 3.2.2 obtenemos

aCap ' C®

Por la condicién de maximalidad de a, tenemos que

ap~l =py...p,
para ideales primos ps, ..., p,. Por lo tanto,
a=pp2...pr

que entra en contradiccién con la eleccién que hemos hecho de a.
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Si existen ideales primos py, ..., pr, g1, .., s que verifican

P1...Pr=01...0s,

se cumple que p; 2 q1...(qs y como p; es primo, debe existir j € {1,..., s} tal
que p; 2 q;. Reordenando los g; se puede suponer que p; D ¢; y entonces, como
ambos ideales son maximales, es p; = q1.

Multiplicando ahora ambos miembros por pl_l y usando induccién se obtie-
ne la unicidad de la factorizacion en ideales primos, salvo por el orden de los
factores.

El resultado anterior se puede extender a los ideales fraccionarios si admiti-
mos potencias negativas de ideales primos. Es decir, si a es un ideal fraccionario,
existird o € ©, o # 0 de modo que aa es un ideal, y por ello

(@) =p1...pr
at=4dqi...qs

Por lo tanto,

a=p;tptqn. g,

Teniendo en cuenta el resultado probado en Teorema 3.2.4, para cualquier
par de ideales no nulos a y b de D, se pueden definir su maximo comun divisor,
m.c.d.(a,b), y su minimo comin miltiplo, m.c.m.(a, b), de la manera obvia a
partir de sus factorizaciones en primos.

Definicién 3.2.3 Si a y b son ideales no nulos tales que a = [[;_, p{" y b =

H:Zl p{i, con Pi,...Pp, ideales primos distintos y e;, f; > 0 Vi, se define

m.c.d.(a, [)) = Hp;nin(Ei,fi)
=1

r
’I’I”L.C.TTL.(C(7 []) = Hp?iﬂam(el',fi)
i=1

Corolario 3.2.2 Todo par de ideales no nulos, posee m.c.d. y m.c.m.

Diremos que el ideal a divide al ideal b (escrito a|b) si existe un ideal ¢ tal
que b = ac, obviamente, esto implica que a O b. Por otra parte,

Proposicién 3.2.3 Sia,b son dos ideales de ®, entonces,

aDb=a divide ab
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Dem: Sabemos que ® D a~'by por lo tanto existird un ideal ¢ de ® de modo
que ¢ = a~1b, y entonces a divide a b.

La Proposicién 3.2.3 nos permite obtener expresiones alternativas para el
maximo comun divisor y el minimo comun miltiplo.

Corolario 3.2.3 Sia y b son ideales de ©, g, son el mdximo comin divisor
y el minimo comiun maultiplo, respectivamente, de a y b y

T T
€ _ i
=1l o=1In
i=1 i=1
son las respectivas factorizaciones en ideales primos de a y b, entonces

g=a+ b= Hp;m‘n(emfi) [=anb= Hp;na:z(ei,fi)

Dem: Sabemos que c|a siy s6lo si ¢ D a. Por lo tanto, g debe ser el ideal més
pequeno que contiene a a y a b, y [ el ideal més grande que estd contenido en a
y en b. Por ello y por la Definicién 3.2.3, debe ser

g=a+b=]]p"" "y r=anp=]]pel

Al igual que en el caso de los enteros, se cumplen las siguientes propiedades:

Corolario 3.2.4 Si a,b son ideales no nulos de ©, g = m.c.d.(a,b) y | =
m.c.m.((a,b)), se cumple:

a) gla, glb.
b) Si g’ es un ideal tal que g'|la y g'|b, se cumple que ¢'|g.
c) all yb|lL.

d) Sil' es un ideal tal que a|l' y b|l', se cumple que [|l'.
3.3. La norma de un ideal

Lema 3.3.1 Cada ideal no nulo a de ® es un grupo abeliano libre de rango

n=[K:Q].
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Dem: En primer lugar, sabemos por el Teorema 2.5.1 que (D, +) es un grupo
abeliano libre de rango n, por lo que cada ideal de ® es abeliano libre de rango
<n.

Para ver que cada ideal no nulo a tiene también rango n, vamos a considerar
un elemento no nulo o € a y m = N(«). Por el Corolario 2.3.2 tenemos que
m € Zy de la definiciéon de norma se obtiene que m # 0. Ademés, m = a1 ... ay,
donde a1, as ..., a, son los conjugados de av = «vp. Si escribimos 8 = as ... ay,
se obtiene que f = 2 € K NB = D. Por lo tanto, m = fa € (a) C a.

Como D /(m) es finito y (m) C a, se tiene |D/a| es finito y por lo tanto a es
un grupo abeliano libre de rango n.

Una vez probado que ©/a es finito para cada ideal no nulo a de D, tiene
sentido la siguiente definicién.

Definicion 3.3.1 Sea a un ideal no nulo de ©. Llamamos norma del ideal a a
N(a) = |D/al.

Lema 3.3.2 Sea K un cuerpo de nimeros con anillo de enteros ®. Sea {a1,...,an}
una Z-base del ideal a de ©. Se cumple que

N(a) = disc(aq, ..., ap) 1/2
B disc(K)
Dem: Sea {wi,...,w,} una base entera de K.

Supongamos que a; = Z;L:1 ¢ijw;j, entonces
N(a) = |D/a| = |det ¢
Usando la férmula del Teorema 2.6.1, tenemos que
disc(aq, ..., ap) = (det ¢;j)? disc(wy, . . . ,wy) =
= (N(a))? disc(K)

Basta tomar la raiz cuadrada y tener en cuenta que N(a) es siempre un valor
positivo para obtener el resultado buscado.

El siguiente Corolario muestra la relaciéon que existe entre la norma de un
elemento y la norma del ideal principal que genera.

Corolario 3.3.1 Sia = (a) es un ideal principal, entonces N(a) = |N(a)|.
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Dem: Si{wi,...,w,} una base entera de K, {aws,...,aw,} es una Z-base pa-
ra a. Para obtener el resultado buscado, basta tener en cuenta la relaciéon entre
los determinantes que definen, respectivamente, los discriminantes de {w1, ..., w,}
y {aws, ..., aw,}. Esta conduce a disc( aws, . .., aw,) = N(a)?disc(w, . .., wn).
Ahora, aplicando la férmula obtenida en el Lema 3.3.2 se obtiene el resultado
buscado.

A continuacién, estudiaremos las propiedades de la norma de un ideal. La
primera propiedad que probaremos es la multiplicativa, la cual se daba también
en la norma de un numero.

Teorema 3.3.1 Sia y b son dos ideales no nulos de ®, entonces

N(ab) = N(a)N(b)

Dem: Debido a que la factorizacién es tnica, y aplicando induccién en el
nimero de factores, es suficiente con demostrar que

N(ap) = N(a)N(p)
donde p es un ideal primo.

Para probar la igualdad anterior, vamos a probar que son ciertas las siguien-
tes expresiones

|D/ap| = |D/al[a/ap]
la/ap| = [D/p]

Es obvio, que la igualdad que queremos probar se deduce inmediatamente
de las dos anteriores y de la definicién de la norma de un ideal.

Comenzaremos probando

1D /ap| = [D/a||a/ap]

La expresion previa es consecuencia del tercer teorema de isomorfia. Basta
considerar el homomorfismo de anillos ¢ : ©/ap — ©/a dado por ¢(z + ap) =
x + a, el cual es suprayectivo y su ntcleo es a/ap.

Ahora, probaremos

la/ap| = |D/p|

Noétese que la factorizacién tnica implica que a # ap, y en consecuencia
a 2 p. A continuacién, demostraremos que no existe ningin ideal b que se
encuentra entre a y ap. Tenemos

a>bDap
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Si operamos con ellos como ideales fraccionarios, obtenemos

alaDa b Datap

Entonces,

DDalbDp

Al estar a='b contenido en ®, sabemos que es un ideal, v como p es un ideal
maximal, tenemos que

alb=Doalb=p

o de forma equivalente

b=aob=ap

Por consiguiente, no hay ningtn ideal b contenido entre a y ap.

De lo anterior, se deduce que para cualquier elemento a € a\ap tenemos que
ap+ (a) =a

Ahora, fijando a, podemos definir el homomorfismo 6 : © — a/ap dado por

O(x) =ap + ax
Por lo tanto, 8 es un homomorfismo de ®-mddulos y suprayectivo, cuyo
nucleo es un ideal que satisface

p C ker(0)
Como ker(f) # ® (en caso contrario, serfa a/ap ~ D /ker(f) = 0, lo que
contradice que a # ap), y como p es maximal, entonces

ker(8) =p
Por lo tanto, ®/p ~ a/ap como D-mddulos, lo que demuestra la expresion y
completa la demostracion.

Vamos a introducir otro uso de la palabra “divide”. Si a es un ideal de © y
b es un elemento de ® tal que a|(b), escribiremos que a|b y diremos que a divide
a b. Es obvio, que a|b si y sdlo si b € a. Esta nueva notacidn, tiene una serie de
ventajas, por ejemplo, si p es un ideal primo y p|(a)(b), entonces tenemos que
pl(a) o p|(b).
Teorema 3.3.2 Sea a un ideal no nulo de ®:

1. Si N(a) es un nimero primo, entonces a es un ideal primo.
2. N(a) es un elemento de a, o equivalentemente a|N(a).

3. Sia es un ideal primo no nulo, entonces a divide exactamente a un unico
primo racional p y se cumple que N(a) = p™ para cierto m € N menor o
igual que n = [K : Q).
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Dem:
1. Basta con escribir a como producto de ideales primos e igualar las normas.

2. Por definicién, tenemos que N(a) = |D/al. El anillo cociente ©/a es en
particular, un grupo finito respecto a la operaciéon suma, y el orden de
cualquier elemento divide a N (a). Por lo tanto, tenemos que para cualquier
x € D, se cumple que xN(a) + a = a en el anillo cociente ®/a, lo que
implica que N (a) € ©. Para obtener el resultado buscado, basta poner
r=1€9.

3. Como a|N(a) = p"*...p" y a es primo, debe dividir a alguno de los
ideales principales generados por los primos racionales p; en ©. Si p y ¢
son nimeros primos distintos, ambos divisibles por a, podemos encontrar
coeficientes u, v € Z tales que up + vg = 1, de lo que se deduce que a|l, y
por lo tanto a = ®, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto,

N(a)|N((p)) =p"
y entonces N(a) = p™, con m < n.
Teorema 3.3.3
1. Cada ideal no nulo de ® tiene un numero finito de divisores.
2. Un nidmero entero solo pertenece a un nimero finito de ideales de ®.

3. Solo un nimero finito de ideales pueden tener la misma norma.

Dem:
1. Se deduce directamente de la factorizacién en ideales primos.

2. Sear € Z y a un ideal de ®. Sabemos que r € a si y s6lo si a divide a (),
y por la factorizacién dnica, () tiene un ndmero finito de divisores.

3. Sea a un ideal de ©. Si N(a) = r, entonces por el Teorema 3.3.2, r € a, y
usando (2) obtenemos el resultado.

Sabemos que por ser ® noetheriano, cada ideal es finitamente generado.
Se probara ahora mediante el Lema 3.3.3 y el Teorema 3.3.4 que todo ideal
de ® puede ser generado por dos elementos y uno de ellos puede ser elegido
arbitrariamente entre los elementos no nulos del ideal.

Lema 3.3.3 Sia,b son ideales no nulos de ©, entonces existe o € a tal que

ac t4+b6=29
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Dem: Sia € a, tenemos que aa”! es un ideal y no solamente un ideal frac-

cionario. Sabemos por el Lema 3.2.3 que aa™! + b es el maximo comtin divisor
de aa™! y b. Por lo tanto, serd suficiente escoger o de forma que

aa t4p =0, =1,...,r)

donde p1, ..., p, son los distintos ideales primos que dividen a b. Obtendre-
mos lo anterior si escogemos o de forma que p; no contenga a aa”!, lo que

equivale a que
pifaa?

Por lo tanto, sera suficiente tomar « € a\ap; para todo i =1,...,7.

El caso r = 1 es sencillo ya que la unicidad de la factorizacién en ideales
primos implica que a # ap;, por lo que tomaremos « € a \ ap;.

Cuando r > 1, definimos para cada i € {1,...,r}
a; =apy...pi—1Pir1...Pr
y elegimos, como en el caso r =1,
@i € a;\a;p;
Tomamos ahora o como

a=oa]+...+a,

Puesto que cada «; € a; C a, resulta que a € a.

Supongamos que « € ap;. Si j # 4, entonces a; € a; C ap;, de lo que se
deduce que

O =0 — Q1] — ... — Q] — Q] — ... — Qp € aP;.

Por lo tanto, ap;|(«;). Por otra parte, se tiene que a;|(c;). Entonces, a;p;|(a;),
lo que contradice la eleccién que hemos hecho para a;. Luego « € a\ap;.

Teorema 3.3.4 Sea a un ideal no nulo de ® y B cualquier elemento no nulo
de a. Entonces, existe a € a tal que a = (a, ).

Dem: Sea b= fa~!. Por el Lema 3.3.3, existe a € a tal que
aa'4b=aa '+ B0 =D

Por lo tanto,

() + (8)a' =D
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de lo que se deduce que

a=(a)+ () = (a,8)

Para finalizar el capitulo, probaremos que las condiciones de DFU y DIP
son equivalentes en los anillos de enteros.

Teorema 3.3.5 La factorizacion de elementos de ® en irreducibles es unica si
y solo si cada ideal de ® es principal.

Dem: La primera implicaciéon es obvia, ya que para cualquier dominio de
integridad, se tiene, que ser DIP implica ser DFU.

Para probar la otra implicacion, basta demostrar que si la factorizacion de
elementos es unica, entonces cada ideal primo es principal, ya que el resto de
ideales es producto de ideales primos, y por lo tanto seran principales. Sea p # 0
un ideal primo de ®. Por el Teorema 3.3.2 existe un entero N = N(p) tal que
p|N. Podemos factorizar N como producto de elementos irreducibles en D:

N=m...7

Como p|N y p es un ideal primo, se tiene que p|(m;). Sin embargo, como la
factorizacién es tinica en @, el irreducible 7; es en realidad primo, y por lo tanto
el ideal principal (m;) es primo.

Entonces, por la unicidad de la factorizacién, tenemos que
p=(m)

Por lo tanto, p es principal.






Capitulo 4

Factorizacion de primos
racionales

Finalmente, probaremos el Teorema 4.1.1 usando los resultados y los concep-
tos vistos en los capitulos anteriores. Ademas, aplicaremos el Teorema a algunos
ejemplos.

En general, si p es un primo racional, no es cierto que (p) sea un ideal primo
en un anillo de enteros ® de un cuerpo de nimeros K. El Teorema 4.1.1, probado
por primera vez por Richard Dedekind, nos permitira calcular los factores de (p)
en aquellos cuerpos de nimeros cuyo anillo de enteros sea una extensién simple

de Z.

Teorema 4.1.1 Sea K un cuerpo de niumeros de grado n tal que su anillo de
enteros © es de la forma Z[0] para algin 6 € ©. Sea p un primo racional y &
el homomorfismo Z[x] — Zy|x] que extiende a la proyeccion candnica Z — Ly y
aplica x en x.

Si f(x) es el polinomio minimo de 6 sobre Q y

es la factorizacion de 6(f(xz)) en irreducibles de Z,[x], se cumple:

Para cada i = 1,...,7 y cada f;(z) € Z[z] cuya imagen por & es fi(x), el
ideal p; = (p) + (f:(9)) es primo y la factorizacion de (p) en ideales primos de
D es

(p) =p1" ... pym

43
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Dem: Por ser f(z) el polinomio minimo de # sobre Q, se cumple que Z[z]/(f(z)) ~

Z[0). Por otra parte, si §; una raiz de f; (), entonces tenemos que Z,[z]/(fi(z)) =~
Zp[0;]. Ahora, consideramos la proyeccién canénica

y la composicion

§'=808:20] = Zyll/(fi()
plx) — (p(x)) + (fi(x))

Como el ideal generado por f(z) en Z[x] estd en ker(8”), 6” induce el ho-
momorfismo

0" 2lal/(f(w) = Zpla]/(fi(x))
p(x) + (f(x)) — d(p(z)) + (fi(x))

y, teniendo ahora en cuenta los isomorfismos anteriores, se obtiene el epimorfismo

VZ‘ZZ[H] — Zp[ez]
p(0) — p(6:)

La imagen de la aplicacién v; es Z,[6;], que es un cuerpo. Por ello, ker(v;)
ha de ser un ideal primo de Z[f] = D. Por otra parte, es obvio que

(p) + (£i(0)) C ker (v:)

Si g(0) € ker(v;), tenemos que g(6;) = 0, y por lo tanto g(z) = fi(x)h(x)
para algin h(z) € Z,[z], lo que significa que g(z) — fi(z)h(x) € Z[z] tiene
coeficientes divisibles por p. Por lo tanto,

9(0) = (9(0) — fi(0)h(0)) + fi(0)n(0) € (p) + (fi(0))

de lo que se obtiene la igualdad

ker(vi) = (p) + (fi(0))

Sea

pi = (p) + (£:(9))

Entonces para cada f;, el ideal p; es un ideal primo que satisface (p) C p;, o
dicho de otra forma, p;|(p).
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Teniendo en cuenta que, para cualquier terna de ideales a, by, bs, se tiene
(a+b1)(a+bs) Ca+biby
se comprueba por induccién que

prtp ©(p) + (F1(O) .. £r(0)) € () + (f(0)) = ()

Por lo tanto,

(p) [p1" -y

y por ello, (p) tiene que ser de la forma

(p):p]fl...pf"' con 0<k; <e(1<i<r)
Por otra parte, la norma del ideal p;, es por definicién |D/p;|, y usando el
tercer teorema de isomorfia llegamos a que
D/pi = Z[0]/pi = Zp[0;]

Por lo tanto, la norma de p; es

N(pi) = |Z,[63]] = p*

|
donde d; es el grado del polinomio f;(z), o equivalentemente, el grado del
polinomio f;(x). También, tenemos que

N((p) = 12[0)/(p)| = p"

Entonces, tomando normas en la igualdad (p) = p’fl ...pFr. tenemos que

P =N((p) = N(p)™ ... N(pp)h = phhtesike,

lo que implica que

d1k1+...+drkr:n:d161+...+dr€7~

Por lo tanto, tenemos que k; = ¢; (1 < i < r) con lo que se termina la
demostracion.

Existe una generalizacién del resultado anterior para anillos de enteros que
no sean extensiones simples de Z con alguna restriccién sobre los primos a
los que se puede aplicar el resultado. Una demostracién de este resultado puede
encontrarse en el Teorema 27 del Capitulo 3 de [3]. No se ha incluido en el trabajo
porque las técnicas utilizadas en su demostracién quedan fuera del alcance del
mismo.

A continuacién, se muestran algunos ejemplos de factorizaciones de primos
en anillos de enteros.
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Por el Teorema 2.7.1, sabemos que los anillos de enteros de los cuerpos
cuadraticos estdn generados por un elemento, por lo que se cumple la condicién
para aplicar el Teorema 4.1.1.

Ejemplo 4.1.1 Calcular la factorizacion de (19) en el anillo de enteros © de

QV5).

Como 5 = 1 (mod 4), por el Teorema 2.7.1 sabemos que ® = Z[HT\/E]
En primer lugar, el polinomio minimo de % es 22 —x — 1. Su imagen en
Zyg[x] es 2> —x — 1 = (2 + 4)(z + 14). Luego, (19) factoriza como (19) =
(19,155 1 4)(19, 155 1 14) en Z[155] .

Ejemplo 4.1.2 Calcular la factorizacion de (13) en el anillo de enteros © de

Q(v-17).

Como —17 # 1 (mod 4), por el Teorema 2.7.1 sabemos que © = Z[/—17].
En primer lugar, el polinomio minimo de /—17 es 2> +17. Su imagen en Z3[x)
es 22 +4 = (z + 3)(z + 10). Luego, (13) factoriza como (13) = (13,/—17 +
3)(13, V=17 + 10) en Z[y—17).

Por el Teorema 2.7.3, sabemos que los anillos de enteros de los cuerpos
ciclotémicos estan generados por un elemento, por lo que se cumple la condiciéon
para aplicar el Teorema 4.1.1.

Ejemplo 4.1.3 Calcular la factorizacion de (11) en el anillo de enteros © de
Q(w), donde w es cualquier raiz compleja de 7 — 1.

Por el Teorema 2.7.3, sabemos que el anillo de enteros es Zlw]. En primer
lugar, el polinomio minimo de w sobre Q es f(x) = 2+ 2%+ a2t +2® + 22+ +1.

Su factorizacién en irreducibles en Zi1[z] es !

28+t 4ot Fa? a4+ 1= (2% + 527 + 4o+ 10) (2% + T2? + 62 + 10)
Luego el ideal (11) factoriza en Zlw] como
(11) = (11, w® + 5w? 4 4w + 10) (11, w? + Tw? + 6w + 3)
Ahora, aplicaremos el Teorema 4.1.1 a un cuerpo cubico. En el Ejemplo 2.6.1,

vimos que el anillo de enteros de Q(+/5) es Z[v/5], el cual est4 generado solo por
un elemento.

Ejemplo 4.1.4 Calcular la factorizacion de (3) en el anillo de enteros © de

Q(V/5).

Como ya hemos dicho previamente, © = Z[</5]. En primer lugar, el polino-
mio minimo de /5 es x® —5. Su imagen en Zs[z] es 2® —5 =2 +1 = (x+1)3,
Luego, (3) factoriza como (3) = (3, V/5 +1)% en Z[V/5].

LC4lculos realizados con el Software SageMath [13].
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Por tltimo, queremos destacar que como consecuencia del Teorema 4.1.1
conocemos la factorizacién de cualquier ideal de la forma (a) con a € Z en un
anillo de enteros que sea extensién simple de Z. Basta factorizar a en primos
racionales y aplicar el Teorema 4.1.1 a cada uno de sus factores.

Ejemplo 4.1.5 Calcular la factorizacion de (281048) en el anillo de enteros ©

de Q(V23).

Como 23 # 1 (mod4), por el Teorema 2.7.1 sabemos que ® = Z[/23]. Sabe-
mos que 281048 = 23 .19-432, por lo tanto, serd (281048) = (2)3(19)(43). Por
ello, para calcular la factorizacion en ideales primos de (281048), calcularemos
las factorizaciones de (2), (19) y (43).

En primer lugar, el polinomio minimo de /23 es x? — 23. A continuacion,
calculamos la factorizacion de cada uno de los primos racionales que componen
la factorizacion de 281048: 2

= La imagen del polinomio 2 —23 en Zz[z] es (x+1)2. Luego, (2) factoriza

como (2) = (2,v23 4+ 1)? en Z[V/23].

» La imagen del polinomio x® — 23 en Zig[x] es (z+2)(z+ 17). Luego, (19)
factoriza como (19) = (19,v/23 + 2)(19,v/23 + 17) en Z[\/23].

» La imagen del polinomio x* —23 en Za3|x] es (x+18)(x+25). Luego, (43)
factoriza como (43) = (43,23 + 18)(43,v/23 + 25) en Z[V23].

Por lo tanto, (281048) factoriza en Z[\/23] como

(281048) = (2,v/23+1)%(19, V23+2)(19, V23+17) (43, V23 +18)2(43, V23 4-25)*

2C4lculos realizados con el Software SageMath [13].
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