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Resumen

El objetivo de este trabajo es definir los espacios lineales tropicales. Para ello,
primero analizaremos el caso clásico. Veremos la Grassmanniana, una variedad
en la que cada punto se corresponde con un subespacio lineal. Realizaremos una
introducción general de la geometrı́a tropical y estudiaremos el análogo tropical
de la Grassmanniana, llamado Dressiano. Con estas herramientas, estamos prepa-
rados para definir espacio lineal tropical. Como aplicación, veremos los árboles
filogenéticos, de los cuales daremos las definiciones básicas y mostraremos un
caso con datos reales de ADN mitocondrial humano.
Palabras clave: Grassmanniana, Geometrı́a Tropical, Dressiano, Árboles filo-
genéticos

Abstract

In this report we define tropical linear spaces. For this, we start analyzing the clas-
sical case, defining a variety called Grassmannian, where each point corresponds
to a linear subspace. We introduce tropical geometry and we study his tropical
analogue, called the Dressian. With these tools, we are ready to define tropical
linear spaces. As an aplication, phylogenetic trees are defined and we show an
example with real data of human mitochondrial DNA.
Key words:Grassmannian, Tropical Geometry, Dressian, Phylogenetic tree.
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Índice general

1. Introducción 4

2. Grassmaniana clásica 6

3. Matroides 17
3.1. Definición de Matroide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4. Geometrı́a tropical 22
4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Capı́tulo 1

Introducción

En el este Trabajo de Fin de Grado estudiaremos la geometrı́a tropical. Se
trata de un área reciente de las matemáticas que ha sufrido un rápido desarrollo
desde principios del siglo XXI. El adjetivo tropical se trata de un “homenaje”del
informático francés Jean-Eric Pin al brasileño Imre Simon, autor de uno de los
primeros artı́culos que llevan la palabra tropical “On semigroups of matrices over
the tropical semiring”. Es decir, que no hay ningún significado profundo detrás
de este curioso adjetivo, sino que simplemente indica la visión de Jean-Eric sobre
Brasil. Se han hecho conexiones profundas entre la geometrı́a tropical y muchas
ramas de la matemática pura y aplicada. La geometrı́a tropical se ha convertido
en un campo grande, y sólo abordaremos una pequeña introducción. Se desarrolla
sobre el semianillo tropical T = {R∪∞,⊕,�} con las operaciones habituales de
la adición y multiplicación sustituidas por el mı́nimo y la suma respectivamente.

Trataremos de estudiar el análogo tropical del espacio lineal clásico, pero nos
encontraremos con que en algunas situaciones los objetos no se comportan como
nos gustarı́a. Para solucionarlo introduciremos dos herramientas: la Grassmannia-
na y el Matroide.

La Grassmanniana Gr(n,m) es un espacio que parametriza todos los subes-
pacios lineales de dimensión n de un espacio lineal de dimension m, es decir,
que cada punto del Grassmanniano corresponde a una variedad algebraica. Una
matroide es una estructura que generaliza el concepto de independencia lineal en
espacios vectoriales.

Estudiaremos estos dos conceptos antes de entrar en el álgebra tropical. Vere-
mos sus propiedades básicas, su aritmética y los polinomios tropicales. Al intentar
definir el espacio vectorial tropical nos encontraremos con que la definición natu-
ral “no es buena”. Para hallar una definición buena tropicalizaremos la Grassman-
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niana clásica que tiene le estudiaremos porque tiene mejores propiedades combi-
natorias.

Por último, introduciremos los árboles filogenéticos, que son árboles de m
hojas y sin vértices de grado 2. Estos surgen sobretodo en biologı́a (aunque no es
el único campo donde se han usado), donde las etiquetas representan diferentes
especies y la estructura de árbol registra su historia evolutiva. Relacionaremos la
Grassmanniana Tropical con el conjunto de los árboles filogenéticos.
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Capı́tulo 2

Grassmaniana clásica

Los espacios de moduli son objetos fundamentales en la geometrı́a algebraica.
Estos espacios parametrizan familias de variedades. Cada punto de un espacio de
moduli corresponde a una variedad algebraica diferente en la familia de interés.
Un caso básico es la familia de subespacios n-dimensionales del espacio vectorial
Km. Esta familia es parametrizada por la grassmaniana Gr(n,m), donde cada
punto representa un n-plano de Km. Se trata una variedad proyectiva de dimensión
n(m− n).

En las próximas páginas, vamos a dar una serie de proposiciones y definiciones
para construir la Grassmanniana.

Definición 2.1. La Grassmanniana Gr(n,m) se define como el conjunto de n-
planos de Km.

Proposición 2.2. Todo n-plano de Km se puede representar con una matriz n×m
de rango n.

Demostración. Sea H un n-plano de Km. Sea β = {β1, ..., βn} una base cual-
quiera de H . Tomemos los vectores de β como filas de M . Como son n vectores
de m coordenadas y además son independientes, tenemos una matriz n × m de
rango n.

Proposición 2.3. Toda matriz n × m (n ≤ m) de rango n define un n-plano de
Km.

Demostración. Sea A una matriz n × m de rango n. Tomemos las n filas de A
como vectores βi de m coordenadas. Como el rango de A es n, los vectores βi son
independientes y forman una base de un n-plano de Km.
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Definición 2.4. LlamamosA(n,m) al subconjunto de las matrices n×m, de ran-
go n, de la forma:

A =

a11 · · · a1m
... . . . ...
an1 · · · anm


Definición 2.5. Sea A ∈ A(n,m). El espacio generado por sus filas se llama
espacios de filas de A y se escribe rs(A) (rowspan(A)).

Proposición 2.6. Dos matrices A y B ∈ A(n,m) definen el mismo n-plano si y
sólo si ∃C ∈ GLn(K) con CA = B.

Demostración. “⇐=”
Sean A y B matrices de A(n,m), y C ∈ GLn(K):

A =

a11 · · · a1m
... . . . ...
an1 · · · anm

 ; B =

b11 · · · b1m
... . . . ...
bn1 · · · bnm

 ; C =

c11 · · · c1n
... . . . ...
cn1 · · · cnn


Supongamos que: CA = B, y sea Bi la i-ésima fila de B:

Bi = (Ci)A ⇒ Bi ∈ rs(A) , ∀i ∈ {1, ...,m}. Por tanto rs(B) ⊆ rs(A). La
igualdad se obtiene porque dim(rs(B)) = dim(rs(A)) = n.
“=⇒”
Sean A y B ∈ A(n,m) y supongamos que definen el mismo n-plano. Sea Bi una
fila cualquiera de B. Como A y B definen el mismo n-plano, podemos escribir
Bi = CiA.
Esto se tiene para todo i ∈ {1, ..., n}. Ası́, construimos una matriz C de tamaño
n × n, que se trata de la matriz de cambio de base de B a A y, por lo tanto su
determinante es distinto de cero, por lo que C ∈ GLn(K)

Por la proposición 2.3 todo elemento de la Grassmanniana Gr(n,m) se puede
representar por medio de una matriz A ∈ A(n,m).
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A =

v11 · · · v1m
... . . . ...
vn1 · · · vnm


Dos matrices A y B ∈ A(n,m) representan el mismo elemento de Gr(n,m) si y
sólo si B = CA, para algún C ∈ GLn(K).

Ejemplo 2.7. Sea A ∈ K6 la siguiente matriz:

A =

0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1


Sea C ∈ GL3(K):

C =

2 0 4
3 −1 2
1 2 0


Por lo tanto:

CA =

4 8 2 2 0 6
2 4 3 2 −1 4
0 0 1 3 2 3


Veamos que los puntos A y CA representan el mismo elemento de Gr(n,m):

Para ello calculo dim(rs(A)), dim(rs(CA)) y dim(rs(A) + rs(CA)) y veo que
son la misma:
Sea pA135 el menor de A formado por las columnas 1, 3 y 5, y sea pCA156 el menor
de CA formado por las columnas 1, 5 y 6. Es fácil comprobar que sus determi-
nantes son distintos de 0:

pA135 =

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 ; pCA156 =

∣∣∣∣∣∣
4 0 6
2 −1 4
0 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −20 6= 0

De este modo queda comprobado que dim(rs(A)) = dim(rs(CA)) = 3
Si comprobamos que dim(rs(A) + rs(CA)) = 3, entonces queda demostrado
que A y CA generan el mismo subespacio vectorial y que por tanto representan
el mismo elemento de Gr(n,m):
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rs(A) + rs(CA) =


0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1
4 8 2 2 0 6
2 4 3 2 −1 4
0 0 1 3 2 3


Calculamos la dimensión de A + CA utilizando el algoritmo de eliminación

Gaussiana, operando por sus filas, para encontrar sus dependencias:
1 2 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
4 8 2 2 0 6
2 4 3 2 −1 4
0 0 1 3 2 3

→


1 2 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
0 0 2 2 0 2
0 0 3 2 −1 2
0 0 1 3 2 3



→


1 2 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 2 2 2

→


1 2 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Por lo tanto dim(rs(A)+rs(CA)) = 3, ası́ queA y CA representan el mismo

elemento de Gr(n,m).

Proposición 2.8. Los n-planos de Km, que son los puntos de Gr(n,m), están en
biyección con las clases de matrices de A(n,m), módulo la relación de equiva-
lencia ∼:

A ∼ B ⇐⇒ ∃C ∈ GLn(K) : A = CB

Demostración. Sea f la siguiente aplicación:

f : A(n,m) −→ Gr(n,m)

tal que f(A) = rs(A). Esta aplicación es sobreyectiva por la Proposición 2.2.
Por otro lado, la Proposición 2.6 nos dice que f(A) = f(B) si y sólo si A ∼ B.
Teniendo esto en cuenta, la aplicación que va del conjunto cociente a la imagen:

f̂ : A(n,m)/ ∼−→ Gr(n,m)

es biyectiva.
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Vamos a ver ahora una representación de la Grassmanniana Gr(n,m) como
variedad proyectiva en P(m

n)−1.

Definición 2.9. Sea A ∈ A(n,m). Nos referimos como Ai1,...,in a la matriz for-
mada por las columnas i1, ..., in de A. Llamamos menor de las columnas i1, ..., in
y lo escribimos pi1,...,in al determinante de esta matriz Ai1,...,in . En total hay

(
m
n

)
menores. Los podemos ordenar en el órden lexicográfico de las columnas. A esta
n-tupla de menores lo llamamos coordenadas de Plücker de A.

Definición 2.10. Sean i1, ..., im las columnas de una matriz A ∈ A(n,m). Sea
φ : A(n,m) −→ P(m

n)−1 tal que φ(A) = [menor(A; i1, ..., in) en órden lexi-
cográfico]. Como A ∈ A(n,m) existe al menos un menor distinto de cero y, por
tanto la aplicación está bien definida.

Ejemplo 2.11. Sea A ∈ A(n,m).

A =

0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1


Calculemos sus coordenadas de Plücker: En la siguiente matriz la primera fila
representa el ı́ndice de las columnas y la segunda fila el determinante de esos
menores:

123 124 125 126 134 135 136 145
φ(A) = [ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1

146 156 234 235 236 245 246 256
0 : −12 : 2 : 2 : 2 : 0 : −2 : 0

345 346 356 456
0 : 1 : 1 : 1 ]

Las coordenadas distintas de cero nos indican los subconjuntos de n elemen-
tos de las columnas de la matrizA que son independientes en Kn. En el Capı́tulo 3
trataremos esto de manera más amplia.

Proposición 2.12. Sea p ∈ Im(φ), supongamos que pi1,...,in 6= 0. Entonces existe
una única matriz D ∈ A(n,m) con φ(D) = p y Di1,...,in = Idn
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, al estar trabajando con coordenadas
homogéneas, podemos suponer que pi1,...,in = 1 y que {i1, ..., in} = {1, ..., n} son
las n primeras columnas. D debe tener la forma:

D =



1 0 · · · 0 · · · 0 d1,n+1 · · · d1,m
0 1 · · · 0 · · · 0 d2,n+1 · · · d2,m
...

... · · · ... · · · ...
... · · · ...

0 0 · · · 1 · · · 0 di,n+1 · · · di,m
...

... · · · ... . . . ...
... . . . ...

0 0 · · · 0 · · · 1 dn,n+1 · · · dn,m


Ahora, calculamos los elementos que faltan de la matriz. Por ejemplo, para la

primera fila de D:

±d1,i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 d1,n+1

1 0
. . . 0 d2,n+1

0 1
. . . 0 d3,n+1

...
... . . . ...

...
0 0 · · · 1 dn,n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= p2,3,...,i

Donde el signo dependerá en cada caso. Para calcular un di,j cualquiera, partimos
de las n primeras columnas de D (la identidad),quitamos la columna con un 1 en
la fila i y añadimos la columna en la que se encuentra el elemento di,j:

±di,j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0 0 · · · 0 d1,j
0 1 · · · 0 0 · · · 0 d2,j
...

... . . . ...
... . . . ...

...

0 0 · · · 1 0 · · · ... di−1,j
...

... . . . 0 0
. . . ... di,j

0 0 · · · 0 1 · · · ... di+1,j
...

... . . . ...
... . . . ...

...
0 0 · · · 0 0 · · · 1 dm,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= p1...,i−1,i+1,...j

Ejemplo 2.13. Veamos un ejemplo de cómo recuperar una matriz D a partir de
las coordenadas de Plücker.
Supongamos que tenemos las coordenadas de Plücker del Ejemplo 2.11:
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φ(A) = [0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 0 : −1 : 2 : 2 : 2 : 2 : 0 : −2 : 0 : 1 : 1 : 1]

D será de la forma:

D =

d11 d12 d13 d14 d15 d16
d21 d22 d23 d24 d25 d26
d31 d32 d33 d34 d35 d36


Refirámonos en este ejemplo al menor formado por las columnas i1..., in como

pi1,...,in . Como p134 = 1, podemos suponer que las columnas 1, 3 y 4 forman la
matriz identidad (como las coordenadas de Plücker son coordenadas proyectivas
podrı́amos haber cogido tres columnas cualesquiera y multiplicar por un escalar
para conseguir un 1 en la posición que deseemos). Tenemos la matriz D de la
siguiente manera:

D =

1 d12 0 0 d15 d16
0 d22 1 0 d25 d26
0 d32 0 1 d35 d36


Ahora, con el determinante de todos los menores y la información de algunas

columnas, podemos sacar el valor de las columnas restantes:

p234 =

∣∣∣∣∣∣
d12 0 0
d22 1 0
d32 0 1

∣∣∣∣∣∣ = d12 = 2 ; p124 =

∣∣∣∣∣∣
1 d12 0
0 d22 0
0 d32 1

∣∣∣∣∣∣ = d22 = 0

p123 =

∣∣∣∣∣∣
1 d12 0
0 d22 1
0 d32 0

∣∣∣∣∣∣ = −d32 = 0 ; p345 =

∣∣∣∣∣∣
0 0 d15
1 0 d25
0 1 d25

∣∣∣∣∣∣ = d15 = 0

p145 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 d15
0 0 d25
0 1 d35

∣∣∣∣∣∣ = −d25 = 1 ; p135 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 d15
0 1 d25
0 0 d35

∣∣∣∣∣∣ = d35 = 1

p346 =

∣∣∣∣∣∣
0 0 d16
1 0 d26
0 1 d36

∣∣∣∣∣∣ = d16 = 1 ; p146 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 d16
0 0 d26
0 1 d36

∣∣∣∣∣∣ = −d26 = 0
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p136 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 d16
0 1 d26
0 0 d36

∣∣∣∣∣∣ = d36 = 1

Por lo tanto, hemos conseguido la siguiente matriz:

D =

1 2 0 0 0 1
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 1 1 1


Puede comprobarse de manera sencilla que A y D generan el mismo subespacio
vectorial. Ya que A = CD, con C ∈ GL3(K):

C =

0 1 1
0 0 1
1 0 0


Proposición 2.14. Sean A, B ∈ A(n,m). Se cumple que:

φ(A) = φ(B)⇐⇒ A ∼ B

Demostración. “⇐=”
Sean A,B ∈ A(n,m) tales que A ∼ B.
Para cada {i1, ..., in}, podemos comprobar fácilmente queBi1,..,.in = (CA)i1,..,.in =
CAi1,..,.in y, por tanto, |Bi1,..,.in| = |C||Ai1,..,.in| ⇒ φ(B) = det(C)φ(A)
Y por tanto, A y B definen el mismo punto proyectivo.

“=⇒”
Sean A,B ∈ A(n,m) dos matrices que definen el mismo punto proyectivo. Por la
Proposición 2.12, sabemos que ese punto proyectivo son también las coordenadas
de Plücker de una matriz D ∈ A(n,m) tal que Di1,...,in = Id, {i1, ..., in} tienen
que cumplir que menor(A; i1, ..., in) 6= 0. Según lo visto en la proposición 2.12,
D existe y es única. Tenemos que φ(D) = φ(A) = φ(B).
Por un lado tenemos que:
∃CA ∈ GLn(K) : CA(Ai1,...,in) = Id⇒ φ(CAA) = φ(A) = φ(D)⇒ CAA = D
Por otro lado:
∃CB ∈ GL(n) : CB(Bi1,...,in) = Id⇒ φ(CBB) = φ(B) = φ(D)⇒ CBB = D
Entonces:
CAA = CBB ⇒ A = C−1A CBB Por tanto A ∼ B
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Ejemplo 2.15. Veamos un ejemplo 2 × 4 de la proposición anterior. Sean A,
B ∈ A(2, 4):

A =

(
1 0 0 −1
0 0 1 2

)
; B =

(
2 0 1 0
−1 0 0 1

)
Tales que φ(A) = φ(B) = [0 : 1 : 2 : 0 : 0 : 1]. Entonces:(

1 0 0 −1
0 0 1 2

)
=

(
c11 c12
c21 c22

)(
2 0 1 0
−1 0 0 1

)
Resolviendo el sistema obtenemos C:

C =

(
0 −1
1 2

)
Por lo tanto, A ∼ B.

Ejemplo 2.16. Ejemplo: Sean ahora B ∈ A(2, 4) y C ∈ GL2(K):

B =

(
1 0 0 −1
0 0 1 2

)
; C =

(
1 2
3 4

)
Calculamos A ∈ A(2, 4) tal que A = CB. Se obtiene que:

A =

(
0 0 1 2
2 0 3 4

)
y sus menores son:

φ(B) = [0 : 1 : 2 : 0 : 0 : 1]

φ(A) = [0 : −2 : −4 : 0 : 0 : −2]

Que definen el mismo punto proyectivo en P(4
2)−1.

Definición 2.17. Fijemos un subconjunto I ⊂ [m] de tamaño n− 1 y un subcon-
junto J ⊂ [m] de tamaño n+ 1. Para cada j ∈ J , definimos el signo sgn(j, I, J)
como (−1)l, donde l es el número de elementos i ∈ I con i > j más el número de
elementos j′ ∈ J con j < j′.
La relación de Plücker PI,J es la cuádrica homogénea:

PI,J =
∑
j∈J

sgn(j; I, J) · pI∪j · pJ\j

Donde pI∪j = 0 si j ∈ I .
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Notemos que PI,J es distinto de cero sólo si |J\I| ≥ 3. Si |J\I| = 3 entonces,
con unos reordenamientos adecuados, podemos escribir I = I ′ ∪ {i} y J = I ′ ∪
{j, k, l}, con i < j < k < l. Esto implica que:

PI,J = pI′ij · pI′kl − pI′ik · pI′jl + pI′il · pI′jk

Esta expresión que hemos obtenido se llama relación de Plücker de 3 términos.

Proposición 2.18. Un punto de P(m
n)−1 pertenece a la Grassmanniana Gr(n,m)

si y sólo si es cero de todas las ecuaciones de Plücker. Por otro lado, si un punto de
P(m

n)−1 tiene todas sus coordenadas distintas de cero, entonces no hace falta que
se anule en todas las ecuaciones para estar en Gr(n,m), sólo en las relaciones
de Plücker de 3 términos.

Demostración. Véase [5].

Sea A ∈ A(n,m). Sea Â la matriz A con una fila extra formada por las varia-
bles xi , i ∈ {1, 2, ...,m}. Podemos calcular las ecuaciones implı́citas del espacio
lineal generado por las columnas de A desarrollando por la fila de variables de los(
m
n

)
menores de la matriz Â.

Sea A ∈ A(n,m). Añadamos una fila extra de variables xi , i ∈ {1, 2, ...,m}
a nuestra matriz y llamémosla Â. Como el rango de A es n, cualquier menor de
rango (n+1)×(n+1) es igual a 0. Si calculamos todos los menores, obtendremos(
m
n

)
ecuaciones homogéneas. Éstas ecuaciones son las ecuaciones implı́citas del

espacio lineal generado por las columnas de A.

Ejemplo 2.19. Sea A ∈ A(3, 6). Insertemos en esta matriz una fila extra de
variables, quedando Â del siguiente modo:

Â =


x1 x2 x3 x4 x5 x6
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1


Como el rango de A es 3, cualquier menor 4 × 4 es igual a cero. Para cada

menor, desarrollamos por la primera fila obteniendo una ecuación homogénea.
Por ejemplo, si cojemos las 4 primeras columnas:

x1p234 − x2p134 + x3p124 − x4p123 = 0 =⇒ 2x1 − x2 = 0
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De manera análoga, podemos obtener
(
6
4

)
= 15 ecuaciones, una para cada

menor 4 × 4. Son las ecuaciones implı́citas del espacio lineal generado por las
columnas de A.
En este caso no necesitamos todas las ecuaciones para definir el m-plano, sólo
m− n = 6− 3 (la codimensión del n-plano).

No necesitamos conocer la matriz de manera explı́cita para obtener éstas
ecuaciones. Con las coordenadas de Plücker también podemos obtenerlas. Sea
Gr(n,m). Sea I ⊆ [m] tal que |I| = n+ 1. Para cada I = {i1, ..., in+1}, tenemos
una ecuación implı́cita:

pI\{i1}xi1 − pI\{i2}xi2 + ...± pI\{in}xin = 0

En nuestro caso, las coordenadas de Plücker las tenemos calculadas del Ejem-
plo 2.11:

φ(A) = [0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 0 : −1 : 2 : 2 : 2 : 2 : 0 : −2 : 0 : 1 : 1 : 1]

De esta manera, si por ejemplo, elegimos I = {2356}, obtenemos la siguiente
ecuación:

x2p356 − x3p256 + x5p236 + x6p235 = 0 =⇒ x2 + 2x3 + 2x5 − 2x6 = 0

Esta manera de conseguir ecuaciones ı́mplicitas la utilizaremos más adelante
para definir espacio lineal tropical.
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Capı́tulo 3

Matroides

3.1. Definición de Matroide
A grandes rasgos, una matroide es una estructura que generaliza el concep-

to de independencia lineal en espacios vectoriales. Existen muchas definiciones
equivalentes de matroides. Daremos algunas definiciones equivalentes de matroi-
de, aunque hay muchas más. Primero recordemos el concepto que queremos ge-
neralizar:

Definición 3.1. Dado un conjunto finito de vectores v1, v2, ..., vn, se dice que son
linealmente independientes si existen números a1, a2, ..., an, donde la ecuación:

a1v1 + a2v2 + ...+ anvn = 0

se satisface únicamente cuando a1, a2, ..., an son todos cero. En caso contra-
rio, se dice que son linealmente dependientes.

Definición 3.2 (Matroide por conjuntos independientes). Una matroide finita M
es un par (E, I), donde E es un conjunto finito que podemos identificar con
{1, 2, ...,m} e I una colección de subconjuntos de E. Los elementos de I se lla-
man sunconjuntos independientes de M . Los subconjuntos de E que no pertene-
cen a I se llaman dependientes. I está contenido en P(E) y cumple las siguientes
condiciones:

I(1): ∅ ∈ I, (el vacı́o es independiente)
Además, cualquier subconjunto de un conjunto independiente es indepen-
diente, es decir, I es hereditaria.
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I(2): Si X ∈ I y X ′ ⊆ X entonces X ′ ∈ I.

I(3): Si X, Y ∈ I y |X| < |Y |, entonces existe un elemento x ∈ Y \X tal
que X ∪ {x} ∈ I.

Ejemplo 3.3. Sea la matriz

A =

0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1

 (3.1)

Aquı́ hablamos de las columnas como conjuntos independientes, algunos de ellos
son, por ejemplo: 1

0
0

 ;

1 0
0 1
0 0

 ;

1 0 1
1 1 1
0 0 1


Aunque hay muchos más. Por ejemplo:0 0

0 0
1 2


Si es un conjunto dependiente.

Teorema 3.4. Sea A una matriz tal que los elementos de E son sus columnas y
los elementos de I sus conjuntos linealmente independientes. M = (E, I) es un
matroide.

Demostración. Es trivial que I cumple I(1) e I(2).
Para comprobar I(3):
Sean X y Y subconjuntos de E linealmente independientes tal que |X| < |Y |.
Sea W el subespacio Km generado por X ∪ Y . Entonces, la dimensión de W ,
dim(W ), es como mı́nimo |Y |.
Ahora supongamos queX∪{x} es linealmente dependiente para todo x ∈ Y \X .
Entonces, W está contenido en el espacio generado de X .Ası́, llegamos a una
contradicción:

|Y | ≤ dim(W ) ≤ |X| < |Y |
Por lo tanto, concluimos que Y \X contiene un elemento x tal que X ∪x ∈ I,

esto es, se cumple I(3).
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Ejemplo 3.5. Sea A ∈ A(3, 4):

A =

0 0 1 1
0 0 0 1
1 2 0 0


Entonces M = (E, I), con:

E = {1, 2, 3, 4} ; I = {1, 2, 3, 4, 13, 14, 23, 24, 34, 124, 234}

Es una matroide.

Definición 3.6. Un circuito de una matroide M es un conjunto dependiente mini-
mal.

Definición 3.7. Decimos que una matroide es realizable cuando la matriz del
Teorema 3.4 existe. En caso contrario se dice que la matroide es no realizable.

Veamos otra definición equivalente de matroide:

Definición 3.8 (Matroide por circuitos). Una matroideM es un par (E,C), donde
E es un conjunto finito que podemos identificar con 1, 2, ...,m y C son una serie
de subconjuntos no vacı́os de E llamados circuitos, que cumplen las siguientes
propiedades:

Ningún conjunto propio de un circuito es un circuito.

Si c1, c2 son circuitos distintos y e ∈ c1 ∩ c2, entonces (c1 ∪ c2)\e contiene
un circuito.

Notemos que un conjunto A será dependiente si existe un circuito C con C ⊆ A
e independiente si no contiene circuitos.

Ejemplo 3.9. Sea la matriz del Ejemplo 3.3. Sus circuitos son:

C = {{1, 2}, {3, 4, 5}, {1, 4, 6}, {2, 4, 6}, {1, 3, 5, 6}, {2, 3, 5, 6}}

Donde cada número indica la posición de la columna de la matriz A referida.

Veamos ahora un ejemplo de matroide no realizable:

19



Figura 3.1: Representación gráfica del Teorema de Pappus

Ejemplo 3.10. SeaM = (E,C) conE = {1, 2, ..., 9} yC = {123, 157, 168, 269,
247, 348, 359, 456}∪{todo subconjunto de tamaño 4 que no contenga los circuitos
de tamaño 3}. Se puede comprobar que esto es una matroide.
Esta matroide no es realizable sobre C porque estos circuitos se corresponden
con las hipótesis del Teorema de Pappus [12], véase la Figura 3.1. El Teorema
afirma que entonces 7, 8 y 9 están alineados. Esto implica que cualquier matroide
realizable que tenga estos circuitos tiene que tener también al circuito 789.

Uno de los objetos más básicos y fundamentales en el álgebra lineal son las
bases. A continuación veremos que también podemos definir una matriz por sus
bases.

Definición 3.11. Una base es un conjunto independiente maximal.

Definición 3.12 (Matroide por bases). Una matroide M es un par (E, β), donde
E es un conjunto finito que podemos identificar con {1, 2, ...,m} y β una serie de
subconjuntos no vacı́os llamados bases de E que cumplen la siguiente propiedad
conocida como el teorema del intercambio:
Si σ y σ′ son bases y se tiene que dado i ∈ σ\σ′, entonces existe un elemento
j ∈ σ′\σ tal que (σ\{i}) ∪ {j} es una base.

Esta propiedad de las bases implica la siguiente propiedad más fuerte: el
elemento j ∈ σ\σ′ puede escogerse, tal que (σ′\{j}) ∪ {i} también es una base.
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Diremos que un conjunto X ⊂ β es independiente si existe una base B ∈ β
con X ⊂ B.

Ejemplo 3.13. Sea la matriz del Ejemplo 3.3. Sus bases son:

β = {(1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 3, 6), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (2, 3, 4), (2, 3, 5),

(2, 3, 6), (2, 4, 5), (2, 5, 6), (3, 4, 6), (3, 5, 6), (4, 5, 6)}

Ahora que tenemos definido lo que es una matroide, veamos que relación tiene
con la Grassmanniana:

Proposición 3.14. Cada punto P de Gr(n,m) define una matroide. Sea A ∈
A(n,m) con φ(A) = P . Defino la matroide M = (E, β) de la siguiente manera:
E = {1, ...,m} , {i1, ..., in} ∈ β si y sólo si las columnas de i1, ..., in son indepen-
dientes. Veamos ahora la misma matroide a partir de sus coordenadas de Plücker.
M = (E, β) será la matroide con E = {i1, ..., in} , β = {i1, ..., in : pi1,...,in 6= 0}.

Ya hemos visto lo que son las Grassmannianas Gr(n,m) y las matroides M .
Más adelante veremos que podemos agrupar todos los puntos de una Grassman-
niana asociados a una misma matroide. Conseguiremos ası́ una serie de subcon-
juntos de Gr(n,m) que forman una partición y, a cada uno de estos subconjuntos
lo llamaremos Gr(M,n,m).
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Capı́tulo 4

Geometrı́a tropical

4.1. Introducción
La geometrı́a tropical es una rama relativamente nueva de las matemáticas. Es

curioso el adjetivo de tropical, pero realmente no tiene ningún significado pro-
fundo. Se trata de un homenaje que le hicieron unos matemáticos franceses al
matemático e informático brasileño Imre Simon, autor de uno de los primeros
artı́culos que llevan la palabra tropical “On semigroups of matrices over the tropi-
cal semiring” [9]. Realmente, existen artı́culos más antiguos que hablan sobre el
tema aunque no lleven la palabra tropical.

4.1.1. Aritmética tropical
Definimos como semianillo tropical al conjunto T = R ∪ {∞}, junto a las

operaciones suma y multiplicación definidas como:

x⊕ y := mı́n(x, y) y x� y := x+ y

El término semianillo se debe a que T satisface los siguientes axiomas:

1. (T,⊕, 0T) es un monoide conmutativo con elemento identidad 0T =∞:

a) (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)

b) 0T ⊕ x = x⊕ 0T = x

c) x⊕ y = y ⊕ x

2. (T,�, 1T) es un grupo abeliano con elemento identidad 1T = 0:
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a) (x� y)� z = x� (y � z)

b) 1T � x = x� 1T

c) x� y = y � x
d) x� x−1 = 1T, si x 6= 0T

3. La multiplicación cumple con la ley distributiva con respecto a la suma:

a) x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z)

b) (x⊕ y)� z = (x� z)⊕ (y � z)

4. 0T � x = x� 0T = 0T

Existen trabajos en los que para la suma se toma el máximo en lugar del mı́ni-
mo.
Es importante notar que en este anillo la suma es idempotente, ya que:

x⊕ x = x ∀x ∈ T

Esto simplifica mucho las operaciones, por ejemplo:

(x⊕ y)�n = (x)�n ⊕ (y)�n

(donde el exponente indica el producto tropical n veces)
A partir de ahora, denotaremos x�n como xn.

Nota 4.1. La suma no es cancelativa:

a⊕ b = a⊕ c 6⇒ b = c

Ejemplo 4.2.
1⊕ 3 = 1⊕ 7 6⇒ 3 = 7

Proposición 4.3. Para cualquier n ∈ Z, se cumple la siguiente igualdad:

(x⊕ y)n = xn ⊕ yn

Demostración.

(x⊕y)n = n∗(x⊕y) = n∗(min(x, y)) = min(n∗x, n∗y) = min(xn, yn) = xn⊕yn
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4.2. Geometrı́a Tropical

4.2.1. Polinomios tropicales
Sean w1, w2, ..., wn variables sobre en el semianillo tropical (R∪{∞},⊕,�).

Un monomio es un producto cualquiera de estas variables, donde las repeticiones
están permitidas. Por la conmutatividad podemos ordenar el producto y escribir
los monomios con la notación usual con las variables elevadas a exponentes:

w2 � w4 � w2 � w1 � w4 � w2 = w1 � w3
2 � w2

4

Observemos que la evaluación de un monomio tropical de n variables es una fun-
ción lineal afı́n definida de Tn en T. Por ejemplo:

a� w1 � w3
2 � w2

4 = a+ w1 + 3w2 + 2w4 = a+ 〈w, i〉

donde w = (w1, ..., w4) es el vector de las variables, e i = (1, 3, 0, 2) ∈ N4 es el
vector de sus respectivas potencias.
Por simplificar, escribiremos:

a� wi11 � ...� winn = a� w�i

Antes de definir lo que es un polinomio tropical, introduzcamos el siguiente con-
cepto.

Definición 4.4. Sea M∈ Rn. Diremos que M es un politopo entero si M es el
envolvente convexa de una cantidad finita de puntos con coordenadas enteras.

Definamos ahora polinomio tropical:

Definición 4.5. Un polinomio tropical f es una combinación finita de monomios
tropicales:

f(w1, ..., wn) =
⊕
i∈A

ai � wi

donde los coeficientes ai ∈ T para todo i ∈ A, y A ⊂ Zn un conjunto finito
(son polinomios con exponentes también negativos que se llaman polinomios de
Laurent).

Si ai ∈ R ∀i ∈ A, decimos que A es el soporte del polinomio tropical f . Todo
polinomio tropical representa una función Tn −→ T. Cuando evaluamos estas
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Figura 4.1: Gráfica de la función definida por el polinomio tropical p(w) = a �
w3 ⊕ b� w2 ⊕ c� w ⊕ d del ejemplo (4.6)

funciones en la aritmética clásica, obtenemos el mı́nimo de una colección finita
de funciones lineales:

f̂(w1, ..., wn) = mini∈A{ai + 〈w, i〉}

Si restringimos el dominio de esta función a Rn nos queda una función p : Rn −→
R que es continua y lineal a trozos y para cada trozo lineal, la diferencial es un
vector entero.

Ejemplo 4.6. Consideremos un polinomio genérico de grado tres en una variable
w1:

f(w1) = a� w3
1 ⊕ b� w2

1 ⊕ c� w1 ⊕ d

Para hacer la gráfica de la función f̂ que define, dibujamos cuatro lı́neas en
el plano de coordenadas (w1, w2) : w2 = 3w1 + a, w2 = 2w1 + b, w2 = w1 + c y
la lı́nea horizontal w2 = d. El valor de f̂(w) es el mı́nimo de w2 tal que (w1, w2)
pertenece a alguna de estas lı́neas. Las cuatro lı́neas contribuyen al grafo si

b− a ≤ c− a ≤ d− c

En este caso, estos tres valores de w son exactamente los puntos en los cuales f̂
no es diferenciable.

Nota 4.7. Polinomios distintos pueden representar la misma función.
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Figura 4.2: Gráfica de la función definida por el polinomio tropical del Ejem-
plo 4.8. Las rectas punteadas corresponden a monomios que no aportan al mı́nimo
[2].

Ejemplo 4.8. Consideremos un caso particular del ejemplo anterior, tomando
p = 0 � w3 ⊕ 3. Podemos ver el gráfico de la función que define este polinomio
tropical en la Figura 4.2. Si sumamos p a cualquier monomio del tipo a�w2 con
a > 1, o del tipo b � w con b > 2, la función que definen será la misma, pues
estos monomios se corresponden con rectas por encima del gráfico de p̂, con lo
que no aportan al mı́nimo que se alcanza en los monomios de p̂.

4.2.2. Raı́ces de un polinomio tropical
Dado un polinomio tropical f queremos definir sus raı́ces. Consideramos el

polinomio en una variable:

f(w) := a� w ⊕ b

y observamos que la ecuación a�w⊕b = 0T no tiene solución si b 6= 0T. Entonces
tenemos que buscar otra definición de los ceros de f . La igualdad:

a� w ⊕ b = a� (w ⊕ (b− a))

sugiere definir, ası́ como en el caso clásico, el número b− a como cero de f .
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Figura 4.3: Gráfica de la función definida por el polinomio tropical del Ejem-
plo 4.9 [2].

Ejemplo 4.9. Sea f := 2�w⊕3. De acuerdo con la definición precedente, w = 1
es cero de f . La gráfica de f(w) es singular para este de valor de w puesto que
en ese punto, el mı́nimo entre 2 + w y 3 se alcanza dos veces.

Esto nos motiva a dar la siguiente definición:

Definición 4.10. Llamamos conjunto de ceros de un polinomio tropical f =⊕
i∈A ci � wi al conjunto Z(f) de todos los puntos de w ∈ R donde el valor

f(w) = mini∈A{ci+〈w, i〉} se alcanza para al menos dos ı́ndices distintos i, j ∈ A

o, equivalentemente, donde f̂ no es diferenciable.

4.2.3. Módulo tropical
Una posible definición de módulo tropical podrı́a ser la siguiente:

Definición 4.11. Sea V un conjunto con las siguientes dos operaciones:

⊕ : V × V −→ V � : T× V −→ V

que satisface las siguientes propiedades:

V es un monoide con respecto a ⊕.

a� v ∈ V para todo a ∈ T y v ∈ V .

(a� b)� v = a� (b� v).
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(a⊕ b)� v = (a� v)⊕ (b� v), para todo a, b ∈ T y v ∈ V .

a� (v1 ⊕ v2) = (a� v1)⊕ (a� v2), para todo a ∈ T y v1, v2 ∈ V .

0� v = v, para todo v ∈ V .

Ejemplo 4.12. Sea V = T2 un T-módulo generado por los vectores v1 = (1, 0) y
v2 = (0, 1). Entonces existe un vector v = (x, y) tal que,(

x
y

)
= a�

(
1
0

)
⊕ b�

(
0
1

)
Que es el siguiente sistema de ecuaciones:{

x = a� 1⊕ b� 0

y = a� 0⊕ b� 1

por lo tanto, {
x = min{a+ 1, b+ 0}
y = min{a+ 0, b+ 1}

Y tiene solución si y solo si −1 ≤ x− y ≤ 1.

La zona sombreada es la zona en la que existe solución.

En este ejemplo hemos comprobado que esta definición de módulo tropical
no es “buena”. En el siguiente capı́tulo, vamos a utilizar la Grassmanniana para
definirlo.
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Capı́tulo 5

Dressiano Tropical

El objetivo de este capı́tulo es definir un análogo tropical de la Grassmanniana
clásica Gr(n,m).

Como vimos en el primer capı́tulo de este trabajo,Gr(n,m) parametriza subes-
pacios n lineales de un espaciom dimensional. Cada punto de una Grassmanniana
puede definir diferentes espacios lineales. Recordémoslo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1. Sea Gr(3, 5) y los espacios asociados a las siguientes matrices:

A =

1 2 −1 0 −2
0 1 1 0 5
3 0 2 0 1

 ; B =

2 0 3 1 −1
0 0 2 5 0
1 0 −4 2 0


Sus coordenadas de Plücker son:

φ(A) = [11 : 0 : 25 : 0 : −18 : 0 : 0 : −23 : 0 : 0]

φ(B) = [0 : 0 : 0 : −11 : 2 : 5 : 0 : 0 : 0 : 24]

A define la matroide M1 = (E, β1), definida por bases:

E = {1, 2, 3, 4, 5} ; β1 = {{123}, {125}, {135}, {235}}

B define la matroide M2 = (E, β2):

E = {1, 2, 3, 4, 5} ; β2 = {{134}, {135}, {145}, {345}}

Las matroides de estos dos espacios son diferentes, por lo tanto, no son el
mismo.
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A continuación introduciremos Gr(M,n,m) una partición de Gr(n,m) con
el que agruparemos todos los puntos asociados a la misma matroide.

Definición 5.2. SeaM = (E, β) una matroide con bases β. DefinimosGr(M,n,m)
como el subconjunto de Gr(n,m) donde cada punto define a la matroide M :

Gr(M,n,m) = Gr(n,m) ∩ {pA = 0 : A 6∈ β} ∩ {pA 6= 0 : A ∈ β}

La matroide M indica los pA que son o no iguales a cero. Gr(M,n,m) es vacı́o
si M es no realizable sobre K.

Ejemplo 5.3. Sea A ∈ A(2, 4) la siguiente matriz:

A =

(
0 2 3 0
1 −1 0 2

)
Tenemos φ(A) y la matroide M = (E, β) asociada a A:

φ(A) = [−2 : −3 : 0 : 3 : 3 : 3]

E = {1, 2, 3, 4} ; β = {{12}, {13}, {23}, {24}, {34}}
Calculo las ecuaciones de Plücker. Si I = {1} y J = {2, 3, 4} obtenemos:

PI,J = p12p34 ± p13p24 ± p14p23

Podemos escoger I de otras 3 maneras posibles, pero obtenemos la misma ecua-
ción. Entonces, los puntos que pertenecen a Gr(M,n,m) son aquellos que cum-
plen PI,J con p12 6= 0, p13 6= 0, p14 = 0, p23 6= 0, p24 6= 0, p34 6= 0.

Ahora introduciremos el Dressiano, un concepto puramente tropical. Los desa-
rrolladores de esta teorı́a decidieron usarlo porque posee buenas propiedades geométri-
cas.

Definición 5.4. Sean PI,J las relaciones cuadráticas de Plücker introducidas en
la Definición 2.17:

PI,J =
∑
j∈J

sgn(j; I, J) · pI∪j · pJ\j

Las ecuaciones tropicales de Plücker son su tropicalización directa:⊕
j∈J

0� pI∪j � pJ\j
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Definición 5.5. El Dressiano Dr(M,n,m) es un subconjunto del semianillo tro-
pical T(m

n). Un punto perteneceDr(M,n,m) si satisface las ecuaciones de Plücker
tropicales (podemos quedarnos con los 3-terms) y cada coordenada de T(m

n), in-
dexada por un subconjunto de n elementos de m, que van a ser∞ si el subcon-
junto no es base de M y un número disntinto de∞ en caso de que si lo sea. Es
decir:

Dr(M,n,m) = (
⋂
I,J

Z(P trop
I,J )) ∩ {pA 6=∞ : A ∈ β} ∩ {pA =∞ : A 6∈ β}

Observación 5.6. Cada punto de una Grassmanianna nos da un espacio lineal.
El Dressiano es lo más parecido al análogo tropical, ya que cada punto nos da un
espacio lineal tropical.

Ejemplo 5.7. Calculemos los puntos del Dressiano dados A,M, n,m los del
Ejemplo 5.3. Al tropicalizar la ecuación de Plücker obtenemos:

P trop
I,J = p12 � p34 ⊕ p13 � p24 ⊕ p14 � p23

El neutro para ⊕ es∞, por lo que pA =∞ si A 6∈ β y pA 6=∞ si A ∈ β.

Entonces, los puntos que pertenecen aDr(M,n,m) son aquellos que cumplen
P trop
I,J y p12 6=∞, p13 6=∞, p14 =∞, p23 6=∞, p24 6=∞, p34 6=∞.

Algunos ejemplos de puntos que están en el Dressiano son:

[3 : 6 :∞ : 901 : −1 : 2]

[−5 : −1 :∞ : 6 : 0 : 4]

[7 : 7 :∞ : 7 : 7 : 7]

Teorema 5.8. Sea M una matroide. El Dressiano Dr(M,n,m) nunca es vacı́o.

Se puede probar que el punto con pi1,...,in igual a 0 si i1, ..., in es una base de
M e∞ en caso de que no lo sea siempre pertenece al Dressiano Dr(M,n,m).

Ejemplo 5.9. Sea Dr(M, 3, 5) con M = (E, β):

M = ({1, 2, 3, 4, 5}, {{123}, {124}, {125}, {135}, {234}, {235}, {245}, {345}})

Sus coordenadas de Plücker tropicales son las siguientes:

φ = [0 : 0 : 0 :∞ : 0 :∞ : 0 : 0 : 0 : 0]

Las ecuaciones de Plücker siempre van a tener solución ya que el mı́nimo
siempre está en el 0.
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Introducimos ahora un subconjunto del Dressiano, La Grassmanianna Tropi-
cal.

Definición 5.10. La Grassmanniana Tropical GRT (M,n,m) es un subconjunto
de T(m

n). Un punto pertenece a GRT (M,n,m) si es solución de las ecuaciones
tropicalizadas del ideal clásico generado por las ecuaciones de Plücker tropica-
les:

I(GR(M)) = (
∑

fiP )

Donde fi es un polinomio cualquiera y P i una ecuación de Plücker.
Fijémonos en: ∑

fiPi =
∑

aip
i

que al tropicalizarlo nos queda: ⊕
0� pi

La Grassmanniana Tropical GRT (M,n,m) cumple las ecuaciones del Dres-
siano más todas las generadas por el ideal I(GR(M)). Por lo tanto

GRT (M,n,m) ⊆ Dr(M,n,m)

Nota 5.11. Para n 6= 2 se sabe que Dr(M,n,m) y GRT (M,n,m) pueden ser
distintos, pero para n = 2 se ha demostrado que son iguales. En este caso parti-
cular, estos espacios coinciden con el espacio de árboles filogenéticos, que estu-
diaremos en el siguiente capı́tulo. Véase [5], página 172.

Ejemplo 5.12. Sean A,M, n,m del Ejemplo 5.3. Los puntos de GRT (M,n,m)
no sólo deben de cumplir la ecuación de Plücker tropicalizada del Ejemplo 5.7,
deben cumplir las ecuaciones tropicalizadas del ideal clásico que generan estas:

I(Gr(M,n,m)) = (p12p34 ± p13p24 ± p14p23)

Es decir, si por ejemplo tenemos la ecuación 2w2
1w3+3w1w

2
2+8w2w

2
3, su homólo-

ga tropical es 0�w2
1�w3⊕0�w1�w2

2⊕0�y�w2
3. Los puntos que cumplan las

infinitas ecuaciones que forman el ideal, son los que pertenecen aGRT (M,n, n).

Comprobar que un punto pertenece al Dressiano puede hacerse. Para que un
punto pertenezca a la Grassmanniana Tropical ha de cumplir infinitas ecuaciones,
por lo que no puede comprobarse de manera trivial.
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A final del Capı́tulo 1 vimos un método para calcular las ecuaciones implı́citas
de un espacio lineal generado por las columnas de A ∈ A(n,m). De manera
análoga podemos calcular las ecuaciones implı́citas de un espacio lineal tropical.
Ésto nos servirá como definición.

Definición 5.13. Sea Dr(M,n,m). Sea P un punto del Dressiano. Sea I ⊆ [m]
tal que |I| = n+ 1. Para cada I = {i1, ..., in+1} definimos la siguiente ecuación:

pI\{i1} � xi1 ⊕ pI\{i2} � xi2 ⊕ ...⊕ pI\{in} � xin
Como hicimos en el Ejemplo 2.19. En total hay

(
m
n

)
ecuaciones. Definimos el

espacio lineal tropical de P como la solución de estas ecuaciones.

Ejemplo 5.14. Sea Dr(M, 4, 6). con una matroide asociada:

M = (E, β) = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {{1346}, {1456}, {2346}, {2456}, {3456}})

Sus coordenadas de Plücker tropicales de M son:

φ = [∞ :∞ :∞ :∞ :∞ :∞ :∞ : 0 :∞ : 0 :∞ : 0 :∞ : 0 : 0]

Según la definición, tenemos 6 ecuaciones que son las siguientes:
Para {12345}:∞� x1 ⊕∞� x2 ⊕∞� x3 ⊕∞� x4 ⊕∞� x5
Para {12346}: 0� x1 ⊕ 0� x2 ⊕∞� x3 ⊕∞� x4 ⊕∞� x6
Para {12356}:∞� x1 ⊕∞� x2 ⊕∞� x3 ⊕∞� x5 ⊕∞� x6
Para {12456}: 0� x1 ⊕ 0� x2 ⊕∞� x4 ⊕∞� x5 ⊕∞� x6
Para {13456}: 0� x1 ⊕ 0� x3 ⊕∞� x4 ⊕ 0� x5 ⊕∞� x6
Para {23456}: 0� x2 ⊕ 0� x3 ⊕∞� x4 ⊕ 0� x5 ⊕∞� x6

En resumen, son estas ecuaciones:

0� x1 ⊕ 0� x2

0� x1 ⊕ 0� x3 ⊕ 0� x5
0� x2 ⊕ 0� x3 ⊕ 0� x5

Que precisamente cada una tiene como soporte uno de los circuitos de la
matroide M . Esto ocurre siempre.
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Capı́tulo 6

Árboles filogenéticos

En este capı́tulo analizaremos el caso n = 2, en el que el Dressiano y la
Grassmanniana Tropical coindicen.

Teorema 6.1. Cuando n = 2, se cumple: Dr(M, 2,m) = GRT (M, 2,m)

Demostración. Véase [5].

6.1. Árboles filogenéticos
Definición 6.2. Un árbol filogenético es un árbol con m hojas etiquetadas y sin
vértices de grado 2 (el número de aristas adyacentes al vértice). Estos, principal-
mente, surgen en biologı́a, donde las etiquetas representan diferentes datos y la
estructura de árbol registra su historia evolutiva. Las m aristas adyacentes a las
hojas de un árbol τ son las aristas colgantes de τ .

Ejemplo 6.3. En la Figura 6.1 se muestra un ejemplo de árbol filogenético.

Definición 6.4. Una distancia de árbol es un vector d = (di,j) ∈ R(m
2 ) construido

como sigue. Sea τ un árbol filogenético. Asignamos una longitud le ∈ R a cada
arista. Esta longitud en principio puede ser 0 o incluso un número negativo. Entre
dos hojas i, j ∈ τ hay un único camino en τ . Definimos la distancia di,j entre
las hojas i, j como la suma de la longitud de todas las aristas le a lo largo de
este camino. El vector resultante d = (di,j) ∈ R(m

2 ) se llama distancia de árbol.
Cuando todas las le son no negativas, la distancia de árbol especifica una métrica
en el conjunto [m] = 1, ...,m de hojas. Los espacios métricos que surgen de estos
árboles métricos τ se llaman métricas de árbol.

34



Figura 6.1: Ejemplo de árbol filogenético [4]

Definición 6.5. Denotemos ∆ al conjunto de todas las distancias de árbol en
R(m

2 ). Este conjunto se conoce como el espacio de los árboles filogenéticos de
m hojas. Añadir el vector λ ·

∑
j 6=i eij a la distancia de árbol d corresponde a

añadir la constante λ/2 a la longitud del arista colgante i-ésimo del árbol τ . Esto
demuestra que d + (λ/2) ·

∑
j 6=i eij ∈ ∆. Concluimos con que el subespacio L

está contenido en ∆:
∆ + L = ∆

Recordemos los axiomas que definen a una métrica:

Definición 6.6. Una métrica es un concepto que generaliza la idea geométrica de
distancia. Un conjunto que tiene una métrica definida recibe el nombre de espacio
métrico. Dado un conjunto [m], una métrica en [m] es una función:

d : [m]× [m]→ R

que posee las siguientes propiedades:

Es positivamente definida, es decir: d(x, y) ≥ 0 para todos los x, y ∈ [m].

Es simétrica: d(x, y) = d(y, x) para todos los x, y ∈ [m].
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Figura 6.2: Árbol de 4 hojas

Cumple la desigualdad triangular, es decir, que para todos los x, y, x ∈ [m],
se cumple: d(x, z) ≤ d(y, x) + d(y, z).

Es nula para puntos coincidentes: d(x, y) = 0⇔ x = y

6.2. Condición de cuatro puntos
Definición 6.7. A cualquier subárbol τ formado por cuatro hojas u, v, x, y, lo
llamamos quartet (uv;xy) si u tiene un vértice adyacente en común con v y x lo
tiene con y. Véase la Figura 6.2.

Teorema 6.8 (Condición de cuatro puntos). Una métrica d en un conjunto fi-
nito [m] es una metrica de árbol si y solo si para cualquier cuatro elementos
u, v, x, y ∈ [m] el máximo de los tres números duv + dxy, dux + dvy, duy + dvx se
alcanza al menos dos veces.

Demostración. “=⇒”
Supongamos que d es igual a la métrica dτ definida por un árbol τ en [m]. Enton-
ces para cualquier quartet (uv;xy) de τ , como el de la Figura 6.2, se cumple:

(lu + lv) + (lx + ly) ≤ (lu + li + lx) + (lv + li + ly) = (lu + li + ly) + (lv + li + lx)

Es decir,
duv + dxy ≤ dux + dvy = duy + dvx (6.1)
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Figura 6.3: Árbol de 3 hojas

Por lo tanto se cumple que el máximo se alcance dos veces.
“⇐=”
La otra parte de la implicación la vamos a probar aplicando inducción en el núme-
ro de hojas m. Para m = 3, tenemos el caso de la Figura 6.3. A partir de las
distancias de árbol dij , podemos calcular las longitudes li con el siguiente sistema
de ecuaciones:

d12 = l1 + l2

d13 = l1 + l3

d22 = l2 + l3

El sistema es compatible determinado, por lo que para m = 3 siempre se
cumple.

Supongamos m ≥ 4, y que el teorema es válido para todos los espacios métri-
cos con menos de m elementos. Enconces sea d una métrica en [m] = {1, 2...,m}
que satisfaga la condición de los cuatro puntos.
Escogemos i, j, k que maximicen dik + djk − dij . Por hipótesis de inducción hay
un árbol τ ′ en [m]\i que realiza d restringida a [m]\i.
Sea λ la longitud de la arista colgante e de τ ′ adyacente a j. Subdividimos e
añadiendo un nuevo vértice interior conectado a la hoja i, como vemos en la Fi-
gura 6.4.

La arista adyacente a j se le asigna una longitud λi = (dij + dik − djk)/2, a la
arista adyacente a j le asignamos una longitud de λj = (dij + djk − dik)/2 y por

37



Figura 6.4: Subvidimos e con un nuevo vértice y le conectamos con i

último, a la parte restante de e le asignamos longitud λ− λj .
Veamos que el árbol resultante τ no tiene ninguna arista con peso negativo, y
se cumple que d = dτ . Por construcción, d y dτ coinciden en todos los pares
x, y ∈ [m]\i.
Sea l cualquier hoja de τ ′ diferente de i, j, k. Nuestra elección de i, j, k implica
que dik + djk − dij ≥ dkl + dik − dil y dik + djk − dij ≥ dkl + djk − djl.
La condición del cuarto punto de nuestra hipótesis da entonces

dij + dkl ≤ dik + djl = dil + djk

Como d es una métrica, tenemos que λi ≥ 0 y λj ≥ 0. Veamos ahora que λ− λj
es no negativo, fijemos una hoja l 6= j, k de τ ′. Entonces se tiene que λ = (djk +
djl − dkl)/2, asi que

λ− λj = (dik + djl − dij − dkl)/2 ≥ 0

Por lo tanto, nuestro árbol τ no tiene aristas con pesos negativos, pero puede ser
0. Además tenemos que (dτ )ij = λi + λj = dij y que (dτ )il = (dτ )jl − λj + λi =
djl + dik − djk = dil para l 6= i.

Ejemplo 6.9. Sea el árbol métrico de 4 hojas de la Figura 6.5.
Tomando pi,j = −d(i, j), veamos que se cumple:

P trop
I,J = p12 � p34 ⊕ p13 � p24 ⊕ p14 � p23

P trop
I,J = min{−((1 + 2) + (3 + 4)),−((1 + 5 + 3) + (2 + 5 + 4)),

− ((1 + 5 + 4) + (2 + 5 + 3))} = min{−10,−20,−20} = −20

38



Figura 6.5: Ejemplo de árbol

Como vemos, la condición de cuarto puntos no son más que las ecuaciones
de Plücker cambiadas de signo. Es decir, los árboles filogenéticos son puntos del
Dressiano.

Teorema 6.10. El conjunto de métricas de árbol de m hojas es igual al subcon-
junto de −Dr(M, 2,m) con todas las coordenadas positivas, donde M = (E, β)
es la matroide uniforme (todos los subconjuntos de E de 2 elementos son bases).

6.3. Caso real de árbol filogenético
En esta sección intentaremos recrear un árbol filogenético a partir del ADN

mitocondrial de los siguientes humanos: Hemos ido a una base de datos de ADN
mitocondrial humano [14] y hemos descargado las muestras que tienen el siguien-
tes identificador:

AF381982, AY195748, AF346989, AF346963, AF346988.
Que vamos a llamar, 1, 2, 3, 4 y 5 respectivamente.
La distancia que vamos a usar es el número de nucleótidos diferentes en cada

especie. Por ejemplo la distancia entre:
AGTCA y GATCA

es 2 porque difieren en la primera y segunda posición. El problema es que el
ADN no está alineado.

Por ejemplo, entre las posiciones 515 y 540 hemos obtenido lo siguiente:
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Cuadro 6.1: Distancias entre las 5 hojas del árbol
1 2 3 4 5

1 0 41 47 34 28
2 0 18 39 41
3 0 45 47
4 0 32
5 0

1 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
2 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
3 : GCACACACACCGCTGCTAACCCCAT
4 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
5 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCC

Vemos que la 3 está muy alejada de las demás, pero más que eso, lo que parece
es que han desaparecido 2 nucleótidos. Añadimos una nueva letra ’X’ para indicar
que un nucleótido ha desaparecido. Hemos añadido 2 ’X’ y las secuencias quedan
de este modo:

1 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
2 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
3 : GCACACACAXXCCGCTGCTAACCCCAT
4 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
5 : GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT

En este ejemplo lo hemos hecho a mano, pero un problema interesante es
buscar definir un algoritmo que decida cómo alinear ADN.

Una vez alineado, comparando las diferencias entre los ADN, hemos obtenido
una serie de distancias, reflejadas en el Cuadro 6.1, donde la distancia ha sido
calculada como el número de nucleótidos diferentes entre cada secuencia.

De esta tabla, sacamos 5 condiciones de cuatro puntos:
Con las hojas {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5} y {2, 3, 4, 5}, la condición de los cuatro

puntos se cumple:

d12 + d34 = 86 d12 + d35 = 88 d23 + d45 = 50

d13 + d24 = 86 d13 + d25 = 88 d24 + d35 = 86

d14 + d23 = 52 d15 + d23 = 46 d15 + d43 = 86
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Cuadro 6.2: Distancias finales entre las 5 hojas del árbol
1 2 3 4 5

1 0 41 47 34 28
2 0 18 39 41
3 0 45 47
4 0 34
5 0

Sin embargo, observamos que escogiendo las hojas {1, 3, 4, 5} y {1, 2, 4, 5} la
condición de los cuatro puntos no se cumple:

d13 + d45 = 79 d12 + d45 = 73

d14 + d35 = 81 d14 + d25 = 75

d15 + d43 = 73 d15 + d24 = 67

Eso quiere decir que no tenemos una métrica de árbol. Para poder construir un
árbol usando el Teorema 6.8, tenemos que hacer un pequeño ajuste a los datos.
Un posible cambio que vemos a simple vista es aumentar en 2 unidades a d45, ob-
teniendo el Cuadro 6.2. Aquı́ lo hemos hecho a ojo, pero un problema interesante
fuera del alcance de este trabajo, es dada una métrica que no es de árbol, ajustarlo
a la métrica de árbol más próxima.

El punto correspondiente del Dressiano serı́a:

[−41 : −47 : −34 : −28 : −18 : −39 : −41 : −45 : −47 : −34]

Ahora que ya tenemos 5 hojas que cumplan nuestras hipótesis, construimos el
árbol con el algoritmo usado en la demostración del Teorema 6.8.

Primero tenemos que escoger 3 hojas (i, j, k) tales que maximicen: dik+djk−
dij . En nuestro caso (i, j, k) = (2, 3, 1), obteniendo el árbol τ ′ = {1, 3, 4, 5} de la
Figura 6.6.

La quinta hoja la tenemos que añadir en algún punto de l4, obteniendo la Fi-
gura 6.7.

Con la información que tenemos podemos hallar los valores de a, b y c:

l4 = a+ c = 29

d23 = b+ c = 18
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Figura 6.6: Árbol formado por las hojas 1, 3, 4 y 5

Figura 6.7: Añadimos la quinta hoja en algún punto de l4
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Figura 6.8: Finalmente, terminamos de construir el árbol

d24 = a+ b+ 16 = 39

Ası́, obtenemos los valores a = 19, b = 6, c = 12 y obtenemos el árbol de la
Figura 6.8.

43



Bibliografı́a

[1] ARDILA, FEDERICO; KLIVANS, CAROLINE J. ((The Bergman complex of a
matroid and phylogenetic trees)). J. Combin. Theory Ser. B 96 (2006).

[2] CZUBARA, CRISTIAN CARLOS ((Hipersuperficies Tropicales Singulares))
Universidad de Buenos Aires, Noviembre 2011.

[3] ESCAMILLA, JUAN F.; CASTILLO MONTES, MAYRA; DUARTE BEZA,
SAUL ((Interpretacion geométrica de algunas variedades de Schubert)) Re-
vista de Matematica: Teorı́a y Aplicaciones 4(1): 5–19 (1997).

[4] ESQUIVEL, JORGE ((¿Que es la taxonomı́a?)) [Online, accedido 18 Feb.
2017]
((http://biologiaesasombrosa.blogspot.com.es/2012/11/que-es-la-
taxonomia.html)).

[5] MACLAGAN, DIANE; STURMFELS, BERND ((Introduction to tropical geo-
metry)). Graduate Studies in Mathematics, 161. American Mathematical So-
ciety, Providence, RI, 2015.

[6] MIKHALKIN, GRIGORY ((Tropical geometry and its applications)). Interna-
tional Congress of Mathematicians. Vol. II, 827–852, Eur. Math. Soc., Zürich,
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