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Resumen

El objetivo de este trabajo es definir los espacios lineales tropicales. Para ello,
primero analizaremos el caso cldsico. Veremos la Grassmanniana, una variedad
en la que cada punto se corresponde con un subespacio lineal. Realizaremos una
introduccién general de la geometria tropical y estudiaremos el andlogo tropical
de la Grassmanniana, llamado Dressiano. Con estas herramientas, estamos prepa-
rados para definir espacio lineal tropical. Como aplicacion, veremos los arboles
filogenéticos, de los cuales daremos las definiciones bésicas y mostraremos un
caso con datos reales de ADN mitocondrial humano.

Palabras clave: Grassmanniana, Geometria Tropical, Dressiano, Arboles filo-
genéticos

Abstract

In this report we define tropical linear spaces. For this, we start analyzing the clas-
sical case, defining a variety called Grassmannian, where each point corresponds
to a linear subspace. We introduce tropical geometry and we study his tropical
analogue, called the Dressian. With these tools, we are ready to define tropical
linear spaces. As an aplication, phylogenetic trees are defined and we show an
example with real data of human mitochondrial DNA.

Key words:Grassmannian, Tropical Geometry, Dressian, Phylogenetic tree.
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Capitulo 1

Introduccion

En el este Trabajo de Fin de Grado estudiaremos la geometria tropical. Se
trata de un area reciente de las matematicas que ha sufrido un rpido desarrollo
desde principios del siglo XXI. El adjetivo tropical se trata de un “homenaje”del
informatico francés Jean-Eric Pin al brasilefio Imre Simon, autor de uno de los
primeros articulos que llevan la palabra tropical “On semigroups of matrices over
the tropical semiring”. Es decir, que no hay ningun significado profundo detras
de este curioso adjetivo, sino que simplemente indica la vision de Jean-Eric sobre
Brasil. Se han hecho conexiones profundas entre la geometria tropical y muchas
ramas de la matematica pura y aplicada. La geometria tropical se ha convertido
en un campo grande, y s6lo abordaremos una pequeia introduccion. Se desarrolla
sobre el semianillo tropical T = {RU oo, @, ©} con las operaciones habituales de
la adicién y multiplicacion sustituidas por el minimo y la suma respectivamente.

Trataremos de estudiar el andlogo tropical del espacio lineal clasico, pero nos
encontraremos con que en algunas situaciones los objetos no se comportan como
nos gustaria. Para solucionarlo introduciremos dos herramientas: la Grassmannia-
na y el Matroide.

La Grassmanniana Gr(n,m) es un espacio que parametriza todos los subes-
pacios lineales de dimensién n de un espacio lineal de dimension m, es decir,
que cada punto del Grassmanniano corresponde a una variedad algebraica. Una
matroide es una estructura que generaliza el concepto de independencia lineal en
espacios vectoriales.

Estudiaremos estos dos conceptos antes de entrar en el dlgebra tropical. Vere-
mos sus propiedades bdsicas, su aritmética y los polinomios tropicales. Al intentar
definir el espacio vectorial tropical nos encontraremos con que la definicién natu-
ral “no es buena”. Para hallar una definicién buena tropicalizaremos la Grassman-



niana clasica que tiene le estudiaremos porque tiene mejores propiedades combi-
natorias.

Por ultimo, introduciremos los arboles filogenéticos, que son drboles de m
hojas y sin vértices de grado 2. Estos surgen sobretodo en biologia (aunque no es
el tnico campo donde se han usado), donde las etiquetas representan diferentes
especies y la estructura de 4rbol registra su historia evolutiva. Relacionaremos la
Grassmanniana Tropical con el conjunto de los arboles filogenéticos.



Capitulo 2

Grassmaniana clasica

Los espacios de moduli son objetos fundamentales en la geometria algebraica.
Estos espacios parametrizan familias de variedades. Cada punto de un espacio de
moduli corresponde a una variedad algebraica diferente en la familia de interés.
Un caso basico es la familia de subespacios n-dimensionales del espacio vectorial
K™. Esta familia es parametrizada por la grassmaniana Gr(n, m), donde cada
punto representa un n-plano de K. Se trata una variedad proyectiva de dimension
n(m —n).

En las préximas paginas, vamos a dar una serie de proposiciones y definiciones
para construir la Grassmanniana.

Definicion 2.1. La Grassmanniana Gr(n,m) se define como el conjunto de n-
planos de K™.

Proposicion 2.2. Todo n-plano de K™ se puede representar con una matriz n X m
de rango n.

Demostracion. Sea H un n-plano de K. Sea 5 = {f, ..., 3.} una base cual-
quiera de H. Tomemos los vectores de /5 como filas de M. Como son n vectores
de m coordenadas y ademds son independientes, tenemos una matriz n X m de
rango n.

]

Proposicion 2.3. Toda matriz n x m (n < m) de rango n define un n-plano de
K™.

Demostracion. Sea A una matriz n X m de rango n. Tomemos las n filas de A
como vectores [3; de m coordenadas. Como el rango de A es n, los vectores 3; son
independientes y forman una base de un n-plano de K™. [
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Definicion 2.4. Liamamos A(n, m) al subconjunto de las matrices n x m, de ran-
gon, de la forma:

aix - QAim

A:

Qp1 +++ OGpm

Definicion 2.5. Sea A € A(n,m). El espacio generado por sus filas se llama
espacios de filas de A'y se escribe rs(A) (rowspan(A)).

Proposicion 2.6. Dos matrices Ay B € A(n,m) definen el mismo n-plano si y
sélo si 3C € GL,(K) con CA = B.

2

Demostracion. ‘<=
Sean Ay B matrices de A(n,m),y C € GL,(K):

aix - Qim biy - bim Ci1 ++ Cin
A= -~ o |y B=|: . | C=

(270 I Anm bnl e bnm Cp1 - Cnn

Supongamos que: CA = B, y sea B; la i-ésima fila de B:

B; = (Ci))A = B; € rs(A), Vi € {1,...,m}. Por tanto rs(B) C rs(A). La
igualdad se obtiene porque dim(rs(B)) = dim(rs(A)) = n.
RS
Sean Ay B € A(n, m) y supongamos que definen el mismo n-plano. Sea B; una
fila cualquiera de B. Como A y B definen el mismo n-plano, podemos escribir
Esto se tiene para todo ¢ € {1,...,n}. Asi, construimos una matriz C' de tamafio
n X n, que se trata de la matriz de cambio de base de B a A y, por lo tanto su
determinante es distinto de cero, por lo que C' € GL,,(K)

]

Por la proposicién 2.3 todo elemento de la Grassmanniana Gr(n, m) se puede
representar por medio de una matriz A € A(n,m).



Vi1 VUim

A=
Un1 *° Unm

Dos matrices Ay B € A(n, m) representan el mismo elemento de Gr(n, m) siy
s6lo si B = C'A, para algiin C' € GL,(K).

Ejemplo 2.7. Sea A € KO la siguiente matriz:

001101
A=(10 0 0 1 1 1
1 2 0001
Sea C' € GL3(K):
2 0 4
C=13 -1 2
1 2 0
Por lo tanto:
4 8 2 2 0 6
CA=12 4 3 2 -1 4
0013 2 3

Veamos que los puntos A’y C'A representan el mismo elemento de Gr(n, m):
Para ello calculo dim(rs(A)), dim(rs(CA)) y dim(rs(A) +rs(CA)) y veo que
son la misma:

Sea pa,,, el menor de A formado por las columnas 1, 3y 5, y sea pc a,,, el menor
de C A formado por las columnas 1, 5y 6. Es fdcil comprobar que sus determi-
nantes son distintos de 0:

0
-1
2

0

10
pA135:O 0 1:1%0 ’ pCA156: :_20740
100

O N
W =~ D

De este modo queda comprobado que dim(rs(A)) = dim(rs(CA)) =3

Si comprobamos que dim(rs(A) + rs(C'A)) = 3, entonces queda demostrado
que Ay C'A generan el mismo subespacio vectorial y que por tanto representan
el mismo elemento de Gr(n,m):



0011 0 1
0001 1 1
1200 0 1
rs(A) +rs(CA) = 18929 0 6
24 3 2 -1 4
0013 2 3

Calculamos la dimension de A + C A utilizando el algoritmo de eliminacion
Gaussiana, operando por sus filas, para encontrar sus dependencias:

1200 0 1 1200 0 1
0011 0 1 0011 0 1
0001 1 1 0001 1 1
4822 0 6| o022 0 2
2 432 -1 4 003 2 -1 2
0013 2 3 0013 2 3
120 0 0 1 120001
001 1 0 1 001101
N 000 1 1 1 . 000111
000 0 0 O 000O0O0O0
000 -1 -1 -1 000O0O0O0
000 2 2 2 000O0O0@O
Por lo tanto dim(rs(A)+rs(CA)) = 3, asi que Ay C A representan el mismo

elemento de Gr(n,m).

Proposicion 2.8. Los n-planos de K™, que son los puntos de Gr(n,m), estdn en
biyeccion con las clases de matrices de A(n, m), médulo la relacion de equiva-
lencia ~:

A~B<+=3CeGL,(K): A=CB
Demostracion. Sea f la siguiente aplicacion:
f: A(n,m) — Gr(n,m)

tal que f(A) = rs(A). Esta aplicacion es sobreyectiva por la Proposicion 2.2.
Por otro lado, la Proposicién 2.6 nos dice que f(A) = f(B) siy solosi A ~ B.
Teniendo esto en cuenta, la aplicacion que va del conjunto cociente a la imagen:

f A(n,m)/ ~— Gr(n,m)

es biyectiva. [



Vamos a ver ahora una representacion de la Grassmanniana Gr(n,m) como
variedad proyectiva en p(7)-L,

Definicién 2.9. Sea A € A(n, m). Nos referimos como A" a la matriz for-
mada por las columnas i1, ..., 1, de A. Llamamos menor de las columnas i1, ..., 1,
menores. Los podemos ordenar en el orden lexicogrdfico de las columnas. A esta
n-tupla de menores lo llamamos coordenadas de Pliicker de A.

Definicion 2.10. Sean iy, ..., i, las columnas de una matriz A € A(n,m). Sea
¢ A(n,m) — P() ! 1al que ¢(A) = [menor(A;iy,...,1,) en orden lexi-
cogrdfico]. Como A € A(n,m) existe al menos un menor distinto de cero 'y, por

tanto la aplicacion estd bien definida.

Ejemplo 2.11. Sea A € A(n,m).

001101
A=10 0 0 1 1 1
120001

Calculemos sus coordenadas de Pliicker: En la siguiente matriz la primera fila
representa el indice de las columnas y la segunda fila el determinante de esos
menores:

123 124 125 126 134 135 136 145
oAy)=[ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1

146 156 234 235 236 245 246 256
o : =12 : 2 = 2 = 2 = 0 = =2 : 0

345 346 356 456
o : 1 : 1 = 1 ]

Las coordenadas distintas de cero nos indican los subconjuntos de n elemen-
tos de las columnas de la matriz A que son independientes en K". En el Capitulo 3
trataremos esto de manera mds amplia.

Proposicion 2.12. Sea p € Im(¢), supongamos que p;, ... # 0. Entonces existe

77777

una tinica matriz D € A(n,m) con ¢(D) = py D = Id,
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, al estar trabajando con coordenadas
homogéneas, podemos suponer que p;, . ;, = 1yque {i,...,i,} = {1,...,n} son
las n primeras columnas. D debe tener la forma:

10 .- 0 --- 0 dl,n+1 dl,m
01 -+ 0 - 0 dopsr -+ dogm
D= 00 -+ 1 -+ 0 dipp1 - dim
oo -0 -1 dn,n+1 dn,m

Ahora, calculamos los elementos que faltan de la matriz. Por ejemplo, para la
primera fila de D:

00 -+ 0 dipnmr

10 . 0 d?,n—i—l
Tdii=10 1 . 0 dgppr| = P23

00 -+ 1 dyps1

Donde el signo dependera en cada caso. Para calcular un d; ; cualquiera, partimos
de las n primeras columnas de D (la identidad),quitamos la columna con un 1 en
la fila 7 y afiadimos la columna en la que se encuentra el elemento d; ;:

10 -+ 00 -+ 0 dy
01 -+ 00 -+ 0 dyy
g 0 0 1 0 - di—1
i,j — = P1...i—14+1,..j
0 0 d;
0 0 0 1 dit1,
0 0 0 0 - 1 dpn;

]

Ejemplo 2.13. Veamos un ejemplo de como recuperar una matriz D a partir de
las coordenadas de Pliicker.
Supongamos que tenemos las coordenadas de Pliicker del Ejemplo 2.11:

11



$p(A)=0:0:0:0:1:1:1:1:0:-1:2:2:2:2:0:-2:0:1:1:1]
D serd de la forma:

dll d12 d13 d14 d15 d16
D= d21 d22 d23 d24 d25 d26
d31 d32 d33 d34 d35 d36

Refirdmonos en este ejemplo al menor formado por las columnas 1,..., 1, como
Di,...in- Como p134 = 1, podemos suponer que las columnas 1, 3 'y 4 forman la
matriz identidad (como las coordenadas de Pliicker son coordenadas proyectivas
podriamos haber cogido tres columnas cualesquiera y multiplicar por un escalar
para conseguir un 1 en la posicion que deseemos). Tenemos la matriz D de la
siguiente manera:

1 dia 0 0 dis dis
D = 0 dgg 1 0 d25 d26

Ahora, con el determinante de todos los menores y la informacion de algunas
columnas, podemos sacar el valor de las columnas restantes:

dia 0 0 1 dip O
pra=|dpn 1 0|=dp=2 ; pos=10 dpa 0 =dp=0
dyx 0 1 0 dsy 1
1 dis O 0 0 dis
pi2z = [0 dag 1| = —d3y = i paas = |1 0 dos| =di5 =0
0 d32 0 01 d25
1 0 d15 10 d15
Dias = 0 dos|=—dos =1 ; pigs =10 1 dos| =ds5 =1
0 1 d35 0 d35
0 0 d16 10 d16
p3ag = |1 0 dog| =dig=1 ; puue=1|0 0 das| = —das=0
1 d36 01 d36

12



=8

16
dog| = dge = 1
36

o = O

1
pizs = |0
0

=8

Por lo tanto, hemos conseguido la siguiente matriz:

1200 0 1
D=10010 -1 0
0001 1 1

Puede comprobarse de manera sencilla que Ay D generan el mismo subespacio
vectorial. Ya que A = CD, con C € GL3(K):

0
C=10
1

o O =

1
1
0
Proposicion 2.14. Sean A, B € A(n, m). Se cumple que:

G(4) = 9(B) <= A~ B
Demostracion. “<=="
Sean A, B € A(n,m) tales que A ~ B.
Para cada {iy, ..., i, }, podemos comprobar facilmente que B'in = (C A)-in =
C A"y por tanto, | B4-'n| = |C||An| = ¢(B) = det(C)p(A)
Y por tanto, A y B definen el mismo punto proyectivo.

S
Sean A, B € A(n, m) dos matrices que definen el mismo punto proyectivo. Por la
Proposicién 2.12, sabemos que ese punto proyectivo son también las coordenadas
de Pliicker de una matriz D € A(n,m) tal que D"~ = [d, {iy,...,4,} tienen
que cumplir que menor(A; iy, ...,i,) # 0. Segin lo visto en la proposicién 2.12,
D existe y es unica. Tenemos que ¢(D) = ¢(A) = ¢(B).
Por un lado tenemos que:
dC, € GLn(K) : C’A(Ai1 """ i”) =1Id= (b(CAA) = gb(A) = ¢(D) = (Cj,A=D
Por otro lado:
dCp € GL(n) : Cg(B") = Id = ¢(CgB) = ¢(B) = ¢(D) = CgB =D
Entonces:
CyA=CgB = A= C;,lch Por tanto A ~ B O

13



Ejemplo 2.15. Veamos un ejemplo 2 x 4 de la proposicion anterior. Sean A,
B e A(2,4):

1 00 -1 2 010
AZ(OOl 2) ’ B:(—1oo1>
Tales que p(A) = ¢(B) =1[0:1:2:0:0: 1]. Entonces:
1 0 0 -1 _[CG1 Ci2 2 010
0 01 2 N Co1 C22 -1 0 0 1

Resolviendo el sistema obtenemos C:

Por lo tanto, A ~ B.

Ejemplo 2.16. Ejemplo: Sean ahora B € A(2,4) y C' € GLy(K):

100 —1 12
B_(001 2) ’ O‘(3 4)

Calculamos A € A(2,4) tal que A = CB. Se obtiene que:
001 2
A= (2 0 3 4)

¢p(B)=10:1:2:0:0:1]
p(A)=1[0:—-2:—-4:0:0:—2]

y sus menores son:

Que definen el mismo punto proyectivo en P(g)_l.

Definicion 2.17. Fijemos un subconjunto I C [m| de tamafio n — 1y un subcon-
junto J C [m| de tamaiio n + 1. Para cada j € J, definimos el signo sgn(j, 1, J)
como (—1)!, donde | es el niimero de elementos i € I coni > j mds el niimero de

elementos j' € J con j < j'.
La relacion de Pliicker Pr_; es la cuddrica homogénea:

Pro=Y_sgn(j;1,.J) - pro - P

jedJ

Donde pr,; = 0sij € 1.

14



Notemos que Py, ; es distinto de cero sélo si |J\I| > 3. Si|J\I| = 3 entonces,
con unos reordenamientos adecuados, podemos escribir / = I’ U {i}y J = I'U
{j,k,1},coni < j <k < [. Esto implica que:

PI,J = Prij " Prkl — Prik - Prji + Pri - Prjk

Esta expresion que hemos obtenido se llama relacion de Pliicker de 3 términos.

Proposicion 2.18. Un punto de p(7)- pertenece a la Grassmanniana Gr(n,m)
siy solo si es cero de todas las ecuaciones de Pliicker. Por otro lado, si un punto de

m
-1 ,. .
P(%) =" tiene todas sus coordenadas distintas de cero, entonces no hace falta que
se anule en todas las ecuaciones para estar en Gr(n, m), sélo en las relaciones
de Pliicker de 3 términos.

Demostracion. Véase [5]. ]

Sea A € A(n,m). Sea A la matriz A con una fila extra formada por las varia-
bles z; ,i € {1,2,...,m}. Podemos calcular las ecuaciones implicitas del espacio
lineal generado por las columnas de A desarrollando por la fila de variables de los
(") menores de la matriz A.

Sea A € A(n,m). Afiadamos una fila extra de variables x; , i € {1,2,...,m}
a nuestra matriz y llamémosla A. Como el rango de A es n, cualquier menor de
rango (n+1) x (n+1) esigual a 0. Si calculamos todos los menores, obtendremos
(:’:) ecuaciones homogéneas. Estas ecuaciones son las ecuaciones implicitas del
espacio lineal generado por las columnas de A.

Ejemplo 2.19. Sea A € A(3,6). Insertemos en esta matriz una fila extra de
variables, quedando A del siguiente modo:

X1 T2 T3 T4 X5 g

4 0O 0 1 1 0 1
A= 0o 0 0 1 1 1
1 2 0 0 0 1

Como el rango de A es 3, cualquier menor 4 x 4 es igual a cero. Para cada
menor, desarrollamos por la primera fila obteniendo una ecuacion homogénea.
Por ejemplo, si cojemos las 4 primeras columnas:

T1P23s — TaP134 + T3Pi2a — Tapiaz = 0 = 221 — 29 = 0

15



De manera andloga, podemos obtener (2) = 15 ecuaciones, una para cada
menor 4 X 4. Son las ecuaciones implicitas del espacio lineal generado por las
columnas de A.

En este caso no necesitamos todas las ecuaciones para definir el m-plano, solo
m —n = 6 — 3 (la codimension del n-plano).

No necesitamos conocer la matriz de manera explicita para obtener éstas
ecuaciones. Con las coordenadas de Pliicker también podemos obtenerlas. Sea
Gr(n,m). Sea I C [m] tal que |I| = n+ 1. Para cada I = {iy, ..., in41}, tenemos
una ecuacion implicita:

PI\{in}Tiy = PI\{i2}Tip + - £ P1\in} T, = 0

En nuestro caso, las coordenadas de Pliicker las tenemos calculadas del Ejem-
plo 2.11:
$p(A)=0:0:0:0:1:1:1:1:0:—-1:2:2:2:2:0:—-2:0:1:1:1]
De esta manera, si por ejemplo, elegimos I = {2356}, obtenemos la siguiente

ecuacion:

Topsse — T3P2se + TsPase + TePazs = 0 == T + 223 + 225 — 226 = 0

Esta manera de conseguir ecuaciones implicitas la utilizaremos mas adelante
para definir espacio lineal tropical.
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Capitulo 3

Matroides

3.1. Definicion de Matroide

A grandes rasgos, una matroide es una estructura que generaliza el concep-
to de independencia lineal en espacios vectoriales. Existen muchas definiciones
equivalentes de matroides. Daremos algunas definiciones equivalentes de matroi-
de, aunque hay muchas mas. Primero recordemos el concepto que queremos ge-
neralizar:

Definicion 3.1. Dado un conjunto finito de vectores vy, v, ..., Uy, se dice que son
linealmente independientes si existen niimeros ay, as, ..., a,, donde la ecuacion:

a1v1 + asVe + ... + apv, = 0

se satisface vinicamente cuando ay, as, ..., a, son todos cero. En caso contra-
rio, se dice que son linealmente dependientes.

Definicion 3.2 (Matroide por conjuntos independientes). Una matroide finita M
es un par (E,T), donde E es un conjunto finito que podemos identificar con
{1,2,...,m} e T una coleccion de subconjuntos de E. Los elementos de T se lla-
man sunconjuntos independientes de M. Los subconjuntos de E que no pertene-
cen a T se llaman dependientes. T estd contenido en P(E) y cumple las siguientes
condiciones:

» Z(1): 0 € Z, (el vacio es independiente)
Ademads, cualquier subconjunto de un conjunto independiente es indepen-
diente, es decir, I es hereditaria.

17



» 7(2):Si X € Ty X' C X entonces X' € T.

« I(3):SiX,Y € Ty|X| <|Y
que X U{z} € T.

, entonces existe un elemento v € Y\ X tal

Ejemplo 3.3. Sea la matriz

0
A=10
1

N O O

1
1 (3.1)
1

OO =

1
1
0

S = O

Aqui hablamos de las columnas como conjuntos independientes, algunos de ellos
son, por ejemplo:

1 10 101
ol ; (o 1] ; [1 11
0 00 00 1

Aunque hay muchos mds. Por ejemplo:

_ o O
N OO

Si es un conjunto dependiente.

Teorema 3.4. Sea A una matriz tal que los elementos de E son sus columnas y
los elementos de I sus conjuntos linealmente independientes. M = (E,T) es un
matroide.

Demostracion. Es trivial que Z cumple Z(1) e Z(2).
Para comprobar Z(3):
Sean X y Y subconjuntos de E linealmente independientes tal que | X| < |Y.
Sea W el subespacio K™ generado por X U Y. Entonces, la dimensién de W,
dim(W), es como minimo |Y'|.
Ahora supongamos que X U{z} es linealmente dependiente para todo z € Y\ X.
Entonces, W estd contenido en el espacio generado de X.Asi, llegamos a una
contradiccion:

Y] < dim(W) < [X]| <[Y]

Por lo tanto, concluimos que Y\ X contiene un elemento x tal que X Uz € Z,
esto es, se cumple Z(3). O
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Ejemplo 3.5. Sea A € A(3,4):

0011
A=10 0 0 1
1200

Entonces M = (E,T), con:
E=1{1,2,3,4 ; T={1,2,34,13,14,23,24,34,124,234}
Es una matroide.

Definicion 3.6. Un circuito de una matroide M es un conjunto dependiente mini-
mal.

Definicion 3.7. Decimos que una matroide es realizable cuando la matriz del
Teorema 3.4 existe. En caso contrario se dice que la matroide es no realizable.

Veamos otra definicion equivalente de matroide:

Definicién 3.8 (Matroide por circuitos). Una matroide M es un par (E,C'), donde
E' es un conjunto finito que podemos identificar con 1,2, ...,m 'y C son una serie
de subconjuntos no vacios de E llamados circuitos, que cumplen las siguientes
propiedades:

= Ningiin conjunto propio de un circuito es un circuito.

w Si ¢y, ¢ son circuitos distintos 'y e € ¢y N ¢q, entonces (¢ U c2)\e contiene
un circuito.

Notemos que un conjunto A serd dependiente si existe un circuito C' con C' C A
e independiente si no contiene circuitos.

Ejemplo 3.9. Sea la matriz del Ejemplo 3.3. Sus circuitos son:

C = {{17 2}7 {37 47 5}7 {]'7 47 6}7 {27 47 6}7 {]'7 37 57 6}7 {27 37 57 6}}
Donde cada niimero indica la posicion de la columna de la matriz A referida.

Veamos ahora un ejemplo de matroide no realizable:
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Figura 3.1: Representacion grafica del Teorema de Pappus

Ejemplo 3.10. Sea M = (E,C)con E = {1,2,...,9} yC' = {123,157, 168, 269,
247,348, 359, 456 } U{todo subconjunto de tamaiio 4 que no contenga los circuitos
de tamario 3}. Se puede comprobar que esto es una matroide.

Esta matroide no es realizable sobre C porque estos circuitos se corresponden
con las hipotesis del Teorema de Pappus [12], véase la Figura 3.1. El Teorema
afirma que entonces 7, 8 y 9 estdn alineados. Esto implica que cualquier matroide
realizable que tenga estos circuitos tiene que tener también al circuito 789.

Uno de los objetos mas basicos y fundamentales en el dlgebra lineal son las
bases. A continuacidén veremos que también podemos definir una matriz por sus
bases.

Definicion 3.11. Una base es un conjunto independiente maximal.

Definicién 3.12 (Matroide por bases). Una matroide M es un par (E, ), donde
E es un conjunto finito que podemos identificar con {1,2,...,m} y 8 una serie de
subconjuntos no vacios llamados bases de I que cumplen la siguiente propiedad
conocida como el teorema del intercambio:
Si oy o' son bases y se tiene que dado i € o\o’', entonces existe un elemento
j € o’\o tal que (c\{i}) U {j} es una base.

Esta propiedad de las bases implica la siguiente propiedad mds fuerte: el
elemento j € o\o' puede escogerse, tal que (0'\{j}) U {i} también es una base.
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Diremos que un conjunto X C [3 es independiente si existe una base B € [
con X C B.

Ejemplo 3.13. Sea la matriz del Ejemplo 3.3. Sus bases son:

6 =1{(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6),(1,4,5),(1,5,6), (2,3,4),(2,3,5),
(2,3,6),(2,4,5),(2,5,6),(3,4,6),(3,5,6),(4,5,6)}

Ahora que tenemos definido lo que es una matroide, veamos que relacién tiene
con la Grassmanniana:

Proposicion 3.14. Cada punto P de Gr(n,m) define una matroide. Sea A €
A(n,m) con ¢$(A) = P. Defino la matroide M = (E, ) de la siguiente manera:
E={1,...m},{i1,...,in} € Bsiysdlosilas columnas de i1, ..., i, son indepen-
dientes. Veamos ahora la misma matroide a partir de sus coordenadas de Pliicker.
M = (E, B) serd la matroide con E = {iy, ....in}, B = {i1, ..., in : piy,..4, # 0}

Ya hemos visto lo que son las Grassmannianas Gr(n,m) y las matroides M.
Mas adelante veremos que podemos agrupar todos los puntos de una Grassman-
niana asociados a una misma matroide. Conseguiremos asi una serie de subcon-
juntos de Gr(n, m) que forman una particién y, a cada uno de estos subconjuntos
lo llamaremos Gr(M,n, m).
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Capitulo 4

Geometria tropical

4.1. Introduccion

La geometria tropical es una rama relativamente nueva de las matematicas. Es
curioso el adjetivo de tropical, pero realmente no tiene ningun significado pro-
fundo. Se trata de un homenaje que le hicieron unos matematicos franceses al
matematico e informadtico brasileno Imre Simon, autor de uno de los primeros
articulos que llevan la palabra tropical “On semigroups of matrices over the tropi-
cal semiring” [9]. Realmente, existen articulos mds antiguos que hablan sobre el
tema aunque no lleven la palabra tropical.

4.1.1. Aritmética tropical

Definimos como semianillo tropical al conjunto T = R U {oo}, junto a las
operaciones suma y multiplicacién definidas como:

r @y = min(z,y) Y rQy:=x+y
El término semianillo se debe a que T satisface los siguientes axiomas:
1. (T, ®,0r) es un monoide conmutativo con elemento identidad Op = oc:

a) (®y)Dz=1(yd2)
b)) Orxrx=2®0r ==
) rhy=ydz

2. (T, ®, 1) es un grupo abeliano con elemento identidad 11 = 0:
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a) (1OYy)Oz=1r0YOz)
by Ir®x =20 1t

) rOQy=you

d) vzt =1, siz # O

3. La multiplicacién cumple con la ley distributiva con respecto a la suma:

a) 2O Yd2)=(20y) ®(z2)
b) 0y ©z=(202)B(yO=2)

4. Or©z =2 ® 0 =07

Existen trabajos en los que para la suma se toma el maximo en lugar del mini-
mo.
Es importante notar que en este anillo la suma es idempotente, ya que:

r@r=x VereT
Esto simplifica mucho las operaciones, por ejemplo:
(z®y)™" = (2)7" & ()"

(donde el exponente indica el producto tropical n veces)
A partir de ahora, denotaremos z®™ como x".

Nota 4.1. La suma no es cancelativa:
abb=a®cAHb=c

Ejemplo 4.2.
1®e3=10743="7

Proposicion 4.3. Para cualquier n € Z, se cumple la siguiente igualdad:
(z@y)" =" oy"
Demostracion.
(x®y)" = nx(z®y) = nx(min(x,y)) = min(nxx, nxy) = min(z",y") = 2" Sy"

]
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4.2. Geometria Tropical

4.2.1. Polinomios tropicales

Sean wy, wy, ..., w, variables sobre en el semianillo tropical (RU{oc}, ®, ®).
Un monomio es un producto cualquiera de estas variables, donde las repeticiones
estdn permitidas. Por la conmutatividad podemos ordenar el producto y escribir
los monomios con la notacion usual con las variables elevadas a exponentes:

Wy © Wy O Wy O Wy O wy @ wy = wy O ws O w,

Observemos que la evaluacion de un monomio tropical de n variables es una fun-
cion lineal afin definida de T" en T. Por ejemplo:

a®w ©ws ®w; =a+w; + 3wy + 2wy = a+ (w,i)

donde w = (wy, ..., wy) es el vector de las variables, e i = (1,3,0,2) € N* es el
vector de sus respectivas potencias.
Por simplificar, escribiremos:

a@ul®..0wr=a®uw”

Antes de definir lo que es un polinomio tropical, introduzcamos el siguiente con-
cepto.

Definicion 4.4. Sea A€ R". Diremos que A es un politopo entero si A es el
envolvente convexa de una cantidad finita de puntos con coordenadas enteras.

Definamos ahora polinomio tropical:

Definicion 4.5. Un polinomio tropical f es una combinacion finita de monomios
tropicales:
flwy,...,w,) = @ai oOw'
ich
donde los coeficientes a; € T para todo v € A, y A C Z" un conjunto finito
(son polinomios con exponentes también negativos que se llaman polinomios de
Laurent).

Sia; € RVi € A, decimos que A es el soporte del polinomio tropical f. Todo
polinomio tropical representa una funcion T" — T. Cuando evaluamos estas
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b-a cb d-c

Figura 4.1: Gréfica de la funcién definida por el polinomio tropical p(w) = a ®
w3 D bOw? P c®wd ddel ejemplo (4.6)

funciones en la aritmética clasica, obtenemos el minimo de una coleccidn finita
de funciones lineales:

~

f(wb SES) wn) = miniEA{ai + <U), Z>}

Si restringimos el dominio de esta funcién a R"™ nos queda una funcién p : R" —
R que es continua y lineal a trozos y para cada trozo lineal, la diferencial es un
vector entero.

Ejemplo 4.6. Consideremos un polinomio genérico de grado tres en una variable
wi’

flu)=a0uw?ebow? ©coOw &d

Para hacer la grdfica de la funcion f que define, dibujamos cuatro lineas en
el plano de coordenadas (wy,ws) : wy = 3wy + a,wy = 2wy + b, ws = wy +cy
la linea horizontal wy = d. El valor de f(w) es el minimo de w; tal que (wy, ws)
pertenece a alguna de estas lineas. Las cuatro lineas contribuyen al grafo si

b—a<c—a<d-c

En este caso, estos tres valores de w son exactamente los puntos en los cuales f
no es diferenciable.

Nota 4.7. Polinomios distintos pueden representar la misma funcion.
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Figura 4.2: Gréafica de la funcion definida por el polinomio tropical del Ejem-
plo 4.8. Las rectas punteadas corresponden a monomios que no aportan al minimo

[2].

Ejemplo 4.8. Consideremos un caso particular del ejemplo anterior, tomando
p = 0® w? @ 3. Podemos ver el grdfico de la funcion que define este polinomio
tropical en la Figura 4.2. Si sumamos p a cualquier monomio del tipo a ® w? con
a > 1, odel tipo b ® w con b > 2, la funcion que definen serd la misma, pues
estos monomios se corresponden con rectas por encima del grdfico de p, con lo
que no aportan al minimo que se alcanza en los monomios de p.

4.2.2. Raices de un polinomio tropical

Dado un polinomio tropical f queremos definir sus raices. Consideramos el
polinomio en una variable:

flw)y=a@wdb

y observamos que la ecuacién a®w@b = Or no tiene solucién si b # Or. Entonces
tenemos que buscar otra definicién de los ceros de f. La igualdad:

aQWdb=aG (wd (b—a))

sugiere definir, asi como en el caso clésico, el niimero b — a como cero de f.
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plr)

Figura 4.3: Gréfica de la funcién definida por el polinomio tropical del Ejem-
plo 4.9 [2].

Ejemplo 4.9. Sea f := 20 w® 3. De acuerdo con la definicion precedente, w = 1
es cero de f. La grdfica de f(w) es singular para este de valor de w puesto que
en ese punto, el minimo entre 2 + w 'y 3 se alcanza dos veces.

Esto nos motiva a dar la siguiente definicion:

Definicion 4.10. Llamamos conjunto de ceros de un polinomio tropical f =
@D i © w' al conjunto Z(f) de todos los puntos de w € R donde el valor
f(w) = minep{ci+(w, i)} se alcanza para al menos dos indices distintos i, j € A
o, equivalentemente, donde f no es diferenciable.

4.2.3. Modulo tropical

Una posible definiciéon de modulo tropical podria ser la siguiente:
Definicion 4.11. Sea V' un conjunto con las siguientes dos operaciones:
G:VxV—=V 0:TxV-—V
que satisface las siguientes propiedades:
» V' es un monoide con respecto a .
m a®v e Vparatodoac TyvelV.

s (a®b)Ov=aO (bOw).
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» (a®b)Ov=_(a®v)® (bOw), paratodoa,bec TyveV.
" a® (B vy)=(a@uv)®(a®vy), paratodoa € Tyvy,vy € V.
» 0®Ov=wv,paratodov € V.

Ejemplo 4.12. Sea V' = T? un T-médulo generado por los vectores vy = (1,0) y
vg = (0, 1). Entonces existe un vector v = (x,y) tal que,

T 1 0
(0) === (o)== ()
Que es el siguiente sistema de ecuaciones:

r=a01®dbe0
y=a000001

por lo tanto,
r =min{a+1,b+ 0}
y=min{a+0,b+ 1}

Y tiene solucion siy solo si —1 < x —y < 1.

La zona sombreada es la zona en la que existe solucion.

En este ejemplo hemos comprobado que esta definicién de moédulo tropical
no es “buena”. En el siguiente capitulo, vamos a utilizar la Grassmanniana para
definirlo.
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Capitulo 5

Dressiano Tropical

El objetivo de este capitulo es definir un andlogo tropical de la Grassmanniana
clasica Gr(n,m).

Como vimos en el primer capitulo de este trabajo, Gr(n, m) parametriza subes-
pacios n lineales de un espacio m dimensional. Cada punto de una Grassmanniana
puede definir diferentes espacios lineales. Recordémoslo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1. Sea Gr(3,5) y los espacios asociados a las siguientes matrices:

12 -1 0 -2 20 3 1 —1
A=[o1 1 0 5 . B=(0o0 2 5 0
30 2 0 1 10 -4 2 0

Sus coordenadas de Pliicker son:
H(A)=11:0:25:0:—-18:0:0:—-23:0:0]

d(B)=[0:0:0:-11:2:5:0:0:0: 24]
A define la matroide M, = (E, 1), definida por bases:

E=1{1,2,3,4,5) ; B ={{123}, {125}, {135}, {235}
B define la matroide My = (E, [35):
E=1{1,2,3,4,5) ; (= {{134}, {135}, {145}, {345}}

Las matroides de estos dos espacios son diferentes, por lo tanto, no son el
mismo.
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A continuacion introduciremos Gr (M, n,m) una particiéon de Gr(n, m) con
el que agruparemos todos los puntos asociados a la misma matroide.

Definicion 5.2. Sea M = (FE, ) una matroide con bases (5. Definimos Gr(M,n, m)
como el subconjunto de Gr(n, m) donde cada punto define a la matroide M :

Gr(M,n,m)=Gr(n,m)N{pa=0: A€ B}N{pa#0: A€}

La matroide M indica los pa que son o no iguales a cero. Gr(M,n,m) es vacio
si M es no realizable sobre K.

Ejemplo 5.3. Sea A € A(2,4) la siguiente matriz:

N
Tenemos ¢(A) y la matroide M = (E, ) asociada a A:
$p(A)=[-2:-3:0:3:3:3]
E={1,2,3,4} ; p={{12},{13},{23}, {24}, {34}}
Calculo las ecuaciones de Pliicker. Si [ = {1}y J = {2,3,4} obtenemos:
Pr ;= p1ap3a + p13pas £ p1apas

Podemos escoger I de otras 3 maneras posibles, pero obtenemos la misma ecua-
cion. Entonces, los puntos que pertenecen a Gr(M,n, m) son aquellos que cum-

plen Pr jconpia # 0, p13 # 0, pra = 0, pag # 0, pas # 0, p3a # 0.

Ahora introduciremos el Dressiano, un concepto puramente tropical. Los desa-
rrolladores de esta teoria decidieron usarlo porque posee buenas propiedades geométri-
cas.

Definicion 5.4. Sean P; ; las relaciones cuadrdticas de Pliicker introducidas en
la Definicion 2.17:

Pro=Y_sgn(j;1,J) - pio - P

jed

Las ecuaciones tropicales de Pliicker son su tropicalizacion directa:

Do p; ©pn;

jeJ
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Definicion 5.5. El Dressiano Dr(M,n, m) es un subconjunto del semianillo tro-
pical (%), Un punto pertenece Dr(M, n, m) si satisface las ecuaciones de Pliicker

tropicales (podemos quedarnos con los 3-terms) y cada coordenada de T<n), in-
dexada por un subconjunto de n elementos de m, que van a ser oo si el subcon-
junto no es base de M y un niimero disntinto de oo en caso de que si lo sea. Es
decir:

Dr(M,n,m) ﬂz PP N{pa#oo: A€ BiN{pa=occ: A¢ B}

Observacion 5.6. Cada punto de una Grassmanianna nos da un espacio lineal.
El Dressiano es lo mds parecido al andlogo tropical, ya que cada punto nos da un
espacio lineal tropical.

Ejemplo 5.7. Calculemos los puntos del Dressiano dados A, M,n,m los del
Ejemplo 5.3. Al tropicalizar la ecuacion de Pliicker obtenemos:

PIJ = P12 © P34 D P13 © paa D p1a © P23
El neutro para & es oo, por lo que pgp = o0 si A¢ Bypa # ocosi A€ L.

Entonces, los puntos que pertenecen a Dr(M, n, m) son aquellos que cumplen

Pftrjp Y D12 # 00, P13 F 00, P14 = 00, Pag F OO, Pag F 00, P3g F OC.
Algunos ejemplos de puntos que estdn en el Dressiano son:

[3:6:00:901:—1:2]
[=5:—=1:00:6:0:4]
(7:7:00:7:7:7
Teorema 5.8. Sea M una matroide. El Dressiano Dr(M,n, m) nunca es vacio.

Se puede probar que el punto con p;, ;. igual a 0 si ¢y, ..., ¢, s una base de

M e oo en caso de que no lo sea siempre pertenece al Dressiano Dr(M,n, m).
Ejemplo 5.9. Sea Dr(M,3,5) con M = (E, 5):
= ({1,2,3,4,5},{{123}, {124}, {125}, {135}, {234}, {235}, {245}, {345} })
Sus coordenadas de Pliicker tropicales son las siguientes:
$=10:0:0:00:0:00:0:0:0:0]
Las ecuaciones de Pliicker siempre van a tener solucion ya que el minimo

siempre estd en el 0.
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Introducimos ahora un subconjunto del Dressiano, La Grassmanianna Tropi-
cal.

Definicién 5.10. La Grassmanniana Tropical GRT (M, n,m) es un subconjunto

de T(V). Un punto pertenece a GRT (M, n,m) si es solucion de las ecuaciones
tropicalizadas del ideal cldsico generado por las ecuaciones de Pliicker tropica-

les:
Z(GR(M)) = () _ f:P)

Donde f; es un polinomio cualquiera y P' una ecuacién de Pliicker:

Fijémonos en:
Z fiPi = Z a;p’

que al tropicalizarlo nos queda:

@O@pi

La Grassmanniana Tropical GRT'(M,n, m) cumple las ecuaciones del Dres-
siano mas todas las generadas por el ideal Z(GR(M)). Por lo tanto

GRT(M,n,m) C Dr(M,n,m)

Nota 5.11. Para n # 2 se sabe que Dr(M,n,m)y GRT(M,n,m) pueden ser
distintos, pero para n = 2 se ha demostrado que son iguales. En este caso parti-
cular, estos espacios coinciden con el espacio de drboles filogenéticos, que estu-
diaremos en el siguiente capitulo. Véase [5], pdgina 172.

Ejemplo 5.12. Sean A, M,n, m del Ejemplo 5.3. Los puntos de GRT (M, n,m)
no solo deben de cumplir la ecuacion de Pliicker tropicalizada del Ejemplo 5.7,
deben cumplir las ecuaciones tropicalizadas del ideal cldsico que generan estas:

Z(Gr(M,n,m)) = (p12psa £ P13P2a £ Prap2s)

Es decir; si por ejemplo tenemos la ecuacion 2w3iws+ 3w, w3 +8wqw3, su homdlo-
ga tropical es 0 ©w? w3z B0Gw; ©wi B0Oy G wi. Los puntos que cumplan las
infinitas ecuaciones que forman el ideal, son los que pertenecen a GRT (M, n,n).

Comprobar que un punto pertenece al Dressiano puede hacerse. Para que un
punto pertenezca a la Grassmanniana Tropical ha de cumplir infinitas ecuaciones,
por lo que no puede comprobarse de manera trivial.
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A final del Capitulo 1 vimos un método para calcular las ecuaciones implicitas
de un espacio lineal generado por las columnas de A € A(n,m). De manera
andloga podemos calcular las ecuaciones implicitas de un espacio lineal tropical.
Esto nos servird como definicion.

Definicion 5.13. Sea Dr(M,n,m). Sea P un punto del Dressiano. Sea I C [m)]
tal que |I| = n+ 1. Para cada I = {iy, ..., 1,1} definimos la siguiente ecuacion:

Py © Tiy D Pn\{in} © Ty © ... B PN} © T4y,

Como hicimos en el Ejemplo 2.19. En total hay (ZL) ecuaciones. Definimos el
espacio lineal tropical de P como la solucion de estas ecuaciones.

Ejemplo 5.14. Sea Dr(M,4,6). con una matroide asociada:
M = (E,5) = ({1,2,3,4,5,6}, {1346}, {1456}, {2346}, {2456, {3456} })
Sus coordenadas de Pliicker tropicales de M son:
p=[c0:00:00:00:00:00:00:0:00:0:00:0:00:0:0]

Segtin la definicion, tenemos 6 ecuaciones que son las siguientes:
Para {12345}: 00 © 11 B 00 © s B 00 © T3 D 00 O T4 B 00 © X5
Para {12346}: 0021 00 22, oo © 23 B 00 © 24 B 00 O Tg
Para {12356}: 00 ©® 11 B 00 ® 29 B 00 © 23 D 00 © 5 B 00 O Xg
Para {12456}: 0021 00 22D 00 ® x4 B 00 @ x5 B 00 O Tg
Para {13456}: 0021 00 13000024 B 0O x5 B 00 © Xg
Para {23456}: 0 © 22000 230000 x4 B0 O x5 B 00 O Xg

En resumen, son estas ecuaciones:
00z P00 29

001200 23P 0O x5
0022000 23D 00O x5

Que precisamente cada una tiene como soporte uno de los circuitos de la
matroide M. Esto ocurre siempre.
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Capitulo 6

Arboles filogenéticos

En este capitulo analizaremos el caso n = 2, en el que el Dressiano y la
Grassmanniana Tropical coindicen.

Teorema 6.1. Cuando n = 2, se cumple: Dr(M,2,m) = GRT(M,2,m)

Demostracion. Véase [5]. []

6.1. Arboles filogenéticos

Definicion 6.2. Un drbol filogenético es un drbol con m hojas etiquetadas y sin
vértices de grado 2 (el niimero de aristas adyacentes al vértice). Estos, principal-
mente, surgen en biologia, donde las etiquetas representan diferentes datos y la
estructura de drbol registra su historia evolutiva. Las m aristas adyacentes a las
hojas de un drbol T son las aristas colgantes de T.

Ejemplo 6.3. En la Figura 6.1 se muestra un ejemplo de drbol filogenético.
Definicién 6.4. Una distancia de drbol es un vector d = (d, ;) € R(3) construido
como sigue. Sea T un drbol filogenético. Asignamos una longitud |, € R a cada
arista. Esta longitud en principio puede ser 0 o incluso un niimero negativo. Entre
dos hojas i,j € T hay un iinico camino en 7. Definimos la distancia d; ; entre
las hojas 1,7 como la suma de la longitud de todas las aristas l. a lo largo de
este camino. El vector resultante d = (d; ;) € R(%) se llama distancia de drbol.
Cuando todas las [, son no negativas, la distancia de drbol especifica una métrica
en el conjunto [m| = 1, ..., m de hojas. Los espacios métricos que surgen de estos
drboles métricos T se llaman métricas de drbol.
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Figura 6.1: Ejemplo de arbol filogenético [4]

Definicion 6.5. Denotemos A al conjunto de todas las distancias de drbol en

R(%). Este conjunto se conoce como el espacio de los drboles filogenéticos de
m hojas. Afiadir el vector \ - ;i €ij a la distancia de drbol d corresponde a
ariadir la constante \/2 a la longitud del arista colgante i-ésimo del drbol T. Esto
demuestra que d + (\/2) - > 4i €ij € A. Concluimos con que el subespacio L
estd contenido en A:

A+L=A

Recordemos los axiomas que definen a una métrica:

Definicion 6.6. Una métrica es un concepto que generaliza la idea geométrica de
distancia. Un conjunto que tiene una métrica definida recibe el nombre de espacio
métrico. Dado un conjunto [m|, una métrica en [m| es una funcion:

d:[m]x[m]—-R
que posee las siguientes propiedades:
» Es positivamente definida, es decir: d(x,y) > 0 para todos los x,y € [m].

» Es simétrica: d(x,y) = d(y,x) para todos los x,y € [m].
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Figura 6.2: Arbol de 4 hojas

» Cumple la desigualdad triangular, es decir, que para todos los x,y,x € [m),
se cumple: d(x, z) < d(y,x) + d(y, z).

» Es nula para puntos coincidentes: d(x,y) =0< =y

6.2. Condicion de cuatro puntos

Definicion 6.7. A cualquier subdrbol T formado por cuatro hojas u,v,x,y, lo
llamamos quartet (uv; xy) si u tiene un vértice adyacente en comiin con v’y x lo
tiene con y. Véase la Figura 6.2.

Teorema 6.8 (Condicién de cuatro puntos). Una métrica d en un conjunto fi-
nito (m| es una metrica de drbol si y solo si para cualquier cuatro elementos
u, v, z,y € [m] el mdximo de los tres niimeros dy, + dyy, dyy + dyy, dyy + dys se
alcanza al menos dos veces.

2

Demostracion. “=—
Supongamos que d es igual a la métrica d, definida por un arbol 7 en [m]. Enton-
ces para cualquier quartet (uv; zy) de 7, como el de la Figura 6.2, se cumple:

L+ L)+ e+l) S+ L+L)+ o +l+1) =T+l +1) + (L + 1+ 1)

Es decir,
duv + dxy < dux + dvy - duy + dvx (61)
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Figura 6.3: Arbol de 3 hojas

Por lo tanto se cumple que el maximo se alcance dos veces.

PR

La otra parte de la implicacion la vamos a probar aplicando induccion en el nime-
ro de hojas m. Para m = 3, tenemos el caso de la Figura 6.3. A partir de las
distancias de arbol d;;, podemos calcular las longitudes /; con el siguiente sistema
de ecuaciones:

d12 - ll +12
dig =11 + I3
d22 - l2+l3

El sistema es compatible determinado, por lo que para m = 3 siempre se
cumple.

Supongamos m > 4, y que el teorema es vélido para todos los espacios métri-
cos con menos de m elementos. Enconces sea d una métrica en [m] = {1,2...,m}
que satisfaga la condicion de los cuatro puntos.

Escogemos i, j, k que maximicen d;;, + d;; — d;;. Por hipétesis de induccién hay
un arbol 7’ en [m|\i que realiza d restringida a [m]\1.

Sea A la longitud de la arista colgante e de 7' adyacente a j. Subdividimos e
afladiendo un nuevo vértice interior conectado a la hoja ¢, como vemos en la Fi-
gura 6.4.

La arista adyacente a j se le asigna una longitud \; = (d;; + di, — djx)/2, ala
arista adyacente a j le asignamos una longitud de \; = (d;; + d;i, — dix)/2 y por

37



Figura 6.4: Subvidimos e con un nuevo vértice y le conectamos con ¢

ultimo, a la parte restante de e le asignamos longitud A — A;.

Veamos que el arbol resultante 7 no tiene ninguna arista con peso negativo, y
se cumple que d = d,. Por construccién, d y d, coinciden en todos los pares
z,y € [m]\i.

Sea [ cualquier hoja de 7’ diferente de i, j, k. Nuestra eleccion de i, j, k implica
que di + djp — dij > dig + digg — dig y dige + dji. — dij > dig + dji. — dj.

La condicion del cuarto punto de nuestra hipétesis da entonces

dij +dp < dig, +dj = dy + djp,

Como d es una métrica, tenemos que \; > 0y A\; > 0. Veamos ahora que A — A;
es no negativo, fijemos una hoja [ # j, k de 7’. Entonces se tiene que A = (d;j, +
dj; — dyi)/2, asi que

)\—>\j = (dik—i-djl —dij —dkl)/Q >0

Por lo tanto, nuestro arbol 7 no tiene aristas con pesos negativos, pero puede ser
0. Ademas tenemos que (d,);; = A+ Aj =di;yque (d )y = (d:)ju— N+ X\ =
djl -+ dzk — djk = dil paral 7é 7. OJ

Ejemplo 6.9. Sea el drbol métrico de 4 hojas de la Figura 6.5.
Tomando p; ; = —d(i, j), veamos que se cumple:

PItTJOp = P12 © P34 D P13 © Pas D P14 © po3

PP =min{—((1+2)+ (3+4)), —((1+5+3) + (2+5+4)),
—((1+5+4)+(2+5+3))} =min{-10,—20, 20} = —20
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Figura 6.5: Ejemplo de arbol

Como vemos, la condicién de cuarto puntos no son mas que las ecuaciones
de Pliicker cambiadas de signo. Es decir, los arboles filogenéticos son puntos del
Dressiano.

Teorema 6.10. El conjunto de métricas de drbol de m hojas es igual al subcon-
junto de —Dr(M, 2, m) con todas las coordenadas positivas, donde M = (E, 3)
es la matroide uniforme (todos los subconjuntos de E de 2 elementos son bases).

6.3. Caso real de arbol filogenético

En esta seccion intentaremos recrear un arbol filogenético a partir del ADN
mitocondrial de los siguientes humanos: Hemos ido a una base de datos de ADN
mitocondrial humano [14] y hemos descargado las muestras que tienen el siguien-
tes identificador:

AF381982, AY195748, AF346989, AF346963, AF346988.

Que vamos a llamar, 1, 2, 3, 4 y 5 respectivamente.

La distancia que vamos a usar es el nimero de nucledtidos diferentes en cada
especie. Por ejemplo la distancia entre:

AGTCA y GATCA

es 2 porque difieren en la primera y segunda posicion. El problema es que el
ADN no esta alineado.

Por ejemplo, entre las posiciones 515 y 540 hemos obtenido lo siguiente:
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=W N =

5:

de este modo:

Ol W N~

En este ejemplo lo hemos hecho a mano, pero un problema interesante es

Cuadro 6.1: Distancias entre las 5 hojas del arbol

1 2 3 4 5
10|41 |47 |34 |28
2 0 | 18|39 |41
3 0 45|47
4 0 |32
5 0

GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
GCACACACACCGCTGCTAACCCCAT
GCACACACACACCGCTGCTAACCCC
GCACACACACACCGCTGCTAACCCC

Vemos que la 3 estd muy alejada de las demds, pero mas que eso, lo que parece
es que han desaparecido 2 nucledtidos. Afiadimos una nueva letra ’X’ para indicar
que un nucledtido ha desaparecido. Hemos anadido 2 X’ y las secuencias quedan

GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
GCACACACAXXCCGCTGCTAACCCCAT
GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT
GCACACACACACCGCTGCTAACCCCAT

buscar definir un algoritmo que decida cémo alinear ADN.

Una vez alineado, comparando las diferencias entre los ADN, hemos obtenido
una serie de distancias, reflejadas en el Cuadro 6.1, donde la distancia ha sido
calculada como el ndmero de nucledtidos diferentes entre cada secuencia.

De esta tabla, sacamos 5 condiciones de cuatro puntos:

Con las hojas {1,2,3,4}, {1,2,3,5} y {2,3,4, 5}, la condicién de los cuatro

puntos se cumple:

d12 + d34 = 86
d13 + d24 = 86
d14 + d23 =52

dis + d35 = 88
dy3 + dos = 88
di5 + do3 = 46
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Cuadro 6.2: Distancias finales entre las 5 hojas del arbol
1 2 3 4 5

10|41 |47 |34 |28
2 0 | 18|39 |41
3 0 45|47
4 0 |34
5 0

Sin embargo, observamos que escogiendo las hojas {1, 3,4,5} y {1,2,4,5} la
condicion de los cuatro puntos no se cumple:

diz + dgs = 79 dig + dgs = 73
d14 + d35 =81 d14 + d25 =75
di5 + dsg = 73 dis + dog = 67

Eso quiere decir que no tenemos una métrica de arbol. Para poder construir un
arbol usando el Teorema 6.8, tenemos que hacer un pequeno ajuste a los datos.
Un posible cambio que vemos a simple vista es aumentar en 2 unidades a dys, ob-
teniendo el Cuadro 6.2. Aqui lo hemos hecho a ojo, pero un problema interesante
fuera del alcance de este trabajo, es dada una métrica que no es de arbol, ajustarlo
a la métrica de arbol mds préxima.

El punto correspondiente del Dressiano seria:

[—41:—47:—-34: —-28: —18: =39 : —41: —45: —47 : —34]

Ahora que ya tenemos 5 hojas que cumplan nuestras hipotesis, construimos el
arbol con el algoritmo usado en la demostracion del Teorema 6.8.

Primero tenemos que escoger 3 hojas (i, j, k) tales que maximicen: d;j, +d; —
d;;. En nuestro caso (7, j, k) = (2,3, 1), obteniendo el arbol 7" = {1,3,4,5} de la
Figura 6.6.

La quinta hoja la tenemos que afiadir en algin punto de /4, obteniendo la Fi-
gura 6.7.

Con la informacién que tenemos podemos hallar los valores de a, by c:

lhi=a+c=29
d23:b+CI18
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3

Figura 6.6: Arbol formado por las hojas 1, 3,4y 5

3

Figura 6.7: Afiadimos la quinta hoja en algtn punto de [,
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Figura 6.8: Finalmente, terminamos de construir el arbol

d24:a+b+16:39

Asi, obtenemos los valores a = 19, b = 6, ¢ = 12 y obtenemos el arbol de la
Figura 6.8.
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